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ONSOZ

Harmonik Analizin temel teknik araglarindan biri potansiyel tipli integral opera-
torlerdir. Bunlar i¢inde en {inliileri klasik Riesz, Bessel, Flett potansiyelleri ve onlarin pa-
rabolik versiyonlaridir (Johnson 1973, Rubin 1986, [1987, 1998, Samko vd 1993, Samko
2001}, Stein 1970). Fourier dontisiimii dilinde, Riesz, Bessel ve Flett potansiyelleri, sira-
styla, asagidaki gibi tanimlaniyor:

F(I%) (z) = |z| “ . F(f)(x),(r e R",0 < a < n)
(J0)(@) = (1+ |22) ™" F(f)(2), (0 < a < o)
F(Fop)(z) = (1+|z)™" - F(f)(z), (0 < o < 00)

Riesz potansiyeli, Laplace operatérii diye adlandirilan (—A) = — >~ 92 /9z? operatdrii-
k=1

niin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlaniyor. Benzer sekilde, Bessel potansiyelleri
de, I birim operator olmak iizere, (I — A) operatoriiniin negatif kesirsel kuvvetleri ola-
rak yorumlanmaktadir. Riesz ve Bessel potansiyelleri ve onlarin ¢esitli benzerleri ile ilgili
aragtirma konularindan biri de, o parametresi sifira sagdan yaklastiginda, /“f ve J*f
potansiyellerinin yaklagim 6zelliklerini incelemektir. Bu konu ile ilgili Aliev vd (2006),
Gadjiev vd (2007), Gal (2011)), Kurokawa (1981)), Sezer (2009), Uyhan vd (2006) ve
baska matematikg¢ilerin ¢aligmalar1 bulunmaktadir.

Bu ¢alismada, Bessel ve Flett potansiyellerinin ikisini de genellestiren ve iki para-
metreye bagli integral operatorler ailesi ele alinarak, parametrelerden biri sifira giderken,
bu operatorler ailesinin yaklagim ozellikleri incelenmistir. Elde edilen sonuclar, Aliev vd
(2006) ve Sezer’in (2009) makalelerindeki sonuglar1 genellestiriyor. Ayrica, Lipschitz si-
nifindan olan fonksiyonlar i¢in, s6z konusu integral operatdrler ailesinin fonksiyona yak-
lagim hiz listten tahmin edilmistir.
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Simgeler:

R’n

|z

L,= L,(R")
Co = Co(R")
F(f)=1"
FLp=r

ICX

~ =

Jgf

Kisaltmalar:
h.h.x

SIMGELER ve KISALTMALAR DiZIiNi

R ={z:2=(21,...,7,); 2) € R} (n boyutlu Oklid uzay)
2| = \/7? + 23 + ... + 22 (= vektdriiniin normu)

Lebesque uzaylari

R™de siirekli olup, || — oo i¢in limiti sifir olan fonksiyonlar uzay1
f fonksiyonunun Fourier doniisiimii

f fonksiyonunun ters Fourier doniistimii
n

—A = — 3" 0*/0z% (Laplace operatdrii)

p € L, flz)ni{siyonuna uygun Hardy-Littlewood maksimal fonksi-
yon

Eulerin Gamma fonksiyonu

f’in, o mertebeden Riesz potansiyeli

f’in, o mertebeden Bessel potansiyeli

f’in, iki parametreye bagli potansiyeli

hemen hemen her x



GIRIS Medine DEMIR

1. GIRIS

Bu Tez ¢alismasinda Zayif Singiiler integral Operatdr dendiginde, klasik Bessel
potansiyelleri, Riesz potansiyelleri, Flett potansiyelleri ve onlarin ¢esitli genellesmeleri
diistiniilmektedir. Bu integral operatorler girisim(konvolusyon) tipli operatdrler olup, ¢e-
kirdekleri koordinat baglangicinda zay1f singiilariteye sahiptir. Yani, w(x), (z € R") soz
konusu ¢ekirdek ise, |x| — 0 i¢in |w(x)| fonksiyonu c.ﬁ , (0 < X < n) gibi davraniyor
(dolayisiyla, sifir noktasinin komsulugunda integrallenen oluyor).

Potansiyel tipli integral operatorler analizde ve uygulamalarinda 6zel 6neme sahip-
ler. Bundan dolay1, bu tipli operatorler, ¢esitli yonleriyle incelenmisler ve ilging 6zellikleri
elde edilmistir. Ornegin, potansiyel tipli operatdrlerin L, (R™) ve agirlikli L, uzaylarindaki
davranisglar1 incelenerek, linlii Sobolev uzaylarina uygulamalar bulunmugtur. Matematik
literatiirde, f € L,(R™) fonksiyonunun Bessel potansiyelleri J* f, (0 < o < 00) ve Riesz
potansiyelleride I f, (0 < o < ) ile gosterilir. Bu potansiyellerin, o parametresine gore

davrams1 da matematikgilerin ilgisini gekmektedir. Ornegin, tek degiskenli fonksiyonlar
i¢cin tamimlanmis ve Riemann-Liouville Kesirsel integrali denilen

(13¢)(x):F1 ./( 20 0<a<1;0<z<o0)

(@) J (@ —t)ie

integrallerinin « parametresine gore davranisi ile ilgili asagidaki sonuglar bilinmektedir
(Samko vd 1993).

L. lim [[I§¢ — I5%¢]|, =0, ¢ € Ly(0,00); 1 < p < 00);
a—roQ
2. Tim 15— oll, = 0
3. ¢ € L1(0,00) ise, ¢'nin her Lebesque noktasi z i¢in lim+(13g0)(x) = ()
a—0

saglanir.

Cok degiskenli durumda, bizim bildigimize gore, bu konuda ilk ¢alismalar Taka-
hide Kurokawa’ya (1981)) aittir. Kurokawa, Riesz ve Bessel potansiyellerinin ¢ekirdekle-
rinin sifir noktasindaki davranigsini kullanarak, bu potansiyellerin, & — 07 igin yaklagim
ozelliklerini incelemistir.Gadjiev vd (2007) makalesinde, ayn1 problem, baska bir metod
kullanilarak arastirilmis ve fonksiyonun siireklilik modiilii dilinde yaklagim hizi incelen-
mistir. S6z konusu makalede elde edilmis sonuclarin bazilar s6yledir:

Teorem 1.1 f € L,, (1 < p < 00) olsun.

1. Eger lim f(z) = lise, lin%(]af)(xo) =l olur;
T—To a—
2. Eger f reel degerli fonksiyon ve lim f(x) = +o0 ise, o halde, lir%(laf)(ato) =
T—T0 a—

+o00 olur;
3. C(R") siirekli fonksiyonlar uzayi ve f € L, N C(R™) olsun. O halde, her K C R"

1



Medine DEMIR GIRIS

kompakti igin ilg%) 1% f = flle) = 0 olur.
Teorem 1.2 f € L,, 1 < p < oo olsun. O halde , h.h.x € R" i¢in lir%(fo‘f)(x) = f(2).
a—

Teorem 1.3 K C R" kompakt ve w; () = sup ||f(z +y) — f(2)||o k) fonksivonu f’in
ly|<é

siireklilik modiilii olsun. Eger f € L, N C(K) ise, o halde, éyle ¢ > 0 vardir ki, « — 0%
icin |[1°f = fllo) < cwi(a) saglanr:

Aliev vd (2006) makalesinde bir 6zel yarigrubun dogurdugu integral operatorler
ailesinin yaklagim 6zellikleri incelenmistir ve buradan, 6zel halde, hem klasik Riesz ve
Bessel potansiyellerinin ve hem de genellesmis kayma operatoriiniin dogurdugu Riesz ve
Bessel potansiyellerinin , « — 07 igin yaklasim 6zellikleri elde edilmistir.

Sezer (2009) makalesinde Flett potansiyellerinin yaklasim 6zelliklerini incelemis-
tir. Cesitli makalelerde, parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansiyellerinin yaklasim
ozelliklerine bakilmistir (Bayrakci ve Sezer 2011, Uyhan vd 2006)).

Gal (2011) makalesinde Picard singiiler integrallerinin, Poisson-Cauchy tipli sin-
giiler integrallerinin ve Gauss-Weierstrass singiiler integralinin dogurdugu zay:1f singiila-
riteye sahip operatorler ailesinin, o parametresi sifira giderken yaklasim o6zelliklerini ele
almustir.

Biz bu ¢aligmamizda, hem Poisson ve hem de Gauss-Weierstrass yarigruplarinin
her ikisini de genellestiren bir yarigrup ( beta-yarigrup) yardimiyla tanimlanan iki para-
metreye bagli integraller ailesinin, parametrelerden biri sifira giderken yaklasim 6zelligini
inceledik. Bu integraller ailesi, hem {inlii Bessel potansiyellerini ve hem de Flett potansi-
yellerini genellestiriyor. Caligmamizdaki 6nemli sonuglardan biri de, fonksiyonun Lipsc-
hitz noktasinda, potansiyeller ailesinin yaklasim hizinin tahmini ile ilgilidir.

Tez ¢alismasi, yedi boliimden ve Kaynaklar kismindan ibarettir. 2.-6. Béliimlerde
yardimc1 tanim, kavram ve bilgiler toplanmis ve esas sonuglar Boliim 7’°de verilmistir.
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2. ON BILGILER VE GOSTERIMLER
Bu Béliimde, Tez boyuca kullanilan temel gosterim ve kavramlar tanitilacaktr.
R", n— boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere, L, = L,R") ile dlgiilebilir ve||f||, =
(Jau LF () dx)% < oo esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayini gosterecegiz. Burada ,

1<p<oo,x=(r1,...,2T,) ve dv = dx1,dzs, ..., dx, "dir.

C(R™) ile siirekli fonksiyonlar uzaymi ve || f|| ile de f € C'(R™) fonksiyonunun
normunu gosteriyoruz:

[ Flle: = sup [ f(2)|
R

C(K) ile, K C R" kompaktinda siirekli fonksiyonlar uzayini gosterecegiz.

Co = Cy(R™) ile R™’de siirekli olup, | l‘im f(z) = 0 esitligini saglayan fonksi-
T|—00

yonlar uzayini gosteriyoruz.

Eger bir ¢(z), (r € R") fonksiyonu, |x| = /22 + ... + 22 normuna bagl ise,
¢’ye bir radial fonksiyon diyecegiz. Ornegin, p(x) = ¢~17” bir radial fonksiyondur.

I" ile Eulerin gamma fonksiyonunu gosterecegiz:
/ et (0 < o < 00)
0

Asagida, her yerde, h.h.x ifadesi , "hemen hemen her x” demektir.Bir 6zellik, h.h.x €
R™ i¢in saglanirsa, bu o demek oluyor ki, bu 6zelligin saglanmadigi noktalar kiimesinin
Ol¢timii sifirdir.

C(a) = O(1), (« — 07) ifadesi, C'(«) fonksiyonunun, sifirin bir sag komsulu-
gunda smirl bir fonksiyon oldugu anlamina gelmektedir.

[leri béliimlerde kullanacagimiz esitsizliklerden biri, {inlii Holder esitsizligidir:
felLlyge L,1<pq<ooise, fg €& Liolup asagidaki esitsizlik

saglanir,

1 1
/f 2)dz| < [1fll,-lall, + -+ = D).

Tezde kullanilacak olan diger kavram, tanim ve bilgiler uygun boliimlerde siras1 geldi-
ginde verilecektir.
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3. POISSON INTEGRALI VE OZELLIKLERI

Biz, bu boliimde, Riesz ve Bessel potansiyellerinin incelenmesinde yardimci arag
olan ve Harmonik Analizin ¢esitli problemlerinde genis uygulama alani bulan Poisson
cekirdegini ve integralini (yarigrubunu) tanitacagiz. ileriki béliimlerde, Poisson integra-
lini genelleyen baska bir yarigrup tanimlayacak ve potansiyellerin yaklagim 6zelliklerini
incelemek i¢in bu yarigruplari kullanacagiz.

R" n— boyutlu 8klid uzay1 olmak iizere, R = {(z,9) : € R*, y > 0} olsun.
Bu durumda (¢;y) € R/ olmak iizere, 2"l fonksiyonunun Fourier doniisiimii Pois-
son ¢ekirdegi olarak adlandirilir, yani;

P,(z) = / e~ 2t e =27ty gy (3.1)

R

Burada,

t=(t1, stn); Ll = 23+ 82 dt=dty..dt,; t-x =t + ... +t,2,.

Lemma 3.1 Stein ve Weiss (1971)Yukarida tammlanmis P, (x) fonksiyonunun agik ifa-
desi asagidaki gibidir:

ntl
v ) (3.2)

P, S
(> + ly[?) = ™

y (T) = ¢ -

Burada, |x| = \/x3 + ... + 22 ve I, Eulerin gamma fonksiyonudur.

Ispat. Her v > 0 icin

T 71
. / ey = e
7T 1492

oldugu biliniyor. Ayrica

oo

1 — /e(lﬂﬁ)udu
T

0

esitligini yukaridaki formiilde dikkate alirsak,

. e A 0 . 1 o] oo .
7 = —. /ewy ) /6(1+y )udu dy = — - /e—u ) (/ewy ) e_yQUdy)@iB)
T s
—00 0 0 —00
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olur.Ayrica iyi bilinen

o0

/e”y2 ce WY dy = e ™ 3.4

—0o0

esitliginde, y yerine f - Y koyarsak

_a V2 _9 'Yﬂ m )
/6 uY_e i \/;“/dY:%.ewy
u

olur. v = \\/Ti - ——s koyarsak,

o0

/e—uY2 . eistY —

—0o0

IS
®|
3
ENE]
'S
a‘H
N
@
(V)

I
e
)

ol
§(”M

Bagka ifadeyle,

o0

/eivY ceTy =

—0o0

ce A,

IS

Bunu (B33)’te koyarsak ,

1 TP 1 fer
6—7:_,/6—u.\/j.e—zmdu:—-/—-e_ﬁludu. (3.5)
v

(B3)’i kullanirsak,

4 . 1
Py (I) — /€2ﬂzt-z . 6727T|t\Ydt — /627rzt-x

Rn Rn

du | dt

>]
o\mg
é\

_ ]O‘f_" / omit Y ) 16
=7 N e e u. (3.6)
0

n

Yukarida yazdigimiz (B4) formiiliiniin n boyutlu versiyonu soyledir:

/627rix-t . efﬂ.‘t|2dt _ ef7r.|:L'|2 : (v$ c Rn)

Rn
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Bu esitlikte, ¢ yerine \/Tyt; dt yerine (\/Zy)" dt ve x yerine de /% - ;- @ koyarsak

n
A 2)t12.v2 U 1 w2 1 1 g2
6—2mt-x . 6—" m dt = et e T x 2 || = —. U% e ¥2 =]
R T) y" T2 y"
n

olur.

O halde, (84)’dan

— o | ) e (3.7)
0

Simdi I'(s) = /e“ -u*'du, (s> 0) oldugunu kullanacagiz. Bunun i¢in (B77)’de u
0

yerine, —— - u ve du yerine de —— du koyarsak
1 142 ’
2
Yy

[z|
2

1 1 1 n
P, (x) = T T ™ /e u u#—ldu
T 1+ 2 0
nTH

_ ) Y’ L
ot 2, = y"

T Yy t oz
(e y

T (2 o)

elde edilir. O

Simdi, f € L, (R"), (1 < p < oo) olmak iizere, f ile P, ¢ekirdeginin girisimine
(konvolusyon) bakalim:

u(:n;y):/f(:v—t)-Py(t)dt; (y >0, x e R"). (3.8)
Rn

Buradaki u (z; y) fonksiyonuna f ’in Poisson integrali denir.

Poisson ¢gekirdeginin ve integralinin asagidaki 6zellikleri vardir (Stein 1970, Rubin

6
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1996):

. Herz € R" vehery >0 i¢in P, (x) > 0;

. Her y > 0 igin /Py (x)dx = 1dir.

Rn
Sonuncuyu kanitlamanin en kolay yolu asagidaki gibidir:

Py (x) = (¢77)" ()
oldugundan, Ters Fourier dontistimii kullanilirsa, her ¢ € R™ i¢in
e — (1, @) 0) = [P, (@)
]Rn

olur.

Burada, ¢ yerine sifir vektor koyarsak, / P, (z)dx = 1 elde edilir.

Rn

. P, (z), (—n) dereceden homojendir, yani her ¢ > 0 ve z € R” i¢in F. (z) =

e " P (% . x) esitligi saglanir. Gergekten,

1 1
Pg(x):cn-;m:cw . 5 =" P|l-x]).
2 2\ "3 gntl 2]\ %\ et €
(2 + lal?) (+ ()

P, (z)’in agik ifadesinden anlasilacagt iizere, P, (x) fonksiyonu |z|’in azalan fonk-

siyonudur ve 1 < p < oo olan her p i¢in P. (z) € L,(R"™) saglanir.

(p = oo igin L (R™) uzayi, 6lgiilebilir ve essup | f (x)| < oo olan f’ler uzayidir.

Biz uygulamalarda L. (R") yerine Co(R™) uzaymi kullanacagiz. Burada, Cj(R")

ile R™’de siirekli olup, | l‘im f(z) = 0 saglayan f’ler uzayini gésteriyoruz).
T|—00

P, () asagidaki yarigrup ozelligine sahiptir:
Her y1,y, > 0 igin

(Pyy * Py,) (7) = Py, (7).

Gergekten, her iki tarafin ters Fourier dontlistimii alinirsa, sag tarafin ters Fourier
doniisiimii e 21111 +42) ye sol tarafin ters Fourier doniisiimii de, girisimden dolay1,

(P ()" (1) - (P, (2))” (t) = 2l =2l
olup, birbirine esittir.

Simdi bir f fonksiyonunun Gauss-Weierstrass integrali’ni tanimlayalim: z € R”

ve t > 0 olmak tizere, w(x;t) fonksiyonu e’t‘5|2, (¢ € R™) fonksiyonunun ters Fourier
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doniisiimii olsun. Yani,

w(z;t) = ﬁ/ei@e%lfﬁdf ,(Cx =&+ .+ ).

R

Ohalde, (W, f)(y) = / W(x;t) f(y—x)dx girisimine f € L,(R™) fonksiyonunun Gauss-
Rn

Weierstrass integrali denir. Harmonik Analizde Poisson integrali gibi, Gauss-Weierstrass
integrali de 6nemli uygulamalara sahiptir.

Calismamizin 5. Boliimiinde, hem Poisson integrallerini ve hem de Gauss-Weierstrass
integrallerini genellestiren integraller ailesinin tanimin1 vererek , 6. ve 7. bdliimlerde kul-
lanacagiz.
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4. COK BOYUTLU UZAYDA RiESZ VE BESSEL POTANSIYELLERI VE BU PO-
TANSIYELLERIN BAZI OZELLIiKLERI

f € L, (R™) fonksiyonunun Riesz potansiyeli, asagidaki sekilde tanimlantyor:

a _ 1 f($_y) n'
(1) (@) =~ R/ G dy, 0<a< 5 (1<p<oo). (4.1)

Burada, z,y € R" olup,

. r(e
Vo (@) =72 - 2% i (gfz) syl =Jui Yk dy = dydys. dy,.

Bilindigi gibi, f sonsuz tiirevlenen ve sonsuzlukta kendisi ve tiirevleri hizla sifira giden
fonksiyon yani, Schwarz test fonksiyonu ise, Fourier doniisiimii dilinde Riesz potansiyeli
sOyle tanimlaniyor:

w‘

(I1°f)" (@) = e f(2) ;(x €R"; 0<a <n). (4.2)

Burada, z-y = 2141 + ... + Z,y, olmak iizere, f (z) = / e~ f (y) dy olarak tamimlanir,

Rn

NOT: Baz1 kaynaklar (6rnegin, Stein 1970) Fourier doniisiimiinii soyle tanimli-
yorlar:

f () = / e f () dy. 4.3)

]Rn

Bu tanim kullanilirsa, (B.2) esitligi soyle yazilir:

(1) (x) = (27 |a) = - f () (4.4)
Riesz potansiyelleri, Laplace diferansiyel operatorii olarak bilinen (—A) = — %
k

operatoriiniin negatif kesirsel kuvvetleri diye yorumlanmaktadir (Stein 1970).

Schwarz uzayindan olan fonksiyonlar i¢in Riesz potansiyellerinin asagidaki yarig-
rup Ozelligi vardir (Stein 1970).

I°(I°f) = IT°f, (o, B> 0vea+ B <n).
Bundan baska ,

_A(I°f) = I°(=Af) = I"?f; (n> 3 2 < a < n).
9
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Riesz potansiyellerinin L, (R") uzaylarindaki davranisi, asagidaki tinlii Hardy-Littlewood-
Sobolev teoremi ile ifade ediliyor.

Teorem 4.1 (Stein 1970).0 < a<n,1<p<qg<oo, — = olsun.

=

1. f € L,(R") ise, o halde Riesz potansiyelini tammlayan ( W.1) integrali, h.h.x €
R™ icin mutlak yakinsaktir ;

2. llave olarak, p > 1ise, ||I*f||, < Apq. || f||, saglanacak bigimde A, , > 0 sabiti
vardir (yani, 1 operatorii L, ’den L, ’ya stmirldir);

3. Eger f € L1(R") ise, % = 1 — = olmak iizere, I* : Ly — L, zayif tipli operator-
diir, yani, her \ > 0 i¢cin meas{z : |(I*f)(z)| > A} < <%>q , (A > 0 bir

sabittir)
burada, meas {E} ile, E C R" kiimesinin Lebesque 6l¢iimii gosterilmektedir.

Riesz potansiyeli kadar iinlii ve harmonik analizin ¢esitli problemlerinde kullanilan
bir baska potansiyel de Bessel potansiyelidir. Fourier doniisiimii dilinde Bessel potansiyeli
sOyle tanimlaniyor:

(JMa) = 1+ [z]) ™2 A (@), (z eR™"; 0 < a < 0). (4.5)

Biz bu ¢aligmada, Fourier doniisiimiiniin, g(z) = / g(t)e~"tdt tammim kullandik.

R

Fourier déniigtimiiniin (823) tanimi kullanilirsa, Bessel potansiyeli soyle tanimla-
nir:

()" (@) = (14 4n? o) 72 7 (). (4.6)
Bessel potansiyelinin “agik” ifadesi bilinmektedir ve bir integral doniistimiidiir:

1

("N @) = 5 -H!Ga(y%f(:v—y)dy, (0<a <o), @7

B

n

Burada, 3, (@) = 2" - 72 - I (%) ve

Ga (y) = / e
0

ce L gt T 1ge (4.8)

G. (y) ye Bessel ¢ekirdegi denir.|z| — 0 i¢in Bessel ¢ekirdeginin davranist ile ilgili
asagidaki asimptotik esitlik bilinmektedir (Stein [1970).

—— ||+ o (|2 ), (x| = 0). (4.9)

10
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Burada, 7,, («) Riesz potansiyelindeki katsayidir.

(Hatirlatma: || — 0 olmak iizere a (x) = o (b (x)) gosteriminin anlamu: lim b(x; =

20
0 dir).
G, (z) fonksiyonunun, |z| — oo i¢in davranig1 agsagidaki gibidir:
Oyle A > 0, C' > 0 sabitleri vardir ki,
Gq (x) < Ae™ 9l (2] — 0). (4.10)
Gorildugi gibi, |z| — oo i¢in G, (x) hizla sifira gidiyor.

(9)’den anlasilacag tizere, G, () ¢ekirdegi, 0 *m komsulugunda, Riesz potan-
siyelinin ¢ekirdegi gibi davraniyor.

Lokal davraniglar1 Riesz potansiyelleri ile Bessel potansillerinin her ikisine ben-
zeyen bir bagka potansiyel Flett potansiyelidir (Aliev vd 2006, Flett 1971, Sezer 2009).

Flett potansiyelinin, Fourier doniisiimii yardimiyla tanimi sdyledir:
(FH (@) =Q+]z)) " f(2), (@€R", 0<a<n). (4.11)

Bu potansiyelin integral gosterimi de bilinmektedir:

(Ff) () = (60 * f)(z) = / buly) - F(z — y)dy. (4.12)
R’!L
Burada,
L e [t _ mn T(o)
¢a(y> - )\n(Oé> ’y| 0/(1 n SQ)nT_H dS, /\n(a> =T F(nTl) (413)

Yukarida bahsi gegen Riesz, Bessel ve Flett potansiyellerinin Poisson integrali (yarigrubu)
ve Metaharmonik integral (yarigrup) vasitasiyla ifade edilen gosterimleri de bilinmektedir:

1. I®f Riesz potansiyeli ve P;(f)(z) de f’in Poisson integrali olmak iizere,

1
— / t b (Pf)(z)dt (Stein vd [1960). (4.14)
F(a

0

11
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2. F°f Flett potansiyeli ve P, f, (t > 0) f ’in Poisson integrali olmak iizere,

(Fof)(x) = ﬁ / 1 e B(f) (w)dt (Fletl [971). (4.15)
0

3. Jf Bessel potansiyeli ve (M, f)(z), (t > 0) f ’in Metaharmonik integrali (ya-
rigrubu) olmak lizere,

o

1
(J*f) =) / t* Y M, f) (Lizorkin 1964). (4.16)
a
0

Burada, Metaharmonik integral (yarigrup) denilen (M,f)(z), (t > 0,z € R")
integrali, Poisson integralinin (yarigrubunun) bir modifikasyonu olup, asagidaki
sekilde tanimlanmaktadir:

(M, f) / M(y:t)f(z — y)dy, (t > 0; € RY); (4.17)

Ve

M(y;t) = (e VIR (y) =

LHER L eivé g, (4.18)

Metaharmonik yar1 grubun ¢ekirdegi olan M (y; t) nin integral gosterimi soyledir
(Aliev ve Rubin 2005, Lizorkin [1964).

1 2 2
9t K% <\/|JJ’ +t>

M(y;t) = T ; (4.19)

n n+1

(2m) = (\/m) 2

Burada, K ni1 (+) Mc Donald fonksiyonudur. Mc Donald fonksiyonu igin agagidaki
asimptotik esitsizlik saglanir (Aliev vd 2006, Rubin 1996, Samko vd [1993).

K. (r o r>1ise 1
v()< ’ 5”%’ - , <er™, (0<r<oovey> ).
co 1T, 0<r<lise 2

Bu asimptotik esitsizlik ve Poisson integralinin ¢ekirdeginin ifadesi kullanilirsa,
Metaharmonik ve Poisson ¢ekirdekleri arasinda asagidaki esitsizlik yazilabilir:

M(z;t) < c- P(x;t). (4.20)

Bu sonuncu esitsizlik, cogu uygulamada, metaharmonik yarigrupla ilgili problem-
12
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leri, Poisson yarigrubu ile ilgili daha basit probleme indirgemeyi saglar.
4. J“f Bessel potansiyelinin, Gauss-Weierstrass integrali(yarigrubu) ile ifadesi soy-
ledir (Aliev ve Eryigit 2002, Flett 1971)).

o

(Jf) (= /té“—l (W f)(z)dt (4.21)
0

13
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5. POISSON VE GAUSS-WEIERSTRASS INTEGRALLERININ (YARIGRUPLA-
RININ) BiR GENELLESMESI: BETA YARIGRUP VE OZELLIKLERIi

Bu boliimde, Poisson ve Gauss-Weierstrass integrallerinin bir genellesmesi olan
ve beta-yarigrup diye adlandirilan bir integraller ailesini tanitacagiz.

¢ € L,(R"), (1 < p < oo)ve > 0olsun. y € R™ olmak iizere, GV (y) ile,
exp(—[€]”), (€ € R™) fonksiyonunun ters Fourier doniisiimiinii gosterelim:

GO (y) = (2m)™™. / v lel’ ge. (5.1)
Rn

(B0 yardimiyla, beta-yarigrubun g¢ekirdegi diye adlandiracagimiz asagidaki fonksiyonu
tanimlayalim:

WO (y;t) = PG Py), (1> 0, y € R") (5.2)
(Goriildiigii gibi, w® (y;1) = G¥)(y) olur).

Dogrudan hesaplama ile, w'® (y; t)’nin Fourier doniisiimiiniin € R" noktasin-
daki degerinin exp(—t. |z|”) oldugu gdsterilebilir.

w® (y;t) cekirdegi, 3 = 1 icin klasik Poisson cekirdegi olur:

(n+1)/2) t
r(nt+1)/2 ' (|y|2 4 t2

I'(
1 . _
w( ) (y,t) - )(n+1)/2'

Yine, 3 = 2 igin w'® (y;t) cekirdegi, Gauss-Weierstrass ¢ekirdegine doniisiir:
w® (y; 1) = (4mt) " exp(— |y[* /4t).

w® (y;t) gekirdegi ile, L,(R™) uzayindan olan bir ¢ fonksiyonunun girigimini Wt(ﬁ )ap(:p)
ile gosterelim:

W Pg(z) = / oz —y)w? (y;t) dy, (x €R", ¢ > 0). (5.3)

Rn

Bu integraller ailesine ¢ fonksiyonuna ait beta-yarigrup diyecegiz.

w® (y: 1) gekirdegi ve W, ", (t > 0) yarigrubu analizin, integral geometrinin ve
olasilik teorisinin gesitli problemlerinde kullanilmaktadir (Aliev 2009, Koldobsky 2005,
Rubin 2008, Sezer vd 2010).

Asagidaki lemmada, w® (y;t) ve Wt(ﬁ )gp’nin sagladig1 gesitli 6zellikler verilmis-
14
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tir.

Goriilecegi lizere, bu 6zellikler, Boliim 3’te Poisson ¢ekirdegi ve integrali i¢in veri-

len 6zelliklere benzer olup, onlarin genellesmesidir. Bu lemmada verilen 6zellikler, Bolim
6 ve 7°de kullanilacaktir.

Lemma 5.1 (Aliev vd 2006, Aliev 2009). t > 0,y € R" ve 0 < 8 < o0 olsun. O halde,

1.

wB (y;t) fonksiyonu, y € R™ degiskenine gére radial bir fonksiyon olup,
w® (x\l/ﬁy; )\t> = A" B) (y:t), YA > 0. (5.4)

saglanr.

w® (y; t) fonksiyonu, 0 < 3 < 2 igin pozitiftir.

Eger B > 0 bir ¢ifi tam sayt ise, 0 zaman w'®) (y; t) sonsuz dereceden piiriizsiiz olup
ly| — oo iken hizla sifira gider. Ayrica, her B > 0 vet > 0 i¢in |y| — oo iken
w® (y:t) = O(ly|™™"). Bu nedenle, w'® (y;t) azalan ve integrallenen radial
majoranta sahiptir.

/w(ﬁ) (y;t)dy =1, ¥Vt > 0, V3 > 0. (5.5

R"

. Eger 1 < p < oo ise, o halde

[WiP%|| <@ llell, . vi > o (5.6)

burada c(5) = / |W(B) (y; 1)} dy < oo. Eger 0 < 8 < 2ise, 0 zaman c(f3) = 1.
R’I’L
(Wt(ﬂ)<p> (x)‘ < c(My)(z), ¢ € Ly, 1 < p < oco. Burada, My iyi bilinen

sup
>0
Hardy-Littlewood maximal fonksiyonudur:

1
(M) = sp s / | o(y)| dy.

B(z,r

B(x,r), r yarigaph, x € R" merkezli yuvardwr.

sup

p |(W7¢) (@) <™ |lgl],. 1 < p < oo (5.7)
T€R™

15
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8. (yarigrup ozelligi)
WD (WD) =w Do, vt >0. (5.8)

9. p€ L, 1<p<o0, (Lo =Cy) olsun. O halde,

lim (Wﬂ%) (x) = o (z). (5.9)

t—0

Burada, limit, L, uzayimin normunda veya noktasal (h.h.x € R" i¢in) olarak dii-
stintilmektedir. Eger p € Cy ise, yakinsama tiim R" de diizgiindiir.

Bu lemmanin ispati, Aliev (2009) kaynaginda bulunabilir. (3) sikkindaki asimpto-
tik davranigin ispati, Aliev vd (2008) kaynaginda daha ayrintili verilmistir.

16
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6. ZAYIF SINGULER INTEGRAL OPERATORLERIN BiR AILESI: iKi PARA-
METREYE BAGLI POTANSIYELLER

Bu bdéliimde biz, Aliev’in (2009) makalesine dayanarak, beta-yarigrubun dogur-
dugu iki parametreli potansiyeller ailesini tanitacagiz. Bu potansiyeller ailesi, beta (/)
parametresinin 6zel se¢imleri ile, klasik Bessel potansiyellerine ve klasik Flett potansi-
yellerine doniisiiyor (bu potansiyellerle ilgili kisa bilgi, Boliim 4’te verilmistir).

Tanim 6.1 (4liev2009). 1 < p < oo, > 0ve s > 0olsun. p € L,(R") fonksiyonunun
iki parametreli potansiyeli asagidaki integral operatére denir:

(J39) () = m / 5L WP o(z)dt. (6.1)

Burada, Wt(ﬂ )go, @ fonksiyonuna ait beta-yarigruptur.

Bundan sonra, t = 0 igin, Wéﬂ > (birim operator) kabul ediyoruz. Bu kabu-
liin dayanagi, Lemma (5.1) (9) dur.

J§ ¢ potansiyelleri ailesinin sagladig1 kimi zellikler asagidaki Lemmada veril-
mistir (Aliev 2009).

Lemma 6.2 1 <p < ocovey € L,(R") olsun. O halde,

1. Jg¢ potansiyeli, her o > 0, 8 > 0 igin iyi tammlanmistir( yani, ( 6.1) integrali
mutlak yakinsaktir) ve

[ 50l], < c(8)-Tl¢ll, (6.2)
saglanr. 0 < 5 < 2 i¢in ¢(5) = 1" dir.
2. Jg§ operatérii, m(§) = (1 + \§|’8)*°‘/5 Fourier ¢arpanimin (Fourier multiplier)

dogurdugu bir girigim (convolution) operatoriidiir:

(J52)" (©) =m (&) .¢" (), (Vo€ SRM) (63)
(burada, S (R") ile klasik Schwarz uzayr gosterilmigtir).
3. Her sabit tutulmus 3 > 0 parametresi igin {‘]g}(po operatorler ailesi yarigrup
ozelligine sahiptir: -
JE‘I’LO‘Q@ = Jg' o Jg?y; (Jg =F).

Burada, Jg' o Jg*p olarak, Jg* (Jg‘zgo) kompozisyonu anlasiimaktadir.

Bu Lemmanin ispati, Aliev (2009) makalesinde verilmistir.

17
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NOT 1: Jg§ ¢ potansiyellerine “iki parametreye bagl potansiyeller” denmesinin
nedeni, iki o ve  parametrelerine bagli olmasidir. Klasik Bessel ve Flett potansiyelleri
yalniz bir parametreye («’ya) baglilar. Bu potansiyeller, Aliev’in (2009) makalesinde Bes-
sel potansiyelleri uzayinin incelenmesinde kullanilmistir.

NOT 2: Bessel, Flett ve genel olarak, iki parametreye bagli potansiyeller ailesine
zayif singiiler integral operatorler denilmesinin nedeni, bu integral operatorlerin ¢ekir-
deklerinin sifirdaki davranigidir (Stein [1970). Bessel potansiyelinin ¢ekirdeginin, |z| — 0
icin, y(a). |z|™""® gibi davrandig1 gosterilmistir. Yani, Bessel ¢ekirdegi, koordinat bas-
langicinda integrallenebilir singiilariteye sahiptir.

18
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7. iKi PARAMETREYE BAGLI POTANSIYELLERIN, DERECELERININ DAV-
RANISINA BAGLI YAKLASIM OZELLIiKLERININ INCELENMESI

Bu Béliimde, Tez galismasinin esas (orjinal) sonuglar1 verilmistir. f € L,(R") ol-
mak iizere, (J§ f)(z) ailesinin, @ — 07 igin limiti ile ilgileniyoruz. Bu limitin, h.h.z € R"
i¢in var ve f(xz)’e esit oldugunu gosteriyoruz. f € L, N Cj ise, tim R™’de yakinsamanin
diizglin oldugunu kanitliyoruz. Bundan bagka, benzer problemi, ¢esitli Lipschitz sinifla-
rinda inceliyoruz. Esas sonuglar, iki teorem seklinde ifade edilmistir.

Teorem 7.1 f € L,(R"),(1 < p < o0) olsun ve o > 0,3 > 0 olmak iizere, Jg f
operatorii asagidaki gibi tanimlansin:

o0

/tg—l —t W(ﬁ)f( ))

(Jﬁ - g
ﬁ

O halde,

1. lim (J§ f)(z) limiti hemen-hemen her (h.h) x € R" i¢in var olup,

a—0t

lim (J5f)(x) = f(x)

a—0t

esitligi de h.h.x € R" igin saglanir;

2. f € L, N Cy igin limit her noktada vardir ve daha étesi, yakinsama tiim R" 'de
diizgiindiiv. Bunun yam sira, f € L, N C i¢in yakinsama, R" 'nin her kompakt alt
kiimesinde diizgiindiir.

Ispat.

1. x € R" noktasi, hm W(B ) f(z) = f(z) esitliginin saglandig1 bir nokta olsun.
0+

(Lemma (9)a gore h.h.x € R™ noktasi bu 6zellige sahiptir). Limit tanimin-
dan, her ¢ > 0 i¢gin dyle 6 = d(e) > 0 vardir ki, 0 < ¢ < 4 olan her ¢ igin

‘V[/t(’g)f(x) - f(as)‘ < € saglanir.
O halde,

e ¢}

/e_ttg_ldt = F(%)

0

oldugu dikkate alinirsa, asagidakiler yazilabilir:

[e.e] [e.e]

o (g Lot ( Nt — 1
(5 )(a) - ) O/t T~ s
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5
a_q
[
ﬁ 0

AW pa) - f@:)‘ dt = I(a) + I(a). (7.1)

(Burada, I () + I5(«v) ifadeleri, ashinda, o, 3, 6 parametrelerine ve z € R" nok-
tasina baglidir; degisken parametre « oldugundan, I;(«) ve I5(«) notasyonlarmi

kullandik).
Simdi, 0 < ¢t < § igin ‘Wt(ﬁ ) f ()= f (a:)) < € saglandiginmi kullanarak ve 0 < 1
varsayarak,
é 00
I(a) < E /tﬁle—tdt < /t% Le7tdt = e (7.2)
5 0 ’3 0

elde edilir.
Diger taraftan,

f(@\ dt + | f ()] -r(l‘;)'/tgletdt = () +
é

< 13 /{51
/3
5
Li(a)

yazabiliriz.
Once, I,(c)’y1 listten tahmin edelim. o > 0 parametresinin yeteri kadar kiigiik
degerleri i¢in % — 1 < 0 olacagindan,

@) < 1) s 0 e = )] 03 s
7 5 8
— @) 35 L : S <3 V@IS =0ma, (@ 0)

(7.3)

Simdi de I5(a)’y1 tistten tahmin edelim.

Lemma.(5.1) (7)’ye.gdre, |[W,7) (x)‘ <t o ||f]| , - Bunu dikkate alirsak,
B letdt <

iy(a) < e |If1l,. Q/t%-
B )
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IKi PARAMETREYE BAGLI POTANSIYELLER Medine DEMIR

Simdi ([7.2), (7.3) ve (7.4)’1 (7.1))’de dikkate alirsak,

lim sup |J5 — f(@)] <e

a—0t o

olur. Buradaki € > 0 parametresi keyfi oldugundan,

lim [ J3(@) = f(@)] = 0

esitligi elde edilir. Yani, teoremin ilk kism1 kanitlanmis oldu.
. Simdide f € L, N Cy oldugunu varsayalim. Lemma (G.1) (9)a gore, her e > 0

icin Syle 6 = 8(¢) > 0 vardir ki, HWW fe fH < ¢ esitsizligi her t € (0,0) icin
saglanir. (burada, ||g|| = [|g|[,, = ess sup [g(x)]).

zeR"

O halde, yukaridaki ( [7.1]) esitsizligini elde ettigimiz yolla gidersek ve Minkowski
esitsizligini kullanirsak,

4
157 -1l < s /ﬁ”t Dy f]|ar+
B 0
1 a1 _—t )] 1 a1 _—t
b [t fHdt A gy o7
I'(3) I'(3)
1) 1)

olur.Lemma (B.1)) (7) esitsizligine gore,
(W s|| < cami71l,, (1< p < o)

saglanir. Bunu kullanirsak,

1 P a_n (6]
J(a)f—f < ———¢e+cl||f G5Bt
H g Hoo r(1+3%) I ||pn—ap I'(1+3%)
2c0
—. == O(1)a, — 0t 7.5
+55 W1l = gy + O (@ 0 (7.5)

elde edilir ki, ¢ > 0 keyfi olduguna gore, buradan lim+ Hjéa) f— fH =
a—0 00

bulunur.
f € L, N C igin yakinsamanin, her kompakt /' C R" kiimesinde diizgiin oldugu
benzer sekilde yapilir.
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Asagidaki teoremlerde, bazi “piiriizsiizlik” 6zelliklerine sahip olan f € L, (R")
fonksiyonlar1 i¢in J /ga) f’in, o parametresi sifira giderken f’e yaklasim hizi incelenmistir.

Oncelikle, Aliev vd (2006)makalesindekine benzer olarak, asagidaki iki Lipschitz
siifin1 tanimlayalim:

DAy ={F: f € L (®") ve [|If(- —9) = FO)ll < eyl | (7.6)

Burada, 0 <A <lvec=cy > 0.
2) Lokal Lipschitz siifi: verilmis xy € R" i¢in

A(wo) = { £ : f € Low (R") ve her |y| < Vigin |f(xo—y) = flao)| < c. |y}
(7.7)

Burada, yine 0 < A < lvec=cy > 0.
Asagidaki teoremden goriilecegi lizere, a sifira giderken, Jg f’in e yakinsama hizi, Lipsc-
hitz derecesi olan \'dan bagimsiz olup, O(1).« gibi davranr.

Teorem 7.2 1. Bir A € (0,1)icin f € L,N A, (1 < p < o0) olsun. Ayrica, 3
parametresi igin 3 > X saglansin.
O halde, o — 07 igin

7507 = 1] = 0mas (7.8)

2. BirA e (0,1), zg e R"vep € (1,00) igin f € L, N Ax(xo) olsun.
O halde, o — 07 igin

57 (@) = f(@o)| = O(D)ar (7.9)

NOT: (7.8) ve ([7.9) 'dan anlasilacag iizere, hem L-normundaki yakinsamada ve
hem de lokal Lipschitz noktasi x daki yakinsamada, o parametresi sifira giderken,
yakinsama hizt O(1)« olup, Lipschitz derecesi olan \’ya bagimli degildir.

Ispat.

1. Beta-yarigrup (veya kisaca, S-yarigrup) diye adlandirdigimiz Wt(ﬁ ) f integral ope-
ratoriin cekirdegi olan w® (y; 1), (y € R", t > 0) fonksiyonunun, = 1 ve 3 = 2
disinda agik ifadesi yoktur. Fakat, |y| — oo igin onun asimptotik davranisi bilin-
mektedir (Aliev vd 2008, Aliev 2009, Rubin 2008).

28 n/2T (8
WD (y;1) = cglyl ™7 (14 0(1)); cp = F(—ﬁ/(2)2 )

(7.10)
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Burada, § # 2,4,6, ... oldugu varsayilir; 3 parametresi ¢ift tamsay1 oldugu za-
man w® (y 1) fonksiyonunun |y| — oo igin hizla sifira gittigi, yani, her n € N
igin |y|" .w®(y; 1) — 0 oldugu bilinmektedir. O halde, /3 ¢ift tamsay1 oldugunda,

/ }w(ﬁ) (y; 1)‘ . |y| dy integralinin yakinsak olacagi agiktir. 3 # 2, 4,6, ... ise

(7.10)’daki asimptotik esitlik saglandigidan, / |w(ﬁ) (y; 1)‘ : |y|)‘ dy integralinin
RTL

0 < A < 1 igin yakinsak olacag1 yine barizdir; ¢iinkil, |y| — oo i¢in integral altin-

daki ifade, cg |y\7"7(5 ~Y gibi davraniyor ve 3 > A varsayimindan (6 — \) sayist

pozitiftir.

Bunu ve Lemma (5.1))-(1)’i kullanirsak ve S = % koyarsak,

/!w (i) - [y dy—/Sﬁ

R

B (S5y; 51)| Iyl dy =

£ \w“)(t*%y, Dyl dy =

\

R
_n
B

t?’/ ‘w(ﬁ)(x; 1)]. 2| do = cl.t%, (c1 = c1(N\; B5m)). (7.11)
R™

(t >0, x € R") koyalim)

B (x; 1)] 47 lz|* tBdx =

Simdi, / )(y;t)dy = 1 olduguna gore,

W f () - flx) = / WO (50 (f(x — y) — F())dy, (7.12)

ve Minkowski esitsizligi uygulanirsa,

Wes=g| < [P wo] N6 -0 - 1Ol dy
&

< o f O 0] ol dy = et (7.13)

elde edilir.
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O halde, yukaridaki ( [7.1)) ifadesine gore,

|(J3£) (@) = f(@)] < WO s~ p@la @14

ve dolayisiyla,

15 = fllo <

olur ki, bu da « — 07" igin HJﬁf — f‘ |oo = O(1)a saglandigini gosteriyor. Te-

oremin 1. kismi1 kanitlandi.
2. Teoremin ikinci kismi ( [7.7) kosulu kullanilarak kanitlanir. Asagidaki esitsizlik-
lerde 0 < ¢t < 1 varsayacagiz.

Wi f (o) — F(wo) / W ;)] 1o — ) — (o) dy <

< / (s 1)| . | (2o — y) — £(w0)| dy+|f (o) / WO (y: 1)) dy+

ly|<1 lyl>1
+ [ O] Ao - ldy=hi+ b+ I (7.15)
ly|>1
Simdi, I, I ve I sintegrallerini tistten tahmin edelim:
. A
L <. / |w(ﬁ)(y;t)} Ny dy < cl./ ‘w(ﬁ)(y;t)‘ Nyt dy = ey.t?
ly|<1 R”
(7.16)
I, ifadesini iistten tahmin edelim. ( [7.11))’deki adimlar izlenirse,

iy = |f(x0)] / WP (y; 1)) dy = |f (o) / .

ly|>1 ly|>1

(y = th koyuyoruz; |y| > 1 & |z| >t~ V/7)
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= |f(z0)]. / | (; 1| dz < co. / 2| da =

|| >t—1/8 |z|>t—=1/8
o0 [o¢]
= c3. / Py = e, / r 1P dr = est. (7.17)
t—1/8 t=1/8

Holder esitsizligi kullanilirsa, % + % = 1 olmak {izere,

iy = / W@y 8)] | f(xo — )] dy
ly|>1
1/q

q
<flliyen | [ P 0]"dy

y|>1
1/q

(y = t'/Px koyalim.)

= ¢yt 7B /B / ‘w(ﬂ)(:c; D)|* dx

< ¢t /PP / |x|_q("+5) dx

1/q

= cg.t /PP /r‘q("Jr’B).r"_ldr
_1
5

= et PP 1B = or (7.18)

(77.16), ([7.17) ve ([7.18) ifadelerini ( 7.13)’te kullanirsak, 0 < t < 1 igin

W f(20) = )| < sl +1 (7.19)

saglanir. O halde, ( 7.1]) ifadesindeki yol izlenirse,

1

iy — f(x ; %*1e—t
(1) (o) — £ o>}sr(a/5)./t |

0

WP f (o) — flao)| dt+
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o0 oo

l/tz‘l e~tdt + (O}/ﬁ)./t‘“let.

™

+|f LCO

Wt(ﬁ)f(xo) ‘ dt

EJ1+J2+J3.
1

1 a1 -
Ji < co. 3T he (P 1 dt <
1—®rmw>! s

(min {%, 1} — ~ diyelim)

1
1 1

1 !
< ¢y 5t = —
—‘mrmm>! e T ) B

=O0(1).a, (¢ = 0).

(7.20)
Yukaridaki ( [7.3) ve ( [7.4) esitsizlikleri 6 = 1 i¢in yazilirsa, J, = O(1).« ve
J3 = O(1).a, (& = 07) elde edilir.

Sonug olarak, &« — 07 i¢in }(Jgf) (z0) — f(x0)| = O(1).a oldugu gériiliir ve
ispat tamamlanmis olur.
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8. SONUC

Zayif tipli singiiler integral operatorler olarak bilinen Riesz potansiyelleri, Bes-
sel potansiyelleri, Flett potansiyelleri ve onlarin ¢esitli versiyonlart Harmonik Analizde
ve onun uygulamalarinda 6nemli rol oynuyorlar. Buna gore de bu potansiyel tipli ope-
ratorlerle ilgili calismalar her zaman giincelligini korumaktadir. Bu potansiyellerle ilgili
arastirma alanlarindan biri de, singiilerlik derecesi sifira yaklastiginda s6z konusu potan-
siyelin davranisini incelemektir. Bu ¢alismamizda, klasik Bessel ve Flett potansiyellerini
genellestiren ve bir yarigrup vasitasiyla ifade edilen potansiyel tipli integral operatorlerin
bir ailesi tanimlanarak, bu integral operatorlerin singiilerlik derecesi sifira yaklastiginda,
verilen fonksiyona yaklasim 6zelligi incelenmistir. Elde edilen sonuglar, Bessel ve Flett
potansiyelleri i¢in bilinen uygun sonugclar1 genellestiriyor.
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