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OZET

CEBIRSEL FONKSiYON CiSMi KULELERINDE WEIERSTRASS SEMiGRUP
Nihal GUMUSBAS

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Dog¢. Dr. Nesrin TUTAS
Haziran 2016, 51 sayfa

Cebirsel fonksiyon cismi kuleleri ve Weierstrass semigrup kavramlari tizerine bir
cok calisma yapilmis olmasina ragmen, simdiye kadar, bir cebirsel fonksiyon cismi kule-
sinde Weierstrass semigrubun davranist hakkinda ¢ok az bilgi edinilmistir. Bu konu ile
ilgili baglica ¢alismalar Garcia ve Stichtenoth (1996), Pellikaan vd (1998), Beelen vd
(2006), Noseda vd (2012), Maharaj (2004) tarafindan gelistirilmistir.

Bu tezde, sonlu bir cisim {lizerinden cebirsel fonksiyon cismi kulesi kavrami, 6zel-
likleri ve m > 0 i¢in bir rasyonel P noktasindaki Weierstrass semigrubun fonksiyon
cismi kulesindeki davranislar1 incelenmistir. Ustelik, sonlu cisimler {izerinden tekrarli
o0zel esitliklerle tanimlanan bazi fonksiyon cismi kulesi aileleri i¢in, Weierstrass semigrup
H(PU™)) yi hesaplamak amactyla uygun, kullanish algoritma ve yontemler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Cebirsel fonksiyon kulesi, Weierstrass semigrup, bosluk sa-
yilart.

JURI: Prof. Dr. Mustafa ALKAN
Dog. Dr. Nesrin TUTAS (Danigman)
Yrd. Dog. Dr. Mehmet ALBAYRAK



ABSTRACT

WEIERSTRASS SEMIGROUP IN TOWERS OF ALGEBRAIC FUNCTION
FIELDS

Nihal GUMUSBAS

MSc Thesis in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nesrin TUTAS
June 2016, 51 pages

Althought many mathematicians have studied on the concepts of tower of algebraic
function fields and Weierstrass semigroup, but up to now, there are not many paper about
the behavior of the Weierstrass semigroup in a tower of function fields. Main papers about
this topic are Garcia and Stichtenoth (1996), Pellikaan et al (1998), Beelen et al (2006),
Noseda et al (2012) and Maharaj (2004).

In this thesis, the concept of tower of algebraic function fields, their properties
over a finite field and the behaviour of Weierstrass semigroup H (P(™) at a rational point
P, m > 0, are investigated. Moreover, for the purpose of calculating H (P™) suitable
and useful algorithms, methods are given for some families of tower of function fields
defining special recursive equations.

KEYWORDS: Tower of algebraic function fields, Weierstrass semigroup, gap numbers.
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ONSOZ

Bir degiskenli cebirsel fonksiyonlar cismi teorisi matematigin geometri, sayilar
teorisi ve kompleks analiz gibi bir¢ok alanina uygulanabilmektedir. Riemann yiizeyleri,
rasyonel say1 cisimleri ve genislemeleri, I[wasawa teorisi bu teoriyi olduk¢a yogun bigimde
kullanmaktadir. Bir K cismi {izerinde cebirsel fonksiyon cismi F' nin Weierstrass noktasi
olarak adlandirilan sonlu sayida 6zel noktasi vardir. Boyle bir P noktasinin 6zelligi, belli
bir mertebeden tek kutbu bu nokta olan fonksiyonlarin bulunmasi ve bu mertebeler kii-
mesi H (P) nin sadece sonlu sayida nokta i¢in digerlerinden farkli olmasidir. Weierstrass
noktalari, cebirsel egri ailelerinin siniflandirilmasi ve cebirsel geometrik kodlar gibi uygu-
lama alanlar1 nedeniyle de bir cok matematik¢inin ilgi alan1 olmustur. Weierstrass nokta-
lar1 cisimlerin degismezleridir ve fonksiyon cisminin otomorfizmlerinin belirlenmesinde
de 6nemli rol oynar.

Bir cebirsel fonksiyon cisminin bir P noktasindaki Weierstrass semigrup H (P),
ozellikle son kirk yilda kodlama teorisine olan uygulamalar1 sebebiyle cazip hale gelmis,
farkli Py, P, ..., P, rasyonel noktalar1 i¢in n-li Weierstrass semigrup H (P, P, ..., P,)
ye genellestirilmis, n > 1, ve daha iyi parametrelere sahip kodlara ulagilmasint miimkiin
kilmustir.

Bu tez esas olarak ii¢ boliimden olusmaktadur. ilk olarak, cebirsel fonksiyon cisim-
leri teorisinin temel kavramlari, tez boyunca kullanacagimiz yapilar ve bunlara ait goste-
rimler ilk boliim iginde “Giris” baghig1 altinda tanitilmistar.

Ikinci boliimde, fonksiyon cismi kulelerinin genel dzellikleri ve dnemli érnekleri
verilmis, bir cebirsel fonksiyon cisminde tek noktadaki Weierstrass semigrup kavramu,
Riemann-Roch uzaylari i¢in Hermityen tabanlar incelenmistir.

Ucgiincii boliim ise “Bulgular” basligi altinda incelenmistir. ¢ bir asal saymnin kuv-
veti olmak iizere, ¢ elemanli sonlu cisim I, tizerindeki tekrarl fonksiyon kuleleri ve 6zel-
likleri arastirilmigtir. Ayrica, verilen bir fonksiyon cismi kulesi F = (Fi, Fy,...) nin
bir rasyonel noktast P i¢in Weierstrass semigrubunun davranisi ve hesaplanis yontemleri
incelenmistir. Bu boliimde, 6zellikle iki cebirsel fonksiyon cismi kulesi i¢in Garcia ve
Stichtenoth (1996), Pellikaan vd (1998), Noseda vd (2012) ve Maharaj’da (2004) verilen
sonuglar yeniden iiretilmistir.

F, lizerinde F,, := Fp2 (x1,29,...,2,), 0 = 1,..,n — 1 ve PY | F, cisminin
derecesi 1 olan bir noktas: olmak tizere
q
€T:
q 7
+1 i+1 —
! x4+ 1

(2

esitligi ile verilen fonksiyon cismi kulesi i¢in H (Po(g )> , Garcia ve Stichtenoth’nin (1996)
yontemleri kullanilarak yeniden elde edilmistir.

p tek asal say1 olmak iizere, K = I sonlu cismi iizerindeki 7" = (1) ., cebirsel
h 2241
J

fonksiyon cismi kulesi, Ty = Fp2 (21), 7 > 1i¢in Tj41 = Tj(zj41) ve x?H = 35—
J

il



esitligi ile verilen tekrarli tanimli kulesi i¢in Riemann-Roch uzay1 £ (sP2) nin, s € N,
Hermityen taban1 hesaplanarak H (Pé?) Weierstrass semigrubu incelenmis, Noseda vd
(2012) yontemleri ile yeniden elde edilmistir.

Akademik hayatimin ilk basamaklarinda saglam bir altyap1 olusturmami saglayan,
bilgi ve destegini esirgemeyen degerli danismanim Dog. Dr. Nesrin TUTAS a her zaman
beni aydinlattig1 ve ufkumu genislettigi i¢in goniilden tesekkiir ederim.

Bu giinlere ulasmamda biiyiik emegi olan, her kararimi destekleyen sevgili aileme
cok tesekkiir ederim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Aciklamasi:

F, K cismi iizerinden bir degiskenli cebirsel fonksiyon cismi
F'/K nm tiim sabitler cismi

q elemanli sonlu cisim

F/K nin tiim noktalar1 kiimesi

P noktasinin degerlendirme halkas1

P noktasina karsilik gelen degerlendirme

P noktasiin kalan simiflar1 cismi

x € Op nin Fp deki kalan smifi

K (z) in, p (x) indirgenemez polinomuna karsilik gelen noktasi
K (z) in sonsuzdaki noktasi

F nin bolenler grubu

D boleninin destek kiimesi

D boleninin ) noktasina gore degerlendirmesi

P noktasinin derecesi, D boleninin derecesi

sirasiyla, x in sifir, kutup, esas boleni

F nin esas bolenler grubu

F nin bolen sinift grubu

D boleninin siif boleni

D ve D'denk bolenler

D boéleninin Riemann-Roch uzay1

Riemann-Roch uzayinin boyutu

F/K nin cinsi

D boéleninin 6zellik indeksi

F nin Weil diferensiyeli uzay1

D boleni iizerinde sifirlanan Weil diferensiyelleri uzay1
w Weil diferensiyelinin boleni

w Weil diferensiyelininin P noktasina gore degerlendirmesi
Weil diferensiyelinin yerel bileseni

P', P noktasinin bir genislemesi

P’ | P nin dallanma indeksi

P’ | P nin goreceli derecesi

P noktasinin F'/ F deki esnormu

P’ | P nin different katsay1s1

F'/F nin different1 (fark)

Cinsi g olan cebirsel fonksiyon cisminin [, {izerinden rasyonel nokta sayisi
Ihara sabiti

Cebirsel fonksiyon cismi kulesi

F/ F} cebirsel fonksiyon cismi kulesinin pargalanis orant
F/ Fy cebirsel fonksiyon cismi kulesinin cinsi

F nin limiti

z —anmn K (z) deki sifirt

z nin K (z) deki kutbu

P noktasindaki Weierstrass semigrup

Vi
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GIRIS Nihal GUMUSBAS

1. GIRIS
1.1. Cebirsel Fonksiyon Cisimleri Teorisinde Temel Kavramlar

Bu béliimde, cebirsel fonksiyon cisimleri teorisinin temel kavramlari tanimlanacak
ve bu konunun temel 6zellikleri incelenecektir. Aksi belirtilmedikg¢e, A herhangi bir cisim
olarak alinacaktir. Bahsedilen kavramlar hakkinda ayrintili bilgi i¢in Stichtenoth (2009),
Chevalley (1951) ve Salvador (2006) kaynaklarina bakilmasi onerilir.

Tamm 1.1. K, F cisminin bir altcismi olsun. K cismi iizerinde askin olan uygun bir x €
F i¢in F, K (x) iizerinde sonlu cebirsel genisleme ise F' ye K iizerinde bir degiskenli
cebirsel fonksiyon cismi denir ve F' | K ile gosterilir.

F
Sonlu cebirsel genisleme

|
|
K (z)
|
|

K

F /K bir cebirsel fonksiyon cismi olmak iizere, I nin K iizerinden cebirsel olan eleman-
lart kiimesi bir cisim olusturur, bu cisme F' /| K min sabitler cismi denir ve K ile gosterilir.
Eger K = K ise K cismine F' cisminin tiim sabitler cismi denir.

Bir degiskenli cebirsel fonksiyon cisimlerine, dogal olarak, ilk 6rnek K (z) verile-
bilir. K () in sifirdan farkli her elemani sonlu sayida indirgenemez polinomun kuvvetle-
rinin ¢arpimi olarak siralanis disinda tek tiirlii yazilabilir. Bu durumun £ de nasil olacagini
gorebilmek amaciyla degerlendirme halkasi kavramina ihtiya¢ duyulmustur.

Tamm 1.2. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ve O, F nin bir althalkasi olmak iizere,

(@ KSOGF,
(b) Her z € Figin z € Oveyaz"1 € O

kosullar: saglanwrsa O halkasina F' | K nin bir degerlendirme halkasi denir. Bir O deger-
lendirme halkasinin maksimal idealine F' | K min bir noktasi (place) denir ve F' | K nin tiim
noktalarindan olugan kiime Pr. ile gosterilir.

F/K nin bir O degerlendirme halkas1 aslinda F'/ K nin lokal (yerel) halkasidir.
P = O\O*, O halkasinn tek maksimal idealidir, tek treteclidir ve O, tek tiretecli ideal
bolgesidir. Degerlendirme halkasinin 6zelliklerini ayrintili incelemek i¢in Hungerford (1989),
Stichtenoth (2009), Chevalley (1951) ve Salvador (2006) kaynaklarina bakilabilir.

1



Nihal GUMUSBAS GIRIS

Tamm 1.3. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi olmak iizere, v : F' — 7ZU{occ} fonksiyonu

(a) v(0) = oo,

(b) Her 0 # a € K i¢inv (a) =0,

(c) Oyle birt € F vardirkiv (t) = 1,

(d) Herx,y € Ficinv(z+y)>min{v(z),v(y)},
(e) Herz,y € Figinv(z-y)=v(z)+v(y)

kosullarimi saglarsa bu fonksiyona, F' /K mn bir ayrik degerlendirmesi (discrete valu-
ation) denir.

Ozel olarak, v (z) # v (y) ise v (z + y) = min {v (z), v (y)} dir. F/K bir cebirsel
fonksiyon cisminde P = tO ise her z € F'\ {0} i¢in z = t"u olacak bi¢imde bir u € O*
:f’ i;g seklinde
tanimlanan vp bir ayrik degerlendirme fonksiyonudur. Belirtilmelidir ki, vp, sadece P
noktasinin se¢imine baglidir. Burada, “c0”, her m, n € Z igin co+00 = co+n = n+oo =
oo ve oo > m Ozelliklerini saglayan Z de olmayan bir sembolii temsil etmektedir.

ve n € Z vardir. Dolayisiyla, vp : F' — ZU{oo}, vp(2) =

Bundan sonra P € P noktasina karsilik gelen degerlendirme halkasi i¢in O yerine
Op gosterimini kullanacagiz. P, Op ve vp arasindaki iliski asagidaki sekilde verilebilir:

Op = {z€F:vp(z) >0},
Op = {z€F:vp(z)=0},
P = {z€F:vp(2)>0}.

Tamm 1.4. F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi ve P € P olsun. Bir z € F igin vp (z) =
m > 0 ise P noktasina z elemanimin m katl sifirt, vp (z) = n < 0 ise P noktasina z
elemanmnin n kath kutbu denir.

F /K bir cebirsel fonksiyon cismi ve z € F, K iizerinde agkin bir eleman olmak
iizere, z elemaninin F' de en az bir sifir1 ve kutbu vardir. Boylece, Pr kiimesinin bos-
tan farkli oldugu rahatlikla goriiliir. Herhangi bir fonksiyon cismindeki ayrik degerlendir-
melerin ve noktalarin daha iyi anlagilmasi igin en basit 6rnek olan K (x) = F rasyonel
fonksiyon cismi incelenebilir.

0]

Ornek 1.5. Herhangi bir K cismi iizerindeki rasyonel fonksiyonlardan olusan cisim K (z) =
{’gc(—xg fige Klz],g(x) # O} dir. p (x), K iizerinde indirgenemez polinom olmak iizere

(z
K (z) cisminin degerlendirme halkalari,

Oy ={%:f,geK[x],p(w)Tg(x),g(x)#O},
Os : :{géi;:f,geK[x],g(a:);é(),derfgderg}

2
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dir ve maksimal idealleri, sirasiyla,

Py = {20 fg € Kl p@) | £, p@) 1 9(0). 9(0) 0}

Py = {M fog€ Kt], g(x) #0, derf < derg}
g (x)
seklindedir. Ozel olarak, o € K i¢in p(x) = x — « ya karsilik gelen K () in noktast
P, := P,_, ile gosterilir. Bu durumda,

Pr(w) = {Ppw) : p (%), K iizerinde indirgenemez polinom} U { Ps.}

olur.

F'/ K bir cebirsel fonksiyon cismi, Py, P, ..., P, € Pp nin birbirinden farkli nok-
talarive zy,...,x, € F,ry,...,r, € Z olsun. Bu durumda, dyle bir z € F' vardir ki, her
i=1,..,ni¢invp, (r — x;) = r; dir. Bu ifade zayif yaklasim teoremi olarak bilinir. Bu
bilgi kullanilarak P nin sonsuz bir kiime oldugu goriilebilir.

Tamm 1.6. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi, P € Pr ve Op karsilik gelen degerlen-
dirme halkast olsun.

(a) Op/P cismine P noktasimin kalan sumiflar: cismi denir ve Fp ile gosterilir, Fp nin
K iizerinden vektor uzayr olarak boyutuna P noktasinin derecesi denir ve der P =
[Fp : K] ile gosterilir.

(b) P nin iirettigi serbest abel grubuna F' | K min bélenler grubu denir ve Dy ile gos-
terilir.

(c) D €Dpise D= ZPE]P,F np.P, sonlu sayida P hari¢ her P € Pr i¢in np = 0 dir.
vp (D) := np tamsayisina D béleninin P noktasindaki degerlendirmesi (valuation)
denir. Dy, Dy € Dg olmak iizere, her P € Pr icin vp (D1) < vp (Ds) ise D1 < Dy
denir. Ayrica, D1 < Dy ve D1 # D5 ise D1 < Dy seklinde yazilir. Her P € Pr i¢in
bir D € Dp boleni i¢in 0 < vp (D) ise D bélenine porzitif bolen denir.

(d) Bir D € Dr icin ) pcp, vp (D). der P tamsayisina D béleninin derecesi denir,
der D ile gosterilir.

(e) Dy, Dy € Dp i¢in Dy = Dy + (x) olacak sekilde x € F\ {0} varsa Dy ve D, ye
denk bolenler denir. Bir D € Dy béleninin denklik sinifi [ D) ile gosterilir.

(f) Bir(0 +# z € Figin
R :={P € Pp: P, z nin bir sifirni}, S := {P € Pg : P, z nin bir kutbu}

olsun. Bu durumda,
2 nin sifir béleni, (2)} = Y pervp (2) P,
z nin kutup boleni, (z)fo = peg (—vp (2)) P, burada —vp (2) > 0 dir,

(2)" = (2)] — (2)L bélenine = nin esas béleni denir.

3
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(g) Bir D € Dpicin L (D) :={z € F: (x) > —D}U{0} seklinde tanimlanan L (D),
K cismi iizerinde bir vektor uzayidw. Bu uzaya Riemann-Roch Uzay: denir.

Kolayca goriilebilir ki, £ (0) = K ve D < 0ise L (D) = {0} dir.

Ornek 1.7. F = C (z) olsun. z = (x — 3)°. (¢ — 5) alalim. Béylece, Py =< x — 3 >
isevp, (2) =2, Ps =<z —5 >isevp, (2) = 1 ve Py =< 1 >isevp_(z) = =3 tir z
elemani icin, (2), = 2P5 + P5, (2),, = 3Px oldugundan (2) = 2P; + P5 — 3P, dur.

Asagidaki teoremin ispat1 i¢in kaynaklar Stichtenoth (2009), Chevalley (1951) ve
Salvador’dur. (2006)

Teorem 1.8. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ve v € F\{0}, K iizerinde bir askin
eleman olsun. Bu durumda der (v), = der(x), = [F: K (z)] di, (x) esas boleninin
derecesi sifirdir.

D € Driginder (D) < Oiseboy £ (D) = 0dir. Her D € Dy iginder D—boy D <
~ olacak bi¢imde bir v € Z vardir. Bu durum F'/K cebirsel fonksiyon cismi i¢in cins
(genus) tanimin1 anlaml kilar.

Tamm 1.9. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ise
gr :=max{derD —boyD +1:D € Dp}

sayisina F'/ K min cinsi (genus) denir ve gr ile gosterilir.

Kolayca goriilebilir ki, g > 0 dir. D € Dpi¢in ¢ (D) = boy D —der D + gp — 1
sayisina D bdleninin dzellik indeksi denir. Ozel olarak, Riemann-Roch teoremi bu saymin
i (D) > 0 ve der D yeterince biiyiikse i (D) = 0 oldugunu ifade eder.

Tamm 1.10. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi,

oa: Pr — F
P — «(P)

fonksiyon olmak iizere, sonlu sayida P noktast hari¢ her P noktasi igin o (P) € Op ise «
va F' | K min bir adeli denir. F'| K min adeller kiimesi K cismi iizerinden bir vektor uzayidur,
bu uzaya F | K min adel uzayr denir ve Ay ile gosterilir.

Tamm 1.11. F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi ve w : Ap — K fonksiyonu K iizerinde
bir dogrusal doniisiim olsun.
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(a) Uygun bir D € Dy i¢cin w (Ar (D) + F) = 0 ise w ye bir Weil diferensiyeli denir
ve F'| K min Weil diferensiyelleri kiimesi Qp, F cismi tizerinden vektor uzayidir, Q
yve F'/ K min Weil diferensiyelleri uzayr denir.

(b) 04w e Qpicinw(Ap (B)+ F) =0, w(Ar (D) + F) = 0ve D < B kosullari
saglanirsa B bolenine w Weil diferensiyelinin boleni denir, B = (w) ile gosterilir.

(c) vp (w) :=vp ((w)) ile tammlanir. vp (w) > 0ise P noktasina w nun sifir, vp (w) <
0 ise P noktasina w nun kutbu denir. Her P € Pr i¢in vp (w) > 0 ise w ye diizenli
denir.

(d) Bir Weil diferensiyelinin bélenine F'/ K mn bir kanonik béleni denir.

Her D € Dy i¢in Qp (D) = {w € Qp : w (Ar (D) + F) = 0}, K cismi iizerin-
den Qp nin bir altuzayidir ve boy Qp (D) = i (D) dir, boy Qp (0) = i(0) = g dir.
0#x € F,0#w e Qpise (zw) = (x) 4+ (w) dir ve kanonik iki bolen denktir. D € Dp,
W = (w) olsun. Bu durumda, po : L(W — D) — Qp (D), u(z) = zw ile tanimla-
nan 4 doniisiimii bir A cismi lizerinden bir izomorfizmdir. Weil diferensiyelleri hakkinda
ayrintil bilgi Stichtenoth (2009) ve Salvador (2006) kaynaklarinda bulunabilir.

Teorem 1.12. (Riemann-Roch Teoremi) F'/K bir cebirsel fonksiyon cismive W, F | K
min bir kanonik boleni olmak iizere, her D € Dy i¢in boy L (D) = derD + 1 — gp +
boy L (W — D) dir, burada gp, F'/K nin cinsidir.

Ispat. £ (W — D) = Qp (D) oldugundan,
boy L(W — D) = boyQp (D) =1i(D)
= boyL(D)—derD+1—gp
dir. Buradan, boy £ (D) = der D 4+ 1 — gp + boy L (W — D) esitligi elde edilir. 1
Riemann-Roch teoreminde D = 0 ve D = W almak suretiyle dogrudan goriilebilir
ki, W kanonik bolen ise der W = 2gr — 2, boy L (W) = gp dir. D € D igin der D >

2gF — liseboy L (D) = der D + 1 — gp dir. Eger bir D € Dp i¢in 0 < der D < 2gp — 2
iseboy D <1+ % der D dir. Bu ifade Clifford teoremi olarak bilinir.

Bir cebirsel fonksiyon cismi F'/ K nin, rasyonel fonksiyonlar cismi (6yle bir z € F’
vardir ki, [F' : K (z)] = 1) olmast igin gerek ve yeter kosul g = 0 ve uygun bir D € D
icin der D = 1 olmasidir.

1.2. Weierstrass Semigrup

Onerme 1.13. n € N olmak iizere P € Pr icinn > 2gp ise () = nP olacak bigimde
bir x € I vardwr

Ispat. n > 2gp > 2gp — 1 oldugundan Riemann-Roch teoreminden D € Dy icin
boy L(D)=derD +1— gp
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dir.n > 2¢gpi¢in £ (nPy) = n+1—gpdirn—1 > 2gp—1oldugundan £ ((n — 1) P,) =
(n—=1)4+1—-gr = (n+1—gp) — 1 dir. Buradan goriilebilir ki, £ ((n — 1) Px) &
L (nPy) dir. O halde, oyle bir z € L (nPx)\L ((n — 1) Py) vardir ki (x) > —nPy
ve (z) # —(n—1) Py dur. P # P i¢in vp (z) = 0 ve vp_ () = —n dir. Boylece,

()., = nPs dur. 1

Tamm 1.14. P € Py icinn > 0 olsun. (z)_ = nP olacak bi¢cimde bir x € F' var ise n
sayisina P noktasinda bir kutup sayisi, aksi halde bir bosluk sayisi denir.

P ePricin L(0) C L(P) CLR2P)C ... CL((j—-1)P) C L(HP) C ...
Riemann-Roch uzaylar1 dizisinde j € N sayisinin P noktasinda bir kutup sayis1 olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul dyle + € F vardir ki (z),, = jP olmasidir. Bu durumda,
L((j—1)P) S L(jP) dir. j € N sayismin P noktasinda bir bosluk say1si olmas igin
gerek ve yeter kosul £ ((j — 1) P) = L (jP) dir.

Teorem 1.15. (Weierstrass Bosluk Teoremi) F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi, P €
Pr, der P = 1 ve gp > 0 olsun. Bu durumda, F'/ K bir cebirsel fonksiyon cisminin P
noktasinda tam gp tane bosluk sayisi vardw, bu sayilar ii,1is, ..., 14, ise, 0 < 1; = 1 ve
ig < 2gp — 1dir

Ispat. P € Py ve der P = 1 olsun. P noktasinin her bosluk sayis1 27 — 1 sayisindan kii-
cliktiir veya esittir. 0 say1s1 ise P noktasinin kutbudur. ¢ sayisinin P noktasinin bir boslugu
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul £ ((i — 1) P) = L (iP) olmasidur.

K = L£(0) C L(P) C L(2P) C ... C L((2gr — 1) P) vektor uzay: di-
zisini g6z Online alirsak, boy £ (0) = 1 ve boy L ((2gr — 1) P) = ¢ dir. Her i igin
L(iP) < L((i —1)P)+ 1dir. Boylece, 1 <4 < 2gp — licin L((i — 1) P) & L(iP)
olacak sekilde tam gr — 1 tane L (i P) uzay1 vardir. Ancak, bu dizide 2¢g, tane uzay oldu-
gundan P noktasinin bosluk sayis1 g tanedir. O halde son olarak 1 sayisinin P noktasinin
boslugu oldugu gosterilmelidir. Aksi varsayilsin ve 1sayist P noktasinin kutbu olsun. Ku-
tup sayilar1 toplama islemi ile bir semigrup oldugundan 1 sayis1 P noktasinin kutbu ise her
n € N de P noktasinin kutbudur ve P noktasinin hi¢ boslugu yoktur, bu durum gz > 0
olmasi ile celisir.

F'/K bir cebirsel fonksiyon cismi olmak tizere, F'/ K nin sadece sonlu sayida P
noktasi i¢in kutup sayilart kiimesi digerlerinden farklanir, bu noktalara Weierstrass nok-
talar1 denir ( Stichtenoth (2009) ve Karakas (1977)). S € Ny = N U {0} bir monoid
olmak iizere, No\:S sonlu bir kiime ise S kiimesine niimerik semigrup denir. Ozel olarak,
¢ € Np\S sayilarina S kiimesinin bosluk sayilari denir. Ayrmtili bilgi i¢in Rosales ve
Garcia (2009), kaynak olarak verilebilir.

Tamm 1.16. Bir '/ K cebirsel fonksiyon cisminin herhangi bir P € P noktasi i¢in
H (P) ={i e N|(z), = iP olacak sekilde x € F vardir}

kiimesine, F'/ K min P noktasindaki Weierstrass semigrubu denir.

6
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Weierstrass Bosluk teoreminden goriilebilir ki, H (P) niimerik semigruptur ve
H (P) kiimesinin bosluklarinin sayis1 g sayisina esittir.

Tanim 1.17. F /K bir cebirsel fonksiyon cismi, P € Pp ve 1p : F' — Ap yerel gomiiliis
olsun.

(a) x € Figinip (), P € Ppicin P bileseni x, diger bilesenleri sifir olan adeldir.

(b) w € Qp weil diferansiyeli i¢cin wp : F' — K, wp (z) := w (vp (z)) ile tammlanan
dogrusal doniisiime w nin yerel bileseni denir.

Ornek 1.18. F = K (x) rasyonel fonksiyon cismi ve Ps, x elemaninin kutbu olsun. Bu
durumda,

(a) —2P kanonik bdlendir.

(b) Oyle tek tiirlii belirli () = —2P ile n € Q) Weil diferansiyeli vardir ki,
np, (1) = —1dir.

(c) n Weil diferansiyelinin np_ ve np, yerel bilesenleri,

wl-an={ 8 2P e ={ ) 0T

n =
dir. Ayrintili bilgi i¢in Stichtenoth (2009) ve Salvador (2006) kaynaklarina bakilmasi
onerilebilir.

1.3. Cebirsel Fonksiyon Cismi Genislemeleri

Bu boéliimde, fonksiyon cismi genislemeleri ve bu genislemelerde degerlendirme
halkalar1, noktalar, bolenler gibi temel yapilarin davraniglar: incelenecektir. & bir miikem-
mel cisim olmak iizere F'/ K cebirsel fonksiyon cismi ve K, F'iginde cebirsel kapali kabul
edilecektir.

Tamm 1.19. F/K bir cebirsel fonksiyon cismi olmak iizere,

(@) F/K, F'|K' cebirsel fonksiyon cisimleri, F C I cebirsel cisim genislemesi, K C
K', F' cisminin tiim sabitler cismi K' ve F cisminin tiim sabitler cismi K ise F’/K,
ve F'/ K mn bir cebirsel fonksiyon cismi genislemesi denir.

!

F

/o

/ |
K’ F
/

|
|
K
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() FF = FK =33 fik;: fiecF ke K, nc N} ise, ' | K" cebirsel fonksiyon
i=1

cismi geniglemesine F'| K cebirsel fonksiyon cisminin bir sabitler cismi genislemesi
denir.

(c) F'/F sonlu genisleme ise F' | K’ cebirsel fonksiyon cismi genislemesine, F | K nin
bir sonlu cebirsel fonksiyon cismi genislemesi denir.

F'/K', F/K mn bir cebirsel fonksiyon cismi genislemesi ise bu genislemenin
onemli bir kag 6zelligini agagidaki sekilde siralayabiliriz.

(a) K'/K cebirsel genislemedir ve F N K = K dr.

(b) F' /K ' F /K n bir sonlu genislemesi olmast i¢in gerek ve yeter kosul [K K }
nin sonlu olmasidir.

() F, == FK', }/K', F/K nm sabitler cismi genislemesi ve F' /K , F} /K  niin
sonlu genislemesidir.

Bu o6zellikler, Stichtenoth (2009), Chevalley (1951) ve Salvador (2006) gibi kaynaklarda
ayrintili olarak incelenmis ve ispatlar1 verilmistir.

Tamm 1.20. F'/K', F/K nn cebirsel fonksiyon cismi genislemesi P € Py ve P' € Py
olsun. P C P ise P' € P, noktasina P € P noktasinin bir genislemesi denir ve P’ | P
ile gosterilir.

Lemma 1.21. F'/K', F /K nn bir cebirsel fonksiyon cismi genislemesi, P ve P'sirasiyla
P' | P olacak sekilde F /K ve F' /K" niin noktalart ve Op ve O bu noktalara karsilik
gelen degerlendirme halkalari, vp ve v ise bu noktalarin ayrik degerlendirmeleri olsun.
Bu durumda,

@ Op C O, diir
(b) Her z € Fi¢invp (2) = e - vp (2) olacak sekilde e € N vardr:

Ispat. Stichtenoth (2009), Chevalley (1951) ve Salvador (2006).

Yukaridaki lemmada varligi séylenen Fp = Op/ P kalan siniflari cisminden F’ ;3/ =
Op /P’ kalan smiflari cismine x € Op iken x (P) — = (P/) ile tanimlanan bir kanonik
gdmme doniisiimii vardir. Boylece, Fp, FIID, nin bir altcismidir. Burada e := e (P’ | P)
sayisina, P’ noktasinin P iizerinde dallanma indeksi denir. ¢ = 1 ise P’ | P ye dallan-
mamis, e > 1ise P' | P ye dallanmis nokta denir. f (P' | P) = [F 1'3, : F p] sayisina,
P’ noktasmin P iizerinde gdreceli derecesi denir. f (P’ | P) sonlu veya sonsuzdur ancak
e (P/ | P) sayi1s1 her zaman bir dogal sayidir.

Teorem 1.22. Her P’ € P igin P' | P olacak sekilde tam bir tane P € P vardir ve bu

8
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nokta P = P' N F formundadir. Diger taraftan, her P € Py icin P’ | P olacak sekilde
en az bir en fazla sonlu sayida P € P ' vardir.

ispat. P’ € P, olsun. Oncelikle, v, (2) # 0 olacak sekilde z € F\ {0} varlig1 gosteril-
melidir. Her z € F'\ {0} i¢in v, (2) = 0 oldugunu varsayalim. v, (¢) > 0 olacak sekilde
t € P' C I segelim. [/ F cebirsel genisleme oldugundan uygun ¢; € F,0 < i < n,
co # 0vec, # 0igin c,t" + c,_1t" 1 4 ...+ 1t + ¢ = 0 yazilabilir. Buradan,

Vpr (cnt" +oe, "+ et + co) = vp (0) = o0,

varsayimdan her 7 i¢in v (¢;t') = i.vp () elde edilir, bu ise esitligin sol tarafinin sonlu
say1 sag tarafinin ise co olmast ile gelisir. O halde v, (2) # 0 olacak sekilde z € F'\ {0}
vardin K G O = Op N F G F oldugundan z € F\K dir. 2 ¢ Op N F oldugundan
2 € Opvezt €Op,z7t € P= P NFeldeedilir. F/K cebirsel fonksiyon cisminin
herhangi bir P noktasi verilmis olsun. Oyle bir # € F\K segelim ki P, 2 elemaninin
tek sifirt olsun. Simdi P’ € P » noktasi i¢in P | P olmasi igin gerek ve yeter kosulun
vp (z) > 0 oldugunu gosterelim. Eger P’ | Pise vy (z) = e (P | P).wp(z) > 0
oldugu agiktir. Diger yandan, vy (z) > 0ise vp (z) = e (P | P) .vp () tir ve buradan
P C P’ diir. Her P’ € P, noktast i¢in P’ | P olacak sekilde tam bir tane P € Py noktast
bulundugunu teoremin ilk kismindan biliniyor, Q C P’ ve Q € Py olsun. vy (z) > 0
ise P' | Q ve z elemanin tek sifir1 oldugundan @ = P dir. 2 elemanmm F' /K cebirsel
fonksiyon cismi genislemesinde sonlu sayida sifir1 olacagindan P noktasinin sonlu sayida
genislemesi vardir. g

Teorem 1.22.°de her P' € P, igin P’ | P olacak sekilde alian P € Pp noktas
P’ noktasinin F'/ K ya kisitlamst olarak adlandirilir.

F'/K', F/K nin cebirsel fonksiyon cismi genislemesi, P € Pp, 1 < i < t,
P', P, € P, noktalarma karsilik gelen degerlendirme halkalart Op, O, ve O p olsun.
Nokta ve degerlendirme halkalarinin bu genislemedeki davranislarini agsagidaki dilyagram
ile daha agik ifade edebiliriz.

Op P P . . . P P

| N T / |

| N | / |

) N2 )

Op P P=PNF
Op=0pNF

Lemma 1.23. F' /K", F' /K niinve F'/K', F | K mn bir cebirsel fonksiyon cismi genis-
lemesi, P € Py, P e P, PcPpve P | P, P | P olsun. Bu durumda,

e(P'IP) = e(P"|P)e(P|P),
FPre) = s (PP (P e)
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Ispat. Stichtenoth (2009), Chevalley (1951) ve Salvador (2006). &

Tamm 1.24. F'/K', F'/K mn bir cebirsel fonksiyon cismi geniglemesi olsun. P € Pg
iciny p pe€ (P"| P) P bélenine P nin F' | F deki conormu (esnorm) denir ve Cong jp (P)
ile gosterilir, buradaki toplam P noktasimin her P' € P 5 genislemesini tarar.

F'DOF DF fonksiyon cisimleri kulesi olsun. Her D € Dy bdleni i¢in

Congrp (D) = Conpr s (ConF//F (D))

dir ( Stichtenoth (2009), Chevalley (1951) ve Salvador (2006)).

Onerme 1.25. F'/K', F/K mn bir cebirsel genislemesi olsun. Her v € F\ {0} i¢in

F/K iginde, siraswla, (x)}, (2)-, (x)" bolenleri x elemanmin sifirlarmn, kutuplarimn

béleni ve esas boleni olsun. D v grubunda, sirasiyla, x elemaninin sifirlarimin, kutuplari-
nin béleni ve esas boleni

OO”F’/F <<1’>5) = (55)5
CO”F'/F <<x>§o> =
Conp ((x)F> /

diir.

Ispat. # € F'\ {0} igin esas bolen tanimindan,

@) = Y @ P =Y Ze(P’uD) vp (2) P’

P'eP PePr p'|P
= Z vp (x) Congpr p (P) = Conpr p (P) < Z vp (x) P)
PePr PePr

= Conpp ((l’)F>

oldugu gortiliir. Esas bdlen tanimindan ispatin kalan kismi gortlebilir. 1

Teorem 1.26. (Temel Esitlik) ' /K', F// K mn bir sonlu cebirsel fonksiyon cismi genis-
lemesi, P € Pp, P,,P,,...,P,, € P ve P; | P, 1 <i < m, P noktasinin genislemeleri
olsun. Bu durumda, >_" e (P; | P) f (P; | P) = [F' : F] dir.

Ispat. F//K cebirsel fonksiyon cisminde tek sifirt P noktast olan bir 2 € F segelim ve
vp(x) := r > 0 olsun. Boylece Py,P,,...,P,, € P, noktalar1 z elemaninin F'/K'

10
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genislemesindeki biitiin sifirlaridir. [F K (x)] in derecesini iki yolla hesaplayalim: Ik
olarak,

[F’:K(x)} - [F -K’(@][K

_ Z (P, | P). [FIIDZ_:FP}.[FP:K}

= r.derP.Zei(Pi | P) fi (P | P)

=1

Diger taraftan,
[F’ : K(.:z:)] - [F : F] JF K (2)] = [F : F} rder P

elde edilir. Esitlikler birlestirilirse, Y1 | e; (P; | P) fi (P; | P) = [F : F] istenilen gos-
terilmis olur. §

Temel esitlikten asagidaki sonuglar elde edilebilir.

Sonuc¢ 1.27. F'/K', F /K mn bir sonlu cebirsel fonksiyon cismi genislemesi ve P € Pp
olsun.

(@ |[{P €Pp:P |P}<I[F:F|

(b) P €Pp, P'|Pisee(P' | P) < [F :F|vef(P|P)<[F:F]dir
FiF|

]

der D dir.

(c) Her D € Dp béleni i¢in der (C’onF//F (D)) =

Tamm 1.28. F'/K', F'/K mn derecesi n olan bir cebirsel fonksiyon cismi genislemesi
ve P € Pr olsun.

(a) P € Py noktasimin F' cisminde tam n tane genislemesi var ise P noktasina F//F
geniglemesinde tiimden parcalanmistir denir.

(b) P € P noktasimn F'cisminde e (P’ \ P) = n olacak sekilde tek bir genislemesi
var ise P noktasina I’ | F' genislemesinde tiimden dallanmigtir denir.

(c) P c Pp, P € Pve P | P olmak iizere e (P' | P) > 1ve K min karakteris-
tigi e (P/ ] P) sayisint bélmez ise P ye P nin bir uysal(tame) genislemesi denir.
e (P/ | P) > 1 ve K nmin karakteristigi e (P/ | P) sayisint boliiyor ise P’ ye P nin
bir vahsi(wild) genislemesi denir.

11
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Teorem 1.26. ile verilen temel esitlikten asagidaki sonuglar elde edilir.

(@) P € Pr noktasimin F' / F' genislemesinde tiimden parcalanmasi igin gerek ve yeter
kosul F" cisminin her P’ | P noktasi i¢ine (P’ | P) = f (P' | P) = 1 olmasidir.

(b) P € P noktast F'/F genislemesinde tiimden dallanmis ise P’ | P olan tam bir
tane P’ € P, noktasi vardir.

A= ZPE]P’F npP € Dy ise, ConF//F(A) = ZPE]P’F C’onF//F(P) dir. I/ niin adel
uzaymi Ap ve F' den F ye iz (trace) doniisiimiinii 7'rpr ile gdsterelim. Iz doniisiimii
ile ilgili ayrintili bilgi i¢in Hungerford (1989) kullanilabilir.

AF//F = {Oz S AF/ . P,,Ql € ]P)F/, PNF= Q/ N F ise Qpr = OéQ/}

Ap niin I lizerinden bir altuzayidir. T/ /p, Ap//p den Ap ye F iizerinden, yine Trp
ile gosterecegimiz, bir dogrusal doniisiime genisletilebilir. Soyle ki, P'| P, P’ € Pr olmak
tizere her & € Ap//p i¢in (Trp p(a))p = Trpjp(ap) olur. w, F/K nin bir Weil
diferansiyeli olsun. Bu durumda, her o € Ap//p igin,

Trgyr(w' () = w(Tre p(a))

kosulunu saglayan F” /K’ niin tek tiirlii belirli bir w’ Weil diferansiyeli vardir. w’ diferan-
siyeline w nin F'/F deki esizi (cotrace) denir, w' = Cotrp s (w) ile gosterilir. F'/F
sabitler cismi genislemesi ise, (w') = Congrp(w) dir.

Teorem 1.29. (Hurwitz-Cins Formiilii) /' /K', F'/K mn bir sonlu ayrilabilir cebirsel
fonksiyon cismi genislemesi, gr, ve g, swraswla F /K ve F "K' niin cinsi olsun. Bu
durumda,

m (295 — 2) + der Dif f (F /F)

dir.

Ispat. [/ K min w # 0 olan bir Weil diferansiyeli igin

(COtTF'/F (w)) = Cong ) (w)) + Dif f (F//F>
dir ve bir kanonik bolenin derecesi 29z — 2 oldugundan
2y —2 = derConp p ((w)) + der Dif f (F /F)

[ F] (297 — 2) + der Diff (F'/F
(K K] et Dif (F'/F)
elde edilir. g

Cebirsel fonksiyon genislemelerinde Kummer ve Artin-Schreier geniglemeleri 6nemli
rol oynar. Bu tiir genislemelerde noktalarin dallanma davranis1 agagidaki teoremler ile ve-
rilir.

12
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Teorem 1.30. (Kummer Genislemeleri) n > 1 ve n ile K cisminin karakteristigi arala-
rinda asal olsun. K, birimin n — inci ilkel kokiinii icermek iizere, F' | K cebirsel fonksiyon
cismi olsun. d > 1ve d | n igin her w € F i¢cin u # w? kosullarim saglayan u € F
nin varhgini kabul edelim. y* = u ile F' = F (y) olsun. Boyle F' | F genislemesine, F
cisminin bir Kummer genislemesi denir. Boylece,

(@) ®(T) = T" — u, y elemammn F iizerinde minimal polinomudur. F' | F, derecesi
[F’ : F} = n olan Galois genislemesidir, F' | F nin Galois grubu devirlidir ve { €
K birimin n — inci kokii olmak iizere, F' |/ F nin otomorfizmleri, o (y) = Cy ile
verilir.

(b) P' € P, P € Py nin bir genislemesi olsun. rp := obeb (n,vp (u)) igine (P/ | P) =
—ved(P | P) = = — ldir

(c) K', F' niin tiim sabitler cismi, gr, F/K minve g, F’/K’niin cinsi ise

gFf:1+[K,—TfK]<F—1+ > (1-). derP)

PePp

dir.
Ispat. Stichtenoth (2009), Chevalley (1951) ve Salvador (2006). &

Teorem 1.31. (Artin-Schreier Genislemeleri) p > 0 asal sayist i¢in F'/ K, karakteris-
tigi p olan bir cebirsel fonksiyon cismi olsun. Her w € F i¢in u # wP? — w kosulunu
saglayan bir u € F elemanimin varligint kabul edelim. ' +vy = u ile F' = F (y) ol-
sun. Bu kosullari saglayan F' | F genislemesi F nin bir Artin Schreier genislemesi olarak
adlandirithir. Her P € Pr icin

_fm, FzeF v,(u—a(z))=—-m<0,m%0 modp
My = -, dzeF,v,(u—a(z))>0

olmak tizere,

(a) F'/F, derecesi p olan bir devirli Galois geniglemesidir. v = 0,1,...,p — 1 igin
o (y) =y + v, F'/F nin bir otomorfizmidir.

(b) P noktasinin I’ | F' genislemesinde dallanmamis olmasi igin gerek ve yeter kosul
m, = —1 olmasidir.

(c) P noktasimin F'|F genislemesinde tiimden dallanmis olmast icin gerek ve yeter
kosul m, > 0 olmasidir. P noktasimin tek genislemesi P e P olsun. Bu durumda,

d(P"| P) = (q—1)(m,+1) dir
(d) En az bir () € Pr noktast i¢in mg > 0 ise K, F' cisminde cebirsel kapalidir ve

-1
g = p.gr + pT (—2 + Z (mp + 1)derP>

PePr

dir.

13
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Ispat. Stichtenoth (2009), Chevalley (1951) ve Salvador (2006). &

Fonksiyon cisimlerinin bilesimi (composite) olan cisim genislemelerinde dallan-
may1 anlamak i¢in genellikle Abhyankar lemmadan yardim aliriz.

Teorem 1.32. (Abhyankar Lemma) F'/F bir sonlu ayrilabilir cebirsel fonksiyon cismi
genislemesi olsun. F C F, F, C F' ara cisimleriile ' = F\ Fy oldugunu kabul edelim.
J = P., P € Pr noktasimin bir genislemesi ve i = 1,2 i¢cin P, = P’ N F; olsun.
Py | Pve P, | P genislemelerinden en az birinin uysal (tame) oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, e (P" | P) = okek {e (P; | P),e(Ps | P)} dir.

Ispat. Stichtenoth (2009), Chevalley (1951) ve Salvador (2006). &

F/ K nin derecesi 1 olan noktasina bir rasyonel nokta denir. Fonksiyon cisimleri ile
ilgili olarak en ¢ok ilgi ¢ceken problemlerden birisi de fonksiyon cisminin rasyonel nokta
sayisidir.

(a) (Hasse-Weil Sinirt) N = N (F'), F'/ F, genislemesinde derecesi 1 olan noktalarin
sayisim gostermek {izere, [N — (¢ + 1)| < 2gr.¢q*/? dir. Verilen en énemli sinirlar-
dan birisi Hasse-Weil siniridir. Ancak bu sinir, derecesi 1 olan nokta sayilari i¢in
keskindir. Sinir1 daraltmak i¢in asagidaki sinirlar verilir.

(b) (Serre Siir1) F'/ IF,, cinsi g olan fonksiyon cismi olmak tizere, [N — (¢ + 1)| <
gr [2¢"/?] dir, burada [.] tam degeri gdstermektedir.

(c) (Ihara) F'/ F,, maksimal fonksiyon cismi olmak iizere, g < (q — q%> /2 dir.

Burada, bir sonraki teoremde kullanacagimiz Ihara sabitini tanimlayalim:
Tamm 1.33. F'/ F,, F, iizerinde bir fonksiyon cismi olsun.

1. g > 0i¢in N, (g) := max{N (F) | F, F, iizerinde cinsi g olan fonksiyon cismi} ola-
rak tanimlanir.

2. A(q) :=limsup,_, N, (g) /g reel sayisina ise Ihara sabiti denir.

(Drinfeld-Vladut Smir1) A (¢) Thara sabiti olmak iizere A (q) < ¢'/? — 1 dir.
1.4. Tiirev, Wronski Determinant1 ve Hermityen Taban
Tanim 1.34. F, K cismi tizerinden bir degiskenli cebirsel fonksiyon cismi ve K, F i¢cinde
cebirsel kapali olsun. DV : F — F fonksiyonlar olmak iizere asagidaki kosullar sagla-
yan D = {D") : v € NU{0}} dizisine F'/ K nin bir tiirevi denir:
(a) Her v,z € Fvey € NU{0} igin DY (z + ") = DO (z) + DO ().

14
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(b) Her x,x € Fvey e NU{0}igin DO (zz) = 37_, DXV (2) DO~V ().
(c) Her a € K ve~y € Nigin D™ (a) = 0.
(d) Herx € F icin DO)(z) = x tir.

Ek olarak, her x € F ve ~y, u € NU {0} igin

DY DW (z) = (7 T “) DO ()
i

ise, D ye F'/ K min tekrarl: tiirevi; uygun bir v € F i¢in
DW(z) =1, DM (z)=0,v>1

ise, D ye F /| K min x e gére tiirevi denir ve her vy i¢in D) = D;(J), D = D, ile gosterilir.

Hern € Nvey € NU {0} i¢in DY (") = (:) a7 dir, (:) binom katsayilari
n > v i¢in tammlanmis olmasina ragmen v > n ise (7) = 0 kabul edecegiz. Her » €

F\ {0} vey € NU{0} i¢in
T p— §D<x><l>D<wx>(z)
2 z = z

dir. F'/K', F'/K nin bir degiskenli cebirsel fonksiyon cismi genislemesi ve K, K’ sira-
styla F', F' iginde cebirsel kapali olsun. D = {D" : v € NU {0}}, F'/K' niin bir
tiirevi ve D = {ﬁw) : v € NU{0}}, F//K nm bir tiirevi olsun. Eger her v > 0 igin
DMy = DY ise, D ye D nin F'/K' ya bir genislemesi D ye de D nin F/K ya bir
kisitlanisi denir. £, F' nin bir sabitler cismi genislemesi ise, F' nin her tiirevinin F” ye tek
tiirlii belirli bir genislemesi vardir.

Teorem 1.35. F'/K bir degiskenli cebirsel fonksiyonlar cismi ve F, K iizerinden ayrila-
bilir iiretilmis olsun. F' nin her x ayiran elemani igin, K iizerinden x e gore bir tekrarli
tiirevi vardir.

Ispat. Schmidt (1939). §

Herz € Figin Z(U) =}, 5, D) (2)UT kuvvet serisi z nin D tiirevine gore Tay-
lor agilimi olarak adlandirilir. F[[U]], F lizerinde kuvvet serileri halkasi olmak iizere, F
den F[[U]]yaT : F — F|[U]], = — T(z) = Z(U) donigiimi bire-bir halka homomor-

fizmiolup her z € FFver =0,1, ... igin

T(D(z2)) = ; (i) DO ()

ozelligini saglamaktadir. F'/ K nin bir baska tekrarli tiirevi Dve z € Fnin D ya gore Tay-
lor agilimi Z(V') = 37 .o D™ (2)V" olsun. Ayrica, y € Fve Y(U) = 3, ., DU (y)U”
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olsun. Eger, her z € F'igin

Z(Y(U)=y) =) DYV (U)—y) =) DVEU" =Z(U)

r>0 r>0

kosulu saglanirsa, D dan D ye y yardimu ve zincir kural ile gegilebilir denir. Bu durumda,
her z € FFveherr =0,1, ... igin

—_

DI(z) = DDV () + 3 DO()hir >

1

s

olacak bigimde tek tiirlii belirli 2 € F,[DM(y), ..., DY (y)] bulunur. Burada, j =
1,2,...,r ve I}, I’ nin asal altcismidir. Bu esitlige zincir kurali denir. Ayrica,

B0 = D)

dir. z € F bir ayiran eleman ise, '/ K nin her bir tekrarli tiirevi D den D, e x yardimi ve
zincir kurali ile gegilebilecegi bilinmektedir, Karakas (1977), Schmidt (1939) ve Salvador
(20006).

{y1,92,...,yn} C F, K iizerinden dogrusal bagimsizve D = {D") : v € NU
{0}}, F/K nin bir tiirevi ise

DT (y) DU (y) . . . D™ (y,)

D) (y) DU (y,) . . . D" (y,)
WD(ZI/byz, 7Z/n) =

DU (y) DU (ys) . . . DU (y,)

determinant1 sifirdan farkli olacak bigcimde 0 = r; < ry < ... < 1, sayilar1 bulunabilir.
Bu 6zelligi saglayan 0 = r; < ry < ... < r, tamsayi dizilerinden alfabetik siralanisa
gore en kiigigii €1, ..., €, olsun. €; < ... < €, dizisine {y1, ¥, ..., Y, } nin D tiirevine goére
Wronski mertebeleri,

WD(ylvaa s 7yn) = det(D(Q)(yﬂ))’ 1 S Za] S n

determinantma da {y1, y2, ..., y» } nin Wronski determinanti denir. x € F, F/K nin bir
ayiran elemani, {y1,...,y,} C F, K tzerinden dogrusal bagimsiz ve D,, F//K nin x e
gore tekrarli tiirevi olmak tizere herhangi bir D tekrarli tirevi i¢in {yy, y2, ..., Yy } nin D,
e gore Wronski mertebeleri, D ye gore Wronski mertebeleri ile aynidir ve

Wo Y, Yz, s Yn) = W, (Y1, Y2y - - - yn) (DD (2)) 2 T

oldugu bilinmektedir, Schmidt (1939), Karakag (1977) ve Salvador (2006). V'ile {y1, y2, . . .

nin K tzerinden gerdigi uzay1 gosterelim. '/ K nin bir D tekrarli tiirevi ve her z € F
i¢in,

WD(th ZY2y - - - 7Zyn> - ZnWD(yla Ya, ... 7yn)

16

YUn}



GIRIS Nihal GUMUSBAS

olacaktir. V' nin bir baska {z1, 29, ..., 2z, } tabanint segelim. {z1, 25,...,2,} nin D ye
gore Wronski mertebeleri ile {y1,ys, ..., y,} nin D ye gore Wronski mertebeleri ayni-
dir. Dolayisiyla, €1, ..., €,, V nin bir degismezidir. Eger V nin {yy, 32, - - - , ¥, } tabanindan
{z1, 29, -+ , 2z, } tabanina ge¢is matrisi M ise,

Wp(y1, 92, - Yn) = Wp(z1, 20, . .., 2, )det M

bagntis1 saglanir.

Bir D tiirevinin tekrarli olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul Dg ) (T(y)) =T (D" (y))

dir. Dgl)(zmzo amU™) = 3 s (1) amU™ " dir. F ve T(F) izomorftur. Boylece, {y1, Y2, .., yn} C
FveT(y;) =Y;,0<i<nise,

T(WD(y17y27 e 7yn)) - WD(YI,)@, [N ,Yn)

elde edilir. Bunedenle, Wp(y1, y2, ..., yn) = Wp(Y1,Ya, ..., Y,)(mod U) dur, K iizerinde
dogrusal bagimsiz {y1,ya, ..., y,} i¢in {Y1, Y5, ..., Y, } kiimesi de dogrusal bagimsizdir.
Dolayistyla, Wp(y1, y2, - - ., yn) ve Wp(Y1, Ya, ..., Y,) nin tiirev mertebeleri aynidir.

{Y1,...,Y,} C F ile iretilen alt uzay N olmak lizere N nin bagka bir tabani
{Z1, ..., Z,} nin elemanlarim

Zy=Uh+ > aPU' 1<j<n
i:h_7'+1

olacak sekilde segebiliriz, 6yle ki 0 < hy < ... < h, ve h;y1 = max{k € Z : U k N nin
her elemanini béler} dir. Bu nedenle, hy, ..., h, dizisi N i¢in bir degismezdir.

Tamim 1.36. Yukaridaki sekilde belirlenen UM, 1 < §j < n, elemanlarina N nin Hermit-

yen degismezleri ve Z; = Ui + Z agj)Ui, 0 < j < nile verilen tabana ise N nin F’
i:h]'+1
tizerinden Hermityen tabani denir.

Onerme 1.37. {7y, ..., Z,}, N/K mn Hermityen tabani ve 0 < hy < ... < h,, ise

(@) det(D")(Z;)) = 1(modU) dur.

b) 0<uv <..<v,oplekiuygunl <r < nicin,v;—h; =0,1<j7<r—1,ve
v, — h, < 0 ise, det(D")(Z;)) = 0(mod U) dur:

10 - 0

. o1 .- 0

Ispat. (a) det(D")(Z;)) = det | . | . | (modU) = 1(mod U) dur.
00 - 1
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(b) Z; tammindan D) (Z;) = 0(mod U) oldugundan

1 0 0 0 O 0
0 1 0 0
det(DW)(Z.)) = det : 5 : modU) = 0(mod U
(D)(Z) A (mod ) = 0(mod )
0 0 0 0 0 0
L. O_

elde edilir. g

Teorem 1.38. vy, o, ..., yn fonksiyonlarina karsilik gelen kuvvet serileri Yy, Y5, ..., Y, yani
T(y;) = Y;,i = 1,...,n olsun. Wronskian determinant Wp(y1, Yz, ..., Yn) nin mertebeleri
Y1, Yo, ..., Y, tarafindan F iizerinde iiretilen uzay, N nin Hermityen degismezleridir. Us-
telik, {Z,, ..., Z,}, N nin Hermityen tabani ise, Y; = Wp(y1,Yo, ..., yn)Zi, i = 1,..,n
dir.

Ispat i¢in Salvador (2006) dan yararlanilabilir.
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2. CEBIRSEL FONKSiYON CiSMi KULELERI

Bu boliimde, fonksiyon cismi kuleleri ile ilgili kavramlar ve genel 6zelliklerinden
bahsedecegiz. ¢ bir asal sayinin kuvveti olmak tizere, I, sonlu cismi iizerinde F' cebirsel
fonksiyon cisimlerini alacagiz ve F'/F, genislemesinin rasyonel nokta sayisini ise N =
N, (F) ile gosterecegiz.

Tamm 2.1. q bir asal sayimin kuvveti olmak tizere q elemanli sonlu cisim I, iizerinde bir
Sfonksiyon cismi dizisi F = (Fy, Fy, Fs, . ..) olsun. Bu durumda,

(a) Fy CF, CF3C ...
(b) Hern > 1icin F,, 1/ F, sonlu, ayrilabilir bir geniglemedir.
(c) n — o0, g, — 00 dur.

kosullar: saglaniyor ise F ye IF, iizerinde bir cebirsel fonksiyon cismi kulesi denir.
Burada Iy = F,, her 7 > 1 i¢in F} nin tiim sabitler cismidir.

Lemma 2.2. F = (Fy, F,...), F, iizerinde bir cebirsel fonksiyon cismi kulesi olmak
tizere,

(a) F; cisminin derecesi 1 olan nokta sayist N, (F}) ise (N, (F;) / [Fi : F1])
sayilar dizisi monoton azalandir ve bu dizi R=° da yakinsaktir.

i>1 rasyonel

() ((gr, — 1)/ [Fi : F1]);», rasyonel sayilar dizisi monoton artandir ve bu dizi R=° U
{0} da yakinsaktir. Burada gr,, F;/F, nun cinsidir.

(c) j = Lligin gr; > 2 olsun. (Nq (F;) / (9r, — 1)), dizisi monoton azalandir ve bu
dizi R=° da yakinsaktir:

Ispat. (a) Q, F;,, cisminin bir rasyonel noktas1 ise P = () N F} noktast da F; cisminin
bir rasyonel noktasidir. Aksine, F;, cisminde en fazla [F;,, : F;] tane rasyonel nokta F;
cismindeki noktalarin genislemeleridir. N, (Fi11) < [Fi41 : F}].N, (F;) dir ve boylece

Nq (Fi-&-l) < [Fz‘+1 : Fz] -Nq (FZ) _ Nq (FZ)

[Fivi: il [Fi s B [Fi : F]

esitsizligi elde edilir.

(b) Hurwitz-cins formiiliinden F;,,/F; cebirsel fonksiyon cismi genislemesi igin
9r,—1 > [Fipq : Fi] (gp, — 1) esitsizligi elde edilir. Esitsizligin her iki tarafini [F}; : F7]
sayisina boliiniirse,

gr; — 1 < 9F;11 -1
[ i) — [Figa s B
elde edilir.

(¢) (a) ve (b) siklarin ispatina benzer sekilde gosterilir. §
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Tamm 2.3. F = (F, F3, ...), F iizerinde bir fonksiyon cismi kulesi olsun.
(a) lim;_,o, N, (F}) / [F; : F\] degerine F fonksiyon cismi kulesinin F cismi iizerinden
pargalanis orani denir ve v (F | F) ile gosterilir.

(b) lim; . gr./ [F; : F1| degerine F fonksiyon cismi kulesinin F cismi iizerinden cinsi
denir ve v (F | F) ile gosterilir.

(c) lim;_,oo N, (F}) /gr, degerine F fonksiyon cismi kulesinin limiti denir ve X\ (F) ile
gosterilir.

A(q) == limsup, , N, (F) /gr tamimindan,

0 < U(f/F1)<OO,
0 < ~(F/F) < oo,
0 < AF)<A(g)

oldugu gériilebilir. Ayrica, A (F) = 2% dir, v (F/Fy) = oo ise A (F) = 0 dur,

Tamm 24. F = (F\, F,...) ve £ = (E1, Es, . ..), F, iizerinde birer fonksiyon cismi
kuleleri olsun. Her i > 1 i¢in éyle bir j = j (i) indeksi varsa ve ¢; : E; — F;, F,
tizerinde bir gomme doniigiimii oluyor ise £ ye F nin bir altkulesi denir.

&, F nin bir altkulesi olsun. A () > A (F) dir.

Tamm 2.5. [, iizerindeki bir F fonksiyon cismi kulesine,

(@) X\ (F) > 0 ise asimptotik iyi,
(b) X\ (F) = 0 ise asimptotik koti,
(c) X\ (F) = A(q) ise asimptotik optimal denir.

&, F nin bir altkulesi olmak iizere kolayca goriilebilir ki,

(a) F, asimptotik iyi ise £ de asimptotik iyidir.
(b) &, asimptotik kotii ise F de asimptotik kotiidiir.

Tamm 2.6. f (Y) € F, (Y) ve h(X) € F, (X) sabitten farkl rasyonel fonksiyonlar ve
F = (Fy, Fs, . ..) fonksiyon cismi dizisi olsun. Asagidaki ozellikleri saglayani = 1,2, ...
icin x; € F; nin varligini kabul edelim.

(a) x1, F,iizerinde askin elemandir ve Fy =T, (x1) dir.

(b) Heri > 1icin F; =F,(x, 29, ..., ;) dir
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(c) Heri > 1igin x,y1, x; elemanlart f (x;11) = h (x;) esitligini saglar.
(@) [Fy: F1] = der f (V) dir

Bu durumda, F fonksiyon cismi kulesine F iizerinde f (Y') = h (X) esitligi ile tekrarii
tamimh fonksiyon cismi kulesi veya kisaca (f, g) —kule denir. f (y) = g (x) esitligi ile
F :=TF, (x,y) ye ise karsilik gelen basit fonksiyon cismi denir.

2.1. Kummer Tipli Kuleler

F, F, tizerinde F' = F, (x,y) basit fonksiyon cismi ile verilen bir (f, g) —kulesi
olsun. (m, q) = 1, dereceleri m olan F'/IF, (x) ve F'/F, (y) Galois genislemelerinin olus-
turdugu F ye Kummer tipli kule denir.

Lemma 2.7. F, (u) D F,(2), m | (¢ — 1) iken [F, (u) : F, (2)] = m > 1 dereceli rasyo-
nel fonksiyon cisimlerinin bir genislemesi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(a) F,(u) /F, (2) bir Galois genislemesidir ve F,, (z) rasyonel fonksiyon cisminin F,, (u)
da tiimden dallanan bir rasyonel noktasi vardir.

(b) F, () nin en az iki noktasi F, (u) /F, (z) genislemesinde tiimden dallanmistir.
(c) Oyle bir i € F, (u) elemani vardir ki ¥, (@) = F, (u) ve t™ € F, (2) dir.

Bu kosullardan biri veya hepsi gerceklesirse, F, (u) /F, (2) nin Galois grubu devirlidir,
F, (2) nin tam iki rasyonel noktasi tiimden dallanmistir ve IF,, (z) nin diger tiim noktalar
F, (u) /F, () genislemesinde dallanmamustir.

Ispat. (a) = (b) : P, F,(z) nin F, (u) /F, (2) de tiimden dallanmis bir rasyonel noktast
olsun. Py,..., P, F,(2) nin F, (u) /F, (2) de dallanan diger noktalart ve j = 1,...,r
i¢in e;, P noktasmin F, (u) /F, (2) de dallanma indeksi olsun. F,, (u) /F, (2) uysal (tame)
genisleme oldugundan Hurwitz-cins formiiliinden

—2=="2m+(m-1 +Z —1 der P;
ve buradan
- 1 1
Z(l——)deerzl——
— 6’]' m
7j=1

elde edilir. 1/e; < 1/2 oldugundan

1 " der P
I1>1—=—> J
m_; 2

dir. Boylece, r = der P, = 1 ve e; = m oldugu goriiliir. Bu ise F, (2) nin en az iki
noktasinin F,, (u) /F, (z) genislemesinde tiimden dallanmis oldugunu gosterir.
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(b) = (¢) : P, Q1 Fy(2) nin F, (u) /F, (2) nin timden dallanmis noktalar1 ve
P.Q € F,(u)igin P | P, Q| @ olsun. Hurwitz-cins formiilinden P, ve ; noktalar
rasyonel noktalardir, rasyonel fonksiyon cisminde derecesi sifir olan bir bélen esas bolen
oldugundan (@) () = P — Q ve (2)g (,) = P — Q1 olacak sekilde u € F, (u) ve
z € Fy(z) vardir. (@™)g ) = mP —mQ = (2)g () ve 0 # ¢ € Fyigin 4™ = c.Z dir. 4
elemaninin kutup bdleninin derecesi bir oldugundan % eleman: I, (u) fonksiyon cismini
tiretir. Bu ise F (@) = F, (u) ve @™ € F,(z) ozelliklerini saglayan @ € F,(u) nun
varligini gosterir.

(¢) = (a) : F, cisminin birimin m—inci kokiinii igerdigini kabul edelim. Bu du-
rumda, F, (u) /F, (2 ) nin otomorfizmleri ("™ = 1 i¢in o (@) = (.a ile verilir. u nin sifiri
olan nokta F, (u) /F, () de timden dallanmustir. §

Teorem 2.8. F, F, iizerinde F' = T, (x,y) basit fonksiyon cismi ile verilen bir (f1, g1)
kule olsun. Eger

(a) der f1 (T') =derg, (T') = m ve m, ¢ — 1 sayisint béler.

(b) F,(z) /F, (01 (x))veF, () /F, (fi (v)) genislemelerinin her ikisi de Lemma 2.7. yi
saglar.

kosullart saglamirsa, F, f (T) = T™ ile bir f—kuledir. Ozel olarak, a,b,c,d,y € F,

v # 1 ve ad # bc olmak iizere Y™ = ?gfﬂ)) isgggm esitligi ile tekrarli tanimlanabilir.

Ispat. Beelen vd (2006). &
2.2. Artin-Schreier Tipli Kuleler

Bu bolimde, p = kar (F,) ve ¢, p nin bir kuvveti olmak lizere, 0 # a € F, ve
g(X) eF,(X)ileY!+aY = g(X) formunda tekrarli tamml kuleler ile ilgilenecegiz.
a; € F,vea, = lile p(T) = >1_, a;T" formundaki p (T) € F, [T] monik polinomuna
[F, lizerinde toplamsal polinom denir. Bu polinomun ¢arpanlarina ayrilabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul ag # 0 olmasidir. Bu sekilde olusturulan kulelere Artin-Schreier tipli kuleler
denir.

Lemma 2.9. [, (u) /F, (z) derecesi p" olan bir rasyonel fonksiyon cismi genislemesi, p =
kar (F,) ve r > 1 olsun. Bu durumda,

(a) F,(u) /F,(2) bir Galois geniglemesidir.

(b) Oyle bir @ € F,(u) ve p(T) € F,[T] ayrabilir polinomu vardir ki, ¥, (u) =
F, (), derp (T') = p" olmak iizere o (0) € F, (2), o (T') nin tiim kokleri IF, i¢inde-
dir.

Bu kosullardan biri gerceklesirse, F, (u) /F, (z) nin Galois grubu, tipi (p,...,p) olan
elemanter abelyen gruptur. ¥, (z) nin tam bir noktasi F, (u) /F, (z) de tiimden dallan-
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mistir ve ¥, (2) nin diger tiim noktalari ¥, (u) da dallanmamistir. Ustelik, F,, (z) deki (b)
kosulunu saglayan  elemaninin indirgenemez polinomu, w € F, (z) ve F, (z) = F, (w)
iken h (T) := o (T) — w dur.

Ispat. Beelen vd (2006). §

Teorem 2.10. p = kar (F,), der f (T') = derg(T") = p olmak iizere F, F, iizerinde
[ (Y) = g(X) ile verilen tekrarli tamml kule, F' = F, (x, y) basit fonksiyon cismi olsun.
F/F,(x) ve F/F,(y), Galois genislemeleri olmak iizere, 0 # e € F,ve p (T) = T? —
eP~T € F, [T] olsun. Boylece, F bir p—kuledir ve a, b, ¢, « € F, a # 0, a # 0 igin F
kulesi,

m—i—c 1. Durum
oY) = apz &) +b 2. Durum
m—f-c 3 Durum

tekrarl tamiml durumlarindan birini saglar.

Ispat. Beelen vd (2006). &

Simdi Teorem 2.10.’un uygulamasi olarak [, iizerinde der f = derg = 2 olan
biitiin ( f, g) —kulelerini yazalim:

b,c € FyikenY?+Y = —51—— + ctekrarl taniml kuledir. Buradab = ¢ = 0
(Y) +(x)+b
iseY24+Y = (L)Qi(i) = X+1 elde edilir. Bu ise, F5 kule 6rneginde ¢ = 2 durumudur
ve [, lizerinde Ii(rinfel}zi-\/ladut sinirint saglar.

b =0, ¢ = 1 durumunda esitlik Y> + Y = (X*+ X + 1) /(X + 1) e doniisiir.
X=X+1veY =Y + 1 dénisimiiile Y2+Y = X + 1 + % L elde edilir. Bu esitlik ile
elde edilen kule [Fy iizerinde asimptotik iyidir.

Benzer sekilde, b = 1, ¢ = 0igin Y2 + Y = ﬁ;ﬂ elde edilir. Bu kule ise bir

onceki kulenin dual kulesidir ve Fg lizerinde asimptotik iyidir.

Sonolarak, b =c=1li¢cinY? +Y =
déniisimii ile Y2+ Y =

meslthng X+1lveY =Y +1

X
e © doniisiir. Bu esitlik literatiirde daha incelenmemistir.

2.3. Tekrarh Tanimh Fonksiyon Cismi Kule Ornekleri

Bu boliimde tekrarli tanimli kule drnekleri verecegiz. Bu drnekler ile ilgili ayrintili
bilgi icin referans olarak Garcia ve Stichtenoth (1996), Pellikaan vd (1998), Beelen vd
(2006), Garcia ve Stichtenoth (1995), Noseda vd (2012), Bassa vd (2008) ve Maharaj
(2004) kaynaklar1 6nerilebilir.
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Ornek 2.11. (Garcia ve Stichtenoth 2009) ¢ = %> olsun. Y' — Y = X'/ (1 - X'1)
esitligi, ¥, iizerinde tekrarli tammh G = (G4, Go, Gs, . . .) kulesini tammlar ve G kulesinin
limiti A (G) =1 — 1 = ¢*/? — 1 dir. Béylece G, asimptotik optimal kule érnegidir.

Ornek 2.12. (Gareia ve Stichtenoth 2003) m > 2, (m,q) = 1 ve a,b,c € F,\ {0} ol-
Sun.

Y"=a(X+b)"+c

esitligi IF, iizerinde tekrarli tamml Fy = (Fy, F5, F, .. .) fonksiyon cismi kulesini tanim-
lar. Bu fonksiyon cismi kulesine Fermat tipli kule denir. Her i > 1 i¢in ¥, sonlu cismi F;
de cebirsel kapalidir ve [F; 1 : F;| = m dir.

r > 2iging =1"olsun. a, c € Fj veb € F} ikeny'" /"1 = q (z + by D=1
c esitligi, I, iizerinde Fermat tipli asimptotik iyi F kulesini verir ve bu kulenin limiti,
A(F) > 25 dir

r > 1liging = 1" olsun. r = 0(mod2) veya | = 0(mod?2) oldugunu kabul
edelim. b € T ikeny' ™' = — (x + b)' "' +1 esitligi de F, iizerinde Fermat tipli F kulesini
verir ve bu kulenin limiti, \ (F) > % dir.

p asal sayist i¢in p = 3,5 veya 6(mod7) ve r > 1 iken q = p” olmak iizere,
yPtt = (z + 1) — 2 esitligi B iizerinde Fermat tipli F kulesini verir. v = 0(mod 2) ise
F kulesi, I} iizerinde asimptotik iyidir.

q, m, a, b ve c nin se¢imine bagl olarak farkl ézelliklere sahip asimptotik iyi ve
asimptotik kétii tekrarly tanumli kule Grnekleri elde edilir. Fy iizerindeki Y3 = (X 4 1)°+1
ve Fy iizerindeki Y? = — (X 4 1)* + 1 Fermat tipli kule érnekleri asimptotik iyidir ve
A (F) = ¢*/? — 1 Drinfeld-Viadut stmrint saglar.

Ornek 2.13. ¢ (z) € F, (2) igin y* = ¢ (z), F, iizerinde tekrarl tanimh T = (Ty,...)
fonksiyon cismi kulesini tanimlar. Bu fonksiyon cismi kulesine kuadratik genigleme kulesi
denir. Herhangi bir ¢ = p* = 1(mod 2) asal kuvveti igin F, iizerinde
v X 2+1
2X
esitligi ile tammlanan F,, asimptotik iyi bir kuledir. p tek asal sayr olmak iizere F > sonlu
cismi iizerindeki Fy kulesi Drinfeld-Viadut simiri olan \ (F) = p — 1 esitligini saglar.

Fo kuadratik kulesini ve Weierstrass semigrubunu “Bulgular” boliimiinde daha ayrintili
bi¢imde inceleyecegiz.

Ornek 2.14. (Elkies 1997 ve Wulftange 2003) (m,q) = 1 olan q ve m degerleri icin

X m
ym=1- (-
(+)

esitligi ¥, sonlu cismi iizerinde F3 = (Fy, Fy, F, . ..), asimptotik iyi bir kuledir. Fs, ku-
ledeki iiciincii cisim olan Iy iizerinde dallanmamustir.

24



CEBIRSEL FONKSIYON CiSMi KULELERI Nihal GUMUSBAS

Ornek 2.15. (Elkies 1997) p # 5 bir asal sayive f (T) = T° + 5T°% — 5T — 11 € F,, [T
olsun.

125
Y)= 2
f( ) f(X+4)

X—1
esitligi, I,z iizerinde \ (F,) = p — 1 Drinfeld-Vladut sinir esitligini saglayan F, kulesini
tamimlar.

Ornek 2.16. (Garcia ve Stichtenoth 1996) Herhangi bir q asal kuvveti icin

X4

YVi4Y =
+ X141

esitligi, F > iizerinde asimptotik iyi Fs5 kulesini tanimlar ve bu kulenin limiti Drinfeld-
Viladut simir esitligini saglar.

Ornek 2.17. (van der Geer ve van der Vlugt 2002) Y2 +Y = X + 1 + % esitligi, g
iizerinde asimptotik iyi olan Fg kulesini tamimlar ve bu kulenin limiti \ (Fgs) = 3/2 dir.

Ornek 2.18. (Bezerra ve Garcia 2004) Y= = 2= eitligi, F 2 iizerinde Drinfeld-Viadut

simr egitligini saglayan Fr kulesi olarak tamimlanir. ¢ > 2 icin F' = F 2 (x,y) basit fonk-
siyon cismi, F [F 2 (x) ve F/F 2 (y), Galois olmayan genislemelerdir.

Ornek 2.19. (Bezerra vd 2003) LY = XX ogirligi, F s iizerinde limiti A (Fg) >
Q(ZQT_;) olan Zink simir esitligini saglayan asimptotik iyi Fg kulesi olarak tanimlanir. q¢ >
2 icin F' = Fp (x,y) basit fonksiyon cismi, F'/Fs (x) ve F'/Fs (y), Galois olmayan
genislemelerdir.

Tamim 2.20. F, iizerinde (f, g) esitligi ile verilen bir F kulesi i¢in tekrarlamali g (Y) =
f (X)) esitligi ile verilen G kulesine, F kulesinin duali denir.

Ornek 2.21. Fg iizerinde Y?> +Y = X + 1+ % esitligi ile verilen Fg kulesinin duali
Y + 1+ 5 = X?+ X ile verilen F§ kulesidir.

F kulesinin ve dualinin A (F) = A (G) limitleri ayni oldugu agiktir.
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3. BULGULAR

Bu boliimde 6zellikle iki tip tekrarli tanimli fonksiyon cismi kulesi ve bir P nok-
tasindaki Weierstrass semigrubu inceleyecegiz.

3.1. Garcia-Stichtenoth Kulesi ve Weierstrass Semigrup H (P,,)

Fs5 = (F1,F5,...), q bir asal saymin kuvveti olmak iizere F 2 iizerinde F,, :=
Fpe (z1,29,...,2,) vei=1,...,n — 1 igin

q

X

q 7
2! 4 = ——

i+1 i+1 —1
x4+ 1

esitligi ile verilen tekrarli tanimli fonksiyon cismi kulesi olmak iizere,
G = {OzEqu ‘ aq+a:0} ve GF = G\{O} — {QEqu ‘ a1 :_1}

olarak tanimlansin. S6z konusu kule Garcia-Stichtenoth kulesi olarak bilinir.

Lemma 3.1. F; = (F, F>, . ..) kulesinde,

(@ i=1,...nicgin[F, :Fp (z;)] = ¢"* dir

(b) P € Pp,, xy in kutbu veya o € G*, x1 — o min sifirt ise P noktasi x5, ..., x,, nin
de kutbudur. P, F, | F,,_, genislemesinde timden dallanmistir ve F, /F 2 (x,) ge-
niglemesinde ise dallanmamistir. P noktasimin F,, | F,,_ genislemesindeki different
katsayisi, d (P) =2 (q — 1) dir.

(¢c) R € Pg,, x1 in kutbu ve o € G, x1 — o min sifirlarindan farkl bir noktasi ise R,
F,/ F\ genislemesinde dallanmamugtir.

ispat. P € P, xy inkutbu veya o € G*, x1 — o nin sifir1 olsun. P nin F deki kisitlanisi
P, ve P, € Pp,, P, noktasinin genislemesi ise

g x
vr, (t§+22) = vp, [

27 41

xf
= 6(P2|P1)Up1 lF1—

7 +1
= e(PR| P)(-1)

dolayisiyla, vp, (z2) = —1 ve e (P, | P1) = q elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse
P noktast s, ..., x,, nin de kutbu olur. Teorem 1.31.’de

1\? 1 1

J— _|_ p— 7

T T1 P + X9
esitligi icin z = :712 almirsa, mp = —1 bulunur. Bu ise P noktasinin Fy/FF 2 (z5) de
dallanmadiginmi gosterir. Boylece asagidaki sonuglar elde edilir.
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(a) P € Pr, noktasinin F,/F deki dallanma indeksi ¢" ' dir.
(b) i =1,..,ni¢in [F, : Fpe (x;)] = ¢" ! dir.
(c) P € Pp, noktast F (x,,) de dallanmamustir.

F,/F,_1 genislemesinde P noktasinin different katsayisi hesaplanirsa ispat ta-
mamlanir.

n = 2 durumunda Genellesmis Artin-Schreier teoreminde ( Stichtenoth (2009))
z = xil alindiginda mp = 1 ve d (P) = 2(q — 1) elde edilir. Timevarim yontemi uygu-
lanarak P noktasinin F),/F,_; genislemesindeki different katsayisinin d (P) = 2 (¢ — 1)
oldugu goriiliir.

R € Pg,, x; elemaninin kutbu ve o € G, x1 — o nin sifirlarindan farkli bir nokta
olsun. Ayn1 zamanda ¢ = 1,....,n ve a € G i¢in R, x; nin kutbundan ve z; — o nin
stfirlarindan da farklidir. R noktasinin F 2 (2, 2,41) /Fpe () ve F 2 (x4, xi11) /F2 (2i41)
genislemelerine kisitlanislar1 da dallanmamaistir. Béylece ispat tamamlanir. g

Hern > 0 i¢in () € Py, noktasi i¢in yukaridaki lemmada bahsedilenlerden baska
durumlarda vardir. Tim olast durumlar Dif f (F,,/F,_1) boleninin derecesini hesaplamak

icin dikkate alinmalidir. Olas1 durumlar asagidaki gibidir.

(@) Q, xy,...,x, nin ortak sifirdir.

(b) 1 < t < n olacak sekilde ¢ vardir ve @), x1, ..., x; nin ortak sifirt, a € G*, igin
Zyr1 — o nin sifirt ve x40, . . ., T, nin ortak kutbudur.

(a) durumunda @) noktas1 F,,/F,,_; de dallanmamuistir. (b) durumunda ise () nok-

tasmnin ¢t — 1 < ¢ < t + 2 i¢in Fpe (2, zi11) /Fpe (z;) ve Fpa (@i, 2541) /Fp2 (xi41) de
dallanma indeksleri asagida verilmistir.

Lemma 3.2. 1 < k < tigin, By, := Fpe (xip1-k, ..., Tyr), Hy = By (Tig14%) ve Q €
Py, noktasimin uygun bir o« € G* igin x,+1 — o min sifirt olsun. Bu durumda, () noktasi
Hy/ Ey, genislemesinde dallanmamustir.

Ispat. Bu lemmanin ispatinin uzun olmasi nedeniyle ispat icin Garcia ve Stichtenoth
(1996) incelenmesi Onerilir. 1

Lemma 3.3. 1 <t <nveQ € Pg, asagidaki ozellikleri saglayan bir nokta olsun.
(1) Q, x1, %3, . .., x; elemanlarimin ortak sifirt,
(12) Uygun bir o € G* igin Q, x4 — « elemaninin sifiri,
(1i1) Q, X442, . . ., x, elemanlarmn ortak kutbudur.

Bu durumda,
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(a) n <2t+ liseQ, F,/F,_, genislemesinde dallanmamuistir:
(b) 2t + 1 < niseQ, F,/Fu1 genislemesinde tiimden dallanmistir.
(c) 2t +1 < nise Q noktasimin F, | F,,_, deki different katsayisi d (Q) = 2 (q — 1) dir.

ispat. Lemma 3.1. ve Lemma 3.2.’nin sonucudur. J
Lemma34. 1 <i¢< ”T’l vea € G*igin Xy :=1{Q € Pg, : Q, v1y1 — o mn sifirt} ve

Ao = ZQGXt . Q olsun. Bu durumda,

(a) der A;,, = ¢" dir
(b) n>2icinder Dif f (F,/F,_1) =2(q—1)qlz] dir

Ispat. (a) A, , ve bir bdlenin derecesi tanmimindan dogrudan elde edilir.
(b)
derDiff(Fo/Fos) = >, > d(Py|Pay)der P,

Pn_1€PFR, | Pu|Pn1
—2
(5]

= 20(g—=1)+ Y, Y q2(q—1)

n 2
2 —1)", n = 0(mod 2),
Teorem 3.5. gp, = { (q ) ( )

<anH — 1) (q"Tfl — 1) , n=1(mod2).

Ispat. n iizerinden tiimevarim ydntemini uygulayalim. F, rasyonel fonksiyon cismi ol-
dugundan gp, = 0 dir. n = 2 i¢in

gk = [F2: Pl (g =) +a(g =) +1=(g-1)°
Simdi n = 0(mod 2) ve n = 1(mod 2) durumlarini inceleyelim.
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(1) n = 0(mod 2) i¢in gp, = (¢2 — 1)2 esitligi dogru olsun. Bu durumda, n+1 =
1(mod 2) dir.

— qn—i-l_an“_q%_i_l

— (Q”T” _1) (¢ — 1)

(77) n = 1(mod 2) i¢in g, = (anH — 1) (q%l — 1) esitligi dogru olsun.

gF7L+1 = [Fn+1 : Fn] (an - 1) + q
1

elde edilir ve ispat tamamlanir. §

Onerme 3.6. = = (F1, Fy, . ..) ile verilen tekrarl tanimli cebirsel fonksiyon cismi kule-
sinde

(a) Hern > 2igin F,,/F,_1, derecesi q olan Galois genislemesidir.

(b) xy in Fy cismindeki kutbu F, | F, cebirsel fonksiyon cismi geniglemesinde tiimden
dallanmigtir. Yani, P2, F,, cisminin derecesi 1 olan bir noktasi iken (1'1)20 =q¢" P
dir.

Ispat. Lemma 3.1. kullamlarak dogrudan elde edilir. §

n__ 2 = 9
Tanm3.7. (@) n>1c, :{ ¢"—q,  n=0(mod2)

7 — " n=1(mod2) olmak iizere, (c,) tamsayt

dizisi tanmimlanir.

(b) S; =No,n > liginS,11 = q.S,U{x € Ny | x > ¢,41} semigrup dizisi tammlanr.
Onerme 3.8. S, semigrubunun bosluklarinin sayisi g, sayisina egittir.

Ispat. §,,, S, semigrubunun bosluklarmin sayisi olsun. S C Ny ve ¢ € Ny icin S (¢) =
{z € S| z < ¢} kiimesini tanimlayalim. ¢,, — 1, n > 2 i¢in \S,, semigrubunun en biiyiik
boslugudur. ¢ > ¢, ise g, = #(No\S,) = #({0, 1, ..., ¢} \ S, (¢)) ve boylece, #5,, (¢) =
ct+1l—g,di.n>1lise S, = q.S,_1U{x € Ny | z > ¢,} dir. ngift sayrise ¢, = ¢" —q2

n—1 =N —¢"z dir. Agikga

n . . ntl _
vec,_1 = q" 1 —q2 dir. nteksayrisec, = q"—q 2 vec,_ = ¢}
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a

goriiliir ki, ¢,_; < @ dir. ¢, € ¢.5,; oldugundan #S, (c,) = #S,_1 () dir.

Cn

Cn“"]- _gn :#Sn (Cn) :#Sn—l <—> — _+1 _gn—l
q

dir. Boylece, g, = %cn—k Jn—1 dir. Simdi n lizerinden tiimevarim uygulayalim.

n=1ise Sy =No.gi = 2 (¢ —¢) + Jo = 0 = gp, dir. n > 1igin g, 1 = gp, ,
olsun. g, = q;—lcn—i— Jn—1 oldugundan g, = ‘I;qlcn—k gr,_, dir. n = 0(mod 2) ise

-1 n n —
Bo= (" —q?) + (g% 1) (6172—1>

q
= (¢q° — 1)2 = Jgr,

n = 1(mod 2) ise

elde edilir. g

Onerme 3.9. Her n > 1 icin F,, cebirsel fonksiyon cisminin

(a) A" > 0veder A" = ¢, — gp,.
(b) boy L (¢c,.PL — A") = 1.

kosullarini saglayan bir A™ béleni varsa, H (PL) = S, dir.

Ispat. n {izerinden tiimevarim yapalim. n = 1ise A' > 0, der A' = ¢; — gp, = 0,
boy £ (0.Py, — A") =boy L (—A') =1= A" =0

dir H(PL) = {ieNy|(v), =i.PL} = Ny = S dir. O halde, n = 1 icin iddia

[e.o]

dogrudur. n > 1igin H (P"') = S,,_; olsun. Kabiiliimiizden dolay1 n i¢in A™ > 0 ve
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der A" = ¢, — gg,, boy L (¢, P, — A") = 1 dir. A € D, i¢in

i(cn Py —A") = boyL (c, Py —A") —der(c, Py — A") 4+ g5, — 1
= 1—gr, +9r, —1=0

oldugundan ¢, P} — A", F,, cebirsel fonksiyon cisminin bir 6zel olmayan boélenidir. Her-

hangi bir B > ¢, P, — A" bdleni igin boy £ (B) = der B + 1 — g, dir. Burada B de 6zel

olmayan bir bélendir. Ozel olarak, ¢ > ¢, + 1 ve B béleni yerine (¢ — 1) P alirsak,
boy L((c—1)PL)=c—gp, ve boy L(cPL)=c+1—gp,

olur. Boylece, her ¢ > ¢, i¢in ¢, P2 noktasinin bosluk sayis1 olamaz. Ayrica, P2 noktasi,
F,,/ F,,_ cebirsel fonksiyon cismi genislemesinde timden dallanmis oldugundan ¢.5,,_; =
qH (P21 C H (P2)dir. ¢, < @ vec, € ¢S,—1 oldugundan

Sn =@ 1U{reNy|z>c,} CH(PY)

dir. Weierstrass bosluk teoreminden S, nin ve H (PZ) nin bosluk sayilar1 aynidir ve g,
ye esittir, H (P2) = S,, dir. &

Bundan sonraki bolimde Onerme 3.9.’daki A" béleninin varlig1 ispatlanacaktir.
1<j<miginm =][_, (27" +1) ve
Z' ={P ePp, | P,uygunie {1,...j} i¢in 2?7 + 1in sifin}

kiimesini tanimlayalim.

Lemma 3.10. (a) F, cebirsel fonksiyon cisminde m; nin boleni,
(m))" =B} = (¢" —q"7) P,

dir, 1 < j < n. Burada B;l, F, icinde bir pozitif bélen ve dst (B]") = ZJ’? dir.
(b) F, cebirsel fonksiyon cisminde

(mja5)" = Cfe = (¢" —¢" 7 +eq" ) P

dirl <j<n-—1ve0 < e < q— 1. Burada, C"

T F, i¢inde bir pozitif bolen ve
dst (C’]’fe) ) Z]” dir.

Ispat. Sadece (a) sikkinin ispatin1 yapalim. (b) sikk1 ise benzer sekilde yapilir. n {izerinden
tiimevarim uygulayalim. n = 1Ligin m = (2 ' + 1) ve

Zi ={PePp | P2l " + 1insifin}
dur.
(m)' =(¢=1)P—(¢-1)Fx
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dir n > 2veherj =1,..,n — 1i¢in iddia dogru olsun. j <n —lisen; € F,,_; C F,
dir ve timevarim hipotezinden

(,n_j)n—l — BjrlLfl _ (qn—l _ qn—l—j) Poné—l

dir. P!, F,,/ F,,_; cebirsel fonksiyon cismi genislemesinde tiimden dallanmis bir nokta
oldugundan,

(ﬂ_])n _ B;z o (qn—l _ qn—l—j) qpc?o
B "~ ) P2
dir. Burada, B, B;?_l in F, / F,,_; cebirsel fonksiyon cismi geniglemesindeki conormudur.

Z7 nin noktalari, Z;"l in tizerindeki noktalardir. j = n olsun. H,, = Fp2 (23,...,2,),
F,,_{ e izomorftur.

n

my= (@ + ) pp=]] (" +1) € Hiy

=2
dir. Tiimevarim hipotezinden p nun H,,_; deki esas bdleni,
() =C—(¢"" 1) Q!

dir. Burada Qo' € Py, _,, 7 nin H,,_; deki tek kutbu ve C' > 0, H,,_; in bir bdlenidir
ve H,_; in destek kiimesi 23" + 1,24 +1,..., 29" 4 1 in tiim stfirlarmi icerir. Q7
F,/H,_ genislemesinde

Conp,m,_, (Qu')=PL+ > Q"

Qrezp
olarak parcgalanir. Boylece,

(m)" = (217" +1)" + Congym, , (C— ("' =1) QL)
Y QU —(g-1)¢ P

Qrezy
+OOTZF"/H”_1C — (qn—l - 1) (P:o + Z Qn>
QreZy
= Conp,p,,C+ Y Q"—(¢"—1)P%

Qrezp
sonucunu elde ederiz. By, = Cong, ju, ,C + 3 onc zn (" bdleninin destek kiimesi iddia
edildigi gibi Z7 dedir. &

Onerme 3.11. 1 < j < n icin, AR = Y pezn P olmak iizere,
J
L ((q" — q"’j) P — A;L) =< >
dir.
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Ispat. 7; € £ ((¢" — ¢"7) P — A?) oldugu agiktir. Simdi n iizerinden tiimevarim uy-
gulayalim. n = 1ise der ((¢ — 1) PL — A}) = 0 dir.

boy((q—l)Polo—A%) :der((q—l)R}o—AD—i—l—gF1 =1,

m € L((¢g—1) Py — A}) oldugundan £ ((¢ — 1) Pl — A}) =< m >dir. n > 2 ve
n — 1 i¢in iddia dogru olsun. Her z € L ((¢" — ¢"~7) P% — A?) nin, @ € K, z = a7,
formunda yazildigini gostermeliyiz. 1 < j < n — 1 olsun. A7 tanimi ve P noktasi
F,/F,_1 cebirsel fonksiyon cismi genislemesinde tiimden dallanmis oldugundan

L((q"—q")PL—ANNF, 1 =L((¢""—q¢ ") Pyt — A1) dir. Tii-
mevarmm hipotezinden £ ((¢" — ¢"~7) P — A?) N F,,_; =< 7; > olur.

L ((q” — q"‘j) P — A;L) F >
ise
L((q" = q"7) Py = A) \Fa

uzayindan Oyle bir z elemani secilebilir ki, bu elemanin F}, de P noktasinda minimal
kutup mertebesi vpy (2) = —r dirve 0 € Gal (F,/F, 1) igin 0P}, = P, 0 A} = A}
dir, boylece

oze Ll ((q" - q”_j) P — A";)

vevpn (0z) = —rdir. P noktasinin derecesi 1 dir. Oyle birov € F -2 vardirki, vpn (02 — az) >
—r ve r minimal segildiginden, 0z —az € F),_; dir. Bdylece, 8 € F 2 vardirki, 0z —az =
B dir. Ancak,

vpn (02 —az) > —r > — (q” — qn_j) = vpy (7))

dir. Buradan, 8 = O dirve 0z = az, a € F?, dir. Gal (F,,/F,_1) in mertebesi ¢ dur,
yani 09 birimdir ve her o € Gal (F,,/F,,—1) i¢in z = 092 = %z dir. o = lisea = 1
oldugundan oz = z dir, boylece z € F},_; dir ve buradan celiski elde edilir.

j = n olsun. boy £ ((q” —q) P2 — AZ—I) =1lve
boy £ ((¢" —1) P2 — Ar_}) <gq

dur, 7,125 € L ((q" -1).P — AZ—1)7 0 < e < g — 1, bu elemanlar dogrusal ba-
gimsizdir. Herhangi bir y € £ ((¢" — 1) P% — A"_,) i¢iny = m,_1h(z,) formunda

n—1
yazilabilir, burada h (x,,) € K [z,)], derh (z,,) < ¢ — 1dir. A” boleni 227! + 1 in F, cis-
mindeki biitlin sifirlarini igerir ve bu noktalar 7, in sifirlar1 degildir. Boylece, v € K
i¢in i (z,,) = v (z&! + 1)dir ve

Y= Tp-1.7 ($%_1 + 1) =7y E< T, >
dir. 1
Lemma 3.12. 1 < j < % olmak iizere der A} = ¢ — 1dir
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Ispat. A? = {P € Pp, | P, 297"+ 1in stfirt} olsun. 1 <@ < 2 igin
der| Y P|l=(¢g—1)¢!
PeA?
dir. A} = g:l > pe ne P oldugundan
J J ) )
der A7 =3 > derP=> (qg—1) ¢t =¢ —1
i=1 PEA? i=1

dir. 1

(mod 2)
(mod 2)

3|l\3|2
—

Tamim 3.13. F), cisminin bir A" boleni, A' = 0 ve j = {

i)

icin,

|
S 3

n>2 A" = A’]? olarak tamimlanir,

Lemma3.14. (a) der A" =c¢, — gr,,
(b) boy L (¢, PL — A™) = 1 dir.

Ispat. n = 1igin A = 0 = ¢; — gp,, boy L (0) = 1 dir. n > 2 olsun. n = 0(mod 2) ise
Cn=q" — q2 Ve gp, = (q% — 1)2 dir. ¢, — g, = qz — 1 ve der A} = der A" = gz —1
oldugundan der A" = ¢,, — gp, dir.

L(c,P" — A" = L <(q" —g3) P — Ag) —< 7 >
oldugundan boy L (¢, P, — A™) = 1 dir.

n+1

n = 1(mod2)isec, = q”—an+1 ve gp, = (qT — 1) <anfl — 1) dir.c,—gr, =
¢"T —1veder Al =der A" = ¢"T — 1 oldugundan der A" = ¢, — gp, dir.

L(c, Pl — A" :£<(q”—qn7+1> P — L) =<Tu >

2

oldugundan boy L (¢, P, — A™) = 1 dir.
3.2. 7, Fonksiyon Cismi Kulesi

p tek asal say1 olmak tizere, ' = F,» sonlu cismi tizerindeki 7, = (T}) ;o cebirsel
fonksiyon cismi kulesini alalim. Bu kule, 7 = F,2 (2¢), j > 0i¢in Tj1 = T} (zj41) olan

241 .. . .
ve x? = 1152]7] esitligi ile verilen tekrarli tanimli kuledir.
K cismi, her j > 0 igin 7}; /K cebirsel fonksiyon cisminin tiim sabitler cismidir.

T;11/1T}, derecesi 2 olan bir Kummer genislemesidir. Ayrica, verilen F, = (Tj)j>0 cebirsel
fonksiyon cismi kulesi asimptotik optimaldir. -

a € K U{oo}igin P € Pp,, 7o (PY) = « olacak sekilde tek noktadir. Oncelikle,
Tv/ K nin dallanma yapisini anlamak igin, i?=—1vea € {00,0, £ 4, £ 1}, PO? noktasinin
genislemelerini inceleyelim.
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Lemma 3.15. Her j > 0 igin P € Pr,, Q € Pr,,, ve Q | P olsun. Bu durumda,

541
2, Up(J

2
T ) tek tamsayn,
(a) Q(Q’P): x?—&zl .

1, wvp ( ng ) ¢ift tamsayi.

Q) = 00 <= z; (P) € {o0,0},
Q)e{l, -1} <= uz;(P) =1,
Q) =0<=z;(P) e {i, —i},
Q

(c) z;(P)e{l, —1}isee(Q | P) = f(Q | P) = 1dir. Her iki durumda da Tj /K
cebirsel fonksiyon cisminin P noktast iizerinde tam iki tane noktast vardr. x;1, (b)
deki degerlerden birini alirken diger nokta diger degeri alir.

Ispat. Teorem 1.30.’un 6zelliklerinden elde edilir. §

Lemma3.16. R := {PY, F{, P, P°, P}, P°,} olsun. Her j > 0 icin asagidakiler
saglantr.

(@) a € {00,0, £ i} igin P noktasimin T;/ K cebirsel fonksiyon cisminde tek genisle-
mesi P} dir. j > 1isee (P} | PI™') = 2dir. Ayrica,vp; (;) = —1ve

. 0, =0
1, j=0 ’ ;
vps () :{ N e 1,1 ji;
-1, 7=z

dir.

(b) B e {jzl} icin T; | K cebir;el fonksiyon cisminde Z; (Pé) = [ olacak sekilde tek
nokta P} dirve j > 1ise P{, | Pl vee (Pl | PI7") = 1dir

() j>3r<j—10<r<|[(j—3)/2] olsun. Q = Q’, T;/K cebirsel fonksiyon

cisminin P’ | iizerindeki noktasi olsun. Bu 6zelligi saglayan noktalarin derecelerinin
toplami 272 dir. Ayrica, e (QJ | Qi7') = 2 ve vg (z;) = —1 dir

@d [(j—1)/2] <r<j—2olsun.j > 2,1 >0dr Q= Q,T;/K cebirsel fonksiyon
cisminin P’ | iizerindeki noktasi olsun. Bu 6zelligi saglayan noktalarin derecelerinin
toplami 22" dir. Ayrica, e (Q7 | Q271) =1 ve

=ity < j— 3
UQ(mj)_{2j27 7“:]—2
dir.
(e) B e {:I:z} icin x; (Q/JB) = B olach sekilde Tj /K qebirsel fonksiyon cismiijdeki tek
nokta Q dir. j > 1ise QO | .PSI ve e (Q | Pﬁ;l) = 1 dir. Ayrica, Q’;, Tj/ K
cebirsel fonksiyon cisminde P’ Il noktasimin tizerindeki tek noktadur.

(N T;/K mn (a) sikkindan (e) sikkina kadar tanimlanan her noktast R kiimesinin iize-
rinde olan tek noktalardwr. Q; = PY, hari¢ diger noktalar birbirinden farklidir.
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(g) x; fonksiyonunun T; cebirsel fonksiyon cisminde R kiimesindeki noktalar disinda
sifir ve kutup noktast yoktur.

(h) () sikkinda tammlanan Q’,, noktalart icin Vg (22 4+1) = 27 dir

J
+i

Ispat. j {izerinden tiimevarim ile ispat1 yapacagiz. j = 0 igin Ty = K (z), rasyonel
fonksiyon cismidir ve istenilen biitiin 6zellikleri saglar. Herhangi j > 0 i¢in lemmadaki
ozellikler saglansin.

() Lemma 3.15. kullanilarak j > 0 igin vy (2;41) = —1 ve e (PLy | PLy) =2
vej > lise vpi (wj1) = —1vee (PL'| PL;) = 2 oldugu gériiliir. j = 0 igin

vpy (23 +1) = 1 oldugundan vp1 (1) = 1, e (PL; | PY;) = 2 elde edilir.
(b) Lemma 3.15. araciligtyla dogrudan goriiliir.

() 0<7r<|[(j—2)/2]|olsun.j > 2ver < j olmasm gerektirir. (), Tj,,/K cebirsel
fonksiyon cisminin () | P”; olsun. P, ) nun 7}/ K cebirsel fonksiyon cismindeki
kisitlanisi ise P”; nin de genislemesidir. vp (z;) = —1 ve boyle P noktalarin dere-
celerinin toplaminin 2”2 oldugunu gosterirsek, Lemma 3.15.’ten iddia ispatlanmis
olur.

[lk olarak, r < [(j — 3) /2] ise tiimevarim hipotezinden ve (c)’den istenilen gorii-
liir.

Diger taraftan, » > |(j — 3) /2] ise j ¢ift sayidir ve r = (5 —2) /2 dir. r =
|[(j — 1) /2] < j — 2 ve istenen sonug (d) de tiimevarim hipotezi ile goriiliir.

(d) |j/2] <r < j—1lolsun.j > 1ver > 0 olmasim gerektirir. (), Tj11/K cebirsel
fonksiyon cisminin P’ lizerindeki noktas1 olarak kabul edilsin. () noktasinin 7} / K
cebirsel fonksiyon cismine kisitlanisi olan P noktasit P”; nin genislemesidir.

r < j — 3 durumunda, |(j —1)/2] < r < j — 2 dir. Tiimevarim hipotezi ile
vp (x;) = —2*79%2 ve bu sekildeki P noktalarnin derecelerinin toplaminin 27~
oldugu goriiliir. (j — 1) /2 < r oldugu i¢in 2rr — j + 2 > 1 ve vp (z;) ¢ift sayidir.
Lemma 3.15.ten ¢ (Q | P) = 1 ve v (zj,1) = —22~U+TD+2 oldugu kolaylikla
gortlebilir. Boylece iddia ispatlanmis olur.

r = j — 2 durumunda, |(j —1)/2] < r < j — 2 dir. Tiimevarim hipotezi ile
vp (x;) = 2972 ve bu sekildeki P noktalarinin derecelerinin toplaminin 27" oldugu
goriliir. |j/2] < 7 — 2 oldugu i¢in j > 3 ve vp () ¢ift sayidir. Lemma 3.15.’ten
e(Q | P)=1vevg (zjy) = —273 = —22r=+D+2 gldugu kolaylikla gériilebilir.
Boylece iddia ispatlanmis olur.

r = j — 1 durumunda, (e) ve (h) siklari tizerinde tiimevarim yapilirsa, ?’,; lerden
birisi P ise vg (27 + 1) = 2/ ve vg (z;) = 0 dir. Lemma 3.15.ten e (Q | P) = 1
ve vg (zj41) = 2771 = 20+D=2 dir, derece ile ilgili sonuglar elde edilir.

(e) Lemma 3.15.’ten ve (b) sikki tizerinde tiimevarim ile hesaplanur.

(f) @, T;4+1/K nm herhangi bir noktasi ve R den bir noktanin genislemesi ise R den bir
noktanin genislemesi olan 7; /K nin bir P noktasinin genislemesidir. Tiimevarimla
gosterilebilir ki, boyle bir P noktasi, 7/ K nin (a)-(e) kosullarinda tanimlanan nok-

talardan biridir. 7, /K nin bir noktas: 7/ K nin (a)-(e) ile tanimli noktalarindan
birinin genislemesi ise kendisi de (a)-(e) kosullartyla tanimlanir. Iddia buradan elde
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edilir.

(g) Tj+1/K nin bir () noktas1 R kiimesindeki noktalardan birinin genislemesi degilse
v (xj+1) = 0 oldugunu gostermek istiyoruz. P, () noktasinin 7; genislemesine
kisitlanig1 olsun. P noktas1 R kiimesindeki noktalardan birinin genislemesi olma-
dig1 icin (g) sikka tizerinde tiimevarim ile vp (z;) = 0 bulunur. 2,4, ile z; arasin-
daki iligskiden dolay1 vp (xJQ + 1) = 0 dir. vp (x? + 1) > 0 olmasin1 gerektirir. Bu
vp (7 +1) > Oise x; (P) = i dir ve (e) sikki iizerinde tiimevarim ile P noktas
‘R den bir noktanin genislemesi olmak zorundadir.

(h) 22 i+ 1T, /K geniglemesindeki kutup ve sifir noktalarini analiz edelim. Bu

elemanin tek sifirlart Q7 1 noktalaridir ve bu (e) sikkinda kanitlanmustir. Q7. 1 nok-
talarinin 7., /7; nin birimden farkli bir otomorfizmi altinda permute ettiklerin-
den, x? 4 +1in bu noktalardaki degerlendirmeleri (valuation) aynidir, diyelim ki,
V= Vg (22,, +1) olsun. v = 27+ oldugunu géstermeliyiz. (g) ve (a)-(e) sik-
larindan, x ;1 in kutup noktalar1 asagidaki gibidir.
Pi+t ve PJ*! (derecesi 1), PL, j > 1 (derecesi 1), Q7,0 <r < j—2(r <
j—2

L%J i¢in derece 1) bdyle noktalarn dereceleri toplami1 272 dir. r > LTJ icin boyle

. J .
noktalarin dereceleri toplami 2/*!~" dir. Bu durumda, der (z;41) =1+ ) 2" = 271!

ve 0 = der (z7,, + 1) = 2v — 2der (x;41), dir. Buradan v = 27! elde edilir. 1

Tanim 3.17. Her j > 0ve0 < r < j esitsizligini saglayan her r i¢in T} cebirsel fonksiyon
cisminde DJ := ZlePil Q’ béleni tanimlanir.

Dj: = p! ; oldugu agiktir. Tanimi genisleterek, r = —2,—1 igin D’ g = Pg ve
D’ | = Pij + P! , seklinde yazalim. Verilen tanim ve Lemma 3.16.’dan asagidaki sonug
elde edilir.

Sonug¢ 3.18. Her j > Ove =2 < r < jigin

- 2T <242
der(Di):{z’“”, j>2r 42

dir. Ustelik, j > liseherr, =2 < r < jigin DZ boleninin T; /Tj,l cebirsel fonksiyon

cismi genislemesinde dallanmasi i¢cin gerek ve yeter kosul j > 2r + 3 olmasidir.

Onerme 3.19. x; ve 1 + x; fonksiyonlarimin T; | K cebirsel fonksiyon cismindeki bélen-
leri, (zo) = —PY + Py, (1) = —PL — P} + D! ve

= j-3
( _ —PJ Z DJ Z 227~—j+2D£ + 2j—2D§'72’]’ > 2

S
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dir. (1 +z9) = —P% + P°, (14+mz) = —PL — P} + 2P, ve
RS
(1+z;)=—-P, — ZDi_ Z 92r—it2 i 4 2IpI i > 2

dir.

Ispat. Cebirsel fonksiyon cismini tanimlayan tekrarl esitlik ve tiimevarim kullanilarak
kolayca goriilebilir. 1

Onerme 3.20. Her j > 0 icin T;/ K cebirsel fonksiyon cisminin cinsi gr,,

(2% — 1) <2% — 1) , ] ¢ift tamsayt
gr; = it 2 .
(27 — 1) , ] tek tamsay

dir.

Ispat. Hurwitz-cins formiiliinden, vp ((2? + 1) /2x;) yi tek say1 yapan T} /K genisleme-
sindeki P noktalari i¢in cins g1 = 2g; — 1 + % > pder Pdir. R; := ), der P olsun.

vp ((#2 + 1) /2x;) nin tek say1 olmasi igin iki durum s6z konusudur: vp (2;) = 0
Ve Up (x? + 1) tek say1 veya vp (x;) tek sayidir. j = 0 ise ilk durumu saglayan noktalar,
P, ve ikinci durumu saglayan noktalar ise P9 ve P2 dur. j > 1 ise ikinci durumu saglayan
noktalar, PL., P ve PJ dur.

0 < r < [(j—3)/2] ise P"; noktasinin genislemesi olan Q’ noktalar1 ikinci
durumu saglar ve bu noktalarin derecelerinin toplami 2"+ dir.

|(j —1) /2] <r < j—2ise @ noktalari igin iki durum vardir: (a) r = j — 2
vej—2=0veya (b)r < j—3ve2r—j+ 2 = 0 dir. Bu durumlardaki noktalarin
derecelerinin toplam 277" dir.

j tek saytise (a) ve (b) esitsizliklerini saglayan noktalarin cinse herhangi bir katkisi
(j+1)/2 .
yokturve R; =1+ > 2" = 2'3" dir.

n=0

J ¢ift say1 ise (a) durumu sadece j = 2 ve r = 0 iken cinse katki saglar. Bu
noktalarin derecelerinin toplami 22 = 4 tiir. (b) durumu ise j > 4 ve r = (j — 2) /2 igin
cinse katki saglar ve bu katki saglayan noktalarin derecelerinin toplami 272 dir. Boylece,

(G+2)/2 i
Ri=1+ > 2"=27= dir
n=0

Timevarim hipotezi ve biitiin bu hesaplamalardan sonra cins i¢in asagidaki tekrarli
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baginti elde edilir:

) dgr, +3. 2 = 3, j cift tamsay1
ITj 42 dgr, + 0% 3, 7 tek tamsay1

1o, rasyonel fonksiyon cismi oldugundan gr, = 0 ve g7, = 1 dir. Simdi tlimevarim hipo-
tezi ile cinsi hesaplayalim:

i+2

J = 0(mod 2) igin g7, = (2 7 — 1) (2% — 1) esitligi dogru olsun.

1
gTj_‘_1 = 2gT. — 1 + éRj

2
dir. j = 1(mod?2) i¢in g7, = (ZT — 1) esitligi dogru olsun.

1
gTj+1 = 2gT — 1 + §R]

2 J
_ 2( —1) 149"

(% -1 (% )

dir. §

Teorem3.21. j > 1ve D = } ,aqQ, T;/T;1 genislemesinde bir bolen olsun. P,
T;_1/ K genislemesindeki noktalar olmak iizere D béleninin T;_, /K da kisitlanisi

ile tammlanir. D boleni T;/T;_; in Galois grubu etkisi altinda degismez ise
£(D)=L£(D,,) & L ([D+ ()], ) %

dir.

Ispat. Noseda vd (2012) ve Maharaj (2004). §

Simdi, aoo, @, Ve o tamsay1 olmak tizere 7; /K nin D = ozooP] + ET_ 9 aTDZ +
ajPZ , formundaki bélenleri ile ilgilenecegiz. j > 1 ise bu sekildeki bolenlerin 7 /7;_; in
Galois grubu etkisi altinda degismez kalmas: i¢in gerek ve yeter kosul or; = 0 olmasidr.
Ashinda, T} /T};_; de birimden farkli tek otomorfizm vardir ve z; elemanini —z; elemanina
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gotiiriir. —2 < r < j — 1igin P2 ve DJ degismeden kalirken P’ | noktast Plj noktasina
gider.

D= aOOPJ + ZT__Q aTDZ + oszfl € Dy, béleninin T;_1/ K yakisitlanis ise

7j—1

Dir,_, = |5 JPJMFZ{ ot > ai

e
dir.
3.2.1. £ (sP2)) Riemann-Roch uzaymin Hermityen tabam

Bundan sonra, s ve j degisken olmak tizere £ (sPJ) uzayinin tabanini hesaplaya-
rak ve bunun sonucu olarak 0 < j < 8 i¢in H (P7) Weierstrass semigrubunu inceleyece-

giz.

[k olarak, & < j — 1 igin A¥ (s) ve B¥ (s) bélenlerini elde edip daha sonra bu
bélenler igin £ (A% (s)) ve £ (BF (s)) Reimann-Roch uzaylarmin tabanlarini hesaplaya-
cagiz.

Onerme3.22. 0 < k < j — 1,1 < n < 2%V [ ile indislenmis ¥, bE, oF, 7* ve 5%
tamsayilarini ve s € 7, A* (s), BF (s) bélenlerini asagidaki kosullar saglanacak sekilde
olusturan bir algoritma vardir.

@ A7 (s) = [sPL+ ()], dir

(b) AF (s) ve BF (s) bélenleri,

i~k n,m~"m

A (5) = S+GJP’“+ZQ DF 4+ oFf Pk,

m=—2

s+ b
B = || P+ S 0k

o m=—2
formundadir.
(c) BJ(s) = Al (s) + 7% (1 + ax) + 0, Pk, dir.
[Bk;/lﬂ (s )} o n tek tamsay

(d) k<j—1ise A* (s) = ‘
B )+ (rw)] it amsan
dir.
(e) —ak =~Fok 1 6% ve ) < 6F < 2% dur
() n degisken olmak iizere, sabit bir k i¢in (a) sikkinda bahsedilen a katsayiari, (b)
stkkinda bahsedilen b* katsayilari (mod 27=%) ya gére tiim tek sayilart tam bir kez
alir.
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Ispat. Ispat, & iizerinden azalan tiimevarim kullanarak ii¢ adimda yapulabilir. Ik adimda,
AJ~=! bodlenlerini, ikinci adimda, her k icin A* béleni verildiginde B* bdleni tanimlanir.
Ucgiincii adimda ise B**! bdleni verildiginde A* bdleni tanimlanr.

1. Advm : k = j — 1 veher s € Zigin A]™' (s) := [sPL + (z;)] boleni

1

: . Tj—1
tanimlanirsa, (a) sikki saglanms olur. @' = —1 ve o ' = 0 dir. j—inci agamada ()
nin PJ_ noktasindaki katsayist —1 oldugundan Onerme 3.19.’dan (b) ve (f) siklarinmn
ispat1 tamamlanmis olur.

2. Advm : 0 < k < j — 1 araliginda sabitlenmis bir & i¢in (b) ve (f) sikla-
rinda tanimlanan A% (s) bolenini ve af ve o¥ sayilari tanimlanmis olsun. —aF y1 2% ya
gdre bolme algoritmast uygularsak v* ve 6’; elde ederiz. Oyle ki, (e) kosulu verilen k
igin tanimdan saglanmus olur. B” (s) yi verilen k i¢in (c) de oldugu gibi tanimlayalim.
b* katsayilarm (b) sikki ve (f) kosulunu saglayacak sekilde tanimlayacagiz. 1 + z;, nin
boleni dikkate almirsa B (s) nin PX ve P*, daki katsayilar1 (b) kosulunda oldugu gibi
elde edilir. (1 + ) boleninin P*, daki katsayisi 2* oldugundan () sikkindan B (s) nin
P*, daki katsayst istenildigi gibi sifirdir. (1 + ) bdleninin P¥ daki katsayist —1 oldu-

gundan B (s) nin P¥ daki katsay1st L%J dir. b* := s + a* — 277k~ seklinde

tanimlanirsa verilen k igin (b) ve (f) siklar elde edilir, b = a¥ (mod 2/7%) dur.

3. Advm : 0 < k < j—1 olacak sekilde k y1 sabitleyelim. Kabul edelim ki, B¥+* (s)
boleni ve " tamsayilar (b) ve (f) siklari saglanacak bigimde k& + 1 i¢in tammlamug
olsun. Simdi A* (s) bolenini ve a”, af tamsayilarni (b) ve (f) siklar saglanacak sekilde
tamimlayacagiz. A* (s) béleni (d) sikkinda oldugu gibi tanimlansin.

ok — bE: /12} o n tek tamsay1
! b[;/lﬂ — 207k=10 1 ¢ift tamsayt

olsun. Onerme 3.19.’dan () boleninin PX+! deki katsayis1 —1 dir ve bu durumda, &
i¢in (b) kosulu saglanir. Simdi (f) yi ispat edelim. n = 1,...,2/7%~! ve n tek sayis1 igin
[n/2] sayist biitiin 1, ..., 297%=2 degerlerini tam bir kez alir. n nin ¢ift degerleri i¢in de
ayni sey dogrudur. Goriilebilir ki,

{af in=1,.. 27"} = {pftt phtt — ko =1, 272
dir. (f) sikki k yerine k + 1 i¢in saglandiindan b¥*! ler (mod 27~ **1)) e gbre biitiin tek
kalanlari tam bir kez alir. Verilen & i¢in (f) sikki elde edilir. 1
Sonu¢ 3.23. 0 < k < j—1vel <n <2752 olacak sekilde her k, n, s tamsayilari icin
£(BE(9) = £ (A, (5)) © £ (44, (9)) ks
dir.

Ispat. Onerme 3.22. (b) sikkinda k yerine k + 1 alimirsa, B**! (s) bdleni T}, /T de
degismezdir. Onerme 3.22. ve Teorem 3.21.’den ispatin kalan1 aciktir. §
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Onerme 3.24. 0 < k < j — 1,1 < m < 277! olmak iizere k ve m ile indislenmis bf,, c& |
d* tamsayr dizisilerini ve w* ve zF & Ty fonksiyon dizilerini kuran bir algoritma vardir
oyle ki,

(a) Her m icin, 0 < b, < 27 dir. Ustelik, m degisken olmak iizere b,, katsayilar: 2’
moduna gére biitiin tek degerleri sadece bir kez alir.

(b) Herk, s € 7, 1 < n < 2% kosulunu saglayan n i¢cin m, l ile parametrelenen

m

—b,,
{xgw,’;:(n—1)2’f+1§mgn2’f,0313 F > J—c’f}

ailesi L (Aqub (s)) uzaymin bir tabamdr.

(c) Herk, s € Z, 1 < n < 2771 kosulunu saglayan n igcin m, | ile parametrelenen

— b,
{xngn:(n—1)2k+1gmgn2k,0§1g r > J—d,’;}

ailesi L (B (s)) uzaymnin bir tabamdr.

Ispat. Ispat k {izerinden tiimevarim kullanarak {i¢ adimda yapilabilir. Ik adimda, £ (B°)
uzaynin tabani, ikinci adimda, her % i¢in £ (B k) uzayinin tabani verildiginde £ (Ak) uza-
yinn taban, iigiincii adimda ise her k < j — 1 i¢in £ (B**!) uzaymin tabani verildiginde
L (Ak) uzayinin tabani belirlenmelidir.

1. Adim : k =0,n=1,...,271 s € Z, Onerme 3.22.’deki BF (s) tanimindan
k = 0 durumunda

s+ 02
B = | THR| Pkt a0 i,

. _ B0 _ .
elde edilir. m = 1,2,...,27igin 20, = x, P2 (1+ 23) Pt olsun. by, yi 27 ye
bolme algoritmasi uygulayarak —b°, = ¢,,2 + b,,,, 0 < b, < 27 seklinde ve d°, :=

q"— By, _y—28, _; olarak tammlayalim. Bu durumda, Onerme 3.22. (f)’den (a) saglanir.

m,—1 -

Ty rasyonel fonksiyon cismi oldugu i¢in 0 < [ < {3—2_?9% + B _a+28, | | —dl,
[ ile parametrelenen

~Bn — —Bon, 1B, ~Bon,
méz&zazé(mo (14 ) fm. l)zxo (14 ) Fm,—1

ailesi £ (BY (s)) nin tabani olur. Bdylece k = 0 i¢in (c) saglanir.

e

2. Advm : 0 < k < j — 1 olacak sekilde bir k alalm. m = 1,...,27"! i¢in 2%
ve d* elemanlari verilen k igin (c) de oldugu gibi tanimlanmis olsun. m = 1,...,2/~
igin c® ve w” y1 (b) sikkindaki kosullar1 saglayacak sekilde tammlayacagiz. n yi 1 <
n < 297%=1 olacak bigimde sabitleyelim. Her s € Z igin C* (s) := AF (s) + 4% (1 + 23)

olsun. ¥, = dy, 5, WF = 2,5, m = (n—1)2F +1,...,n2* Lemma 3.25.’deki gibi

—
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olusturulsun. Bu durumda, her s € Z i¢in m, [ ile parametrelenmis d,,, 5, 2m s

m

— b,
{xlu?k (n—1)2"+1<m<n2k0<1< r 5 J—cg}

. . . ~ k
ailesi £ (C¥ (s)) uzaymmn bir tabani olur. Bu durumda, w¥, := @%, (1 + 24)™ tanimlanirsa
m, [ ile parametrelenen

b,
{xgwj;:(n—1)2’f+1gmgn2k,0§5§ f > J—c:;}

ailesi £ (A¥ (s)) uzayinin bir tabani olur.

3. Advm : 0 < k < j — 1 sayisini sabitleyelim. m = 1,...,2/7  igin ¥ ve wk,
elemanlari verilen k igin (b) sikkinda oldugu gibi tanimlansmn. m = 1,...,29" ! igin d¥!
ve 2" y1 (c) sikkindaki kosullari saglayacak sekilde tanimlayacagiz. d*F! := c* olsun.
n=1,...,27%2 m=(n—-1)2"+1,... n2*"'icin

bl ) Wi m < (2n —1)2"
moT | whagy, m>(2n—1)2*

wgw

seklinde alinir ve Sonug 3.23.°de k yerine k + 1 yazilirsa(c) saglanir.

Lemma 3.25. Onerme 3.24.’iin ispatimn 2. adimindaki gésterimler kullanilmak iizere
0<k<j—1,1<n <2 % veknilesabitlenmis tamsayilar olsun. § = 6%, P .= P*,
ve C (s) = B(s) — 0P olsun. Her s € Z, 0 < ¢ < §ve (n —1)2F +1 < m < n2¥ icin
Zme € Ty fonksiyonlari, d., . tamsay dizilerini kuran oyle bir algoritma vardir ki, m, |
ile parametrelenen

b,
{xézm,az(n—1)2k+1§m§n2k,0§l§ r 5 J—dmﬁ}

ailesi L (B (s) — €P) igin bir tabandir.

Ispat. ¢ iizerinden tiimevarim yapalim. ¢ = 0 ise d,, := d*,, 2,0 = 25, d¥, ve 2K
elemanlar1 Onerme 3.24. 2. adimmin ispatindaki gibi olsun. 0 < ¢ < § yi sabitleye-
lim. d,, 5 ve 2, elemanlart her s € Z i¢in £ (B (s) —¢P) nin tabanini verecek se-
kilde tanimlayacagiz. Her m ve s i¢in I, (s) := |52 | — d,,. olsun. Goriilebilir ki,
lo(1) (8) < lo2) () < ... <y () kosulunu saglayan tek tiirlii belirli

0:{i:lﬁiﬁ?k}%{m:(n—1)2k+1§m§n2k}

homomorfizmi vardir. Simdi gerekli olan iki gercegi ispatlayacagiz.
(i) Herm = (n — 1) 28 +1,...,n2¥ igin vp (2,,.) > € dur.
(i7) vp (2m.e) = € olacak sekilde m sayist vardir.
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Aslinda, {xézmﬁ (n—12F+1<m<n2k0<1< L%J — dm7a} ninhers €
Zve verilen ¢ igin gergerli oldugunu kullanacagiz. Ozel olarak, yeterli biiyiik s igin /,, (s) >
0 dir. Buradan, her m i¢in [ = 0 alinrsa, 2, € L (B (s) — eP), boylece vp (zic) >
e ve (i) ispatlanmis olur. Onerme 3.22. (b) sikkindan s — oo ise der (B (s)) — oo
dur. Riemann-Roch teoremi uygulanirsa yeterli bityiik s i¢in £ ((B (s) —eP) — P) #
L (B (s) — eP) elde edilir ve (i7) ispatlanmis olur.

t := 1 — x, fonksiyonu P noktasinda yerel parametre olsun. ¢ kesin pozitif oldugu
icin k > 0 dir.

2 € Ty,vp (2) > eiginz (P) € K ile znin Pcivarindat : z = z (P) ¢+ 0O (=)
e gore agiliminin e—inci mertebeden katsayisi olsun, burada O (t°™!), kuvvet serisinde
t**1 veya daha biiyiik kuvvetli terimlerin bulundugunu ifade eder. z (P) = 0 olmasi igin
gerek ve yeter kosul vp (2) > € olmasidir. I = max {i:1 <1 < 2% vp (2,0).) = ¢}
seklinde tamimlansin. 2z, (P) # 0 dir. 2, . (P) nin kurulusu, z,, . fonksiyonlarinin
x; lireteclerine bagli ifadesinden elde edilebilir. Aslinda, bunlar Onerme 3.24. 1. adimin
ispatinda z°, fonksiyonlarindan baslayarak kurulabilir. Her m, (n — 1) 28 +1 < m < n2F
icin

Zm,e I
Zmetl = e Zv(l%i(;) Zo(n)e; mF# o (1),
m,e Zo(I),e (1 —:170), m:g([),

Ve

d ] dme, m#a([),
m,e+1 -— da([),e + 1’ m=acag (I) R

tanimlayalim. Her s € Z i¢in 2, .11, dyc41 ler £ (B (s) — (¢ + 1)) uzayinn tabanidir. §

Daha onceki notasyonlar ile birlikte, herhangi bir s € Z ve z € L (B (s) —eP)
icinvp (2) > e ve

2z€L(B(s)—(e+1)P)evp(z) >e<=2(P)=0
dir.

Lemma 3.26. Lemma 3.25. deki notasyonlar ile birlikte, her s € 7 i¢in m ve [ ile para-
metrelenen

— b,
{xézm,sﬂ t(n—1)2"+1<m<n2"0<1< r 5 J — dm,e+1}

ailesi L (B (s) — (¢ + 1) P) uzayimin bir tabanidr.

Ispat. s € Z tamsayisi sabitleyelim. Her 1 < i < 2% i¢in

2 1= Zo(i)er Ai = do(i)er Zi 7= Zo(i)et15 Ai 7= do(i) e41
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ile sadelestirelim ve
li == loi)(5), l; = l_g(i) (s), D :=B(s) —eP
olsun. Yeni gosterimlerle, [y < [y < ... <y dir ve

) amEmae) iAo [ i # 1
‘ 21(1 — xp), i=1"" =1, i=1

dir. Her ¢ igin vp(z;) > ¢ oldugunu ve I, vp(z;) = & olan en biiyiik indis oldugunu
hatirlayalim. Ispati tamamlamak igin i ve [ ile parametrelenmis {2}2; : 0 < i < 2%,0 <
| < ;} ailesi £(D) nin bir tabani ise, {2}z : 0 < i < 2%, 0 < < [;} ailesinin £(D — P)
nin taban1 oldugunu goérmek gereklidir.

L(D — P) = L(D)ise, l; > 0ise vp(z;) > e ve z(P) =0dwr. z; € L(D) dir.
Boyle i degerlerinden tam biri £(D) nin tabanina katki yapar ve 6zel olarak vp(z;) = €
oldugundan /; < 0 dir. Buradan, 7 i¢in [; > 0 ise z; = z;,ve l; = 1; elde ederiz. xf)ZZ- ve
xl2; ailesi aymidir. £L(D — P) C £(D) ise boyut farkinin 1 olmasi ile bagliyalim. Oyle
bir i vardir ki, I; > 0 ve vp(z;) = € dur. Aslinda her i, [; > 0, i¢in vp(z;) > € ise z}2;
elemant £(D) nin tabanina katki yaparsa £(D — P)ye ait olacaktir ve L(D) = L(D — P)
olmasimi gerektirir. Bu ise kabulle gelisir. / nin maksimalliginden [; > 0 dir.Ozel olarak,
xhz; ailesi ve zl z; ailesinden 1 az elemana sahiptir. z!,2; elemanlar1 £(D — P) uzayindadir
ve 7} z; ailesinin dogrusal bagimsiz oldugunu gdstermek gereklidir. Heri ve [,0 < [ < [;
ise 74z € L(D — P) oldugu ispatlanmalidir. Ilk olarak, i = I durumunu alalim. Bu
durumda, 4z = xlz; — ab™ 2 din [ = 1; — 1,0 < [ < I, oldugu icin z}2; ve )27,
L(D) ye aittir.

vp(xhz) = € + 1 > € oldugundan z{z; € L(D — P) elde ederiz. Ikinci olarak,
i # I ve vp(z;) > € olsun. Bu durumda, zZ(P) = 0vezhz, = xozz elde edilir. O halde,
26z € L(D — P),0 <1 < [; oldugundan z(z; € £(D — P) dir. Ugiincii olarak, i 7é I
ve vp(z;) = € olsun. Bu durumda i< Ivel, =1 <lpdir. 0 <1 < ;igin x}2,
xlz; € L(D) oldugundan zz; € £(D) dir. Ustelik, z;(P) = 0 ve vp(2}z;) = vp(z;) > ¢
dur. Dolayistyla, z}z; € L(D — P) elde edilir.

2k
Simdi,a;; € K, ZZai,l:cézi =0olsun. Z := {i : 1 < i < 2*} tammlayalim
i=1 1=0
veZy:={ie€Z:i#Lvp(z) =ct, Iy :={i € Z:i# Iup(z) > €} olmak lizere
T = {I} UZy U T seklinde ayrik kiimelerin birlesimi olarak yazilabilir. Bu durumda
toplam, z; ve [; nin tanimin1 kullanarak

2k [
DY oumbs = ) Z Qi) (Zz - ]; ) > Z 10 2

i=1 =0 i€lg 1=0 i€l; 1=0
+ Z ary (zhzr — ™ 21)
yazilabilir. Her i € [ igin toplamda goriinen z}z; ler 0 < [ < [; i¢indir. Bdyle z}z;
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elemanlar1 dogrusal bagimsiz oldugundan, 7 # I igin «;; = 0 elde edilir.

lr
(ary — gy 1) whzr =0
1=0

dir, burada, i; > 0, oy ;-1 := ay; = 0dir. xézl larin dogrusal bagimsizligindan, her [ i¢in
a1 = o dir. [ tizerinden tiimevarim ile a;; = 0 bulunur ve bu ise :cf)zl larin dogrusal
bagimsiz oldugunu gosterir. 1

Teorem 3.27. Her s € Z, j > 0ve her 0 < m < 27 icin ) tamsayilarini ve wi) e T}

fonksiyonlarini veren bir algoritma vardir. Oyle ki, her s € Z i¢cin m, | ile parametrelenen

{:péwg) 0<m<2,0<1< F ;jmJ — ¥ =1, (s)}

ailesi L (sPJ.) uzayinin bir Hermityen tabanidur.

Ispat. Teorem 3.21. ve Teorem 3.28. uygulanarak j iizerinden tiimevarim ile ispat yapila-

bilir. j = 0 i¢in céo) =0ve wéo) := 1 olsun. 7 > 1 olsun. Her s € Z i¢in

£(sPL) = £([sPL)y, ) @ £ ([sPL+ (@], ) 2

[sPLlr , = |£| PL! dir, tiimevarim hipotezine gore dwl ™, 0<m<2,0<1<

| =2 | —I Y r ([SP&]‘Tj_1> in bir tabani olsun, burada | (|£| —m) /207! | = |22

27 2 27
dir. £ ([ngo + (z;)] |Tj_1> igin bir taban Teorem 3.28. kullanilarak elde edilir. £ (s P7.) nin

istenen taban1 0 < m < 2/ i¢in

9 i

{ Cg/_Ql)’ m ¢ift tamsay L) = { wy(i:/_;), m ¢ift tamsay1

~(j—1) u?%*l)

Cm , m tek tamsay1 xj, m tek tamsay1

tanimlanarak olusturulabilir, bu tabanin Hermityen taban olmasi Sonug 3.30.’dan goriiliir.

|
Teorem 3.28. Her j > 1,0 < m < 27 ve m tek sayisi icin go=b tamsayilarini ve
aiY e T;_ fonksiyonlarini olusturan bir algoritma vardir, éyle ki her s € 7. igin

m, | ile parametrelenen

m

{xé@fg_l) :mtek tamsay1 0 < m < 20<1< r ;jmJ — E(j_l)}

ailesi £ ([ng;) + (:I:j)]|T7__l) uzaymn bir tabanmidr:

ispat. Onerme 3.24.%in sonucu olarak elde edilebilir. §
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3.2.2. F, fonksiyon cismi kulesi icin Weierstrass semigrup H (P7 )

j tamsayis1 sabitlendiginde ve s degiskeni i¢in £ (sP2) uzaymin boyutu bilindigi
i¢in H (P7)) Weierstrass semigrubu hesaplanabilir.

Teorem 3.29. Her j > 0 icin H (P2) Weierstrass semigrubu Teorem 3.27. de verilen o
katsayilart ile iliskilendirilebilir. Yani, her s € Z i¢in s = q(s) 2/ + m(s),0 < m(s) <
27.q(s),m(s) € Z, olsun. Bu durumda, s € H (PZ) olmast igin gerek ve yeter kosul

q(s) > cg)(s) olmasudwr.

k+1, L>-1
0, L<-1
yonunu tanimlayalim. s € Z i¢in £ (sP2.) uzayinin Teorem 3.27.’de verilen tabanindaki
elemanlar sayarak,

Ispat. j > 0 sayisim sabitleyelim. # : Z — Z, #(L) = { fonksi-

boy L (sPL) = Z_ # (1 (9))
oldugu goriiliir.
A(s) :==boy L (sPL) —boy L ((s — 1) PL) = Z_ [#(lm (5) —#(lm (s —1))].

s—m=2q+r, 0<r < 2 yazilirsa her m ve s i¢in

1, m = s(mod2’)

elde edilir. Bu durumda,

dir. Her s € Z igin
s€H(PL) & A(5) =16 bug () 206 q(s) — ) >0

dir. 1

Sonuc 3.30. Daha énceki notasyonlar ile birlikte, wY fonksiyonunun kutup boleni,
(0l = (e +m) P2
dir. Ayrica, {27} U {Qj Dm0 <m<2 } kiimesi, H (P2,) semigrubunu iiretir.
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Ispat. m yi sabitleyelim Ve 5 =2 c(] )+ m seklinde tanimlayalim. [,, (s — 1) = —1,
L (s) = 0 oldugu igin w$) € £ (sPL)\L((s— 1) PL) dir. z,, P de 27 mertebeli tek
kutba sahiptir. Teorem 3.29.’dan ispat tamamlanmis olur. §

Biitiin bu uygulamalar ile birlikte, P/ noktasinda H? := H (PJ)) Weierstrass se-
migrubu 0 < 5 < 8 asamalarinda hesaplayabiliriz.

Bos olmayan a; —by, ay — b, . . .,a,,— by, a, 1 — oo araliklari ile birlikte H (P2.) se-
migrubunun elemanlarini agagidaki sekilde listeleyecegiz: HY = U}_, [ay,br] U (any1,00),
aj = by, durumunda ise a; — by yerine a; yazacagiz.

Cizelge 3.1. j=1,...,7Ti¢in T;/K nin cins gz, ve semigrup H ¢izelgesi

jlgr | H’

010 0-00

111 0; 2-00

2 0; 3-4; 6-00

319 0; 6; 8; 11-12; 14-00

4121 |0;12; 15-16; 22-24; 27-32; 34-00

549 |0;24; 30-32; 44; 46-48; 53-56; H8-64; 68-72; 74-00

61105 0; 48; 60; 62-64; 88; 92; 94-96; 103; 106-112; 115-128; 135-136;
138-144; 147-00
0; 96; 120; 124; 126-128; 176; 184; 188; 190-192; 206; 212-216; 218;

71225 | 220-224: 230-232; 234-240; 242-256: 263: 269-272; 276-280:
282-288: 293-00

Cizelge 3.2. j = 8 igin g = 465 ve semigrup H® in ¢gizelgesi

0 192 240 248 252

254-256 | 352 368 376 380

382-384 | 412 423-424 | 426 428

430 432 436 439-440 | 442

444-448 | 459-464 | 467-472 | 474-480 | 483-484

486-512 | 519 926-527 | 533 935

538-540 | 542-544 | 547 549 951-552

5954-561 | 563-576 | 579 581-583 | 585-00
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4. SONUC

Bu ¢aligmada, cebirsel fonksiyonlar cismi kulelerinde tek noktali semigrup H(P)
nin davranisinin incelenmesi hedeflemistir. Ozel olarak, iki egri ailesi i¢in Beelen vd
(2006), Garcia ve Stichtenoth (1996), Noseda vd (2012) ve Pellikaan vd (1998) maka-
leleri incelenerek s6z konusu semigrup i¢in formiiller yeniden tiretilmistir.

F 2 tizerinde F,, = Fp (x1,29,...,2,),7 = 1,....,n — 1 ve Po(g), F,, cisminin
derecesi 1 olan bir noktas1 olmak tzere

q
L
q—1

q
+1 i+1
’ x4+ 1

esitligi ile verilen fonksiyon cismi kulesi olsun. Her n > 0 i¢in (¢,,) tamsay1 dizisi

. _{q”—qg, n =0 (mod?2)

" —q"7, n=1(mod2)
olmak tizere, So = Noven > 0,5,.1 = ¢.5, U{z € Ny | x > ¢,41} semigrup dizisi
tanimlanabilir. Her m > 1 i¢in F},, cebirsel fonksiyon cisminde Alm) > i¢in der Alm) —

Cm — gr,, Ve boy L (cm.Po(om) — A(m)> = 1 kosullarin1 saglayan bir A™ béleninin var
oldugu gosterilebilir. Bu durumda, S,,, nin ve H <P<£om)) nin bosluk sayilar1 aynidir ve g, .
ye esittir, yani H (Péom)) = S,, dir.

Diger yandan, p tek asal say1 olmak iizere, X' = ;> sonlu cismi lizerinde 7Tj =
Fp2 (o), j 2 0igin Tjyy = Tj (xj11) ve $?+1 = ézj
Fo = (1 cebirsel fonksiyon cismi kulesini dikkate alalim. Her s € Z, 7 > 0 ve
0 <m < 2/ igin e zvewy e T; fonksiyonlarini veren bir algoritma vardir ki m, [
ile parametrelenen

esitligi ile verilen tekrarli tanimhi

)J'ZO

{zbwl) :0<m<27,0<1< r;jmJ — 9 =1, (s)}

ailesi Riemann-Roch uzayi £ (sPZ)) uzaymin bir Hermityen tabamidir. Her j > 0 igin
H (P2) Weierstrass semigrubu daha dnce verilen ¢ katsayilari ile iliskilendirilebilir. Her
s € Zigins =q(s)2+m(s),0 <m(s) <27,q(s),m(s) € Z,olmakiizere s € H (P7)
olmast igin gerek ve yeter kosul ¢ (s) > c%)(s) olmasidir. Ayrica, w) fonksiyonunun kutup
boleni,

(i) = (29e9) 4+ m) P,

m

dur ve {27} U {2j D rm|0<m< } kiimesi, H (P?.) semigrubunu iiretir.
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