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Bu tezde, sonlu boyutlu Lorentz-Minkowski uzaylarinda fokal egriler ve fokal
yiizeyler ele alinmigtir. Null olmayan bir regiiler egrinin fokal egrisi ve fokal egrilik-
lerinin geometrik ozellikleri incelenmis ve spacelike ve timelike yiizey {izerindeki null
olmayan bir egrinin Darboux ¢atisi vasitasiyla yari-kiiresel evoliitleri aragtirilmigtir.
Daha sonra bir pargasi spacelike bir parcasi timelike olan karigik yiizeylerin fokal
yiizeyleri, tekillik teorisi vasitasiyla uzaklik kare fonksiyon ailesinin ¢atallanma kiime-
si olarak tanimlanarak geometrisi incelenmistir. Bununla birlikte hiperbolik m-
uzayda hiperyiizeylerin evoliitleri sunulmus ve bu evoliitler vasitasiyla hiperyiizeyler
ile hiperkiireler ya da esuzaklik hiperdiizlemlerin degmesi caligilmigtir. Daha 6nce
yapilmamis olan normal dogru kongruanslari ile tiretilen fokal yiizeyler Minkowski 3-
uzayinda belirlenerek geometrisi incelenmistir. Dahasi spacelike ve timelike yiizeyler
iizerinde bir takim onemli egriler ayn1 uzayda tamtilip elde edilen fokal yiizeyler
yardimiyla bazi yeni 6zellikleri sunulmugtur. Son olarak Minkowski 3-uzayinda
yapilan Backlund ve Tamamlanabilme teoremleri 2n-1 boyutlu Minkowski uzaya
genisletilerek bazi yeni ilging sonuclar elde edilmistir.
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ONSOZz

Fokal egrilerin ve fokal yiizeylerin Minkowski uzaylarinda genis kapsamda an-
latildigr bu tez caligmasi bu konuda daha 6nce yapilmig olan ¢aligmalarin bir der-
lemesi ve yapilmamig olan normal dogru kongruanslar: vasitasiyla elde edilen fokal
yiizeylerin geometrisi ve Backlund ve tamamlanabilme teoremlerinin yiiksek boyutlu
Minkowski uzaylara genellestirilmesi tizerine olmustur. Bu konu iizerine bir ¢ok
aragtirmacinin ilgilendigi ve aragtirmaya acik bir konu oldugu i¢in bu konuda calig-
mak isteyen kisilere yararli bir kaynak olacag1 ve bagka calismalara da 1s1k tutacag:
kanisindayim.

Bana bu konuda caligma olanagi veren, en sikintili zamanlarimda yardimlarini
esirgemeyen ve beni siirekli motive eden ayrica kendimi gelistirmemde énemli katkilar
yapan danigmanim Sayin Do¢. Dr. Mustafa Ozdemir’e sonsuz tegekkiirlerimi sunarim.

Ayrica birlikte Tiibitak projesinde calistigim Saym Yrd. Doc. Dr. Semail Ul-
gen’e maddi ve manevi katkilarindan dolay: tegekkiirii bir bor¢ bilirim.

Bu calismami benim her tiirlii sitkintima katlanan ve biiyiik fedakarliklar eden
aileme ithaf ederim.
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GIRIS Hakan SIMSEK

1. GIRIS

Sonlu boyutlu bir Oklid uzayinda regiiler bir egrinin fokal ejrisi ya da evoliiti
oskiilator hiperkiirelerinin, ki bu hiperkiireler egriyle tegettir, merkezlerinin veya
diger bir deyisle egrinin egrilik merkezlerinin olusturdugu geometrik yer olarak tanim-
lanir. Ornegin bir cemberin fokal egrisi tek bir nokta olan kendi merkezidir. Buna
denk olarak regiiler egrinin normallerinin zarfi olarak da verilebilir. Fokal egri ya
da evoliit fikrinin Huygens tarafindan 1673 yilinda 1g1k iizerine yaptigi ¢alismalar:
vasitasiyla ortaya ¢iktigi digiintilmiigtiir (Yales 1952). Ancak bu kavram Apollonius
(vaklagik M.O. 200) tarafindan koniklerinin 5. kitabinda da tanimlandigi bilinmek-
tedir. Fokal egriler akigkanlar mekanigi igindeki bazi geometrik sonuglar1 ifade eden
belli optik olaylarin (6rnegin gokkugagi) caligilmasinda kullamighdir (Adam 2002).
Ayrica orjinal egrinin bir takim 6zelliklerinin ortaya gikarilmasinda onemli bir yere
sahiptir. Ornegin bir egrinin bir noktasiin kége (vertex) noktasi olup olmadig fokal
egrisi yardimiyla kolayca anlasilabilir veya singiiler noktalarin siniflandirilmasinda
fokal egriler 6nemli yer tutar.

Oklid 3-uzayinda bir diizgiin M yiizeyi tizerindeki bir noktada dik kesit
egrilerinin egrilik merkezleri, normal vektoriin belli bir pargasina karsilik gelir. Bu
parcalarin maksimum ve minimum degerleri iki egrilik ¢izgisinin egrilik merkez-
leridir. Bu iki noktaya bu noktadaki normalin fokal noktalar: denir. Bu nokta-
lara yiizeyin (asal) egrilik merkezleri olarak da isimlendirilir. Fokal yiizey ya da
M yiizeyinin evolutu fokal noktalarin veya asal egrilik merkezlerinin geometrik yeri
olarak tamimlanir. Bu yiizeye merkezlerin yuzeyi ya da M yizeyinin merkezcil-
ytzeyi de denir. Genellikle iki par¢gadan (maks. ve min. noktalara bagh olarak)
olugur. Y, M yiizeyinin lokal bir parametrizasyonu, k ve k* ylizeyin asal egrilikleri
ve n yiizeyin birim normali olmak iizere yiizeyinin umbilik noktalar1 diginda fokal
yiizeylerin parametrik denklemleri

B (u,v) =Y (u,v) + %n (u,v)
B; (u,v) =Y (u,v) + %n (u,v)

seklindedir. Umbilik noktalarda bu asal egrilik merkezleri cakisir; umbilik olmayan
eliptik noktalarda asal egrilik merkezleri yiizeyin teget diizleminin aym tarafina
uzanir (Jekil 1.1 sagda); hiperbolik noktalarda yiizeyin teget diizleminin farkh tarafla-
rina dogru uzanir (Jekil 1.1 solda ); diizlemsel olmayan parabolik noktalarda sadece
bir tanesi tanimhdir digeri sonsuza gider ve diizlemsel noktalarda tanimh degildir
(Goetz 1968). Ornegin kiire, fokal yiizeyleri tek bir noktaya yani merkezine dejenere
olan tek yiizeydir; Dupin yiizeylerinin (Dupin cyclide) fokal yiizeyleri ise egrilere
dejenere olur (Hagen vd 1995).

Fokal yiizeyler herhangi bir yiizeyin vasfi, mahiyeti, niteligi ile ilgili bilgi
elde etmek icin bir sorgu araci olarak kullamhr. Ornegin, bir yiizey tizerindeki alt-
parabolik ¢izgiler (sub-parabolic lines) ve surt ¢izgileri (ridge lines), ki bu egriler
medikal alanda ve jeolojide gesitli uygulamalara sahip olan onemli egrilerdir, fokal
yiizeyler tizerinde sirasiyla parabolik egri ve sivri uglu kenar ¢izgilerine (cuspidal
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edge) karsilik gelir. Yani alt-parabolik ve sirt gizgileri fokal yiizeyler {izerinde bu
egrilerin ters goriintiisii olarak da ifade edilebilir. Ayrica bu egriler bir yiizeyin
iskeletinin olugturulmasinda kullamlabilir ki Gordon (1991) ve Thirion ve Gourdon
(1993) bu sekildeki iskeletleri, yiizlerin kiyaslanmasinda kullanmiglardir.

Sekil 1.1. Yiizey ve fokal yiizeyleri

Fokal ytizeylerin bir bagka tanimlama araci da dogru veya rektilineer konguans-
lar1 vasitasiyladir. Bir dogru kongruans: 3 boyutlu uzayda (afin, projektif, Oklid ya
da Lorentz) iki parametreye bagh dogrularin bir kiimesidir. Dogru kongruanslari
151810 yansima ve kirillmasiyla ilgili caligmalarda ortaya c¢ikmigtir. C)rnegin, bir
ylzeyin tiim normal dogrulari 6zel bir dogru kongruansi olusturur ki buna yiizeyin
normal kongruansi denir. € (u,v) yiizeyin her noktasinda bir birim vektor ve A € R
olmak ftizere, rektilineer kongruans ya da dogru kongruansi

R (u,v,\) = ¢ (u,v) + A (u,v) (1.1)

olarak parametrize edilir. (u,v) noktasi sabitlenip A katsayis1 degistirildigi zaman, R
diiz bir dogru olusturacaktir. ¢ (u,v) ile parametrelendirilmig M yiizeyine referans
yiizey denir. u = u (t) ve v = v (t) ile ylizey tizerinde bir egri alinirsa (1.1)’den A ve
t’ye bagh bir regle yiizey elde edilir. Yani

X (M) =@ (u(t),v(t) + A (u(t),v(t))

regle yiizeyinin parametrik denklemidir. Bu yiizeyin acilabilir olmasi i¢in

det (& (1) . €' (t) ' () = 0

esitligi saglanmalidir. Bu ' (t) ve v (t) igin AN'ya bagh ikinci dereceden bir denk-
lemdir. Bu denklemin farkli iki reel kokii varsa, bu g¢oziimler (1.1) denkleminde
yerine konularak agilabilir ytlizeyin iki farkli ailesini belirler. Bu nedenle kongruans-
taki her dogru bu iki yiizeye teget olacaktir. Bu degme noktalarina fokal noktalar
denir (Sekil 1.1). Tiim fokal noktalarin kiimesine de fokal yiizey denir. Gergekten
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bir regiiler yiizeyin normal kongruanslari, yani &€ (u,v) = n(u,v), i¢in bu ifade
edilen yol takip edildigi zaman A’ya bagl coziimler asal egriliklerin carpmaya gore
tersleridir. Bu ¢oziimler (1.1) denklemine yazilirsa By ve By fokal yiizeylerinin
yukarida tanimlanan parametrizasyonlar: elde edilir (Eisenhart 1969).

Fokal yiizeyler, tekillik teorisi (singularity theory) alaninda da farkh bir gekil-
de tanimlanmigtir. Tekillik teorisinde bir Lagrangian dontisimiin kritik degerlerinin
kiimesine Kostik (Caustic) denir. Oklid 3-uzaymda bir regiiler yiizeyin normal
dontigimiiniin kostigi egrilik merkezlerinin kiimesi yani fokal noktalarinin kiimesidir
(Arnold vd 1986). Bu Kostik aym zamanda yiizeyin normallerinin zarfi olarak da
elde edilebilir. Yani, bir regiiler yiizeyin fokal yiizeyi, normal dogrulariyla iiretilen
kostikle cakisir ve aymi zamanda yilizey tizerindeki uzaklik kare fonksiyonlariin
catallanma (bifurcation) kiimesine egittir. Bir diizgiin yiizeyin kostigi Lagrangian
tekilliklere sahiptir ve genelde umbilik noktalar diginda sivri uclu kenar yiizeye
(e (u,v) = (u?, u?,v)) veya swallowtail yiizeye (g (u, v)=(3u? + v?v, 4u? + 2uv, v))
diffeomorfiktir. Kostigin genel modelleri daha ayrintili bir sekilde Arnold vd (1986)
tarafindan Oklid uzaymda verilmistir.

A. V. Bicklund tarafindan 1883’de ifade edilen Oklid 3-uzaymdaki klasik
Bécklund Teoremi, yari-kiiresel (pseudo-spherical) dogru kongruanslarimin fokal yii-
zeylerinin sabit negatif Gauss egrilige sahip oldugunu ve biribirine esit oldugunu
soyler. E3 Oklid uzaymda Gauss egriligi -1 olan yiizeyler ile

gbuu - szm = Sin¢

seklinde verilen Sine-Gordon denkleminin ¢ ¢oziimleri arasinda bir iligki vardir.
Bu nedenle Béacklund Teoremi, verilen bir yiizeyden Sine-Gordon denkleminin yeni
¢oziimlerini tiretmek icin alternatif bir yol sunar. Ayrica, Backlund doniisimi soli-
ton teorisinde 6nemli uygulamalara sahiptir (Rogers ve Schief 2002). Tamamla-
nabilme Teoremi (Integrability Theorem) ise sabit negatif Gauss egrilikli bir ylizeyden
ayni negatif Gauss egriligine sahip bir bagka yiizey insa edilebilecegini ve bu iki
yiizeye teget olan bir yari-kiiresel dogru kongruansinin varligini ifade eder. Bu teo-
rem bir bakima Backlund teoreminin tersidir denilebilir.

Bruce ve Giblin (1992) egrilerin evoliitlerini tekillik teorisi vasitasiyla ele
almigtir.  Vargas 2005, E™+ Oklid uzayinda fokal egrilerin genel parametrizas-
yonlarim tanimlayarak bir egrinin fokal egrilikleriyle Oklid egrilikleri arasmda bir
bagint1 sunmusgtur. Ayrica bir egrinin kdge (vertex) noktasi olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kogulun fokal egriye karsilik gelen noktanin tekil nokta oldugunu kesfetmis ve
egrinin Oklid egrilikleri ve Frenet-Serret catisiyla fokal egrisinin Oklid egrilikleri ve
Frenet-Serret ¢atisi arasindaki bagintilar: gostermistir. Ozdemir (2004) ise Vargas'in
(2005) yaptig1 cahigmalar: E7*™' Minkowski uzayina tasiyarak fokal egriyle ilgili elde
edilen ozellikleri bu uzayda incelemistir. Izumiya vd (2004a) H2 (—1) hiperbolik uza-
ydaki bir egrinin evoliitiinii yani fokal egrisini hiperbolik yiikseklik fonksiyonlarindan
faydalanarak tanimlamig ve bu fonksiyonlar sayesinde evoliitiin tekil noktalarini in-
celemis ve orjinal egrinin H? (—1) uzaymdaki degismezleri ile bu tekillikler arasinda
bagint1 kurmustur. Sato (2012), Izumiya vd’'nin (2004a) yaptiklarini Minkowski
3-uzayindaki bir regiiler spacelike ylizeyi lizerine genisletmis ve yari-kiiresel evoliit
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olarak isimlendirerek geometrik ozelliklerini ve tekil noktalarini incelemistir. Izu-
miya vd (2015) ise Sato'nun (2012) spacelike yiizey iizerinde yaptiklarim timelike
yiizey tizerinde caligmig ve evoliit yerine yari-kiiresel normal Darboux goriintiisi
ismini kullanmigtir.

Porteous (1971) uzaklik kare fonksiyonlarimin tekillikleri vasitasiyla normal
fokal kiimeleri ele almig ve sirt egrilerini ilk kez sunmustur. Bruce ve Wilkinson
(1991) diizgiin ve regiiler bir yiizeyin alt-parabolik ¢izgilerini tanitmig ve uzaklik
kare fonksiyonlariin ¢atallanma kiimesi ve folding déniigtimlerin ¢atalllanma kiimesi
arasindaki dualite sonucunu kullanarak ytizey iizerindeki alt-parabolik ¢izginin fokal
yiizey lizerinde parabolik ¢izgiye kargilik geldigini géstermistir. Bruce ve Tari (1996),
sirt ve alt-parabolik cizgileri ylizeyin folding dontigiimlerini ele alarak ¢alismiglardir.
Morris (1996) fokal yiizeylerin Gauss egriliklerini genel olarak bulmus ve alt-parabolik
cizgilerin bir egrilik ¢izgisi boyunca diger egrilik ¢izgisinin asal egriliklerinin eks-
tremum noktalarinin geometrik yeri oldugunu kegfetmistir. Ayrica bu egriler vasita-
siyla fokal yiizey iizerinde tekil noktalarla ilgili bir takim sonuglar elde etmigtir.
Bruce vd (1999) fokal yiizeyleri ve sirt ve alt-parabolik egrileri tekillik teorisi iginde
ele almiglardir. Abdel-Baky (1999, 2003) regiiler bir yiizey tizerindeki egrilik ¢izgileri-
nin tegetleri tarafindan ftretilen kongruanslarin fokal yilizeylerini bulmusg ve baz
ozelliklerini incelemigtir. Zhong ve Li (2008) Minkowski 3-uzayinda spacelike yiizey
tizerinde geodeziklerin tegetleriyle tiretilen fokal yiizeyleri incelemis ve Abdel-Baky’e
(1999) benzer sonuglar elde etmistir. Izumiya vd (2004b) hiperbolik m-uzayda hiper-
bolik yiizeylerin evoliitlerini tekillik teorisinin bir uygulamasi olarak degme bakis
agistyla incelemigtir. Tari (2012); Minkowski 3-uzayinda fokal yiizeyleri uzaklik kare
fonksiyonlarinin ¢atallanma kiimesi olarak ele almig ve geometrisini incelemigtir. Ek
olarak fokal ylizeyleri metrigin dejenere oldugu noktalarin kiimesine genigletilmesini
saglamigtir.  Simsek ve Ozdemir (2015) ise Minkowski 3-uzaymda dogru kongru-
anslar1 vasitasiyla fokal yiizeyleri tanimlamis ve geometrisini incelemistir. Ayrica
spacelike ve timelike ylizey tizerinde alt-parabolik ve sirt egrilerini tanimlayarak
fokal ylizey tizerine karsilik gelen egrilerle ilgili sonuglar elde etmislerdir.

Chern ve Terng (1980) 3-boyutlu afin uzayda Bécklund teoremini kanitlamig-
tir. Backlund ve Tamamlanabilme teoremlerinin R**~! uzaymin n-boyutlu altmani-
folduna genellestirilmesi Tenenblat ve Terng (1980) tarafindan verilmistir. Onlar
yari-kiiresel dogru kongruanslari ile tiretilen n-boyutlu M ve M* altmanifoldlarinin
kesitsel egriliklerinin sabit — sin?#/r? oldugunu gostermislerdir. Gu vd (2005) bu
teoremleri Minkowski 3-uzayina genigletmis ve farkli her durum i¢in ispatlamisgtir.
Simgek ve Ozdemir (2016), Gunun vd (2005) ve Tenenblat ve Terng’in (1980) elde
ettigi sonuclar1 E2"~* Minkowski uzayimin n boyutlu altmanifolduna genellestirerek
Backlund ve tamamlanabilme teoremlerini olusabilecek dort farkli durum igin de
kanitlamiglardir.

Bu tez sekiz boliimden olugmaktadir. Girig boliimiinde fokal egriler tanimlan-
mig ve fokal yiizeylerin cesitli yollarla nasil belirlendigi ayrintili bir sekilde okuyu-
cuya sunulmugtur. Ayrica fokal egri ve yiizeylerle ilgili yapilan bir kisim ¢aligmalar
hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde Minkowski uzayi ve tekillik teorisi ile
ilgili temel tanim ve ozellikler verilmistir.
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Uciincii kisimda null olmayan egrilerin fokal egrileri m+1 boyutlu Minkowski
uzayinda tanimi yapilmig ve egrinin kose noktasinda fokal egrinin singiiler noktaya
sahip oldugu ve fokal egrilikleriyle Oklid egrilikleri arasindaki bagmtilar gosteril-
mistir. Ayrica fokal egrilikler kullanilarak null olmayan bir egri tizerindeki bir
noktanin koge noktast olmasi icin gerekli ve yeterli kosul verilmistir. H?Z (—1)
hiperbolik uzayinda hiperbolik diizlem egrilerinin hiperbolik fokal egrisi hiperbo-
lik ytikseklik fonksiyonlar1 vasitasiyla tanitilmistir ve hiperbolik fokal egrinin tekil
noktalariyla orjinal egrinin geodezik egriligi arasinda bagintilar gosterilmigtir. Daha
sonra, Minkowski 3-uzayindaki bir spacelike yiizey tizerindeki egrilerin yari-kiiresel
evoliitlerinin parametrizasyonlari verilip, geometrik 6zellikleri ve tekil noktalar: tekil-
lik teorisi vasitasiyla galigilmistir. Son olarak timelike yiizey iizerinde de spacelike
yiizey iizerinde olana benzer sekilde yari-kiiresel evoliitler incelenmistir.

Dordiinct boliimde, Minkowski 3-uzayinda fokal ytizeyler regiiler bir yiizeyin
kostigi olarak ele alinmig ve kostik de uzaklik kare fonksiyonunun ¢atallanma kiimesi
olarak verilmigtir. Bu tanmimlama lightlike noktalara da genisletilerek; ligthlike nok-
talarin bir egri oldugu ve bu egrinin spacelike ve timelike olarak ikiye ayirdigi karigik
yiizeyler tizerinde fokal yiizeylerin geometrisi incelenmistir. Daha sonra H7' (—1)
hiperbolik uzayinda hiperyitizeylerin diferensiyel geometrisi caligilmig ve tekil nok-
talar1 hiperkiirelerle (egsuzaklik hiperdiizlemleriyle) hiperyiizeylerin degmesini be-
lirleyen hiperyiizeylerin hiperbolik (de Sitter) evoliit kavrami tammlanmigtir. Ayri-
ca hiperbolik (de Sitter) evoliitiin, iireteg ailesi hiperbolik timelike (ya da spacelike)
yiikseklik fonksiyonu olan hiperbolik m-uzayimin kotanjant demetindeki belli bir La-
grangian altmanifoldun kostigi oldugu gosterilmistir.

Besinci boliimde, Minkowski 3-uzayinda fokal yiizeylerinden biri kendisi olan
bir spacelike yiizey tizerindeki geodezik egrilerin tegetleriyle tiretilen rektilineer kon-
gruanslarin ikinci fokal yiizeylerinin geometrisi incelenmistir. Daha sonra bir regiiler
yiizeyin normal kongruanslari tarafindan tiretilen fokal ytlizeylerin parametrizasyon-
lart tanitilmig ve Gauss egrilikleri bulunmugtur. Ayrica sirt ve alt-parabolik ¢izgiler
asal egriliklerin ekstremum degerleri vasitasiyla tanimi yapilmig ve ozellikleri fokal
yizeyler yardimiyla caligilmigtir.

Altinc boliimde, ilk once sabit Gauss egrilikli spacelike ve timelike ytizeyler
icin Chebyshev koordinatlari verilmistir. Daha sonra yari-kiiresel dogru kongru-
anslar1 ile tretilen fokal yiizeylerin sabit Gauss egriliklerine sahip oldugu, dort
farkli durumda ispatlanmig ve bu teoremlerin tersleri olan tamamlanabilme teo-
remleri Chebyshev koordinatlar1 vasitasiyla kanitlanmigtir. Son olarak Minkowski
3-uzaymda ispatlanmig bu teoremlerin E?"~' Minkowski uzayma genellestirilmesi
yapilmig ve her bir durum i¢in ayr1 ayr1 incelenmistir. Bu genellestirmeyle baz1 du-
rumlar i¢in Minkowski 3-uzayinda elde edilen sonuglarin ti¢ten daha fazla boyutlu
Minkowski uzayinda ayni olmadigi yani farkli sonuclar dogurdugu tespit edilmistir.
Yedinci boliimde ise tezden elde edilen sonuclar ifade edilmigtir. Son boliimde de
caligmada yararlanilan kaynaklar gosterilmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde Lorentz-Minkowski uzay1 ve tekillik (singularity) teorisi ile ilgili
bazi temel tanim ve kavramlar verilecektir. Daha ayrintili bilgiler Minkowski uzay1
icin O’neill'in (1983) kitabina ve tekillik teorisi i¢in de Arnold (1986), Bruce ve
Giblin (1992) ve Porteous 'un (2001) kitaplarina bakilabilir.

Tamim 2.1 (O'neill 1983) E™ = {(z¢,71,...,2m) 2 €ER (i=0,1,...,m)},

m+1 boyutlu bir Oklid vektor uzay1 olsun. Bu vektor uzaymnda, herhangi x =
(o, 1, .-, Tw) Ve Y = (Yo, Y1, - - -, Ym) vektorleri i¢in Lorentz i¢ ¢carpim

(x,y) = —zoyo + Z TiYi
i=1
olarak tammlanir. (E™* (. .)) i¢ carpim uzayma (m-+1) boyutlu Lorentz ya da
Minkowski uzay: denir ve E"*! ile gosterilir.
Tanim 2.2 (O'neill 1983) Herhangi bir x € E/"*\ {0} vektorii i¢in (x,x) > 0,
= 0 ya da < 0 ise; bu vektore sirasiyla spacelike, lightlike (null ya da isotropik) ya
da timelike vektor denir. x € E7"™' vektoriiniin normu [|x|| = /|(x, x)| seklinde

tammlanir.

Tanim 2.3 (O'neill 1983, Izumiya vd 2004b) Herhangi v € E**! vektorii ve c reel
sayl1sl i¢in

HP (v,c)={x€E["": (x,v) =c}
ile v normalli bir hiperdiizlem tamimlanir. v timelike, spacelike ya da lightlike
vektor ise HP (v, c)’ye sirasiyla bir spacelike hiperdiizlem, timelike hiperdizlem ya
da lightlike hiperdizlem denir.

HP (1) ={x e E'"": (x,x) = —1, 2o > 0}
ve

H™(-1)={x € E"™ : (x,x) = —1, 29 < 0},
olmak ftizere, hiperbolik m-uzaiy

H™ (<1) = HI (~1) U H™ (~1),
ve de Sitter m-uzayn

SPr={x e E{"": (x,x) =1}

ile tanimlanir.
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Tanim 2.4 (O’neill 1983) v; = (v, v},...,v!,) olmak iizere, herhangi vy, vo,...,

€ EM" icin vy X vy X ... X v,,, vektorel carpimi

—€1 €y -+ €y4
1 1 1
UO Ul ) /l)m
2 2 2
ViXVeX...XVv,=|% VI - Uy
m m m
Up Up Um
seklinde tanimlanir. ey, es,. .., e,,+1 vektorleri ETH uzayinin standart taban vektor-
leridir. Bu tanimdan kolayca
(a,vi X Vo X ... X V) =det(a,vy,...,Vy)

esitligi bulunabileceginden herhangi v; vektorii vy X vo X ... X v,,, vektoriine diktir.

Tanim 2.5 (O’neill 1983, Hacisalihoglu 1983) I, R'nin bir acik araligi olmak iizere
v : I — E"*! biciminde tanimlanan C" simfindan fonksiyona bir (diizgiin) egri ya
da C" smifindan parametrelendirilmis egri denir. Bir s € I noktasinda v'nin huz
vektori veya teget vektori ' (s) = dy/ds ile tanmmlamr. Eger her noktada egrinin
teget vektorii sifir vektortine egit degilse bu egriye regiiler bir egri denir. Her s €
icin |7/ (s)|| = 1 ise egri yay-uzunlugu ile parametrelendirilmistir denir. Her s € [
icin (7' (s),v (s)) > 0, =0 ya da < 0 ise egriye sirasiyla spacelike, lightlike (null)
ya da timelike egri denir. Eger her s € I icin 7/ (s), 7" (s),...,7™ (s) vektorleri
lineer bagimsiz ise Gram-Schmidt metodu kullamlarak t(s), n; (s),..., 0,1 (s)
ortonormal sistemi elde edilir. n,, (s) bir null olmayan vektor olsun Oyle ki t (s),
n (s),...,n, (s) catisy, ortonormal ve pozitif yonliiddir. Bu ¢atiya 7 egrisinin  (s)
noktasinda Frenet-Serret catisi denir. E7*™! uzaymda null olmayan birim hizli Frenet
v egrisinin Frenet-Serret denklemleri

t'(s) = en, k1 () m (s)

N} (s) = —e¢k1 (5) t(s) + enyka (5) ng (5)

n; (s) = —en, 1 Ki (8) N1 (5) + €y Kip1 () Nigr (), 2<i<m—1 (2.1)
n, (s) = —€n,_yfim ($) D1 (5)

ile verilir, burada

o —1; x timelike vektor ise
* 1; x spacelike vektor ise

olarak verilir. kq, ..., K, fonksiyonlarina ~ egrisinin Oklid egrilikleri denir. kq, ...,
km—1 egrilikleri pozitiftir ancak son egrilik x,, herhangi reel deger alabilir.

Tanim 2.6 (O’neill 1983) U C R? agik bir kiime olmak iizere ¢ : U C R? — E3,
gomme (embedding) fonksiyonu ele almsin ve ¢ (U) = M ile gosterilsin. Bu-
rada, herhangi p = ¢ (u,v) noktasinda T,M teget uzay1 bir spacelike diizlemden

7
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oluguyorsa ’ye bir spacelike gomme ya da bir timelike diizlemden olusuyorsa time-
like gomme ve M ylizeyine sirasiyla bir spacelike yiizey ya da timelike yiizey denir.
M yiizeyinin birinci temel form katsayilari

E=(p., e, F=(p,e,), G={p,v,)

ve N =(p, X ©,)/ |l¢. X @,|| yizeyin birim normal vektérii olmak iizere ikinci
temel form katsayilari

[=— <Nua Qou> = <N7 Qouu> ; M= — <Nu7 (Pv> = <N> (Pu'u> )
n=—(Ny,,)=(N,p,)

seklinde sunulabilir.
2.1. Lagrangian Singiilerligi ve Fonksiyonlarin Acgilima

Bu béliimde Arnold vd (1986) ve Bruce ve Giblin (1992) tarafindan verilen
tekillik teorisinden bahsedilecektir.

Tanim 2.7 (Arnold vd 1986) R”" {izerinde 7 : T*R" — R” bir kotanjant demet
ve (u,p) = (ug,...,Ur,p1,...,pr), T*R" iizerinde kanonik koordinat olsun. T*R"
tizerinde kanonik simplektik yap1 w = Y7, dp; A du; kanonik 2-formu vasitasiyla
verilir. ¢ : L — T*R" bir immersiyon olsun. dim L = r ve ¢*w = 0 ise ¢'ye bir La-
grangian immersiyon denir. Bu durumda mo¢’nin kritik deger kiimesine i’nin kostigi
(caustic) denir ve C' (L) ile gosterilir. Lagrangian tekillik teorisinde temel hedef
fonksiyon germ ailesini kullanarak; Lagrangian immersiyon germleri belirlemektir.
F:(R™xR", (z,u)) = R, 6zel bir (x,u) noktas etrafinda tanimlanmig bir diizgiin
(smooth) fonksiyon olsun. Bdyle bir fonksiyona (z, u) noktasinda bir fonksiyon germ
denir. f(x) = F, (x,u) ise F fonksiyonuna f’nin bir r-parametreli a¢ilimy (unfold-
ing) denir. F': (R™ x R",(0,0)) — (R",0) fonksiyon germlerin r-parametreli agilimi
olmak tizere

Ca (F) = {(m,u) € (R™ x ", (0,0)) : S—F(x,u) _..._oF

1 0T,

(2,u) = o}

kiimesine F' fonksiyonunun katasrof kiimesi ve

2
Bif (F)=qu € (R",0): (z,u) € Ca(F) vardir yle ki rank o (x,u) ) <m
axlﬁxj

kiimesine F' fonksiyonunun ¢atallanma (bifurcation) kiimesi denir.

Tanim 2.8 (Arnold vd 1986) 7, : (R™ x R",0) — (R",0) kanonik izdiigiim olsun.
O halde F' fonksiyonunun catallanma kiimesi 7, ’C(F) 'nin kritik deger kiimesidir.
(x,u) = (T1,..., Tm, U1, ..., u) € (R™ x R",0) olmak lizere, eger

oF  OF\ . )

doniigim germi singiiler degilse F' fonksiyonuna bir Morse ailesi denir.

8
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Tanim 2.8 durumunda Ca (F) C (R™ x R",0) diizgiin altmanifold germ ve

oF oF
L(F)(,I‘,u)— (uva_ula--'aa_w)

ile tanimlanan L (F) : (Ca(F),0) — T*R" doniigim germi vardir. L (F)'nin
bir Lagrangian immersiyon oldugu gosterilebilir. O halde asagidaki temel teorem
soylenebilir.

Onerme 2.9 (Arnold vd 1986) T*R"’de tiim Lagrangian altmanifold germler yukari-
daki metodla insa edilir.

Tanim 2.10 (Arnold vd 1986) Yukaridaki notasyonla, F’ye L (F')'nin drete¢ ailesi
(generating family) denir. ¢ : (L,z) — (T*R",p) ve ¢ : (L',2') — (T*R",p)
Lagrangian immersiyon germleri olsun. Eger o : (L,z) — (L/,2’) diffeomorfizm
germ, 7 : (T*R", p) — (T*R", p’) simplektik diffeomorfizm germ ve 7 : (R", 7 (p)) —
(R™, 7 (p')) diffeomorfizm germ vardir 6yle ki 7 : (T*R", p) — (R", 7 (p)) bir kanonik
izdiisim ve simplektik diffeomorfizm germ T*R" tizerindeki simplektik yapiy1 ko-
ruyan bir diffeomorfizm germ olmak tizere Toi =i oo ve moT = Tom ise i ve
i’ immersiyon germlerine Lagrangian denktir denir. Bu durumda C (L) kostigi 7
diffeomorfizm germ vasitasiyla C' (L) kostigine diffeomorfiktir.

Tanim 2.11 (Bruce ve Giblin 1992) F' : (R x R", (sg,ug)) — R fonksiyon germi
ve f(s) = Fy, (s,up) nin r-parametreli agilmi olsun. Eger tiim 1 < p < k igin
f® (s0) =0 ve f&FD (s50) # 0 ise sy degerinde f fonksiyonu bir Ay-tekillije sahiptir
denir. Sadece tiim 1 < p < k igin f® (s0) = 0 kosulu saglanirsa f, bir As-tekillige
sahiptir denir. F, fnin bir acithm ve f (s), so degerinde bir Ag-tekillige sahip olmak
tizere, (k — 1). mertebeye gore so noktasinda g—i kismi tiirevinin Taylor serileri

a1 [ OF ; .
4k 1) (an (s,uo)) (s0) = Zaﬁ (s—s0), i=1,...,r

ile gosterilsin. Eger (ay;) (j =1,...,k — 1) katsayilarmm (k — 1) x r matrisi £ — 1
(k — 1 < r) ranka sahipse F'’ye (p)versal agilima ((p)versal unfolding) denir. ag; =
9L (s0,up) olmak fizere, eger (aj;) (j =0,...,k — 1) katsayilarmn k x r matrisi k

(k < r) ranka sahipse F'ye (p)Twversal agilims denir.

Tanim 2.10°daki F' fonksiyonunun catallanma kiimesi

2
Bz’f(F):{ueR’": (s,u)de 2L 2 OF

3 DeZ =0ile s vard1r}
S s

ile ifade edilebilir.

Teorem 2.12 (Bruce ve Giblin 1992) F': (R x R", (s9,ug)) — R, so noktasinda Ay-
tekillige sahip olan f (s)’nin r-parametreli agilimi olsun. Eger F' bir (p)versal agilimi
ve k = 3 ise R" uzayindaki koordinatlarin diizgiin degigimine gore Bif (F'), lokal
anlamda C' x R"~?’dir, burada C' = {(z1,x2) : 23 = 23} swradan zirvedir (ordinary
cusp).
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3. FOKAL EGRILER

3.1. m+1 Boyutlu Lorentz Uzayinda Null Olmayan Egrilerin Fokal Egri-
leri

Tanim 3.1 (Bruce ve Giblin 1992, Vargas 2005)
vt —y(s) € B

regiiler parametrize edilmig null olmayan diizgiin bir egri olsun. s = sy noktasinda
g o v fonksiyonu;

(g07) (30) = (go7) (7(50) =+ = (g0 (y(s0)) =0,
g™ (v (s0)) # 0

ifadelerini saglarsa v egrisi, ¢! (0) fonksiyonu ile k. mertebeden degme noktasina
sahiptir denir. Eger sadece

(907) (50) = (go7) (7(50)) =+ = (901" (7(50)) = 0

kogulu saglanirsa; « egrisi, ¢! (0) fonksiyonu ile en az k. mertebeden degme nok-
tasina sahiptir denir.

Tanmim 3.2 (Vargas 2005) &k = 1,--- ,m olmak iizere null olmayan bir egrinin bir
noktasindaki k-oskiilator kiire, bu noktada egriyle en az (k+2). mertebeden degme
noktasina sahip olan k£ boyutlu bir kiiredir. £ = m icin bu kiireye oskulator hiperkiire
denilecektir.

Tanim 3.3 (Ozdemir 2004, Vargas 2005) E7*’de null olmayan bir egrinin kdse
(vertex) noktasi egrinin oskiilator hiperkiiresiyle en az (m+3). mertebeden degmeye
sahip oldugu noktadir. Ayrica, EJ**! Lorentz uzaymda null olmayan bir egrinin diiz-
lesme (flattening) noktasi egrinin (m+1). dereceden tiirevinin oskiilator diizlemde
oldugu noktadir.

Egrinin diizlesme noktasinda, son egrilik s, sifir degerini alir ve egri oskiilator
hiperdiizlemiyle en az (m+2). dereceden degme noktasina sahiptir. Genel bir egrinin
diizlesme noktasinda oskiilator hiperkiire tektir ve oskiilator hiperdiizlemle cakigir.
Bu durumda oskiilator hiperkiirenin merkezi tanimlh olmaz.

Tamm 3.4 (Ozdemir 2004, Vargas 2005) Null olmayan bir diizgiin (diizlesme nok-
tasiz) vy egrisinin oskiilator hiperkiiresinin merkezlerinin geometrik yerinden olusan
C., : I — EP*! egrisine v egrisinin fokal egrisi denir.

Bir noktada ~ egrisinin tegetine dik hiperdiizlem ~y egrisine teget tiim hiperki-
relerin merkezlerinin kiimesinden olugur. Bu nedenle oskiilator hiperkiirenin merkezi
boyle normal bir hiperdiizlemde uzanir. Sonug olarak fokal egri, fi,--- , f,, diizgin
fonksiyonlar olmak iizere

Cy () = (v + finy + . + frunim) (5) (3.1)

10
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seklinde verilebilir.

Tamm 3.5 (Ozdemir 2004, Vargas 2005) f;, i = 1,--- ,m, katsayisina + egrisinin 4.
fokal egriligi denir.

Lemma 3.6 (()zdemir 2004) v : I — E™* null olmayan bir Frenet egrisi olsun.
egrisinin fokal egrisinin teget vektori v'nin n,, normal vektoriiyle orantihidir.

Ispat: d® : R x E"*! — R olmak iizere g, (s) = 3 1C = v (s)||?, uzakhk kare

fonksiyonlar ailesidir. Buradan

e

esitligi vardir. & = (v,~) /2 denilirse, fokal egrinin tanimindan

(', Cy (5)) = ¢
(", Cy (9)) — 5”=

: (3.2)
(D, €y (9)) =m0 = 0
esitlikleri elde edilir. Bu denklemlerin s’ye gore tekrar tiirevi alinirsa;
(7, CL(s)) + (", Cy () = €' =
<’)///7 C{/ >+ /// ( )> f/// —
: (3.3)
< (m+1) Cl > + <,_Y (m+2) C’y (S>> . £(m+2) -0
denklem sistemi bulunur. (3.2) ve (3.3) denklem sistemlerinin birlegimiyle
(v, (s)) =0,
(", C (s)) =0,
; (3.4)

(. () =0

olur. Bu son denklem sistemi fokal egrinin C7 (s) teget vektoriiniin + egrisinin
oskiilator hiperdiizlemine dik oldugu yani n,, normal vektoriiyle orantilidir.  [J

Onerme 3.7 (Ozdemir 2004) E™*! uzayimnda null olmayan bir Frenet egrisinin diiz-
lesme olmayan noktasinin bir koge noktasi olmasi igin gerek ve yeterli kosul fokal
egrinin hiz vektoriiniin bu noktada sifir olmasidir.

Ispat: Eger v (t) bir kose noktasi ise, (3.2) denklem sistemine ek olarak;
(479,€, 5)) — €79 =0

11
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denklemi saglanir. Bu denklemle (3.3) sisteminin son denkleminden
(YD, (s)) = 0

bulunur ki bu denklem ve (3.4) sistemi, fokal egrinin C! hiz vektoriiniin sifir oldugunu
kanitlar.

Tersine; bir 7 (sg) noktasi koge noktasi degilse fokal egriye kargilik gelen nokta
(Y (s0) , Cy (s0)) = €7 (s0) # 0

ifadesini saglar ki; (3.3) sisteminin son denklemiyle birlikte C! (s) # 0 oldugunu ima

eder ki bu bir geligkidir. O

Asgagidaki teorem null olmayan bir egrinin fokal egrilikleriyle Oklid egrilikleri
arasindaki bagintiy1 gosterir.

Teorem 3.8 (Ozdemir 2004) Null olmayan s yay uzunlugu ile parametrize edilmis
v« I — ET* egrisinin fokal egrilikleri f,, # 0 icin agagidaki ”skalar Frenet denk-
lemlerini” saglar:

&t , O K1 O 0 O O O

€y f} —k1 O Ko 0 0 0 fi

8nzf% 0 —ky O 0 0 0 Ja

Eng [3 0 0 —k3 0 0 0 /3

: = | . : ) : ) i (3.5)

Enm_zf{n—Q 0 0 o .- 0 Km—1 0 Jm—2
€npm_1 m—21 , 0 0 0 o —Rm—1 0 RKm fmfl
_gnmﬂn:':_(;}’;?_ (0 0 0 - 0~k O] | fu]

Ispat: Yay uzunlugu parametresine gore; (3.1) ile tanimh fokal egrinin tiirevi
alimirsa ve (2.1) Frenet denklemleri kullanilarak;

C! = (1 —eerr fi) t 4 (f) — enyhafo) My + (fy + eny fihe — Eny f3ks) Ny
+ o+ (ff +en fic1hi — en, fis1Rig) D+ -+ (fr, + €np frm16m) Dy

elde edilir. €7, n,, vektoriiyle orantili oldugundan

1 = e¢krfi,
f{ = 5n1’%2f27
fé - —€n2f1I€2 + 61f12f3/'i37
frln—l - _6nm71fm—2/{m—1 + Enmflfm/{m

esitlikleri bulunur. Buradan C! = (f! + en,, fm—1Km) Ny olur. Oskillator Lorentz
kiirelerin denklemleri 72 = (C, — v, C,, — 7) oldugundan f,, # 0 i¢in

+ (7“72”)/ =2((f), + en, frn16m) O, f101 + .. + [y
(r2)

2fm

Jm—1Em = —€n,, o, £ bulunur. O

12
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Not 3.9 Pseudo-kiiresel bir egrinin oskiilator Lorentz kiiresinin yaricapi sabit ol-
masindan (3.5)’in son esitligi, f—15m + €n,, [, = 0 esitligiyle ifade edilebilir.

Sonug 3.10 (Ozdemir 2004) i) E™*! uzayinda null olmayan bir egrinin diizlesmeyen
bir noktasinin koége noktasi olmasi igin gerekli ve yeterli kogul bu noktada f/, +
En,, fm—1Km = 0 olmasidir.

i1) E7"*! uzayimda null olmayan bir egri bir Lorentz kiiresi iizerinde uzanir ancak
ve ancak f! + ey, fm-15m = 0 esitligi saglanir.

Ispat: i) CL = (f}, + €ny fm—1Km) Ny oldugundan Onerme 3.7'den istenen aciktir.

2 /
1) fom—1Km = —€n, [, % oldugundan f/ + ep,, fm—1km = 0 esitliginin
saglanmasi icin gerek ve yeter kogul r,,'nin sabit olmasidir ki bu null olmayan bir
egrinin Lorentz kiiresi iizerinde uzandigini gosterir. U

Teorem 3.11 (Ozdemir 2004) E*! uzaymda null olmayan bir + egrisinin #;, i =
1,...,m, Oklid egrilikleri

fi Ji1fi
formiilii ile fokal egrilikleri vasitasiyla ifade edilebilir.
ispat: Teorem 3.8’in skalar Frenet denklemleri kullanilarak;
= S = Emfif
il fif
o Enyfo + Kaft  En [1fl + Enyfofs
3= =
s faf3
bulunur.
En 11+ Enfofs + .t en  fioafi
R; =
fio1fi
olsun. Bu denklemle ¢y, f/ = —fi_1k; + fir1Ki+1 denklemi birlegtirilerek
Sy = Se——
K; =
- firn
_ gnlflf{ + 5n2f2fé + s _I_ gl’lzf’ble
fifit1
bulunur ki bu da tiimevarim hipotezinden (3.6) esitlikleri elde edilir . O

Tanmim 3.12 (Vargas 2005) E7"™' uzaymda null olmayan bir Frenet egrisinin bir
noktasinda oskiilator Lorentz kiiresinin merkezi oskiilator hiperdiizleminde uzanirsa
(vani f,, = 0 ise) bu noktaya egrinin pseudo-kise noktasi denir.

13
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Asagidaki teorem herhangi k-oskiilator Lorentz kiiresinin yarigapmin kritik
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogulu sunar.

Teorem 3.13 (Ozdemir 2004) ET*! uzaymda yay uzunlugu parametresiyle verilmis
null olmayan bir Frenet egrisinin k-oskiilator Lorentz kiiresinin 7 yaricapinin kritik
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

f2=0, k=1 icin
Je=0yada fr1 =0, 1 < k < micin
fm=0yada f +en, frm16m =0, k=migin

olmasidir.

Ispat: +17 = en, f2 + enyfs + -+ + en, f2 k-oskiilator kiirenin yaricapmi veren
denklemdir. Buradan parametreye gore tiirev alinirsa;

trpry = en S1fl + Enpfofo + o+ 5nkfkf]/q

ve buradan (3.6) formiiliini kullanihrsa 1 < k < m i¢in

+ 71y, = Kt frfos

bulunur. 7}, = 0 olmasi i¢in fr = 0 ya da fr11 = 0 esitliginin saglanmasi gerek ve
yeterdir. k = 1 i¢in fi = e¢/k; sifir olamayacagindan fo = 0 bulunur. k = m igin
+ (r2)" = 2en, fm (f) + €n, fn_1fm) oldugundan (r2)" = 0 olmasi icin f,, = 0 ya

da f! + en,, fm—1km = 0 saglanmasi gerek ve yeterdir. O

Sonug 3.14 E™ uzayinda null olmayan bir Frenet egrisinin bir noktasinda oskiilator
Lorentz kiiresinin yarigap1 kritiktir ancak ve ancak bu nokta ya kose noktasidir ya
da pseudo kose noktasidir.

3.2. Hiperbolik Diizlem Egrilerinin Fokal Egrileri

Bu boliimde; hiperbolik yiikseklik fonksiyonlarinin tekillik teorisi vasitasiyla
hiperbolik diizlem egrilerinin fokal egrilerinin tekil noktalar1 caligilacak ve bu tekil
noktalar ile hiperbolik diizlem egrilerinin hiperbolik degismezleri arasinda baginti
kurulacaktir.

I C R agik bir aralik ve s yay uzunlugu parametresi olmak tizere
v:1— H2(-1) CE}

diizgiin regiiler egrisinin birim spacelike teget vektori t(s) = 7/ (s) vektoriudiir.
e(s) =7 (s) x t(s) denirse

{e(s),e(s)) == (y(s),7(s)) (t(s),t(s)) =1

bulunur. Ayrica
t(s) xe(s)=—(t(s),t(s))7(s)+(t(s),7(s)t(s) =—v(s)

14
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ve v(s) X e(s) = —t(s) oldugundan v boyunca {v(s), t(s), e(s)} ortonormal
catist elde edilir. Agagidaki teorem diizlem egrilerinin hiperbolik Frenet-Serret tipi
formiilii gosterir (Izumiya vd 2004a).

Teorem 3.15 (Izumiya vd 2004a) Yukaridaki notasyonlar altinda ~ egrisinin hiper-
bolik Frenet-Serret tipi formiil

7' (s) = t(s),
t'(s) =7 (s) +rg(s)e(s),
e (s) = —#g (s) t (5)

seklindedir. &, (s) fonksiyonu k, (s) = det (v (s) t(s) t’'(s)) ile verilen ~ egrisinin
geodezik egriligidir.

Ispat: (t(s),t(s)) = 1 ve buradan (t'(s),t (s)) = 0 oldugundan

t'(s) = Ay (s) + pe(s)

olacak gekilde A, p € R vardir. Diger yandan (t (s),v (s)) = 0 ve buradan
(t'(s),7(s)) =1

oldugundan A = 1 bulunur. Ayrica

p=(t'(s),e(s)) = (t'(s),7(s) x t(s)) = det (v (s) t(s) t'(s)) = Ky (s)

ve

bulunur. O

Simdi, k, (s) # £1 varsayim altinda; E} uzaymnda

L (8) = e (ky (5) 7 (5) + e (s)
K2 (s) — 1]

egrisi tammlansin. HE, (s) egrisi H (—1) U H? (—1) tizerinde olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul /@!2] (s) > 1 esitsizliginin saglanmasidir; aksi durumda S} {izerinde uzanir.
Eger HE, (s), H? (—1) iizerinde ise HE, (s) yerine —HE, (s) disiiniilebilir. Bu
nedenle sadece HE., (s)nin H? (—1) tizerinde oldugu durum diigiiniilecektir. HE,
egrisine y'min hiperbolik fokal egrisi (hiperbolik evoliti) denir. Hiperbolik fokal
egrisinin geometrik 6zelliklerini incelemek igin ilk 6énce hiperbolik yiikseklik fonksiy-
onlar1 tanimlanacaktir.

3.2.1. Hiperbolik 2-uzayinda egrilerin hiperbolik yiikseklik fonksiyonlari

Bu boliimde; v : I — H? (—1) regiiler egrisi tizerinde iki farkh fonksiyonlar
ailesi tamimlanacaktir. Bu fonksiyonlardan

H":Ix H? (1) > R, H" (s,u) = (y(s) ,u)

15
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ile tanimh H7 fonksiyonuna v egrisi tizerinde hiperbolik timelike yiikseklik fonksiyonu
HY:1xS? %R, H(s,u) = (y(s),u)

ile taniml H*° fonksiyonuna v egrisi iizerinde hiperbolik spacelike yiikseklik fonksiyo-
nu denir. HT (s,u) fonksiyonu hZ (s) ile ve H® (s,u) fonksiyonu k3 (s) ile gosterile-
cektir.

Onerme 3.16 (Izumiya vd 2004a) v : I — H? birim hizhi bir egri olsun.
(A) Herhangi (s,u) € I x H? (—1) i¢in;
(a) (hf)/ (s) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul u € span {7 (s),e(s)} olmasidir.

() (hg)"(s) = (h3)" (5) =0
olmasi icin gerek ve yeter kogul
1

u=t———0= (K, (s)7(s) +e(s)), ve H;(S) > 1

K2(s) -1

ifadelerinin saglanmasidir.

() (h)'(s) = (hE)" (s) = (kE)"” (s) = 0
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

u:i;(ﬁg(s)y(s)—i—e(s)), ko (s) > 1 ve ki (s) =0
K2(s)—1

ifadelerinin saglanmasidir.

(d) (hE)'(s) = (hE)" (s) = (W)™ (s) = (WD) (s) =0
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

u:i;(ﬁg(s)y(s)—i—e(s)), ko (s) > 1 ve k) (s) = k) (s) =0

K2 (s) — 1

olmasidir.

(B) Herhangi (s,u) € I x 5% i¢in;

(a) (hﬁ)/ (s) = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kogul u € span {v (s),e(s)} olmasidir.

(8) (hS)' () = (hS)" () = 0
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
1

u=+t———o— (ke (s)7(s)+e(s)) ve fif] (s) <1

1 — K2 (s)

16
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ifadelerinin saglanmasidir.

(c) (h)" (s) = (h5)" (s) = (h$) ¥ () = 0

ancak ve ancak
1
u=+t——o—— (ky(s)7(s) +€(s), K (s) <1ver,(s)=0
1 —kZ(s)

ifadelerinin saglanmasidir.

(@) (n5) (s) = (h5)" () = (1) () = (15) "™ () = 0
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
1 2

U=+ —e—— (y (5) 7 (5) +€(5)), Ky

1 — k2 (s)

(s) <1very(s)=ry,(s)=0

olmasidir.
ispat: Hiperbolik Serret-Frenet tipi formiil kullanilarak
(1) (L)' (5) = (£ () 1)
(2) (hg)" (s) = (7(s) + g (s) e (5) ),
3 /
(3) (hD)"™ () = (1= 3 () t(5) + ) () e (s) ).
4) /
(4) ((h)™ (s) = {(1 = 7 (5)) 7 (5) = Brig () g (5) £ (s)
+ (/ﬁg (s) — Iig () + Ky (s)) e(s),u)
esitlikleri hesaplanir. (a) hipotezi (1) formiiliinden takip edilir. (a)’dan
=y (s) + e (5)
olacak gekilde A, p € R vardir. O halde (2) formiililnden
0= =X+ uk,(s)

bulunur. Buradan u = p (k, (s) v (s) + e (s)) yazilabilir; ayrica (u, u) = —1 oldugun-
dan pp = +1/,/k2(s) — 1 olur.

Diger tiim hipotezler benzer hesaplamalar yapilarak kolayca ispatlanabilir. [
3.2.2. Egrilerin hiperbolik degismezleri

Bu boliimde; H? (—1) hiperbolik uzaymdaki bir egrinin hiperbolik fokal egrisi-
nin geometrik ozellikleri ele alinacaktir. Herhangi r € R ve uy € H3 (—1) ya da
ug € 57 igin

P8 () = [ € 72 () (o) =1}

17
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ile tammlanan PS* (ug,r) kiimesine H? (—1) uzaymda ug merkezli bir pseudo-
cember olarak ifade edilir.

Onerme 3.17 (Izumiya vd 2004a) v : I — H? (—1), v} (s) # 1 olacak sekilde birim
hizl bir egri olsun. &7, (s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul

= £ (k, (5)7(5) +e(s))
mg (s)—1

vektoriiniin sabit olmasidir. Bu kogul altinda ~, H? (—1) uzaymda uy merkezli bir
pseudo-gemberin pargasidir.

Ispat: Pi(s) =+ uy = +——=— (s, ()7 (s) + e (s)) olsun. O halde;

K2(s)—1
Fr () kg (8) Ky (5)
P (s) = z 557 (5) F I~ el(s)
(|52 (s) — 1) (|52 (s) = 1])"

olur. Buradan P, (s) = 0 ancak ve ancak  (s) = 0 saglanir.

Bu kosul altinda

r = :Flig—(5> ve Ug = i; ("fg (3)7(5) —{—8(8))
|/<ag(s)—1| ‘ng(s)—l‘

denilirse tanimdan ~y (s) egrisi PS! (ug,r) pseudo-gemberinin bir parcasi oldugu
goriiliir. 0

Onerme 3.18 (Izumiya vd 2004a) v : I — H? (—1), w;(s) # 1 olacak sekil-
de birim hizh bir egri ve herhangi so € I i¢in, PS' (ug,70), ug = HE, (s) ve
Kg(s0)

|n!2](50)—1|

noktasinda en az 3. mertebeden degme noktasina sahiptir.

rg = — olacak sekilde bir pseudo-gember olsun. v ve PS* (ug, 7o), 7 (s0)

ispat: PS* (ug,70) C H2 (—1) olsun. Budurumda H7 hiperbolik timelike yiikseklik

fonksiyonu ele alimsin. Tamimdan PS* (ug, rg) = (h?:o)*l (ro) esitligi vardir. Onerme
3.16 (A)-(b) ifadesi v ve PS*(ug,79)'m 7 (sg) noktasinda en az 3. mertebeden
degmeye sahip oldugu anlamia gelir. PS* (ug,rg) C S? olmast durumunda da H*
hiperbolik spacelike yiikseklik fonksiyonu kullanilarak ayni yolla ispatlanabilir. 0

Onerme 3.18°deki PS" (ug, 7o) kitmesine oskiilator pseudo-cember (ya da geo-
dezik egriligin pseudo-gemberi) ve ug’a geodezik egriligin merkezi denir. Sonug
olarak, hiperbolik fokal egri geodezik egrilik merkezinin geometrik yeri olarak ifade
edilebilir. Ustelik, Onerme 3.16 ve 3.18’in asagidaki sonucu soylenebilir.

Sonug 3.19 Oskiilator pseudo-gember ve 7, 7y (sg) noktasinda 4. mertebeden degme
noktasina sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul &7, (s) = 0 ve s (s) # 0 ifadelerinin
saglanmasidir.
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3.2.3. Bir degiskenli fonksiyonlarin acilimlari

H" (s,u) (srasiyla H (s,u)) kL (s)'nin bir agihm (sirasiyla kS (s)) olarak
diigtiniiliirse asagidaki onerme elde edilir.

Onerme 3.20 v: I — H? (—1), Ky (s) # 0 ve £ (s0) # 1 olacak gekilde birim hizh
bir egri olsun.

(1) hl, (), so noktasimda As-tekillige sahip ise H, k% 'nin (p)versal agilimdr.

(2) hi, (s), so noktasinda As-tekillige sahip ise H®, hS "nin (p)versal agihmidur.

Emﬁ:7@):(X@%Y@%Z@»Veu::Gmx% —L+ﬁ—x@<zﬂiem

olsun. Bu nedenle

HT (s,u) = —2,X (5) + 23Y (8) + /=1 + 22 — 237 (s)

ve

f(ﬁf@mﬂwwzeww— - QZ@Os

—1+ 2} — 23
1 )
+ - Y// S . Z/l ) 827
2( Y

Onerme 3.16’dan hﬂo (s), so noktasinda As-tekillige sahip olmasi igin gerek ve yeter
kosul

= £ (1, (50) 7 (50) +  (50))
K2 (s0) — 1

2 _ o .
Ky (s) > 1, Ky (s) =0 ve r; (s) # 0 olmasidir. Bu amag igin

_ !/ 1 / ! _ T2 !
X+ =7 Y - 7
B = V L1235 \% LTI x5
— X" i 1 VA T2 A
—1+zf—a:§ —1+a:%—$§
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matrisinin singiiler olmamasi gerekir. sy noktasinda bu matrisin determinanti

X1

v/ —1+x%—x§

_(_ Izl IAVal ! n ! rzll [AVe/ !/ I _ T2
det B = (=(V'2" = ZY"), ZX" = X'Z" XV = Y'X") | = =tey
—1
T1
—1+ac%—:c%
— {X/,Y/,Z/} % {X”,Y//,Z”} _ 711227 =
—1
1 —h

T2

(t % (v + Kge))
V1422 — 22 122 a2

2
—KyY — €,
—1+x1—x2>< g 0>

1
+ —KgY —€,KsY + €
( —1—0—:1:1—172)( H§_1< g7 g7 >)
:F

£0

—1 + 22 — 23
oldugundan B matrisi singiiler degildir.
(2) H® igin de benzer yolla ispatlanir. O
Teorem 3.21 ~: [ — H? (—1) regiiler bir egri olsun.
(1) &} (s0) # 0 ise HE, (so) noktasinda hiperbolik fokal egri regiilerdir.

(2) K, (s0) = 0 ve ry(so) # 0 ise HE, (sp) noktasinda hiperbolik fokal egri
H? (—1) ya da S} uzaymdaki koordinatlarm diizgiin degisimine gére lokal olarak
siradan zirvedir.

ispat:

HE, (s) = = () (k2 = 1) (7 (s) + 5y (5) € (5))

oldugundan (1) hipotezi dogrudur. (2) igin H” 'nin gatallanma kiimesi

Bif (H) = iﬁ (g ()7 (3) + € () : w2 () > 1

olarak bulunur. H? (—1) hlperbohk uzayinda vy 'nin hiperbolik fokal egrisi bu kiimenin
bir parcasidir. Teorem 2.12 ve Onerme 3.20’den, Ky (s0) = 0 ve ky (so) # 0 ise
uy = i\/ﬁ (kg (s0) v (50) +€(s0)) noktasinda Bzf (HT), H? (—1)’de koordi-

natlarin diizgiin degigsimine gore lokal olarak zirvedir. U
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Sonug 3.19 ve Teorem 3.21, hiperbolik fokal egrinin zirve noktasinin ~ ve
oskiilator pseudo-gemberin 4. mertebeden degme noktasina sahip oldugu + (sg) nok-
tasina kargilik geldigini soyler. Bu nedenle boyle bir noktaya v egrisinin siradan kose
(ordinary vertex) noktasi denir. 7 (so) = 0 ve ky (so) = 0 olan 7 (sp) noktasima
egrisinin yiksekce kise (heigher verter) noktast denir.

3.3. Lorentz 3-Uzayinda Spacelike Yiizey Uzerindeki Egrilerin Evoliitleri

Bir onceki boliimde hiperbolik H i (—1) uzayinda hiperbolik diizlem egrilerinin
fokal egrileri tanitilmig ve geometrik ozellikleri incelenmigtir. Bu boliimde E? Lorentz
uzayimndaki herhangi spacelike M yiizeyi tizerindeki egrilerle elde edilen fokal egriler
yani evoliitler incelenerek bu kavram genisletilecektir.

5 : I — U bir regiiler egri ise v (s) = ¢ (7 (s)) ile tammh v : T — M C E?
egrisi vardir. s yay uzunlugu parametresi olmak iizere t (s) = 7' (s) ve M spacelike
ylizeyi boyunca p = ¢ (u,v) igin birim timelike normal vektor alani

(¢, X @) (u,v)
(eu X @,) (u,v)]

n(p) = H

olarak ifade edilsin. Eger (n,(1,0,0)) < 0 ise n vektoriine gelecek yonli (fu-
ture directed) denir. M spacelike yiizeyinin oryantasyonu n gelecek yonlii olacak
sekilde secilsin. n., (s) = no v (s) ile tamimh v boyunca bir birim timelike nor-
mal vektor alani vardir. Bu nedenle b (s) = t(s) x n, (s) birim spacelike binor-
mal vektor alani tanimlanabilir. O halde v boyunca Lorentz Darboux ¢atisi denen
{t(s), n,(s), b(s)} pseudo-ortonormal catisi elde edilir.

fin (5) = = (t'(s) , 0y (5)) g (5) = (t'(5) , b (s))
7g(s) = —(b'(s),ny (5))

olmak ftizere, bir onceki boliime benzer argiimanlarla

t'(s) = #n () 0y (5) + g () b (s),
0 (s) = fin ()t () + 74 (s) b (s),
b’ (s) = —kg (s) 6 (s) + 74 (s)m; (s),
esitlikleriyle ifade edilen Frenet-Serret tipi formiil vardir. Spacelike v egrisi
bir geodezik egridir eger x, = 0 ise,
v egrisi bir asimptotik egridir eger x,, = 0 ise,
bir asal egridir eger 7, = 0 ise
seklinde karakterize edilebilir:
3.3.1. Spacelike yiizey iizerinde yiikseklik fonksiyonlar:

Bir 6nceki boliimde H? (—1) uzaymdaki bir egri tizerinde tammlanan H” ve
H? yiikseklik fonksiyonlar1 spacelike M yiizeyi iizerindeki bir v : I — M C E3 regiiler
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egrisi iizerine genisletilebilir. H7T ve H® fonksiyonlar sirasiyla ~y egrisinin time-
like yikseklik fonksiyonu ve spacelike yikseklik fonksiyonu olarak isimlendirilebilir.
HT (s,v) fonksiyonu AL (s) ile ve H? (s,v) fonksiyonu hZ (s) ile gosterilecektir.

Asagidaki Onerme, Bolim 3.2.1°deki Onerme 3.16'mn spacelike M yiizeyi
tizerine genellestirilmesidir.

Onerme 3.22 (Sato 2012) v : I — M birim hizli bir spacelike egri olsun.
(A) Herhangi (s,v) € I x H? (—1) i¢in;

(1) (hf), (s) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul v = An, (s) + ub (s) olacak sekilde
A, 1 € R vardir.

(2) (ALY (s) = (hY)" (s) = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kogul
1

V== (kg (s)my (s) + Kn (5) b (s))
VR (s) = K2 (s)

ve /@5 (5) > K2 (s)
olmasidir.
(3) (L) (s) = (h1)" (s) = (hf)(g) (s) = 0 olmasu i¢in gerek ve yeter kogul
1

v=1+ (kg (8) 1y (8) + K (5) b (5)),
NCACEEAS

ko (s) > ko (s) ve o (s) = (:—Z>/+Tg (1— (Z—:)j =0

ifadelerinin saglanmasidir.

(4) (hT)' (s) = (KT)" (s) = (hT)"® (s) = (h1)" (s) = 0

olmasi i¢in

Vet (i, (), (5) + K ()b (s)

NCACEEAS

ko (s) > k2 (s),om (s) =0ve oy (s) =0

ifadelerinin saglanmasi gerek ve yeterdir.
(B) Herhangi (s,v) € I x S? igin;

(1) (hf)l (s) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul v = An, (s) + ub (s) olacak sekilde
A, € R vardir.
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(2) (15 () = (S)" (s) = 0
olmasi icin gerek ve yeter kosul
1

v=t (g (s) 1, (5) = o (5) b (5))
NCAOEEAD

ve K () > k2 (s)
olmasidir.
(3) (h5)' (s) = (5)" (s) = (h5)™ () = 0
olmasi icin gerek ve yeter kosul

Vet (s, ()0, (5) — i (5)B(9)).
VRE () = k2 (s)

ki (5) > Ky (s) ve op (s) = (:—Z)/+Tg (1 - (:—:)2) =0

ifadelerinin saglanmasidir.

4) (h8)' (s) = (h5)" (s) = (1) (s) = (1) (s) = 0

olmasi icin gerek ve yeter kogul

— ! (g ()10, (5) = in () B ().
VRE () = R2 (s)

Ky (s) > k2 (s),0p(s) =0 ve ol (s) =0

olmasidir.

Ispat: % = (t,v) = 0 ise v = An, (s) + ub (s) olacak sekilde A, p € R vardir
oyle ki v e H? (—1) oldugundan —A* + p* = —1 saglamr. Frenet-Serret tipi formiil

kullanilirsa

82 HT
5 = (t',v) = = ARy, + piky
olur. Buradan % = 82?; = 0 esitlikleri saglanir ancak ve ancak

v =An, (s)+ pb(s) ve Ak, = pry
esitlikleri vardir. Bu ifade
A2 (/{3 — /{i) = K2

g
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koguluna denktir. x7 (s) > k2 (s) kosulu altinda

Ve ket (5, ()1, (5) + K (5) b (5))

NCAOEEA®

OHT __ 92HT __ 93HT
Os ~—  0s2 T 0s3

bulunur. Ayrica = 0 egitlikleri i¢in

/ 2 2 —
Ryl + KyTyg — Ry Tg — Knky =0

olmas gerek ve yeterdir. 2 (s) > w7 (s) kosulu altinda son esitlik ? ile béliniirse

! 2
oy = <@> + Ty (1— (ﬁ) ) =0
kg kg
esitligi bulunur. H? fonksiyonun 4. dereceden tiirevi alimirsa yukaridaki kosullara
ek olarak;

/

" 2 _1/ / 2 _2 " o__
— Kghy, — 26K Ty — KTy + 2RpK, Ty + K, Ty + Knky = 0

vardir ki bu kosul oy (s) = 0 ve o4 (s) = 0 kosullarina denktir. (B) i¢in de benzer
hesaplamalar yapilabilir. O

Simdi, hy : I — H? (-1) ved, : [ — S}

Kg (5)
e () = n, (s) + b (s)
NCAOEEAO NCAOEEA®
d—y (S) _ "ig (S) Kn (S> b (S)

egrileri tanimlansin. h, egrisine M spacelike ylizeyine gore « egrisinin hiperbolik
fokal egrisi ve d., egrisine M spacelike ylizeyine gore v egrisinin de Sitter fokal egrisi
denir. Ayrica, h, ve d, egrilerinden birine M spacelike ylizeyine gore vy egrisinin
pseudo-kiiresel fokal egrisi denir. Direk hesaplamayla;

h’, (s) = 0 ancak ve ancak oy (s) = 0,
d., (s) = 0 ancak ve ancak op (s) =0,

ifadeleri bulunur. Bu nedenle h., (s) = vq sabittir ancak ve ancak oy (s) = 0 denkligi
vardir. Bu durumda, P (v,7) = {x € E} : (x,v) =7, r € R} olmak iizere, Onerme
3.22'den hl (s) sabittir; yani hi (s) = (v (s),vo) = r olacak sekilde r € R vardir ki
bu Im~y = P (vg,r) N M esitligini gercekler. Bu formdaki egrilere M’nin hiperbolik-
dilimi (H-dilim (H-slice)) denir. Aym yolla v € 5% i¢in Im~y = P (v,r) N M ile
de Sitter dilim (D-dilim) tammlamir. Eger s, = 0 ise, h, (s) = n, (s) olur. Bu
ise p = ¢ (u,v) noktasmmda v € H? (—1) i¢in P (v,r) kiimesinin bir teget diizlem
oldugu ve P (v,r)NM’nin singiiler noktaya sahip oldugu anlamina gelir. Bu nedenle
Kn # 0 olmasi durumu igin H-dilim egrisi ele alinabilir (Sato 2012).
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imdi oy ve op fonksiyonlariin geometrik anlamlar: arastirilacaktir.
) 2
H :E? x H? - R, (x,v) = (x,V)

fonksiyon ailesi tanimlansimn. Herhangi vy € H3 (—1) icin b7 (x) = H” (x,v,) ile
gosterilirse

hg, (5) = (7 (s), Vo) = H" (7(5), vo) = by, (7(5))

bulunur. Dahasi, herhangi sy € R ve vo = h,, (s) i¢in (b7, |M)_1 (r) M’nin bir H-

dilimidir. Onerme 3.22’den r, = hL (so) olmak tizere ( 50)71 (ro) = P (vo,70),

7 (so) noktasmda ~ egrisine tegettir ki boylece (hZ |M)71 (ro), =y egrisine teget
olan M yiizeyinin bir H-dilimidir. TP;?O () = P (vo,10) diizlemine vo = h, (so)
vektoriine gore v (sg) noktasinda v egrisinin spacelike teget diizlemi denir. Da-

hast, K, (s) # 0 ise (hT |M)71 (ro) H-dilimi v (sg) noktasinda singiiler degildir.
Buna 7 (so) noktasinda M spacelike yiizeyine iligkin ~ egrisinin teget H-dilimi denir.

Tﬁ ~(so) e gosterilir. O halde yukandaki iglemlerden ve Onerme 3.22’den, ~ ve

S
PVOn/(So)’ v

ve o’y (s9) # 0 ifadelerinin saglanmasi gerek ve yeterdir. x,, (s9) # 0 olmak iizere bu
kosullar ~ ve T; I\ﬁl{ v(s0) Y (so) noktasinda 4. mertebeden degmeye sahiptir koguluna
denktir. O halde agagidaki énerme soylenebilir.

(so) noktasinda 4. mertebeden degmeye sahip olmasi igin oy (s9) = 0

Onerme 3.23 (Sato 2012) v : I — M, regiiler bir egri olsun. Asagidaki kogullar
denktir:

(1) v ve TP;?O ~(s0) spacelike teget diizlemi 4. mertebeden degmeye sahiptir,
(2) o (50) = 0 ve a7y (s0) # 0. Eger i, (so) # 0 ise Ty .y teget H-dilimi -y (so)
noktasinda singiiler degildir ve bu iki kosul agagidaki kosula denktir:

(3) v ve TRI,H{’ o) Y (so) noktasinda 4. mertebeden degmeye sahiptir. Dahasi,
Fn(s9) = 0ise T' Pfo (s0) SPacelike teget diizlemi M ytizeyinin T, s,)M teget diiz-
lemidir ve t (sg), v (so) noktasinda M’nin asimptotik vektoridiir.

Diger yandan v € S? i¢in P (v, r) bir timelike diizlemdir. Bu nedenle D-dilim
her zaman regiiler bir egridir. Ayrica

HY - E3x S 5 R; (x,v) = (x,V)

tamimlansin. Yukarida H” igin takip edilen benzer yolla, vo = d, (so)’a gore 7 (o)
noktasinda ~ egrisinin timelike teget dizlemi ve M ylizeyinde ~ egrisinin teget D-

dilimi tanimlamalar1 yapilabilir. Sirasiyla bu kavramlar 7T Pg; N

gosterilir. Ayrica Onerme 3.22'den, 7 ve TMD7(80)7 v (sp) noktasinda 4. mertebeden

(so) V€ TMI?’Y(SO) ile

degmeye sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul op (s9) = 0 ve 0, (s9) # 0 olmasidir.

Onerme 3.24 (Sato 2012) v : I — M, regiiler bir egri olsun. Asagidaki kogullar
denktir:
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(1) v ve timelike teget diizlem T PT

voy(s0) 4. mertebeden degmeye sahiptir.

(2) op (so) = 0 ve o’y (s0) # 0 ifadeleri vardir.
(3) v ve teget D-dilim Tmﬁfﬂ(so) iglincii mertebeden degmeye sahiptir.

Sonug olarak, pseudo-kiiresel fokal egriler sabitse, yani h; =0 yada d’7 =0,
M yiizeyi tizerinde model egriler vardir.

3.3.2. Spacelike yiizey iizerindeki egri icin fonksiyon agilimlar:

Bu boliimde; pseudo-kiiresel fokal egrilerin tekil noktalar: ¢caligilacaktir. Tekil-
lik teorisinde temel kavramlar goz oniine alinarak agagidaki onerme soylenebilir.

Onerme 3.25 (Sato 2012) v : [ — H? (—1), #, (s) # 0 ve #, (so) # 0 olacak sekilde
birim hizli bir egri olsun.

(1) kY, (s), so noktasinda As-tekillige sahip ise H”, b (s)nin (p)versal agihmdir.

(2) hS . (), so noktasinda As-tekillige sahip ise H®, ho , (8)'nin (p)versal agihmdir.

Ispat: 7 (s) = (20,21, 22) ve v = (x/v% + v3 + 1,1}1,1)2) € H? (—1) olmak tizere

H" (5,v) = —x0 (s) \/v} + v + 1 + 21 (8) vy + 22 (5) vo

ve
8HT -V aHT — g
- To ($) +21($), = 7o (8) + w2 (s
vy v 43+ 1 0 (8) +1.(5) s v+ 02 +1 0 () F 2 (5)
P2HT —uy , / 2HT vy / ,
= Ty (s) +xy(s), = 2l (s) + 2. (s
0s0v; v+ 0241 0 (5) + 21 (s) O50vs P+ 0 (s) + x5 (s)
PHT - " . BHT 0y ) )
88287}1 rU%_i_rU%_i_l O( ) 1( ) 88281}2 U%‘i‘fl}%‘i‘l 0( ) 2( )

olur. Onerme 3.22'den h% (s), sy noktasinda As-tekillige sahiptir ancak ve ancak

vetr 1 (g (5) 11, (5) + 1o (5) B (), K2 () > 2 (s).

VR (s) =2 (s) ’

o (s) =0ve oy (s) #0

kogullar1 vardir. Simdi
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matrisinin tekil olmamasi gerekir. O halde bu matrisin determinanti

—1
V1
N A Y A7 AN SN S RN SN N/ AN N AN My o
det A = (— (2o — xhall) , ahaf — xpaly, v — xjz0) | \J/ortoz+t
v
\/U%—i—v%—i—l
—1
vl
_ / / / 1 ! 1!
= {xg, 71, vy} x {xg, 21, 74 Vi34l
v
\/v%—i—v%—i-l
—1
v1

\/ﬁ (t X (Rnny + Kgb)) [ \/o3ed 1

V2

\/ v%—i—v%-}—l

_ = (Rub-trg0s)) - (5 (5) 1 (5) 15 (5) B (5))
\/(/@g (s)-K2 (s)) (v3+v3+1)

NCACEEAS
vi4+vs+1

olarak bulunur.

Spacelike yiikseklik fonksiyonu H*® icin de aym diisiinceler uygulanirsa (2)
hipotezi elde edilir. OJ

Teorem 3.26 (Sato 2012) v : I — M regiiler bir egri olsun.
(A1) o (so) # 0 ise h, (so)'da hiperbolik fokal egri regiilerdir.
(A2) Asagidaki kogullar denktir:

(7) hy (s0) noktasinda hiperbolik fokal egrinin germi siradan zirveye diffeomor-
fiktir.

(13) om (so) = 0 ve oy (so) # 0 ifadeleri saglanir.

(iii) vo = h. (s0) olmak iizere, v ve spacelike teget diizlem T'P5

o (50) dordiincii
mertebeden degmeye sahiptir.

(1v) Kn (50) 7 0 ise 7y (s9) noktasinda teget H-dilim T} (so) Singliler degildir ve
egrisi ile dordiincii mertebeden degmeye sahiptir.
(B1) op (s0) # 0 ise d, (s9) noktasinda de Sitter fokal egri regiilerdir.v
(B2) Asagidaki kogullar denktir:

() d (s0) noktasinda de Sitter fokal egrinin germi siradan zirveye diffeomorfiktir.
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(i7) op (so) = 0 ve o, (so) # 0 ifadeleri saglanir.

(7i1) v ve timelike teget diizlem TPE; ~(50) dordiincii mertebeden degmeye sahip-
tir.

(iv) v egrisi ile teget D-dilim 7,7 +(so) dOrdiincii mertebeden degmeye sahiptir.

Ispat: Onerme 3.22den oy (s) = 0 ise h.,(s) = 0 oldugundan (A1) kolaylikla
goriiliir. Aym 6nermeden H”'nin catallanma kiimesi

Bif (H") = h,(s) = fy (3) n, (s)+ fon () b (s): Kl > kn

e —ri) R ) — ()

oldugundan oy = 0 ve o # 0 ise Teorem 2.12 ve Onerme 3.25'den Bif (HT)
kiimesinin germi siradan zirveye diffeomorfiktir. Diger denklikler Onerme 3.23’den
takip edilir. Bu (A1) ve (A2)'nin kamtim tamamlar. Benzer sekilde H® fonksiyonu
diigtiniilerek de kalan iddialar kanitlanabilir. U

3.4. Lorentz 3-Uzayinda Timelike Yiizey Uzerindeki Egrilerin Evoliitleri

Bir 6nceki boliimde; E3 Lorentz uzayindaki herhangi spacelike yiizey iize-
rindeki egrilerin Darboux catis1 vasitasiyla evoliitleri incelenmigtir. Bu boliimde ise
timelike ytizey tizerindeki egrilerin evoliitleri Boliim 3.3’deki notasyonlar kullanilarak
Darboux catis1 yardimiyla ele alinacaktir.

U C R? agik bir kiime olmak tizere ¢ : U — E? bir timelike gomme (embed-
ding) fonksiyonu ve ¢ (U) = M olsun. 7 : I — U bir regiiler egri ise v (s) = ¢ (7 (s))
ile tammli bir v : I — M C E3? egrisi vardir. Bu egri spacelike veya timelike egri
olabilir ya da egri lightlike noktalara sahip olabilir. Egri spacelike ya da timelike
olmasi durumunda s yay uzunlugu ile parametrize edilebilir. O halde t (s) = 7/ (s)
birim teget vektorii olmak tizere {t (s), n, (s), b(s)} egrinin Lorentz darboux ¢atis
olsun. Spacelike yilizey tizerindeki egrilere benzer notasyonlarla

kin (5) = (t'(s), 15 (5)) g (5) = (' (5),b(s5)) very(s) = (b'(s),m,(s))
olmak tizere timelike yiizey tizerindeki null olmayan bir egri igin Izumiya vd (2015)
t'(s) = fin () 1y (5) — €ekig (s) b (s),
0 (s) = —€ehin (5) (5) + 267y () D (s)
b’ (s) = —Ethy (s)t(s)+ Tg (s) n, (s),

»

v

Frenet-Serret tipi formiili kullanmigtar.
3.4.1. Timelike yiizey iizerinde yiikseklik fonksiyonlari

Bu boliimde; Boliim 3.3.1’de tanimlanan timelike ve spacelike yiikseklik fonksi-
yonlari timelike yiizey iizerindeki egriler i¢in de incelenecek ve fokal egrileri bu
fonksiyonlar vasitasiyla verilecektir.
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Onerme 3.27 (Izumiya vd 2015) (A) 7 : I — M birim hizli spacelike regiiler bir
egri ve w7 (s) > k7 (s) olsun. Herhangi (s, v) € I x H? (—1) igin;

(1) (hz)/ (s) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul v = An, (s) + ub (s) olacak sekilde
A, 1 € R vardir 6yle ki —pu? + A2 = —1 esitligi saglanir.

(2) (h%) (s) = (hY)" () =0
olmasi icin gerek ve yeter kosul
1

v=t (o ()b (s) = Ry () (5)
NCAOREA®

olmasidir.

(3) (h2)"(s) = (%)" (s) = (W)® () = 0

esitliklerinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kogul
1

v==z (ki ()b (5) = g (5)m, (5))
NCAOREAO

ve o (s) = (Kgk, + KTy — Kykin — KoTy) (s) = 0

olmasidir.

(4) (h)'(s) = (0%)"(s) = (W)™ () = (%)™ (s) = 0
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
1

v=i (i ()b (s) = Ry () (5)
NCAOEEAC)

or(s) =0ve oy (s)=0
egitliklerinin saglanmasidir.

(B) v : I — M birim hizh spacelike ya da timelike regiiler bir egri ve e¢x?, (s) < K (s)
olsun. Herhangi (s,v) € I x S? i¢in;

(1) (hf), (s) = 0 esitligi saglanir ancak ve ancak v = An, (s) + ub (s) olacak sekilde
A, 1t € R vardir yle ki —e¢pu? + A2 = 1 olur.

(@) (hS)'(s) = ()" (5) =0
olmasi icin gerek ve yeter kosul
1

v=i (i (5) B (5) = Ry (5) m, (5))
VA2 (s) = e (s)
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olmasidir.

(3) (hS)' (s) = (h3)" (s) = (hS)® (s5) = 0

esitliklerinin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul

vt ! (i (s) b (5) = 1y () m, ()
VF2(s) = 2 (s)

ve op (s) = (Kykn + eekiTy — Kk, — FaTg) (8) =0

olmasidur.

(4) (hS)' (s) = (hS)" (s) = (hS)"® (5) = (h$)™ (s) = 0

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

vet . (n ()b (5) = g ()1, (5))
V/F2(s) = e (s)

op(s) =0veop(s) =0
esitliklerinin saglanmasidir.

ispat: Onerme 3.22’deki yonteme benzer sekilde ve timelike yiizey tizerindeki Frenet-
Serret tipi formiil kullanilarak ispat1 yapilabilir. 0

H" ve H? fonksiyonlar ailesi E? iizerinde sirasiyla timelike ve spacelike diiz-
lemler arasindaki degme derecesini olcer.

Not 3.28 (Izumiya vd 2015) (a) 7 egrisinin timelike egri olmasi durumunda bir
s € Iigin (AL)'(s) = 0 olacak sekilde v € H? (—1) yoktur. Bu nedenle timelike egri
icin H"'nin catallanma kiimesi bogtur (Onerme 3.34 (1)). O halde H icin timelike
M yiizeyi tizerinde sadece spacelike egri diigtintiliir.

(b) Yukaridaki Onerme 3.27 (A)-2'den 2 (s) < k2 (s) esitliginin sagladig1 egrinin
noktalar1 icin A7 yiikseklik fonksiyonu s degerinde As, tekillige sahip degildir. Diger
bir deyisle, eger herhangi s € I igin k2 (s) < Iig (s) esitligini saglayan bir spacelike
egri ise H"'nin catallanma kiimesi tanimli degildir (Onerme 3.34 (2)).

(¢) Yukaridaki Onerme 3.27 (B)-2'den g2 (s) > k2 (s) esitliginin sagladig
egrinin noktalar1 i¢in k% yiikseklik fonksiyonu s degerinde As, tekillige sahip degildir.
Diger bir deyisle, eger herhangi s € I igin &4k, (s) > &7 (s) esitligini saglayan null
olmayan bir egri ise H%'nin catallanma kiimesi tamml degildir (Onerme 3.34 (1)).

ko () > K2 (s) ve K (5) > eehip, (s) olmak iizere, yukaridaki hesaplamalar goz
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oniine almarak; h., : I — H?*(—1) ve d, : I — S} olmak tizere

Fy (5) 30

Ry (s) = - n, (s) + b (s)
NCAOREAD NCAOEEAD

a5 =2y

NCAORECAO NCAORECAO

seklinde tamimh A, egrisine timelike bir M ylizeyi lizerindeki v egrisinin hiperbolik
fokal egrisi ve d., egrisine v egrisinin de Sitter fokal egrisi denir. Ayrica, h, ve d,
egrilerine timelike M yiizeyine gore ~ egrisinin pseudo-kiresel fokal egrilert olarak
da isimlendirilir. Izumiya vd (2015) evoliit veya fokal egri yerine Darboux gériintiisii
olarak isimlendirmigtir.

h., hiperbolik fokal egrisi H2 (—1) veya H? (—1) pargalarinda bulunabilir. h.,
H? (—1) i¢inde yer aliyorsa h., yerine —h., diigiiniilebilir. Bu nedenle h.,, H? (—1)
uzayinda disiiniilecektir.

Lemma 3.29 (Izumiya vd 2015) (1) Onerme 3.27deki varsayimlar altinda h, (s)=0
olmasi icin gerek ve yeter kosul o (s) = 0 olmasidir. Yani h, (s) = v sabittir ancak
ve ancak og (s) = 0 esitligi vardir.

(2) Onerme 3.27’deki varsayimlar altinda d., (s) = 0 olmas: igin gerek ve yeter
kosul op (s) = 0 olmasidir. Yani d, (s) = vq sabittir ancak ve ancak op (s) =0
esitligi vardir.

Ispat: Pseudo-kiiresel fokal egrilerin parametrizasyonlarinin tiirevleri alinarak ko-
layca goriliir. O

Lemma 3.29 ve Onerme 3.27 (B)-2’den h3, sabittir yani

W5, (s) = (v (s),vo) =7

olacak gekilde r € R vardir ki bu P (v, 7) bir timelike diizlem olmak tizere, Im~y C
P (vo,7)NM esitligini soyler. P (v, )M formundaki egrilere M yiizeyinin de Sitter
dilimi (D-dilim (D-slice)) denir. P (v,r) N M formundaki egrilerin regiiler olmasi
i¢in k,, # 0 durumunda D-dilim diigiiniilebilir. Gercekten, x,, = 0 ise v =n, (so) ya
da v = —n, (sg) olmak tizere d, (so) = v olur. Bu nedenle ry = hZ (sg) olmak iizere
P (v,19), M yiizeyinin T(s,)M teget diizlemidir ve P (v,ry) N M singiiler noktaya
sahiptir ¢inkil iki gaprazlanmayan ytizeyin kesigimidir. Aym yolla v € H? (—1) igin
P (v,r)NM ile hiperbolik-dilim (H-dilim (H-slice)) tanimlanir. P (v, ) bir spacelike
diizlem ve M bir timelike diizlem oldugu i¢in H-dilim her zaman regiiler bir egridir.
Bu nedenle agagidaki énerme soylenebilir.

Onerme 3.30 (Izumiya vd 2015) (1) ko (s) > egkin (s) ve t/(s) # 0 olmak iizere
yay uzunlugu ile parametrize edilmis v : I — M spacelike ya da timelike egrinin de
Sitter fokal kiimesi vy € S? sabiti olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi s € I
icin op (s) = 0 olmasidir ya da v, P (vo,r) N M ile verilen M timelike yiizeyinin
D-dilim egrisinin bir parcasi olmasidir.
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(2) K2 (s) > K2 (s) ve t/ (s) # 0 olmak fizere yay uzunlugu ile parametrize edilmis
7y : I — M spacelike egrinin hiperbolik fokal kiimesi vo € H3 (—1) sabiti olmas: igin
gerek ve yeter kogul herhangi s € I igin oy (s) = 0 olmasidir ya da v, P (v, r) "M
ile verilen M yiizeyinin H-dilim egrisinin bir parcasi olmasidir.

Simdi oy ve op fonksiyonlarimin geometrik anlamlari arastirilacaktir. Bu
amag i¢in Bolim 3.3.1’de tamimlanan f)zo ve hfo fonksiyonlar1 diigiiniilecektir. Her-
hangi sabitlenmis v € S? igin b3 (v (s)) = hJ (s) ve herhangi sy € R ve vo=d,, (so)
icin (b3, |M)71 (ro) kitmesi, Ml yiizeyinin bir D-dilimidir. Onerme 3.27’den, ro=hi_ (so)
olmak {izere (hgo)fl (ro) = P (vo,10) diizlemi, v (s9) noktasinda v egrisine tegettir.
TP} ~(s0) = P (vo, o) diizlemine vo = h, (s9) vektdriine gore 7 (so) noktasmnda vy
egrisinin timelike teget diizlemi denir. Benzer diislincelerle vy = h. (so)’a gore v (so)

noktasinda TPVS0 ~(50) ile gosterilen spacelike teget diizlemi tanimlanir.

Onerme 3.31 (Izumiya vd 2015) (1) k2 (s) > eer? (s), t'(s) # 0, 1o = A3, (so) ve

vy = d, (so) olmak tizere yay uzunlugu ile parametrize edilmis v : I — M space-
like ya da timelike egri olsun. £, (so) # 0 ise, yani (b5, |M)_1 (ro) D-dilimi 7 (so)
noktasinda singtiler degilse ve op # 0 ise D-dilim M yiizeyinin 7 (s9) noktasinda -y
egrisine teget bir egrisidir.

(2) w2 (s) > K2 (s), t'(s) # 0, 7o = hi (s0) ve vo = h, (s9) olmak iizere yay
uzunlugu ile parametrize edilmis v : I — M spacelike ya da timelike egri olsun.
oy # 0 ise H-dilim ([j‘T,O \M)_l (ro) M ylizeyinin 7 (s¢) noktasinda + egrisine teget
bir egrisidir.

Ispat: (1) 7 (so) noktasinda D-dilim ve + egrisinin capraz bir sekilde kesistigi
farzedilsin. P (vg,79) v (s9) noktasinda ’ya teget ve D-dilim P (vg, 7¢) i¢inde oldugun-
dan v/ (sg) ve v (sp) noktasinda D-dilimin teget vektorii bu noktada M yiizeyine teget
diizlem iiretir. Bu nedenle P (v, rg) tam olarak bu diizlem oldugu sonucuna varihr,
yani D-dilim singiilerdir ki bu celigkiyi verir.

(2) Kamt (1)’e benzer sekilde verilir. O

(hZ ]M)_l (ro) D-dilimine v (s¢) noktasinda ~ egrisinin teget D-dilimi denir
ve TM?,’}/(S()) ile gosterilir. Onerme 3.27’den v ve TPE(’W(SO), 7 (89) noktasinda 4. mer-
tebeden degmeye sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul op (s9) = 0 ve o/, (s9) # 0
olmasidir. £, (sg) # 0 kogulu altinda bu kogullar ~ ve Tﬁﬁ(so), v (so) noktasinda
4. mertebeden degmeye sahiptir kosuluna denktir. O halde agagidaki onerme

sOylenebilir.
Onerme 3.32 (Izumiya vd 2015) 2 (s) > eyr2 (s) ve v : I — M yay uzunlugu
ile parametrize edilmis bir spacelike ya da timelike regiiler egri olsun. Asagidaki

kosullar denktir:

(1) vo = d, (s0) olmak iizere v ve TP}, +(so) fimelike teget diizlemi 4. mertebeden
degmeye sahiptir.
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(2) op (s9) = 0 ve o, (so) # 0 ifadeleri saglanir.

(3) Eger £, (s0) # 0 ise Ty} (so) teget D-dilimi v (s9) noktasinda singiiler degildir,
v ve TMR o) Y (s0) noktasinda 4. mertebeden degmeye sahiptir.

Benzer diisiincelerle vo = h., (s9) noktasina gore TNI/E{ ~(50) ile gosterilen
egrisinin teget H-dilimi kavram sdylenebilir. Bu durumda teget H-dilim 7 (so) nok-
tasinda her zaman singiiler degildir. Onerme 3.32’ye benzer sekilde agagidaki énerme
sOylenebilir.

Onerme 3.33 (Izumiya vd 2015) #2 (s) > x2(s) ve v : I — M yay uzunlugu ile
parametrize edilmis bir spacelike regiiler egri olsun. Agagidaki kogullar denktir:

(1) vo = hy (so) olmak fizere, 7 ve spacelike teget diizlem TP) (s 4 mertebe-
den degmeye sahiptir.

(2) om (s9) = 0 ve oy (s9) # 0 ifadeleri saglanir.
(3) v ve TNI,J'I{ +(s0) teget H-dilimi 4. mertebeden degmeye sahiptir.
3.4.2. Timelike yiizey iizerindeki egri icin fonksiyon acilimlari

Bu bolimde; Bolim 3.3.2%ye benzer olarak timelike ylizey tizerindeki bir
egrinin fokal kiimelerinin tekil noktalar1 incelenecektir. Onerme 3.27’den agagidaki
sonug vardir.

Onerme 3.34 (Izumiya vd 2015) v : I — M yay uzunlugu ile parametrize edilmig
regiiler bir egri olsun.

(1) Timelike ~y egrisi i¢in Bif (H®) = {d, (s) : s € I} ve Bif (HT) bog kiimedir.

(2) Spacelike egri icin; (a) 2 (s) — k2 (s) < 0ise Bif (H®) = {d, (s) : s € I} ve
Bif (HT) bog kiimedir.

(b) K2 (s) — k2 (s) > 0 ise Bif (H®) bos kiime ve Bif (H") = {h,(s):s € I}

n
olur.

Onerme 3.35 (Izumiya vd 2015) 7 : I — M, yay uzunlugu ile parametrize edilmis
bir regiiler egri olsun.

hX (s)nin (p)versal acilimidir.
ispat: Onerme 3.25’¢ benzer sekilde yapilir. U

Onceki sonuglarm bir sonucu olarak asagidaki teoremler ifade edilebilir.
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Teorem 3.36 (Izumiya vd 2015) Onerme 3.33’deki kosullar altmda v : I — M
spacelike ya da timelike regiiler bir egri olsun.

(A1) op (sg) # 0 ise s degerinde de Sitter fokal egri regiilerdir.

(A2) Asagidaki kogullar denktir:

(1) so civarinda de Sitter fokal egrinin germi siradan zirveye diffeomorfiktir,
(17) op (s0) = 0 ve ', (s9) # 0,

(7ii) v ve timelike teget diizlem TPVT0 ~(50) dordiincii mertebeden degmeye sahip-
tir,

(iv) Kn (So) # 0 ise 7 (sp) noktasinda 7 egrisinin teget D-dilimi Tmﬁfﬁ(so) singiiler
degildir ve 7 egrisi ile dordiincii mertebeden degmeye sahiptir.

Ispat: Teorem 3.26’ya benzer sekilde ispatlanir. U

Teorem 3.37 (Al) og (so) # 0 ise sy degerinde hiperbolik fokal egri regiilerdir.
(A2) Asagidaki kogullar denktir:
(1) so civarinda hiperbolik fokal egrinin germi siradan zirveye diffeomorfiktir;
(i7) o (s9) = 0 ve oy (s9) # 0;

(ii1) 7 ve spacelike teget diizlem T'P?

vory(50) dordiincii mertebeden degmeye sahip-
tir;

(1v) ~y egrisi ile teget H-dilim T, Nﬁl{ +(so) dOrdiincii mertebeden degmeye sahiptir.
Ispat: Teorem 3.26’ya benzer sekilde ispatlanir. U
Ornek 3.38 M = S? ve v : I — S? yay uzunlugu ile parametrize edilmis bir regiiler

egri olsun. Bu durumda n, (s) = v(s), t(s) = 7' (s) ve b(s) = n, (s) x t(s) ve
buradan 7, (s) = 0 ve k, (s) = —¢; bulunur. Frenet-Serret tipi formiil

seklindedir. Invaryantlar op (s) = —¢&thy (8) ve on (s) = ky (s) olarak hesaplanir.
Eger 7 (s) > ¢ ise v egrisinin de Sitter fokal egrisi

dy(5) =~ ()1 = b(y)
K2 (s) — & K2 (8) — &
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ile verilir. Eger y spacelike ve &7 (s) < 1 ise hiperbolik fokal egri

hy(s)= 22 oL

1 —r2(s) 1 — k2 (s)

ile verilir. Teorem 3.36 ve Teorem 3.37’ye gore k(o) # 0 ise so’da pseudo-kiiresel
fokal egriler regiilerdir. Bu nedenle bu fokal egrilerin siradan zirveleri «;, (sg) = 0 ve
Ky (s0) # 0 olan noktalara karsilik gelir.
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4. TEKILLIK TEORISINDE FOKAL YUZEYLER

4.1. Lorentz 3-Uzayinda Kostik ve Fokal Yiizeyler

M, E? Lorentz uzayinda diizgiin ve yonlendirilmis bir yiizey olsun. M {izerin-
deki herhangi bir p noktasina indirgenmis metrik (induced metric) bu yiizey iize-
rindeki bazi noktalarda dejenere olabilir (ashnda bu E? uzayinda herhangi kapah
yiizey tizerindeki bir durumdur). Boyle noktalarin geometrik yerine dejenere nokta-
larin geometrik yeri (Locus of Degeneracy) olarak siniflandirihr ve LD ile gosterilir.
Bir p € LD noktasinda, T,M teget diizlemi lightlike diizlemdir ve bu nedenle p nok-
tasinda M ytizeyinin normali 7,M diizleminde tek lightlike vektordiir. LD diginda
yiizeyin birim normal vektori tamimlanabilir ki bu vektor eger p Lorentz nokta ise
spacelike vektor p Riemann nokta ise timelike vektordiir.

M iizerindeki lightlike vektorlerin integral egrileri
Edu® + 2Fdudv + Gdv* = 0 (4.1)

ikili kuadratik diferensiyel denkleminin (BDE) ¢6ztim egrileridir. LD kiimesi ¢'nin
ters goriintiisii olarak U acik kiimesinde ele alimirsa F? — EG = 0 denklemiyle
verilebilir ki bu BDE (4.1) denkleminin diskriminant egrisidir, burada BDEnin
diskriminant egrisi teget vektorlerin cakigtigi noktalarin kiimesidir. Bu bolimde
LD kiimesi ya bog kiime ya da yiizeyi lokal olarak spacelike ve timelike kisimlara
aywran diizgiin bir egri olarak diigtintlecektir. Asagidaki teoremde belirtilen lokal
parametrizasyon hesaplamalar: daha basitlestirir ve geometrik olarak daha iyi yorum
yapilabilecek cebirsel kosullar saglar.

Teorem 4.1 (Tari 2012) (1) M yiizeyinin Lorentz pargasindaki bir p noktasinda, p
noktasinin bir V' komgulugunun ¢ : U — V' C M lokal parametrizasyonu vardir éyle
ki herhangi p € V icin p’den gegen koordinat egrileri lightlike vektorlere tegettir.
Yani, U iizerinde F = 0 ve G = 0 olacak sekilde bir lokal parametrizasyon vardir.

(2) p € LD C M olmak tizere p noktasinin bir V' komgulugunun ¢ : U — V C M
lokal parametrizasyonu vardir 6yle ki herhangi p = ¢ (¢) € V N LD i¢in T;M’deki
lightlike vektorler ¢, (¢) vektoriine paraleldir, yani LD iizerinde E = F' = 0’dur.

Pei (1999) M iizerinde RP?-degerli Gauss doniigiimiinii tanimladi. Bu donii-
stim basitce bir p = ¢ (u) noktasmi ¢, X ¢, vektoriiniin izdiigtimsellegtirilmesine
(projectivisation) gotiiren PN : ¢ (U) — RP? doniigiimiidiir. LD diginda, RP2-
degerli Gauss dontigiimii yiizeyin timelike parcasinda ¢ (U) — S? de Sitter Gauss
doniistimii ve ylizeyin spacelike parcasinda ¢ (U) — H7 (—1) hiperbolik Gauss
dontigiimii ile tanimlanabilir. Her iki doniisim N = ¢, X ¢,/ [|¢., X ¢, ile verilir.
Ayrica A, (v) = —dN,, (v) doniisiimii ¢ (U) \ LD fiizerinde self-adjointtir.

l

m
n

(=Nu, p,) = (N, @,,)
- <NU7 901;> = <N7 Souv>
- <Nva 90v> = <Nv QOUU>
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fonksiyonlar1 ¢ (U) \ LD {izerinde ikinci temel formun katsayilaridir. A, reel karak-
teristik degerlere sahipse bunlara p € M noktasinda asal (egrilik) egrilikler (prin-
ciple curvatures) ve bunlara kargilik gelen karakteristik vektorlere de asal (egrilik)
vektorleri (principle vectors) denir. M yiizeyinin spacelike parcasinda her zaman iki
asal egrilik mevcuttur ancak Lorentz kisimda bu gecerli degildir. Egrilik vektorlerinin
integral egrisi olan egrilik cizgileri

(Gm — Fn) dv® + (Gl — En) dudv + (FI — Em) du* = 0 (4.2)
seklinde verilen BDE'nin ¢oziimleridir. Bu denklemin diskriminanti
6 (u,v) = (Gl — En)> —4(Gm — Fn) (Fl — Em)) (u,v) (4.3)

fonksiyonudur. § (u,v) = 0 esitligini saglayan noktalarin geometrik yerine lightlike
asal yer (lightlike principal locus) denir ve LPL ile gosterilir (Izumiya vd 2010).

Genel bir yiizeyin spacelike kisminda LPL spacelike umbilik (umbilic) nok-
talar olarak smiflandirilan izole noktalardan olusur, burada umbilik noktalarda A,
ozdeslik dontisiimiiniin bir katidir. Spacelike umbilik noktalar diginda her zaman iki
dik asal egrilik vardir. Diger yandan yiizeyin timelike kisminda L PL ya bog kiimedir
ya da diigim (node) tipindeki Morse tekil noktalar: diginda diizgiin bir egridir. Béyle
noktalar timelike umbilik noktalar diye smiflandirihir. LPL egrilik vektorlerinin
cakigtigr ve lightlike oldugu noktalardan olugur. LPL kiimesinin bir tarafinda
iki egrilik vektorii varken diger tarafinda yoktur. Iki tane oldugunda onlar dik-
tir ve biri spacelike digeri timelike vektordiir. L PL noktalarinda egrilik ¢izgilerinin
davramslari ile ilgili daha fazla bilgi Izumiya ve Tari’nin (2010) galigmasinda bulun-
abilir.

Asal egrilik ¢izgileri LD kiimesine su sekilde genisletilebilir. (4.2) denklemi
[, m, n igin homojen oldugundan bu katsayilar ||¢, X ¢,|| ile carpilirsa ve bunlar
yerine

o~

(Pu X Py Pu)
m = (@y X Py> Puy)
= (Py X P Pou)

ifadeleri yazilirsa, genisletilmis egrilik cizgileri
(Gm — Fn)dv® + (Gl — En) dudv + (FI — Em) du® = 0 (4.4)

ile verilen BDE'nin ¢oziim egrileri olur. Bu yerine koyma ¢ (U)\LD durumunu
degistirmez. LD tzerindeki asal vektorlerden biri tek lightlike vektor digeri ise
spacelike vektordiir. LD ve LPL izole noktalarda teget olabilir (Izumiya ve Tari
2010).

Simdi Lorentz 3-uzayinda uzaklik kare fonksiyonlar ailesinin ¢atallanma kiime-
si belirlenecektir. M tizerindeki

d?:MxE - R
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uzaklik kare fonksiyonlar ailesi
d2 (p,V) = <p —V,p—- V>

ile tammlamir. M iizerinde fonksiyon d2 (p) = d? (p,v) ile gosterilsin. p = ¢ (q)
noktasinda M yiizeyinin ¢ : U — E? lokal parametrizasyonu ve ¢ (U) = M olsun.

Ca(d®) ={¢=((w,v),v) eUxE}: d2 (&) =d (&) =0}
olmak tizere
Bif (d®) ={veE]:3((w,v),v) € Ca(d®) dyleki (u,v)’de rank (Hess (d2) < 2)}

kiimesi d? fonksiyon ailesinin gatallanma (bifurcation) kiimesidir, yani (u,v) € U
vardir dyle ki d2 bu noktada dejenere lokal tekillige sahiptir kogulunu saglayan
v € E? noktalarmin kiimesidir. Ad? = (d3,d?) dontisimii U x E? kiimesindeki

bir noktada dejenere degildir. Gergekten, bu déniigiimiin

((souwso—ﬂ P Pu) (Pu P = V) (Pup) o~ 903)

<90uv7 W — V> + <<pu7 LPv) <vav7 P — V> + <90v7 Sov> SDB _(1011) ‘Pg
seklindeki Jacobian matrisi herhangi U x E}’deki bir noktada ranki 2’dir giinkii
p. = (0,0 %) ve p, = (V0,0 p?) vektorleri lineer bagimsizdir. Bu nedenle,
d? fonksiyonu bir Morse ailesidir. Dolayisiyla bu fonksiyon bir iiretec ailesidir ve
Ca (d?), U x E? kiimesinin 3 boyutlu diizgiin bir alt manifoldudur (Oklid uzay icin
Arnold vd (1986)). v = (vg, v1,v2) olsun ve kanonik simplektik yapiyla (canonical
symplectic structure) donatilmig E? Lorentz uzaymin kotanjant demeti (cotangent
bundle) T*E? ile gosterilsin. O halde L (d?) : Ca (d?) — T*E3,

L&) (0.0 = (v (G () ) 5 () ). 5 () )

doniigimii bir Lagrangian immersiyondur ki bu nedenle ((w,v),v) — v ile ve-
rilen o L (d?) : Ca(d?*) — E? dontigimi bir Lagrangian dontigtimdiir. 7 o L (d?)
dontigiimiiniin kritik degerler kiimesi olarak tanimlanan M yiizeyinin Kostik kiimesi
va da fokal yiizeyi Bif (d*) kiimesine esittir (Arnold vd 1986).

Genel bir M yiizeyi icin, d2
(A7) s w® £, (Ao) i +0°, (A7) tu® o', (Ay) 1 W®+0°, (Df) s uwlo£0®

fonksiyonlariyla modellenen A5, Ay, AT, Ay, D tipindeki tekilliklere sahiptir. d?
fonksiyonunun A -tekilliginde Kostik bog kiimedir. Diger genel tekil noktalarda ise
Kostik genellikle Sekil 4.1’de gosterilen yiizeylere diffeomorfiktir; yani, fokal yiizey
As-tekilliginde diizleme, As-tekilliginde sivri uglu kenar (cuspidal edge) yiizeye, Ay-
tekilliginde swallowtail yiizeye, D, -tekilliginde piramid yiizeye ve Dy -tekilliginde
ciizdan (purse) yiizeye diffeomorfiktir (Arnold vd 1986, Tari 2012).

M iizerindeki bir sirt (ridge) egrisi d* fonksiyon ailesinin As-tekillige sahip
oldugu M iizerindeki noktalarin kiimesinin kapanigi olarak tanimlanir. Bu kiime
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Kostik tizerindeki tekil noktalara kargilik gelen noktalarin geometrik yeridir. Kostik
lizerinde sirt egrisinin goriintiisii Porteous (2001)’de rib egri olarak simiflandirilir.

CORAY

A As Ay Dy Dy
Sekil 4.1. Genel anlamda fokal yiizeylerin diffeomorfik oldugu yiizeyler

Simdi Kostik kiimesi agik sekilde belirlenecektir.
22 (u,0) = (6 (1, 0) = v, (1, 0) — V)

oldugundan d? singiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ noktasinda
(p=v,p) =(p—Vv,p,) =0

olmasidir veya ¢ — v vektori ¢ noktasinda ¢, X ¢, vektoriine paralel olmasidir;
yani bir g skaleri i¢in ¢ — v = up, X ¢,. Bu kosulun ¢, x ¢, vektorinin tek
lightlike vektore paralel oldugu LD iizerindeki bir p noktasinda da gegerli oldugu
gozlemlenebilir.

q noktasinda d2 tekilligi dejenere olmasi icin bir u skaleri icin
2
0 (a) = v =pp, < ¢, () ve ()%~ (@), (#),)(@)=0
esitliklerinin saglanmasi gerek ve yeterdir. Buradan
1, ., _
5 (dv)uv =F+ <SO - Vvsouv> = I+ pm,
1,5 _
~(d2),, =G+ {p—vp,)=G+un
oldugundan d? tekilligi dejeneredir ancak ve ancak ¢ (¢) — v = up, X @, (q) ve
(F? = EG) — p (RE = 2mF +1G) + p* (m® — In) = 0 (4.5)
esitlikleri saglanir. O halde Kostik
C' (M) ={p (u,v) — up, x @, (u,v) : (u,v) € U ve p (4.5) denkleminin ¢éziimiidiir}

seklinde ifade edilir. A = pu|l@, X @, || ve N = ¢, X ¢,/ ||¢., X ¢,|| birim normal
vektor olmak tizere LD noktalar1 diginda ¢ — v = AN olur. O halde d2 tekilligi
dejeneredir ancak ve ancak ¢ — v = AN

(F? = EG) —A(nE —2mF +1G) + X* (m* —In) =0 (4.6)
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esitlikleri saglanir. \'ya gére (4.6) denkleminin ¢oziimleri egrilik yarigaplarmin eksil-
isine esittir. Bu nedenle Kostik C'(M/LD) Oklid anlamda M/ L D’nin fokal kiimesine
esit olur (Tari 2012).

¢ (U) = M bir timelike yiizey pargasi olarak diigiiniilsiin ki N normal vektorii
her bir U noktasi i¢in spacelike vektor olmasi demektir. p = ¢ (¢) noktast LPL
tizerinde olmasin. O halde p noktasi C' (M) tizerinde ya iki farkli noktaya karsilik
gelir ya da karsilik gelen bir nokta yoktur ve bu p noktasinda iki asal vektor olup
olmamasiyla alakaldir. Iki asal vektor oldugu zaman biri spacelike ve digeri timelike

olacaktir; ki bu nedenle C' (M) kiimesinin bir pargas: timelike diger parcasi spacelike
olacaktir. ¢ : U x R — R,

¢ (u,v,A) = (F? = EG) (u,v) = A (nE — 2mF +IG) (u,v) + \* (m* — In) (u,v)

dontigiimii tanmimlansin. Bu boliimde bundan sonraki kisimda p noktasinin parabolik
nokta olmadigi, yani (m? — In) (q) # 0 oldugu diigiiniilecektir.

Onerme 4.2 (Tari 2012) Bir diizgiin v noktasmda C' (M) kostiginin normali bu
noktanin belirledigi asal egrilige karsilik gelen asal vektore paraleldir.

Ispat: Genelligi kaybetmeksizin ¢, # 0 olsun ve (u,v (u,\),\) ile S = ¢~ (0)
ylzeyi parametrize edilsin. O halde Kostik

1/} (u7 >\) =@ (U, v (U, A)) — AN (’LL, v (u7 )‘))
ile parametrize edilir. Buradan

Yy = @, +vup, — A (N, +v,N,)
’QZ))\ = U@, — N -— /\UANU

ve N, ve N, T,M {tizerinde oldugundan Kostik singiilerdir ancak ve ancak 1, = 0
esitligi saglamir. {¢,,, ¢, } tabanna gére —dIN,, sekil operatorii matrisi

B 1 G -F Il m
F2 _FG\-F FE m n

seklindedir ve

Fm — Gl Fl— Em
P2_EGY gt
Fn—Gm Fm — En
F_EGP T P _EG®

N, = —

N, = —

olur. Bu nedenle
Fm — Gl Fn—Gm Fl—Em Fm — En
Yu = (1+>\F2—EG+>\U“F2—EG) SO“+<)\F2—EG+U“ (H_)\F?—EG)) v

ve

Fn—Gm Fm — En
Yy = )\UAW_—EGQ%-FUA (1 —i—)\—) p,— N



TEKILLIK TEORISINDE FOKAL YUZEYLER Hakan SIMSEK

bulunur. ¥, = ayp, + by, ve ¥\ = cp, + dp, olarak yazilirsa
Yu X Py = (ad — bc) p, X ¢, — ap, X N —bp, X N

burada
Ux

ad—bC:m

((F? = EG) — XA (nE — 2mF +1G) + \* (m* — In))

seklindedir ki A, (4.6) denkleminin ¢6ztimii oldugundan bu son esitlik sifirdir. Diger
yandan

1
Py x N=1———"p, X (¢, X ¢,)
e, < @,
1
=T < < - (<Lpu7 90u> Py — <va7 S0u> Lpu)
e, X @,
1
= ——— (B¢, — Fp,)
¢, X @,
ve benzer sekilde
o, xN=——(Fop, - Ggp,)
e, x @,
bulunur. Buradan
Yu X Yy = 7 ((aF" + bG) ¢, — (aE +bF) ,)
e, X @,

olur ve du = aF'4+bG ve dv = —aE+bF fonksiyonlar (4.2) denklemini saglar. O

Teorem 4.3 (Tari 2012) M, E? uzayinda bir timelike yiizey ve p € LPL olmak
lizere timelike umbilik nokta olmasin.

(1) p noktast asal egrilik ¢izgilerinin folded tekil noktasi olmasin. p noktasina
karsilik gelen noktada diizgiin bir yiizey olan C' (M) kostiginin lokal olarak bir pargasi
vardir. C' (M) iizerindeki indirgenmis metrik M tizerindeki LPL kiimesine karsilik
gelen noktalarda dejeneredir ki ve bu noktalarin kiimesi LDC' ile gosterilecektir
(kostigin dejenere noktalarin geometrik yeridir). LDC, C' (M) kiimesini timelike ve
spacelike olarak ikiye ayiran diizgiin bir egridir (Sekil 4.2 solda).

(2) p noktas: asal egrilik ¢izgilerinin folded tekil noktasi olsun. LPL ve sirt egri
p noktasinda tegettir. Kostik bir sivri uglu-kenar yiizeydir ve diizglin parcalarinin
her biri LDC kiimesinin bir pargasim icerir (Sekil 4.2 sagda).

Ispat: (1) ifadesi Onerme 4.2’den goriilebilir. S = ¢~ (0) yiizeyi, iki asal egrilik
vektorlerinin oldugu M iizerindeki noktalarin kiimesinin ¢ift yizlistidir. C (M)
kostiginin normali asal egrilige paralel oldugundan S yiizeyinin spacelike asal vekto-
re kargilik gelen yiizii C' (M) kiimesinin timelike parcasina; timelike asal vektore gelen
yiizii spacelike parcasina dontigiir. LPL iizerinde asal vektor lightlike oldugundan
C' (M) iizerinde indirgenmis metrik LDC' kiimesinin noktalarinda dejeneredir.
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(2) Genelligi kaybetmeksizin ¢, # 0 olsun ve (u, v (u, A), ) ile S = ¢~ (0) yiizey
parametrize edilsin. Onerme 4.2’deki notasyon kullanilarak, kostigin singiiler olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul {¢,,, ¢, } tabanina gore 1, vektoriiniin koordinatlarinin sifir
olmasidir. A, (4.6) denklemini sagladigindan her iki koordinat sifirdir ancak ve ancak
bu iki koordinattan biri sifirdir. Bu nedenle sirt egrisi;

(F? — EG) — A(nE —2mF +IG) + A\* (m? — In) = 0,

F? — EG + X\ (Fm — Gl) + v, (Fn — Gm) = 0, (4.7)

denklem sisteminden A yok edilerek verilir. M i¢in Teorem 4.1 (2)’deki parametrizas-
yon (yani £ = G = 0) alinsin. Simdi, S yiizeyi {izerinde sirt ve LPL egrilerinin
liftleri analiz edilecektir. S yiizeyi (u,v (u,A), ) ile parametrize edilir ve bir w
diizgiin fonksiyon germi igin, ki egrilik ¢izgilerinin folded tekilliginde (yani LPL
ve ridge tizerindeki bir noktada) w’ (u) = 0 denklemini saglar, LPL egrisinin lifti
(u, w (u) M) tarafindan parametrize edilir. O halde, boyle noktalarda LPL

 m(uw,w(u))

liftine teget vektor (1,0, — (F,m — F'm,) /m?) vektoriine paraleldir.

Sistem (4.7)’deki ikinci denklemin sol tarafi B olsun. Ilk denklemin sol
tarafi ¢ olmak tizere sirt egrisine teget vektor \y¢ ve 7B gradient vektorlerine
diktir. LPL ftzerindeki ilgili noktada, ¢ = ¢» = ¢, = 0 olur. DBu nedenle,
sirt egrisinin liftine teget vektor, (¢,Bx,0, —¢,B,) vektoriine paraleldir. Sonug,
(1,0, — (E,m — Fm,) /m?) ve (¢,Bx, 0, —¢, B, ) vektorlerinin genel yiizey icin ¢apraz
olmalar1 (transverse) ve bu vektorlerin (u,v)-parametreli uzaya izdiigtimlerinin pa-

ralel vektorler olmalarindan takip edilir. O

LDC
LDC

Sekil 4.2. LPL egrisinin genel noktalarinda (soldaki) ve egrilik ¢izgilerinin folded
tekil noktalarinda (sagdaki) kostik iizerindeki metrik yapi

Lemma 4.4 (Tari 2012) p, M timelike yiizeyinin bir timelike umbilik noktas1 olsun.
Kostik tizerinde LPL kiimesinin goriintiisi timelike umbilik noktaya karsilik gelen
noktada birbirine teget olan iki diizgiin egrinin birlesimidir.

Ispat: Teorem 4.1 (2)’deki parametrizasyon (yani E = G' = 0) alnsm. Buna gore
LPL kiimesi In = 0 denklemiyle ifade edilir ve bu kiime tizerindeki (4.6) denkleminin
cift kath kokii A = —F/m olur. | = 0 (sirasiyla n = 0) egrisinin lokal parametrizas-
yonunu oy (t) = (uq (), vy (t)) (swrasiyla ag (t) = (ug (t),ve (t))) ile verilsin. LPL
kiimesinin Kostik tizerindeki goriintiisii

Bi (t) = <¢+%N) (o (1)), i=1,2
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ile parametrize edilir.
vin utl F\’
m m

oldugundan ) = g5 = (%)/N vektorii timelike umbilik noktada genellikle sifir
olmayan bir vektordir. [

Simdi LD ftizerindeki bir noktada Kostik iizerindeki metrik yapisiyla ilgili bir
teorem verilecektir.

Teorem 4.5 (Tari 2012) p noktasinda M tizerindeki indirgenmis metrigin dejenere
noktalarinin kiimesinde bir nokta olsun ancak lightlike egrilerin folded singtiler nok-
tasi olmasin. O halde Kostik lokal olarak Cy (M) ve Cy (M) gibi iki pargaya sahiptir.

(1) C; (M) pargast LD egrisi boyunca M yiizeyine teget diizgiin bir ylizeydir. M
tizerindeki LD egrisi ayrica C7 (M) iizerindeki indirgenmis metrigin dejenere nokta-
larmin geometrik yeridir ve bu egri C; (M) parcasim timelike ve spacelike olarak iki
parcaya boler.

(2) Cy (M) pargast ya diizgiin bir ylizeydir ya da sivri uglu yiizeydir; ve regiiler
noktalarinda timelike yiizeydir. Cj (M) iizerindeki LD kiimesinin goriintiisii bir
lightlike egridir.

Ispat: (1) ¢, p = (0,0) € LD ile M yiizeyinin bir parametrizasyonu olsun. Orijin
d? fonksiyonun dejenere tekilligi olmasi icin gerek ve yeter kogul (4.5) denklemi
saglanir. p noktasinda F? — FG = 0 oldugundan (4.5) denkleminin

nE — 2mF +1G

m2 —In

p1 =0, pp =

seklinde iki ¢oziimii vardir. C7 (M), p; = 0 degerine kargilik gelen Kostik olarak
gosterilsin. (4.5) denkleminin iki farkh kokii oldugundan diskriminant fonksiyonu
pozitiftir. Bu nedenle, p komgulugunda, LD iizerinde p (u,v) = 0 olacak gekilde bu
denklemi ¢6zen bir p (u,v) diizgiin fonksiyonu vardir.

C1 (M) pargasmin bir parametrizasyonu

v (1, 0) = ¢ (u,0) = p(u,v) (@, X @) (u,0) (4.8)

ile verilir. Buradan LD kiimesinin de C} (M) iizerinde bir egri oldugu takip edilir.
Ayrica

Vu = Py — HuPoy X Py — IU’((Pu X (Pv)u

Vi = @, — Py X @y — (P, X Py,
yazilabilir. p = ¢ (u,v) € LD noktasmmda ¢, x ¢, € T,M olur ki bu v, ve v,
vektorlerinin de T,M teget diizleminde oldugu anlamimna gelir. Bu, C; (M) ve M

yiizeyinin LD boyunca teget oldugu ve LD egrisinin de Cy (M) {izerinde dejenere
noktalarin geometrik yeri oldugu anlamina gelir.

43



TEKILLIK TEORISINDE FOKAL YUZEYLER Hakan SIMSEK

LD boyunca FF = F' = 0 olan M yiizeyinin lokal parametrizasyonu goz ontine
alinsin. LD egrisinin diizgiin bir egri olmasi igin genel varsayim LD iizerinde E,, # 0
ya da E, # 0 olmasi anlamina gelir. Genelligi kaybetmeksizin F, # 0 varsayilabilir.

Cy (M) pargasinin E, I, G birinci temel form katsayilari LD iizerinde M
yiizeyinin birinci temel form katsayilarma esittir. 6 = £2 — EG olsun. C; (M) fize-
rindeki L D egrisinin spacelike ve timelike olarak bu yiizeyi iki pargaya boldiigiinii is-
patlamak icin & fonksiyonunun LD iizerinde igsaret degistirdigi gosterilecektir. Bunun
icin, 6, # 0 oldugunu gostermek yeterlidir. LD {izerinde 6, = —E,G oldugundan
E, # 0 olmas1 gerekir.

p € LD iizerinde ¢, vektori T,M teget diizleminde tek lightlike vektordiir.
Bu nedenle « (t) diizgiin fonksiyonu vardir &yle ki

Py X Py = ap,

esitligi saglanir. Buradan,

_ 1
[ = <§0u X Py Souu> = §O[Eu
oldugundan

21
o= —

E,

olur. LD {izerinde (4.5) denkleminin diferensiyeli

denklemini verir. (p,, ¥, X ¢,) = 0 denkliginden;

<(Pu7 (cpu X LPU)'U,) - = <Souu7 Py X (pv> =~ <Souu7 Sou>

olur. Simdi LD iizerindeki noktalar igin

ve

Vuuw = Pou — ZIU’U ((Pu X Sov)u — HuuPy X Py
= Puu — 2qu (Lpu X Qov)u — Huu Py,

yazilabilir. Bu nedenle LD {izerinde,

1 -~
§Eu = <Vuuyvu>

= 3 ({(@uws Pu) = 21 (P X @), Pu))

9

=——E,#0
2 %
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bulunur.

(2) kostigin Cy (M) pargast (4.5) denkleminin sifir olmayan ¢oziime karsilik
gelen pargadir. Cy (M) kostiginin diizgiin noktalarinda bu yiizeyin normali
—mp, +lp,

asal vektoriine paralel oldugu gésterilebilir ki bu nedenle Cy (M) timelike yiizeydir.
Hesaplamalar basitlegtirmek igin Teorem 4.1 (2)’deki parametrizasyon goz oniine
alimsin. [ # 0 olsun ki boylece

IG

m? —In

H2 =

¢Oztimi p noktasinda sifir degildir. Kostik Cy (M) de LD ftizerinde u = ps olacak
sekilde bir g fonksiyonu igin (4.8) parametrizasyonu ile verilebilir. (u(t),v (1)),
LD egrisinin U kiimesinde lokal parametrizasyonu olmak tizere bu egrinin Cy (M)
iizerindeki goriintiisii

Y (t) = (¢ — pgp, X @) (u(t),v(t))

ile parametrize edilebilir. (u/,v") sifir olmayan LD egrisine teget vektor oldugundan
(W', v') = (—E,, E,) farzedilebilir. (7/,7") = 0 oldugunu kamtlamak i¢in baz1 6n
sonuclar bulunacaktir, burada diferensiyel ¢ parametresine gore LD boyunca uygu-
lanacaktir.

LD izerinde E = (g, p,) = 0 oldugundan bu egri tizerinde

yazilir. Teorem 4.5 (1)'in kamitindan « (t) diizgiin fonksiyonu vardir 6yle ki LD
uzerinde ¢, X ¢, = agp,, olur. Bu nedenle,

L= Py, Puu) s T = (P @) 1= Py, P)
w, X ¢, = ap, denkleminin her iki tarafi diferensiyellenirse
(_Evgouu + Eu(puv) X va+cpu X (_Evgouv + Eucpvv) = a/90u+a (_Evgouu + Eu(puv)

bulunur. Bu denklemi ¢, ile Lorentz i¢ ¢arpimi alinirsa ve (4.9) esitligi kullanihirsa

<(_Evsouu + Eucpuv) X Py, 90u> = <_Ev90uu + Eusou”u? 30u>
=0

esitligi bulunur. Buradan LD kiimesi uizerinde

- EU <Souu X Pys (Pu> + EU <Souv X Pys Lpu> =0

olur, yani

—EJ+Em=0 (4.10)
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yazilabilir. Benzer gekilde F' = (¢, ¢,) = 0 oldugundan bu egri boyunca diferen-
siyellenirse

1 _ _
<_Evgouu + Eu(Pm,, (P”u> = - <(Pu7 _Evcpuv + Eugovv> = _E (_Evm + Eun) (411>

bulunur.

(4.9)’dan ve ¢, T,M teget diizlemine normal lightlike vektér oldugundan
—FE,p,, + By, € T,M olur. Buna gore a, b herhangi skaleri icin

— LyPuyu + Eusouv = ap, + b‘Pv

yazilabilir. (4.11)’den

1
<_Ev(puu + Eucpuv? Qov> - _a (_Evm + Euﬁ) = bG

esitligi bulunur ve bu denklemi kullanarak

b= (—Eym+ E,n)
- aG
ve
—E,m + E,n)?
(=B + BuPupy —EBo@uy + Bupy,) = VG = ( T ) (4.12)
bulunur.

Simdi v = ¢ — (ua) ¢, esitligi diferensiyellenirse,
Y == (Bo+ (10)) @y + Bupy, — (10) (Bupyy + Butpyy) -
Bu nedenle (4.9), (4.10), (4.11) ve (4.12)’den
(V,y) = E2G + 2uB, (—Eyin + Eui) + = (= E,m + E,n)’
= E2G — 2uE, (Eym — E,n) + — (E,m — E,n)’

= — (B,G — p(E,m — E,ii))?

olur., O
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Not 4.6 LD iizerindeki bir noktaya yakinsayan M\ LD iizerindeki noktalarin bir
dizisi boyunca k;, (i = 1,2) asal egriligi sonsuza ve ||, X @,|| sifira gitme egili-
mindedir. Teorem 4.5, 1/k; ||, X @,/ fonksiyonunun p; sonlu limiti oldugunu ve
M\ LD yiizeyinin fokal kiimesinin M ytiizeyine genisletilebilecegini ifade eder.

4.2. Hiperbolik m-Uzayda Fokal Yiizeyler

Bu boliimde E**' Minkowski uzaymda H'" (—1) hiperbolik uzay1 igine gémiil-
miis hiperyiizeylerin geometrisi incelenecek ve bu hiperyiizeylerin evoliitleri (fokal
yiizeyleri) tanimlanarak tekillik teorisi vasitasiyla ozellikleri gahisilacaktir.

Tanim 4.7 LC, = {X EEM! (x—c,x—c) = 0} kiimesine c¢ koseli bir kapals
lightkoni denir.

LCY = {x = (20, %1,...,Tm) € LCy : 9 > 0}

kiimesine ise orijindeki gelecek (future) lightkoni denir. Eger x = (o, %1, ..., %)
bir sifir olmayan lightlike vektor ise g # 0 olur. Bu nedenle

X = (1,ﬂ,...,x—m) € ST ={x=(20,Z1,.., ) : (X,X) =0, 79 =1}
o Zo

yazilabilir. S7~! kiimesine lightcone (m-1)-kiire denir.

U C R™ ! bir agik alt kiime olmak ftizere ¢ : U — HY"(—1) bir gémme
(embedding) ve Ml = ¢ (U) olsun. Herhangi p = ¢ (u) € M C HY'(—1) i¢in
u = (U, Ug, ..., Un-1) Ve @, (u) = Op/0u; (u) = (Vou, (1), P1u; (W) ;- ., Prou; (1))
olmak tizere (¢ (u), ¢ (u)) = —1 oldugundan

(pu, (u),w)=0 (i=1,2,...,m—1)
esitligi vardir. Bu nedenle, M yiizeyinin teget uzayi
TPM = Span {Soul (u) VAR Lloum_1 (U)}

seklinde verilir. N,M, p = ¢ (u) noktasinda M yiizeyinin normal uzay1 olsun ki bu
uzay bir timelike diizlemdir.

e(u) = (X o, X+ X Puy ) (W) (N,M N T,H? (—1))

N H(So X Py, X X Soum—1) (U)H

spacelike vektorii tanimlansm. O halde N,M = span {¢ (u) , e (u)} ifadesi dogrudur.

Tanim 4.8 G (u) = e(u) seklinde tanmmlanan G : U — S7* doniigiimiine M
ylizeyinin de Sitter Gauss gostergesi (de Sitter Gauss indicatriz) denir. Oklid uzaymn-
da e vektoriini hiperyiizeyin birim normali olarak kullanarak ¢ tizerinde bir digsal
diferensiyel geometri inga edilebilir. Bu durumda, bir hiperyiizeyin de Sitter Gauss
gostergesi Oklid uzaymdaki bir hiperyiizey icin Gauss doéniisiimiine benzer bir rol oy-
nar. Dy, v vektoriine gore kovaryant tiirevi gostermek tizere herhangi p = ¢ (ug) €
M ve v € T,M icin Dye € T,M oldugu aciktir (Izumiya vd 2004b).
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Tanim 4.9 A, = —dG : T,M — T,M lineer doniigiimiine p = ¢ (up) noktasinda
M yiizeyinin (de Sitter) sekil operatori (shape operator) denir. A, doniisimiiniin
K, karakteristik degerine (de Sitter) asal egrilik denir. A, doniisiimiiniin karak-
teristik vektoriine (de Sitter) asal vektor denir. Tammdan k, bir (de Sitter) asal
egriliktir ancak ve ancak det (4, — k,/) = 0 esitligi saglanir. p = ¢ (up) nok-
tasinda M hiperytizeyinin (de Sitter) Gauss-Kronecker egriligi Kq(ug) = det A,
olarak tanimlanir (Izumiya vd 2004b).

Tanim 4.10 Eger A, = kpidp,m ise p = ¢ (ug) noktasia umbilik nokta denir. M
yiizeyinin tiim noktalar: umbilik ise M hiperyiizeyine total umbilik denir. H7' (—1)
ve bir spacelike, timelike ya da lightlike hiperdiizlemin kesigsimiyle verilen hiperyii-
zeye sirasiyla hiperkiire, esuzaklik (equidistant) hiperdizlemi ya da hiperhorokiire
(hyperhorosphere) denir. Hiperyiizey H™ (—1) ve Ef*"! uzaymmn orijininden gegen
bir timelike hiperdiizlemin kesisimiyle veriliyorsa, esuzaklik hiperdiizlemine basitce
hiperdiizlem denecektir.

Onerme 4.11 (Izumiya vd 2004b) M = ¢ (U) bir total umbilik olsun, o halde
k (p) = k sabittir. Bu kogul altinda agagidaki simflandirma vardir.

(1) k% # 1 olsun.
(a) Kk # 0 ve k? < 1 ise M esuzaklik hiperdiizleminin bir parcasidir.
(b) k # 0 ve k? > 1 ise M hiperkiirenin bir parcasidir.
(¢) k =0 ise M hiperdiizlemin bir pargasidir.

(2) k% = 1 ise M hiperhorokiirenin bir pargasidir.

Tanim 4.12 ¢, (i =1,...,n —1) vektorleri spacelike oldugundan M = ¢ (U)
iizerinde ds? = Y27 gijdu;du; Riemann metrigi (birinci temel form) tanimlanabilir,
burada

9 () = (o, (), (W) ) u € U

seklindedir. Ayrica,
hij = (=Gu, (w) 0., (1)

fonksiyonlari ikinci temel form katsayilarii tammlar. Oklid uzaymdaki hiperyiizeyler
tizerindeki diferensiyel geometriye benzer argiimanlarla de Sitter Gauss-Kronecker
egriligi
det (hz])
d= 777
det (gab)
ile verilir. Bir ¢ : U — HY (—1) hiperyiizeyi i¢in her i, igin h;; (ug) = 0 ise
up € U veya p = ¢ (ug) noktasma (de Sitter) dizlemsel nokta (flat nokta) denir. Bu
nedenle p = ¢ (ug) bir (de Sitter) diizlemsel nokta olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
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p noktasimn sifir (de Sitter) asal egriligi ile bir umbilik nokta olmasidir (Izumiya vd
2004b).

Tanim 4.13 ¢ : U—>Hm(
asal egriliklerinden biri % (ug
horoparabolik nokta denir.

1) olmak tizere, ¢ (U) = M hiperyiizeyi i¢in de Sitter
) = 1 kogulunu saglarsa p = ¢ (ug) € M noktasma bir
(U) = M hiperyiizeyinin total evolitii

%)
TE:E = {+ <go ww© (u)) Kk (u), p=(u)’da bir
\/lHQ u) 1] ’
de Sitter asal egriliktir, u € U}

olarak tamimlanir.

13 = s (o0 9) 0. =t 0

ile bir de Sitter asal egriliktir, u € U}

ve
SEf = {2 (o () + e () £ (W), p = ¢ (1) da r? (w) < 1
ile bir de Sitter asal egriliktir, u € U}
olmak ftizere, yukaridaki hiperytizey icin total evoliitiin
TEE: (u) = HE;: (u) U SE;: (u)

seklinde ayrigmm vardir. HES C HT(—1) U H™(=1) ve SEf C S™ oldugu
gosterilebilir. v € H™(—1) ise —v € HT(—1). Buradan HE} C HT (-1) ya
da HE;; C H™(—1) yazilabilir. HE#min HT (—1) hiperbolik uzaynda oldugu
farzedilsin. O halde H El\i,JI (va da SE@EH) kiimesine M hiperytizeyinin hiperbolik
evoliiti (ya da de Sitter evolitii) denir.

U iizerinde k2 > 1 ifadesini saglayan x de Sitter asal egriligi sabit olacak

sekilde HE : U — H'™" (—1) diizgiin doniigiimi
HEZF (u) = SR (go (u) + 1e (u))
1] x

seklinde tamimlansm. Benzer sekilde SEE : U — S déniigiimii k2 < 1 olacak
sekilde tanimlanabilir.

Onerme 4.14 (Izumiya vd 2004b) ¢ (U) = M, H?' (—1) uzaymda horoparabolik
ya da de Sitter diizlemsel noktasi olmayan bir hiperyiizey olsun.

(A) Asagidakiler denktir:
(1) M £* > 1 olacak sekilde bir total umbiliktir.
(2) HE;;, H™ (—1) uzaymda bir noktadir.

(3) M hiperkiirenin bir parcasidir.
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(B) Asagidakiler denktir:
(1) M, 0 < k% < 1 olacak sekilde bir total umbiliktir.
(2) SEE, S7 uzaymda bir noktadr.
(3) M eguzaklik hiperdiizleminin bir pargasidir.

Ispat: (A) (1) kogulununun saglandig1 diigiiniilsiin. O halde de Sitter asal egrilik
Kk (u) = K sabittir ve k% > 1 egitsizligi vardir. Bu nedenle herhangi v € U icin

OHE=* K 1
0= (0, () + e ()

yazilabilir. De Sitter asal egriligin tamimindan ve i = 1,...,m — 1 icin —e,, = K¢,
oldugundan OH E* /Ou; = 0 bulunur. Buradan HEZ (u) bir nokta olur.

Tersine, herhangi v € U ve de Sitter asal egrilik ~ (u) igin

HE* (u) = i% (go (u) + - (1u)e (u)>

‘/{(u)z -1

doniigiimiiniin bir nokta oldugu farzedilirse

OHE* u) = Thus (u) " 1 .
0w, ") </12<u>—1>3/2<“’()+ u ())

() <<Pui (u) — IZ?(S))Q (u) + %e“i (u)>

K2 (u) = 1]
bulunmug olur. e, € T,M ve {Lp,cpm, P 1,e} lineer bagimsiz oldugundan
OHE*/0u; = 0 olmas: icin gerek ve yeter kogul ¢ = 1,...,m — 1 i¢in x,, = 0

olmasidir. Bu nedenle s (u) = & sabit ve k? > 1 soylenebilir. Dahasi, bagka bir &
de Sitter asal egrilik oldugu diisiiniilsiin. HEZF (u) = HEZF (u) bir nokta oldugu igin
k = K olur ki bu M yiizeyinin total umbilik oldugu anlamina gelir.

Bir hiperkiire total umbilik oldugu icin (1) ve (3) kogullar: Onerme 4.11’den
birbirine denktir. Bu (A)nin kanitin1 tamamlar. (B)’nin kanit1 da (A)nin kanitina
benzer argimanlarla verilebilir. 0

4.2.1. Hiperyiizey iizerinde yiikseklik fonksiyonlari

Bu boliimde bir hiperylizeyin hiperbolik ve de Sitter fokal yiizeyini belir-
lemek icin hiperbolik uzayda bir hiperyiizeyde iki tir yiikseklik fonksiyon ailesi
diisiiniilecektir. ¢ (U) = M hiperyiizeyi iizerinde H” (u,v) = (¢ (u),V) ile

H":U x (H](-1)\M) - R
hiperbolik timelike yiikseklik fonksiyonu ve H® (u,v) = (¢ (u),v) ile

H°:UxS" >R
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hiperbolik spacelike yiikseklik fonksiyonu tanimlansim. Ayrica bl (u) = H” (u,v) ve
hS (u) = HS (u,v) olsun. Asagidaki énerme standart bir sonuctur.

Onerme 4.15 (Izumiya vd 2004b) @ : U — HY' (—1) bir hiperyiizey olsun.
(1) (ORL/Ow;) () =0 (i=1,...,m — 1) olmasi icin gerek ve yeter kosul
v =Ap (u) + pe (u)
ve A2 — % = 1 olacak sekilde A, u reel sayilar: vardir.
(2) (0hY/0u;) (u) =0 (i =1,...,m — 1) olmasi icin gerek ve yeter kosul
v =Ap (u) + pe (u)
ve A2 — u? = —1 olacak sekilde A, i reel sayilar1 vardir.

(1) durumunda v ¢ M oldugundan p # 0’dir. Onerme 4.15°den H? ve H®
fonksiyonlarinin katastrof (catastrophe) kiimeleri

Ca(H") ={(u,v) €U x (HT"(—1)\M) : v = A (u) + pe (u) }
Ca (H®) = {(u,v) € U x S7": v = A (u) + pe (u)}

seklinde belirlenir. Ayrica, Ca (H T) tizerinde

PHT
8ui8uj

(1) = (P, (10) V) = =Agy; + by

ve Ca (H S ) tizerinde

OPPH®
Guiﬁuj

(V) = (Pusy (W) V) = =Agiy + by

oldugundan

det (Hess(hT) (u)) = det (g;guj (1, v)> — 0

(va da det (Hess(h.) (u)) = 0) esitliginin saglanmas: i¢in x2 (u) > 1 olacak sekilde
bir k (u) = A/p de Sitter asal egrilik olmas1 gerek ve yeterdir. v € HY' (—1) (ya da
v € S7) ve k% (u) > 1 (ya da k? (u) < 1) olacak sekilde  (u) = A\/u bir de Sitter
asal egrilik oldugundan

Bif (H") = HEj; UHEy (yada Bif (H") = SEj; U SEy,)
bulunur (Izumiya vd 2004b).

Onerme 4.16 (Izumiya vd 2004b) p = ¢ (ug) noktasi ¢ (U) = M yiizeyinin bir de
Sitter diizlemsel noktasi olmasin.
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(1) p, k% (p) > 1 ile bir umbilik nokta olmas1 igin gerek ve yeter kosul uy nok-

tasiin k) fonksiyonun bir singiiler noktast ve rank (Hess(hl ) (ug)) = 0 olacak
sekilde bir vy € HY" (—1) \M var olmasidir.

(2) p, 0 < k*(p) < 1 ile bir umbilik nokta olmasi igin gerek ve yeter kosul ug
noktasinin hfg fonksiyonun bir singiiler noktasi ve rank (Hess(h5,) (ug)) = 0 olacak
sekilde bir vy € ST* var olmasidir.

Ispat: (1) p bir umbilik nokta ise A, = k,idz, s olur. Q' ((h)j) Q) = k,l olacak

sekilde ortogonal bir () matrisi vardir. Bu nedenle (h)i = Kpl durumu diistiniilebilir
ki boylece (h;;) = kp (gi5) esitligi sdylenebilir.

1
rop (1) ve =+
|/{%(u0)—1‘ |/{%(u0)—1‘

A==

olacak sekilde vo = A (ug) + pe (ug) € HT (—1)\M olsun. Bu durumda Hessian
matris

Hess(hy)(uo) = (—Agij + phij) = (=X + prp (uo)) (gi5) = 0
olur.

Diger yandan, her 4, j icin —Ag; + phi; = 0 ise (hi;) = £, (9i5) (Kp = A/ 1)
bulunur ki bu (h)! = k,I kosuluna denktir. (2)nin kamti (1)’e benzer sekilde
verilebilir. O

Tamm 4.17 v € Bif (H”) (va da v € Bif (H")) olmak iizere h! (ya da h$) ug
noktasinda Ajy>3-tip singiiler noktaya sahipse u noktasina bir timelike surt noktas:
(va da spacelike surt noktasi) denir. Tki f; : (R™ 1, %) — R (i = 1,2) fonksiyon
germleri i¢in fy 0 ¢ (u) = fo (u) + ¢ olacak gekilde bir ¢ : (R™ 1, 4;) — (R™, ay)
diffeomorfizm germ ve bir ¢ reel sayisi vardir kosulu saglanirsa bu iki fonksiyon
germine R*-denktir denir. f : (R™ ! iy) — R fonksiyon germi icin eger f, u™! &
ud + -+ £ u2,_, germine R-denk ise f, iy noktasinda A-tip singiiler noktasima
sahiptir.

Tanim 4.18 F': H" (—1) — R bir submersiyon ve ¢ : U — HT* (—1) bir hiperyiizey
olsun. Eger g (u) = F o ¢ (u) fonksiyonun Hessian matrisi uy noktasinda r koranka
sahipse ¢ ve F~1(0), po = ¢ (ug) noktasinda korank-r degmeye sahiptir denir. Eger
g (u) = F o ¢ (u) fonksiyonu uy noktasinda Ag-tip singiiler noktaya sahipse ¢ ve
F~1(0), po = ¢ (ug) noktasinda Ay-tip degmeye sahiptir denir. Tanimdan eger ¢ ve
F~1(0), po = ¢ (up) noktasinda A-tip degmeye sahipse bunlar korank-1 degmeye
sahiptir. Herhangi r € R ve ag € H' (—1) (ya da ay € ST*) icin F' (u) = (u,ag) —r
ile tanimlanan F': H}* (—1) — R fonksiyonu ele alinsin. Ayrica

PS™ ! (ag,r) = F~1(0) = {u € H}' (-1) : (u,a0) =1}

kiimesi tanimlansin. Eger ag H' (—1)’de (ya da S7") ise PS™ ! (ag, ) ay merkezli
bir hiperkiiredir (ya da eguzaklk hiperdiizlemi).
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Onerme 4.19 (Izumiya vd 2004b) ug noktasida U iizerindeki & (u) de Sitter egriligi
sabit olmak tizere ag = HET (ug) (ya da ag = SET (ug)) ve

K (uo)
K2 (uo) — 1

T’OI:E

olsun. 1 < ¢ < m — 1 olacak sekilde bir ¢ tamsayis1 vardir 6yle ki ¢ (U) = M ve
PS™ 1 (ag, 1), ug noktasinda korank-¢ degmeye sahiptir.

Tanim 4.20 Yukaridaki 6nermede, eger ag € H' (—1) (ya da ay € ST*) ise
PSm_l (a(), 7”0)

kiimesine M hiperyiizeyinin bir oskilator hiperkiiresi (ya da oskiilator equidistant
hiperdiizlemi) denir. ag noktasma k (ug) de Sitter asal egrilik merkezi denir. Onerme
4.16’dan bir umbilik noktada ¢ (U) = M ve oskiilatér hiperkiire (ya da oskiilator
esuzaklik hiperdiizlemi) korank-(m-1) degmeye sahiptir. Bu nedenle, hiperbolik (ya
da de Sitter) sirt noktasi bir umbilik nokta degildir.

Fonksiyon germlerin genel agilim teorisinden Bif (F) orijinde singiiler olma-
mast i¢in gerek ve yeter kogul f = F |R™ x {0} fonksiyonu As-tip singiilerlige sahip
olmasidir. Bu nedenle agagidaki onerme soylenebilir.

Onerme 4.21 (Izumiya vd 2004b) Bir énceki 6nermedeki notasyonla TEy; total
evoliit ag = TEZT (uy) noktasinda singiiler degildir ancak ve ancak ¢ (U) = M ve
PS™ ! (ag,r9) , up noktasida Ax-tip degmeye sahiptir. Burada a; € H" (—1) ise
TEZ* (ug) = HE* (ug) ve ag € ST ise TE* (ug) = SEE (ug) olur.

4.2.2. Hiperbolik uzayda kostik olarak fokal yiizeyler

Bu boliimde hiperbolik uzayda bir hiperyiizeyin hiperbolik (de Sitter) fokal
yiizeyleri (evoliitlerini) simplektik (symplectic) geometride kostik olarak yorum-
lanacak ve tekil noktalarinin geometrik anlamlar: irdelenecektir.

Onerme 4.22 (Izumiya vd 2004b) ¢ (U) = M iizerinde H” hiperbolik timelike ve
H*® hiperbolik spacelike yiikseklik fonksiyonlar: Morse ailesidir.

ispat: Ik olarak hiperbolik timelike fonksiyonu diigiiniilsiin. HT" (—1) hiperbolik
uzayinda herhangi bir v = (vg,vy,...,v,) vektorii igin vy = /07 + -+ + 02, + 1
oldugundan ¢ (u) = (¢o (u), ..., om (u)) olmak tlizere

HT(u,V):—goo(u)\/U%—l—-”—i-v?n—i-1+<p1(u)vl+--~+<pm(u)vm

yazilabilir. Herhangi noktada

AHT — <8HT OH" )

gy
8%1 6um_1
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doniisiimintn singiiler olmadigy gosterilmelidir. ¢, = 0*p/0u;0u; (u) olmak
tizere AH” fonksiyonunun Jacobian matrisi

<Q0u1u17 V> T <90u1um,17 V> ~P0uy Z_(l)—i_gplul T ~Pouy li)_rg—i_gpmul

v [ - Um
<(Pum,1u1 ) V> e <¢um,1um71 ) V> _gpoumfl V0 +g01um71 @Oum,l ’U”(")L +g0mumfl

olarak verilir. Morse ailesinin tanimi geregi

~Pouy %“"Plul T ~P0uy y +Pmuy
X = : : :

U1 v
“POum—19p TPlum—1 7 “POum—1 gy T Pmum_1

matrisinin rankimimn (u,v) € Ca (H T)’de m — 1 oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in

P05 TP1 a -0 2 +Pm
A _ _(100u1 Z_(l)‘leul T _SOOul 1;)—7;+(me1
~P0up,_1 Z_(l)+§01um_1 o mP0um—1 2)_73+30mum_1

matrisinin rankinin (u,v) € Ca (H T) kiimesinde m oldugunu gostermek yeterlidir.
1=20,...,m i¢in

Pi
Piuy
a; = .
(Ioium— 1

tanimlansin. O halde

U1 Um
A= |—-ay— +ay,...,—ag— + a,,
Vo Vo

ve

det A = 22 det (al,...,am)—ﬂdet (ao,ag,...,am)—...—v—mdet (ar,...,a,_1,9)
Vo Vo Vo

yazilabilir. Diger yandan

P X Py XX Py
= (-det (ay,...,a,),-det (ag,as, ..., a,),...,(-1)"det (ar,...,a,_1))

bulunur. Bu nedenle (u,v) € Ca (HT) i¢in

detA—<<@,...,v—n>,cp><cpu1><-~~><<pu 1>
Vo Vo "

1
:U—0<Np+ue,H<p><sou1 XX, | e)

1
:_HQOXLPMX'”XQOUWLAHM#O
Vo
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olur.

Simdi, hiperbolik spacelike yiikseklik fonksiyonu i¢in diigtiniilsiin. Bir onceki
durumdaki aym notasyonu kullanilacaktir. Herhangi v € S igin —v3 + v? + ... +
vZ, =1 olur. Genelligi kaybetmeksizin v, # 0 farzedilebilir.

vm:j:\/l—I—vg—v%—---—vz

oldugundan

H* (u, v) = -@o (u) vot+p1 (W) Vi+ -+ +Pm_1 (W) Vp_1E@m (©) \/H—vg—v%— R

elde edilir. Ayrica

AHS — <8HS OH® )

sy
8u1 aum_l

fonksiyonun herhangi noktada singiiler olmadig gosterilebilir. AH® fonksiyonunun
Jacobian matrisi

. ol - 2o e _ Um-1

<‘10u1u1 ’ V> <§0u1um,1 ) V> Pous +30mu1 U Pm-1ur ~Pmuy 17;
e _ o .. _ Um-1

<90um_1ulvv> <90um_1um_1a V> POum-1 T Prmatm1 om Om-Lum 1~ Pmatm e

seklindedir. Ek olarak agagidaki

o U1 ... _ Um—1
~®0u, +90mu1 Um P1u~Pmuy Vm Pm—1u; ~Pmuy U,
X — : . .
v 2o G JCA . Um—1
‘@Oum,l V0 +90mum,1 Um Solumfl Vg meum,1 Um Som—lum71 gpmumfl Um

seklindeki matrisin rankinin (u,v) € Ca (H o ) "de m — 1 oldugu gosterilecektir.

i Yo U1 Um—1
A= _aO+am_7a1_am_7"'7am—l_am
Um Um Um

matrisinin rankinn (u, v) € Ca (H o )’de m oldugu gosterilebilir. Bu nedenle (u,v) €
Ca (H T) igin

det A = (=1)"" {2 det (ag,...,a,) — I Qet (ag, ag, ..., a,)

m Um
Fo (—D)™ I det (ap, . A1)}
m— ( Um
= (-1) 1<<iﬂ) TP X Pyy X ><9°um1>
(=)™
= /U—<A(P+,ueal|goxcpu1 Xree X goum_llle>

(—)™!

:T”QOXQOM ><-~-><goum71H,u7£0
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bulunur. O

Morse ailesinden Lagrangian immersiyon germ ingasi metodu kullanilarak
tireteg ailesi ¢ (U) = M hiperyiizeyinin hiperbolik timelike yiikseklik fonksiyonu ya
da hiperbolik spacelike yiikseklik fonksiyonu olan bir Lagrangian immersiyon germi
agagidaki gekilde tanimlanabilir.

o U = HP(-1), o(u) = (po(u),...,om(u)) ile parametrize edilen
hiperyiizey igin v = (vo,...,v,) € HT(=1) ve vy = y/v? +---+v2 + 1 olmak
uzere

L (HT) (u,v) = (V, —p (u) z—; + o1 (u),...,—po (u) 1;—7;1 + Om (u))
seklinde bir
L(H"):Ca(H") = T*H!" (-1)

diizgiin doniigtimii tanimlansin. Burada 7% H'* (—1) kotanjant demetin trivial 6zelligi
kullanilmigtir. ST* de Sitter uzay1 icin

U={v=(vo,...,0m) € ST :v; # 0}

lokal koordinat diigiiniilsiin. 7*S7" |U; trivial demet oldugundan v = (vy,...,vm),
ST" uzaymin bir elemani olmak iizere

L; (HS) (u,v)
= (v, ~p0 (u) + 0 () 71 () = i () o0 () — i (1)
Um)

oy om (1) = @ (u) —

(%
seklinde
L; (H®) : Ca (H®) = T*S7"|U;  (i=0,1,...m)

doniigiimii tanmimlanabilir.  Ayrica m boyutlu uzayda i. bilesen ¢;'nin olmadigi
(©0s -+, Pis- -, pm) noktast diigiiniilsiin. Eger i # j icin U; NU; # @ ise L; (HS)
ve Lj (H o ) Lagrangian denktir oyle ki karsilik gelen Lagrangian denklik S7* de
Sitter uzayinin lokal koordinat degigimi ve onun Lagrangian lifti sayesinde verilir.
Gergekten, ¢ < j i¢in ST* uzaymin lokal koordinat degisimi v;; : U; — Uj;

wij(vo,...,@ )

iy Um
_ _ 2 _ 2 ~2 B
= (vo,...,vi—\/1+vo—v1—---vi—-~-—v72n,...,vj,...,vm>

seklinde tanimlanir ve

iy TSP = T*S75 4y () = (%}i)*f
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olarak tanimlanan t);; fonksiyonunun Lagrangian liftidir. O halde zZij simplek-
tik diffeomorfizm germlerdir (Arnol’d vd 1986). Dahasi, 6;; (u,v) = (u, v (V))

olarak ¢;; : U x U; — U x U; diffeomorfizm germleri ve o;; = 0y Ca( HY) seklinde

tanimlanabilir. Buradan @Eij olL; (I—IS) =L, (HS) 00 Ve Y oM =ToO @Eij yazilir.
Bu nedenle, bir global Lagrangian immersiyon L (H o ) :Ca (H o ) — T™ST" seklinde
ifade edilebilir. Yukaridaki onermenin agagidaki sonucu vardir.

Sonug 4.23 (Izumiya vd 2004b) Yukaridaki notasyonla, L (H") (ya da L (HS))
Lagrangian immersiyondur 6yle ki H? : U x H? (—=1) — R hiperbolik timelike
yiikseklik fonksiyonu (ya da H S .U % ST" — R hiperbolik spacelike yiikseklik
fonksiyonu) L (H T) (vada L (H o )) déniisiimiiniin tireteg ailesidir.

Bu nedenle kostigi ¢ parametrizasyonunun hiperbolik fokal yiizeyi (ya da
de Sitter fokal yiizeyi) olan L (H T) (ya da L (H s )) Lagrangian immersiyon elde
edilmig olur. L (I—I T) doniigiimiine M hiperyiizeyinin hiperbolik fokal yiizeyinin (ya
da de Sitter fokal yiizeyi) Lagrangian lifti denir.

4.2.3. Hiperbolik 3-uzayda yiizeyler

Bu boliimde n = 3 durumu 6zel olarak incelenecektir. ¢ : U — H? (—1)
bir yiizey ve HT : U x H? (-1) = R ve H® : U x §% — R sirasiyla hiperbolik
timelike ve hiperbolik spacelike yiikseklik fonksiyonlar: olsun. H Eﬁ ve S E:jg,ﬂ hiper-
bolik ve de Sitter fokal kiimeleri ve ag = HE: (ug,v) (ya da ag = SE3: (ug,vo))
olmak fizere py = ¢ (ug, vo) bir umbilik nokta degilse Onerme 4.16’dan hl (va da
hfo) po noktasinda Ajso-tip singiilerlige sahiptir. HEY (va da SEF), H' (ya da
H?) fonksiyon ailesinin ¢atallanma kiimesi oldugundan, HE3: (ya da SEiL) singiiler
olmamasi igin gerek ve yeter kogul A} (ya da hfo) po noktasinda Aa-tip singtilerlige
sahip olmasidir. Bu nedenle agagidaki onerme ifade edilebilir.

Onerme 4.24 (Izumiya vd 2004b) (1) py = ¢ (ug, vo) timelike sirt noktasi olmas
icin py bir umbilik nokta olmamasi ve kargilik gelen ag = H E: (ug, vo) , HE3: (u,v)
noktasinin bir singiiler nokta olmasi gerek ve yeterdir.

(2) po = ¢ (uo, vo) spacelike sirt noktasi olmasi igin py bir umbilik nokta olmamasi
ve kargilik gelen ag = SE3: (ug, vo) , SE5: (u, v) noktasmin bir singiiler nokta olmas
gerek ve yeterdir.

M iizerinde de Sitter asal egrilik ¢izgisi her yerde de Sitter asal vektorlere
teget olan bir egridir. ¢ (U) = M iizerinde [ (t) = ¢ (u (t), v (t)) bir egri ve & (u,v)
U iizerinde k2 (u,v) > 1 (ya da x? (u,v) < 1) karsihk gelen de Sitter asal egrilik ve
Kk (t) =k (u(t),v(t) olmak iizere HE}: (va da SE;;) iizerinde

a =+ (B ()4 ——eu(t),v <t>>)

k2 (t) —1
egrisi diiglintilsiin. Sirt noktasinin agagidaki karakterizasyonu vardir.
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Sonug 4.25 (Izumiya vd 2004b) py = ¢ (ug, vo) , M yiizeyinin bir umbilik noktast
olmasin.

(1) k2 (t) > 1 olsun. py = @ (ug,vg) bir timelike sirt nokta olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul pg = ¢ (u (to), v (to)) ve k' (to) = 0 olacak sekilde bir S (t) de Sitter asal
egrilik cizgisi vardir.

(2) k2 (t) < 1 olsun. pg = ¢ (ug,vy) bir spacelike sirt nokta olmasi igin gerek ve
yeter kogul pg = ¢ (u (to), v (to)) ve k' (to) = 0 olacak sekilde bir 5 (t) de Sitter asal
egrilik cizgisi vardir.

ispat: po = @ (u(tg) , v (tp)) noktasmin bir timelike sirt noktasi oldugu diigiiniilsiin.
Onerme 4.24°den a’ (ty) = 0 olacak sekilde bir S (t) = ¢ (u(t),v (t)) regiiler egrisi
vardir. O halde

o (f) =) lawr o
0=t (50 + ret®.0)
’%(t> de 1 de Hl(t)
BVCIGE! (0000 +75 5 (0.0 (0) S (a6) 0 1)

yazilabilir. de/dt + (1/k)de/dt bir teget vektor ve ¢ ve e lineer bagimsiz normal
vektorler oldugu igin a’ (¢) = 0 igin &’ (t) = 0 ve de/dt + (1/k) de/dt = 0 olmasi
gerek ve yeterdir. Bu nedenle ' (tg) = 0 ve de/dt (to) + (1/k) de/dt (to) = O olur.
Bu, py noktasinda de/dt (tg) teget vektorii de Sitter asal vektor oldugu anlamina
gelir. ¢ (u (t), v (t)) egrisini pg = ¢ (ug (to) , vo (to)) ile bir de Sitter asal egrilik ¢izgisi
olarak secilebilir. Ters iddia standart hesaplamalarla ispatlanir. Ayrica (2)’nin ispati
(1)’in ispatina benzer sekilde verilebilir. O
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5. DOGRU KONGRUANSLARININ FOKAL YUZEYLERI

¢ = @(u,v) ile parametrelendirilmis M yiizeyi, bir T' rektilineer kongru-
ansinin referans yiizeyi ve € = &(u,v), bu kongruansin diiz dogrularimin yoniinii
veren bir birim vektoér olmak tizere, girig boliimiinde de ifade edilen rektilineer kon-
gruansin parametrizasyonu

T : R(u,v) = p(u,v) + N¢(u,v), XeR, (5.1)

seklindedir. Eger & = &(u,v), M yiizeyinin birim normal vektori ise, T kongru-
ansina normal rektilineer kongruans denir. Eger & = &(u, v) spacelike (ya da time-

like) ise (5.1) ile tanimlanan 7' rektilineer kongruansina spacelike (timelike) kongru-
ans denir (Zhond ve Li 2008).

5.1. Lorentz 3-Uzayinda Spacelike Yiizeyin Teget Vektorleriyle Tanimla-
nan Fokal Yiizeyler

Abdel-Baky (1999, 2003) Oklid 3-uzaymda bir yiizeyin egrilik cizgilerinin
teget vektorleriyle iiretilen fokal ytlizeylerin parametrizasyonlarini bulup geometrisini
incelemigtir. Buradan hareketle spacelike ytlizey tizerindeki geodeziklerin teget vektor-
leriyle tiretilen fokal yiizeyler bu boliimde aragtirma konusu olacaktir.

Tanim 5.1 (Eisenhart 1969) (5.1) ile tanimlanan 7 rektilineer kongruansi igin birinci
ve ikinci Kummer temel formlar: sirasiyla

(d¢,dg¢) = Adu® + 2Bdudv + Cdv? (5.2)
olmak iizere A — (€,,€,), B = (€,,€,), C = (€,,€,) seklinde ve
(dep,d€) = adu® + (b+b) dudv + cdv?, (5.3)

olmak fizere a = (@, &,), b= {p,,£,), b= (0, &), c=(p,,&,) seklindedir.

Lemma 5.2 (Zhond ve Li 2008) E? uzayinda spacelike ya da timelike rektilineer
kongruansin normal kongruans olmasi icin gerekli ve yeterli kogul b = b olmasidir.

M, E? uzayinda ¢ = ¢(u,v) lokal parametrizasyonu ile verilen bir regiiler
spacelike yiizey olsun. F, F, G ve [, m, n sirasiyla birinci ve ikinci temel formlarin
katsayilar1 olmak iizere u-egrileri ve v-egrileri egrilik ¢izgileri olarak farzedilsin ve
u-egrileri yay uzunlugu parametresi u olan geodezikler olsun. O halde

E=1 F=0, G=uw* (w>0)

olur. e; = e (u,v) ve es = ey (u,v), sirasiyla u-egrilerinin ve v-egrilerinin birim
teget vektorleri ve e3 = e3 (u,v) birim vektorii, M yiizeyinin herhangi regiiler nok-
tada normali olsun. O halde, {e;,es, e3}

€1 = Py €2 = :/0%7

€3 =€y X e;
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seklinde ifade edilen M tizerinde hareket eden c¢atidir.

ds; = du, dss = wdv olsun, yani s; ve Sg, u-egrilerinin ve v-egrilerinin yay
uzunlugu parametreleridir. {e;, ey, e3} catisinin s; degiskenine gore tiirevleri

o (S5} 0 0 k (S5}
. e | =10 0 p e
51 €3 k P 0 €3

ve sy degiskenine gore tiirev formiilii

P €] q p e
7a. &2 = | ¢ 0 k €
2 \e p k 0/ \es
ile verilir, burada
k= — s — _% (5.4)

~ n Wy

k= o q=—

w w

sirasiyla, u-egrisinin normal egriligi ve geodezik burulmasi ve v-egrisinin normal ve
geodezik egrilikleridir.

r
Herhangi T' fonksiyonun s; ve sy’ye gore tiirevleri sirasiyla 9 = Ty ve
51
or
5. I'; ile gosterilecektir. K, M ylizeyinin Gauss egriligi olmak iizere M ytiizeyinin
52

Gauss-Codazzi denklemleri
K =kk—p*=q + ¢, (5.5)

—ka +p1 + 2pq = 0, -6
/ﬁ—pz-l—Q(k—k):O (5.6)

olarak verilir.

M yiizeyi iizerinde wu-egrilerinin birim teget vektorleri fokal yiizeylerinden
biri M olan bir spacelike R rektilineer kongruans olusturur ki R kongruansimin
parametrik denklemi

R: R(u,v,\) = p(u,v) + Ney(u,v), (u,v) €U, & (—00,00) (5.7)

ile ifade edilir. R kongruansinin birinci ve ikinci Kummer temel form katsayilari

A=—-k* B=—kwp, C=uw’(¢*—p°) (5.8)
a=0, b=0, b=0, c¢=w

olarak bulunur.
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p = 0 olmas1 parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi oldugu, £ = 0 olmas1 u-
egrilerinin tiimiintin diiz dogrular oldugu ve ¢ = 0 ise M ylizeyinin acilabilir ve
ikinci Kummer temel formun sifir oldugu anlamina gelir. Bu nedenle bu boliimde
p#0, k#0 ve g # 0 varsayilacaktir.

Teorem 5.3 (Zhond ve Li 2008) R, E3 uzayinda M spacelike yiizeyi iizerinde
geodeziklerin (diiz dogru olmayan) bir parametreli ailesinin tegetleriyle tiretilen
bir rektilineer kongruans olsun. Kongruansin ayni dogrusu iizerindeki fokal nok-
talar arasindaki uzaklik geodezikler ailesinin ortogonal egrilerinin geodezik egrilik
yarigapina esittir. R kongruansinin ikinci fokal ytizeyi M*, bir timelike yiizeydir ve
bu yiizeyin normal vektorleri geodeziklerin ortogonal egrilerinin teget vektorlerine
paraleldir.

ispat: Bir dogru kongruansiyla iiretilen fokal yiizeylerin parametrik denklemi

Z = p(u,v) +t(u,v)e(u,v)
seklindedir ve ¢ (u, v) fonksiyonu

Vo=¢,+t(e1),, Yo=¢,+t(e),, Yi=e (5.9)
olmak tizere

(Y, Y, Vi) = 0 (5.10)
ikinei derece denkleminin kokiidiir. (5.9) ve (5.10)’dan

1
t1(u,v) =0 to(u,v) = ——
q
bulunur. Buradan ayni dogru iizerindeki fokal noktalar arasindaki uzaklik
1
d = |ta(u,v) — t1(u,v)| = p

ile bulunur. M* ikinci fokal yiizeyinin parametrik denklemi

1
Z = QO(U, U) - —61<U,U)
q

oldugundan
¢ 1 ¢+ aq k
Z1 =e + e — — keg = e} — —es, (511
Z . (kes) > . )
1
Zy, =ey + q—iel — —(qeq + pe3) = q—zel — ]—9e3 (5.12)
q q q q

yazilabilir. M* ytlizeyinin birim normal vektorii

ZIXZQ

n=¢———— = €€y, e==1 5.13
HZI « ZQH 2 ( ) ( )
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olarak bulunur ki bu ikinci fokal yiizeyin timelike ve ortogonal egrilerin teget vektori-
ne paralel oldugunu gosterir. U

Teorem 5.4 (Zhond ve Li 2008) R, Teorem 5.3'de verilen rektilineer kongruans
olsun. Ikinci fokal yiizey dejenere degilse, R'nin iki torsal (acilabilir) yiizeylerinin
ortogonal parametrik egrilerinin bir ag1 boyunca ikinci fokal yilizeye teget olmasi
icin gerek ve yeter kogul referans ytlizey M yiizeyinin acilabilir yiizey olmasidir. Bu
durumda ikinci fokal yiizey acilabilir degildir.

ispat: E*, F*, G* ve [*, m*, n* sirasiyla M* fokal yiizeyinin birinci ve ikinci temel
form katsayilar: olsun. (5.11) — (5.13) esitliklerinden

2 2 2 2 2 2
k k
E*:M__w F*:w(<q ;qu)qr_f), G* = w? (%_p—) (5.14)

q q q q?

ve

k 2 —k
"= —5—p, m" = —5wp—, n* = ew? (CD p) (5.15)
q

bulunur. du : dv ve du : év, R kongruansinin iki torsal ytlizeyinin yon vektorlerini
temsil etsin. Bu kongruansin torsal yiizeylerinin diferensiyel denklemi

Adu + Bdv Bjdu + Cdv
adu +bdv  bdu + cdv

oldugundan bu denklemin ¢oziimleri
du:dv=—pw:k, du:dv=1:0 (5.16)

seklindedir. R kongruansinin torsal yiizeyleri ortogonal parametrik egri ag1 boyunca
M* ikinci fokal yiizeye tegetse (5.16) vektorleri

E*dudu + F* (dudv + dvou) + G*dvév = 0 (5.17)
denklemini saglamalidir. (5.14), (5.16) ve (5.17)’den

(0 +4) (01 + ) p— k) =0
ve bu esitlikten

@ +q>=0 (5.18)
ya da

(q1 + q2) p—qk=0 (5.19)
yazilabilir. (5.11) ve (5.12)’den

(1 +¢*)p— ko

Zl X Z2:
p3

2
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oldugundan (5.19) esitligi M* fokal yiizeyinin dejenere olmasi demektir ki bu varsayim-
la geligir. Bu yiizden (5.18) esitligi gegerlidir.

(5.5) ve (5.18) esitlikleri K" = 0 oldugunu gosterir. Bu da M referans yiizeyinin
acilabilir olmasi anlamina gelir. M* ikinci fokal yiizeyinin Gauss egriligi (5.14) ve
(5.15) vasitasiyla

P (kkp?* — kpga — p*)
(g1 + @) p — gak)?
seklindedir. (5.5)’den

pq?

K'=—"— 5.20
kgs — Kp ( )
elde edilir. (5.18) ve (5.20) esitliklerinden ve p # 0 ve ¢ # 0 oldugundan
4
k=2 49
kqs
olur ki bu M* fokal yiizeyinin acilabilir olmadigi anlamina gelir. U

Kongruansin bir dogrusu iizerinde olan fokal noktalar vasitasiyla M ve M*
arasinda birebir ¢ karsiligi kurulabilir. Bundan sonraki teorem bu karsiligin asimp-
totik egrilerin agini koruma kogulu i¢in gerek ve yeter kosulu ifade eder.

Teorem 5.5 (Zhond ve Li 2008) R, Teorem 5.3'de verilen rektilineer kongruans
olsun. R kongruansinin dejenere olmayan fokal yiizeyleri arasindaki o doniigimiiniin
asimptotik egrilerin agim korumasi icin gerek ve yeter kosul fokal ytlizeylerin K ve
K* Gauss egrilikleri

KK* = —¢*

bagintisini saglar. Burada ¢, Teorem 5.3’de verilen geodezik ailesinin ortogonal
yortingelerinin geodezik egriligidir.

Ispat: Fokal yuzeyler arasindaki ¢ dontigiimiiniin asimptotik egri agimi korumasi
i¢in

*  m* n*
esitliginin saglanmasi gerek ve yeterdir. (5.4) ve (5.15)’den bu son esitlik g = 0
esitligine denktir. Bu da (5.20)’den K K* = —¢* esitligini verir.

Tersine K K* = —q* olsun. (5.20)’den

pq* ¢t

kg, — Kp TR
bulunur ki bu egitlik
kQQ =0
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ifadesine denktir. k£ # 0 oldugundan son esitlik ¢ = 0 esitligini verir. 4

(5.18) ve go = 0 esitliklerinin her ikisi de saglanirsa Z; x Zy = 0 elde
edilir. Bu ise M* fokal yiizeyinin dejenere olmasi demektir. O halde asagidaki
sonu¢ soylenebilir:

Sonug 5.6 M, E2?’de bir spacelike yiizey olsun. R, bir parametreli geodezikler
ailesinin tegetleriyle tiretilen rektilineer kongruans olsun. Eger, R’nin torsal yiizeyleri
egrilik cizgileri boyunca M* fokal yiizeyine teget ve M ve M* arasindaki o birebir
karsiligi asimptotik egri agin1 korursa, M* dejenere yiizeydir.

b = b = 0 oldugundan R bir normal rektilineer kongruansdir. Simdi R kon-
gruansinin dogrularina dik olan yiizeyler aragtirilacaktir. Bu ytizeylerin parametrik
denklemleri

M : Z (u,v) = @(u,v) + (u,v) e (u, v), (5.21)
burada
t= _f <Lpu7 e1> du + <S0’U7 e1> dv + C, C < <—OO, OO)

esitligi ile verilir. Bu boliimde tanimlanan M yiizeyine gore

<¢u7el> = ]-7 <4Pvael> =0

oldugundan ¢t = ¢ — wu olur ve (5.21) esitligi

Z (u,v) = @(u,v) + (¢ — u) ey (u, v) (5.22)

olur. Direkt hesaplamayla

Z,=(c—u)kes, Z,=w(l+ (c—u)q)es+w(c—u)pes (5.23)

tiirevleri bulunabilir. Buradan bu yiizeylerin timelike yiizeyler oldugu goriiliir (Zhond
ve Li 2008).

o 1\:41 ylizeyi u = c¢ egrisi boyunca regiiler degildir. Bu yiizden u # ¢ farzedilir.
E, F, G ve l, m, n sirasiyla bu yiizeyin birinci ve ikinci temel form katsayilarini
gostersin. O halde t = ¢ — u olmak iizere

= —1’k?, F=—wt’kp, G=uw?(1+1q)° —?*t*p?

tk*, m = wtkp, 7 =wtp® —wiq (1 +tq)

—~ O

olur. M timelike ylzeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

1 n q
ve
Nu—"c 1+ (c—u)q
a( 1 4
2\u—c 1+ (c—u)q
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seklindedir. ¢ # 0 oldugundan K # 0, yani M aclabilir degildir (Zhond ve Li 2008).

Teorem 5.7 (Zhond ve Li 2008) R rektilineer kongruansmin ortogonal yiizeyleri
maksimal ise R'nin fokal ylizeyleri arasindaki kargilik asimptotik egri agini korur.

Ispat: M yiizeyinin E? Lorentz uzaymda maksimal bir yiizey olsun ki bu H=0
olmasi demektir. O halde,

1

q:2(u—c)

bulunur ve bu egitlikden ¢go = 0 bulunur. U
5.2. Lorentz 3-Uzayinda Timelike Normal Kongruansin Fokal Yiizeyleri

Bir onceki boliime benzer seklide M : ¢ = ¢(u,v), E3 Minkowski uzaymda
bir regiiler spacelike yiizeyi olmak tizere u-egrileri ve v-egrileri egrilik ¢izgileri olarak
diigiiniilsiin. e; = e (u,v) ve es = ey (u,v) , u-egrilerinin ve v-egrilerinin birim teget
vektorleri ve e3 = e3 (u,v) birim vektorii, M yiizeyinin herhangi regiiler noktada
normali olsun. O halde,

e = Pu €y = ﬁ €3 = €] X €y (524)

Vel

yazilabilir.

u-egrilerinin ve wv-egrilerinin yay-uzunlugu parametreleri sirasiyla s; ve so
olmak tizere ds; = VEdu, dsy = VGdv esitlikleri vardir. {e;, ey, €3} catisinin sy
degiskenine gore tirevleri

o [© 0 q k e
8_ (S) = —q 0 0 (SD) (525)
51 \ ey E 0 0/ \e;
seklindedir. Burada
l E,

k=—-——=veq=—
£ T onvG

sirasiyla, u-egrisinin normal ve geodezik egrilikleridir. Benzer sekilde, {e;, ez, e3}
catisinin s, degigkenine gore tiirev formiilii

o (S5} 0 q* 0 €1
ae 2] = —q¢¢ 0 k¥ e (5.26)
52 €3 0 k* 0 €3

ile verilir. Burada
—— ve qg* =
¢ 1 T S5aVE

sirasiyla, v-egrisinin normal ve geodezik egrilikleridir. Darboux gatisi ile ilgili daha
fazla bilgi i¢in Ozdemir ve Ergin’e (2007) bakilabilir.

k" =
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(4.3) denkleminden, M {izerinde & (s1,52) = (k* — k)* (51, s3) bulunur. Bu
nedenle, LPL kiimesi spacelike umbilik noktalar olarak simiflandirilan izole edilmis
noktalardan olugur (Tari 2013).

M spacelike yiizeyinin birim normalleriyle elde edilen normal rektilineer kon-
gruansin parametrik denklemi

T : R(u,v,\) = p(u,v) + Neg(u,v), € (—o0,+00) (5.27)

seklindedir. Asagidaki teorem ile timelike normal rektilineer kongruans ile olugturulan
fokal yiizeylerin parametrizasyonlar: elde edilir.

Teorem 5.8 (Simsgek ve Ozdemir 2015) (5.27) ile belirli T timelike normal rektilineer
kongruansi icin, fokal yiizeylerinin parametrik denklemleri

1

Z': 7" (u,v) = o (u,v) — 7o (u,v), (5.28)
7% : 7% (u,v) = ¢ (u,v) — %93 (u,v)

ile verilir. Z!, Z? fokal yiizeyleri timelike yiizeylerdir ve e, e, sirasiyla Z', Z?'nin
normalleridir.

ispat: Normal rektilineer kongruansla iiretilen fokal yiizeyin parametrik denklemi

Z =p(u,v) +t(u,v)es(u,v) (5.29)
ile verilir. ¢ (u,v) fonksiyonu

bu=wp,+t(es),, Po=¢,+1l(es),, F=e;s
olmak tizere

(P, P,,P,)=0 (5.30)
ikinci derece denkleminin kokiidiir. (5.25) ve (5.26) denklemleri kullanilirsa

Po= (Vi + vt e, o= (VG + VGt ) e, P = e (5.31)
esitlikleri bulunur.

(5.31)’den, (5.30) ikinci derece denklemin kokleri

1 1
t1<uav) = _E tQ(U,'U) = _E

olarak bulunur. (5.29)’da t; ve ty yerine yazilirsa ilk iddia kanitlanir. (5.28) fokal
yiizeylerinin s, ve sy parametrizasyonlarina gore tiirevleri

k 1 k

Z% =e| + k—;eg — E (k:el) = k—;eg, (532)
ki 1. (k — k* k

Zézez+k—§eg—g(k:e2)= ’ )e2+k—§e3
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ve
ky 1 k*—k k3
Z% =e; + @63 — % (kel) = <k—*)91 + ﬁeg, (533)
k3 1 k3
72 =ey+ —2-e3— — (k'ey) = —2—e
T S

seklindedir. (5.32) ve (5.33)’den, e;, Z' fokal ylizeyinin normalidir ve ey, Z?* fokal
yiizeyinin normalidir. e; ve e, spacelike vektorler oldugu icin Z!, Z? fokal yiizeyleri
timelike ytizeyler oldugu sonucuna varilir. U

Simdi, (5.28) ile belirlenen fokal yiizeylerin Gauss egrilikleri bulunacaktir.
E', F1 G ve I}, m!, n! sirasiyla Z' fokal yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlarin
katsayilar1 olmak iizere bu katsayilar

fr)?
B = g P 5.34
g11 (k:)4 ( )
1 k1k2
F'=—/mVG—]
()
ko) (k—k*)?
@:G(_“L+< 2))
(k) ()
ve
k
I = gnf (5.35)
m' =
1 _ _Gq (
" K
olarak hesaplanir. (5.34) ve (5.35)’deki sonuglar
1,,1 1\2
Ky — I'nt — (m')
E1Gl — (F1)2’
Gauss egriligi formiiliine yazilirsa Z' fokal yiizeyinin Gauss egriligi
¢ (k)"
Kzpi= ————— .
2= = ) (5.36)

olarak bulunur (Simsek ve Ozdemir 2015). Benzer sonuglar Z? fokal yiizeyi igin de
bulunabilir. Bu nedenle, Z? fokal yiizeyinin Gauss egriligi

q (k)"

Kgppr=—— "~
“ k(e k)

(5.37)

seklindedir.
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Spacelike yiizey tizerinde sirt ve alt-parabolik ¢izgilerinin tanimlar asagidaki
tanimla verilebilir. Bu tanmimlar Oklid uzaymda Morris’in (1996) vermis oldugu
tanimlara benzerdir.

Tamim 5.9 (Simsek ve Ozdemir 2015) (1) M spacelike yiizeyi iizerinde k; = 0
esitligini saglayan noktalarin geometrik yerine 1-surt (ridge) ¢izgi denir.

(2) M spacelike yiizeyi tizerinde k] = 0 esitligini saglayan noktalarin geometrik
yerine 1-alt-parabolik (sub-parabolic) ¢izgi denir.

(3) M spacelike yiizeyi iizerinde k5 = 0 esitligini saglayan noktalarin geometrik
yerine 2-surt (ridge) ¢izgi denir.

(4) M spacelike yiizeyi iizerinde ks = 0 esitligini saglayan noktalarin geometrik
yerine 2-alt-parabolik (sub-parabolic) ¢izgi denir.

Yukaridaki tanimla su yorumlar yapilabilir. Sirt ¢izgisi, bir egrilik ¢izgisi
boyunca asal egriligin ekstremum degerlerinin olugturdugu noktalarin geometrik
yeridir ve alt-parabolik ¢izgi, bir egrilik ¢izgisi boyunca diger egrilik ¢izgisinin asal
egriliginin ekstremum degerlerinin olusturdugu noktalalarin geometrik yeridir. Fokal
yiizeylerin sirt noktalarda singiiler oldugu (5.32) ve (5.33)’den goriilebilir. Genel bir
yiizey i¢in umbilik noktalar diginda fokal yiizey bir sivri u¢lu kenar (cuspidal edge)
ylzeye veya swallowtail ylzeye diffeomorfiktir. Swallowtail tekilligi sirt egrisi tize-
rindeki izole edilmig noktalara karsilik gelir. Alt-parabolik cizgiler icin asagidaki
sonu¢ vardir.

Teorem 5.10 (Simsek ve Ozdemir 2015) Sirt, parabolik ve umbilik noktalar diginda
agagidaki ifadeler denktir.

(I) Z* (uo, vo) noktasinda Z' timelike fokal yiizeyinin bir parabolik ¢izgisi vardir.
(IT) ¢ (ug, vo) noktasi 1-alt-parabolik noktadir.
(IIT) Spacelike v-egrisinin geodezik egriligi ¢ (ug, vg) noktasinda sifirdir.

Ispat: (I) ve (I)'nin (III)’e denk oldugu gosterilirse teorem kanitlanmug olur.

Z' (ug, vo) noktasinda bir parabolik gizgi varsa
I'n' — (ml)2 =0
ve [! ya da n' bu noktada sifirdir. Bu nedenle (5.35)’den ¢* = 0 elde edilir.

(IT)'nin (I1T)’e denk oldugu su sekilde gosterilebilir. e, vektorii Z? fokal yiizeyinin
normali oldugu i¢in (5.25) ve (5.33) kullanilarak

8e2 8e2
e (2,23) = - (2,52 ) =~ (.52
/{Z; 882
= — R —— R = O
<(/<;*)2€3’ D5, >
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elde edilir. Ayrica (5.33) ve (5.26) kullanilarak

882 (k* — k) 862 k* 882
Z2 — 1 —
() = (o) e () =

0 0
esitligi bulunur. Hipotezden k* —k # 0 ve <e3, 8—82> # 0 oldugundan <e1, a_ez> =
So 59
0 esitligi &7 = 0 olmasina denktir ki bu kanit1 bitirir. O

Teorem 5.11 (Simsek ve Ozdemir 2015) Sirt, parabolik ve umbilik noktalar diginda
agagidaki ifadeler denktir.

(I) Z2 (ug, v) noktasinda Z? timelike fokal yiizeyinin bir parabolik ¢izgisi vardir.
(I1) ¢ (ug, vo) noktasi 2-alt-parabolik noktadir.
(I1T) Spacelike u-egrisinin geodezik egriligi ¢ (ug, vy) noktasinda sifirdir.

ispat: Bir onceki teoremin kanitina benzer gekilde yapilabilir. U

Sonug 5.12 Z' ve Z2 fokal yiizeyleri iizerinde bir parabolik cizgi gectiginde Gauss
egrilikleri genellikle sifir boyunca igaretini degistirir.

5.2.1. Spacelike yiizey iizerinde 6zel noktalar

Bir ylizey tlizerinde bulunan sirt ve alt-parabolik cizgiler tizerinde bazi 6zel
noktalar agagida simflandirilmigtir:

a) Alt-parabolik ¢izgi bir egrilik ¢izgisine tegettir.
b) Sirt ¢izgisi bir egrilik ¢izgisine tegettir.
¢) Sirt ve alt-parabolik ¢izgileri kesigir.
d) Sirt egrilerinden biri digerini keser.
e) Alt-parabolik egrilerinden biri digerini keser.
1-alt-parabolik cizgisi v-egrisine teget oldugunda Z' timelike fokal yiizeyi
tizerinde bir Gauss zirve (a cusp of Gauss) noktas1 vardir. Bir Gauss zirve noktast

parabolik ¢izgi tizerinde sifir asal egriligi ile birlikte asal vektortin parabolik ¢izgiye
teget oldugu noktadir. Bu agagidaki teorem ile goriiliir.

Teorem 5.13 (Simsgek ve Ozdemir 2015) Asagidaki ifadeler denktir.
(1) 1-alt-parabolik ¢izgi spacelike v-egrisine tegettir.

(2) Spacelike v-egrisi bir yiiksekge geodezik biikiim noktasina (higher geodesic
inflection) sahiptir.

(3) Z' timelike fokal yiizeyi Gauss zirve noktasina sahiptir.
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Ispat: (1)in (2) ve (3)%e denk oldugu gésterilecektir. Teorem 5.10°dan 1-alt-
parabolik cizginin denklemi ¢* = 0’dir. 1-alt-parabolik ¢izgi spacelike v-egrisine
teget oldugunda ¢5 = 0 elde edilir. Bu nedenle v-egrisi bir yiiksekce geodezik biikkiim
noktasina sahiptir.

1-alt-parabolik cizgisi spacelike v-egrisine tegetse, Z' timelike fokal yiizeyi
tizerindeki parabolik ¢izgi Z3 vektoriine tegettir. Z} vektortiniin asal vektor oldugu
gosterilirse kanit tamamlanir. Z' tizerinde {Z}, e, Z} x e} v-egrisine kargilik gelen
egrinin Darboux catisidir. Z! vektoriiniin asal vektor oldugunu gostermek icin bu
egrinin 7 geodezik burulmasinin sifir oldugu gosterilmelidir. 1-alt-parabolik ¢izgi
tizerinde ¢* = 0 oldugundan

0
T = <ﬂ,Zéxe1> :q*<e2,Z§ ><e1>:O
882

elde edilir. O

1-alt-parabolik cizgi u-egrisine tegetse, Z' timelike fokal yiizeyi iizerindeki
parabolik ¢izgi Z1 vektoriine tegettir. (5.32)’den, Z' {izerindeki bu parabolik ¢izgi
e; vektoriine tegettir ki parabolik cizginin timelike egri oldugunu gosterir.

1-sirt egrisi 2-alt-parabolik cizgiyi kestigi noktada k; = 0 ve ky = 0 bulunur.
Bu nedenle (5.32)’den Z! timelike fokal yiizey iizerindeki sivri uclu kenar egrisi e,
vektoriine teget olacaktir. Bu durumda sivri uglu kenar egrisi bir spacelike egridir.

Simdi, Kokubu vd (2005) ve Saji vd (2009) tarafindan bir noktanin swal-
lowtail nokta olmasi icin ifade edilen bir kriter aciklanacaktir. M? ve N3 sirasiyla
yonlendirilmig 2-manifold ve yonlendirilmis 3-manifold olmak tizere ¢ € M? nok-
tast f: M? — N3 frontunun non-dejenere singiiler noktas: olsun. Kapali fonksiyon
teoreminden singiiler noktalarin kiimesi ¢ noktasinin bir komgulugunda

v (—e,€) € 5 — y(s) € M?, v(0) =g¢q

diizgiin (smooth) egrisi tarafindan parametrize edilir. Bu egriye ¢ noktasindan gegen
singiiler egri (singular curve) ve v (0) vektériine ¢ noktasida singiiler vektor (sin-
gular direction) denir. Her s € (—¢,¢) i¢in, tek bir 7 (s) € T, M? vektorii vardir
oyle ki df (n(s)) = 0. Bu vektore null vektdr (null direction) denir.

Swallowtail noktalar1 igin kriter: ¢ = 7 (sg) noktasmin bir swallowtail
nokta olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

det <fyl (s0),m (30)) =0 ve % sy det <’y' (s),m (3)) #0

ifadelerinin saglanmasidir. Burada det, 2 x 2 matrislerin determinantini gosterir.
oz' ) : : o :
—— birim vektor olacak sekilde spacelike 1-sirt egrisinin parametrizasyonu
0Z? 0z} . o
a(t) olsun. § —— e;, —— X e ¢ sivri uglu kenar egrisinin Darboux ¢atisidir. 7 (s)

ot ot
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singiiler egrisi U C R? agik kiime olmak iizere Z' : U — E? timelike fokal yiizeyi
iizerindeki sivri uclu kenar egrilerinin ters goriintiistinden olusur. Eger 1-sirt ¢izgisi

u-egrisine ¢ € U noktasinda tegetse, 8_? = Ae; bulunur. Buna gore D kovaryant
tlirev operatorii ise

0Z*

- = Do Z' = \De,Z" = NZj = 0,

esitliginden singiiler yon vektori g noktasinda null yon vektortine paraleldir. Bu ne-
denle ¢ = v (s9) noktasinda det (fyl (s0),m (30)) = 0 esitligi bulunur. Diger yandan,
sivri u¢lu kenar egrisi iizerinde

0 0Z?
le (a) = % = \/911Z% =0

0
esitligi hesaplanabilir. O halde null yon vektori 7 (s), u vektoriine paraleldir.
u

v(s) = (1 (s),7(s)) ve n(s) = (£(s),0) sirasiyla singiiler egri ve null yon vektori
olsun. O halde

det (7 ().m()) = (€ ()9 (5) = €(9)7% ) |,
= —£(50) 72 (50) # 0

bulunur. Sonug olarak Z! timelike fokal yiizeyi iizerinde bir swallowtail noktas: elde
edilir (Simgek ve Ozdemir 2015).

a S=50

Sivri uclu kenar egrisi spacelike olsun. O halde,k,, k,, ve 7, sirasiyla spacelike
sivri uclu kenar egrisinin normal egriligi, geodezik egriligi ve geodezik burulmas: ise

07! 0Z"
9 ot 0 kn Ky ot
tloz! YA
9Z o Lo 7 O1|OZ
ot ot

esitlikleri vardir.

Lemma 5.14 (Simgek ve Ozdemir 2015) Swallowtail ve umbilik noktalar diginda,
spacelike sivri uclu kenar egrisinin k, normal egriliginin sifir olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul ¢* fonksiyonunun sifir olmasidir.

Ispat: e, ve e, asal vektorler olmak iizere o (t) = ae; + bey esitligi yazilabilir.
Ayrica

0Z!
ot
esitligi vardir. O halde

bo— 8e1 8Z1 —1I E)Zl 8Z1 o
" Nat ot/ TF ot o)
= a’llz (21, Zy) + 2abllz (21, Zy) + b°11z (Z3, Z3)

(% m) -y k)
59

= DyZ' = aZj + bZ,

k
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olur. £ = k* umbilik nokta oldugu ve b = 0 swallowtail noktas1 oldugu anlamina
geldiginden ¢* sifirdir. 0

Eger sivri uglu kenar egrisi timelike egri ise,

0Z* 0Z*
9 ot 0 k. £k ot
a (S5} = kn 0 Ty (S5}
oz’ X e ky —my 0] |02 X e
ot~ ot~

tiirev formiilii yazilabilir. Buna gore Lemma 5.14 timelike sivri uglu kenar egrisi i¢in
de gecerlidir.

Eger 1-sirt cizgisi 1-alt-parabolik cizgiden gecerse, timelike Z! fokal yiizeyi
tizerinde parabolik ¢izgi sivri uclu kenar egrisinden gegecektir ve Teorem 5.10 ve
Lemma 5.14’den sivri uglu kenar egrisinin normal egriligi sifir olacaktir.

Benzer yorumlar 2-alt-parabolik cizgi ve 2-sirt ¢izgisi icin de yapilabilir.
5.3. Lorentz 3-Uzayinda Spacelike Normal Kongruansin Fokal Yiizeyleri

M : @ = @(u,v), E3 regiiler timelike yiizey olsun. M iizerinde w-egrilerini

ve v-egrilerini timelike ve spacelike egriler olarak diiginelim. Buna gore €; timelike
vektor ve €y, €3 spacelike vektorler olmak tizere

€ = L, €y = P , €3 = €1 X €9 (538)
£

3

ve

ds; = \/|E|du,  ds, = VGdv

yazilabilir. §;, §’ye gore {€;, €z, €3} Darboux catisinin tiirev formiilleri

5 (& 0 g k\ [&
95, &|=[q 0 0] |e (5.39)
51 \ &, k0 0/) \&
burada
_ b E
k:_g ( )U

4= ==
E 2|E|VG
sirasiyla @-egrisinin normal ve geodezik egrilikleridir ve

& 0 k* 0 &

o (& -
52 \ &, 0 —7 0/ \&
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burada

sirasiyla v-egrisinin geodezik ve normal egrilikleridir (Ozdemir ve Ergin 2007).

T normal spacelike kongruansmin parametrik denklemi (5.27) ile verilir. Asagi-
daki teorem ile bu kongruansin fokal yiizeylerinin parametrizasyonlar ifade edilebilir.

Teorem 5.15 (Simgek ve Ozdemir 2015) T kongruansmin fokal yiizeylerinin paramet-
rik denklemleri

71 7 (u,v) = @lu, v) — %53 (u, 0) (5.41)

_ 1
Z?: 7% (u,v) = @(u,v) + §é3 (u,v)

ile verilir. Z' ve Z? fokal yuzeyleri sirasiyla spacelike ylizey ve timelike yiizeydir ve
e, &, vektorleri sirasiyla Z', Z? fokal yiizeylerinin normalleridir.

ispat: Teorem 5.8’in kanitina benzer sekilde yapilir. U

(5.41)’deki denklemlerin §; ve 35 degiskenlerine gore tiirevleri alinirsa

.k
7' (k—;Qég, (5.42)
_ k+q" ks
ve
o (k+q a
i= ( = e, (qj)zeg, (5.43)
725 g,
@y

elde edilir.

Z' fokal yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlar sirasiyla E', F', G ve [,

L ntile gosterilirse,

o ( ) a*)?)
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ve
P M
k
m' =0,
L .(k];q)

bulunur. O halde Z' spacelike fokal yiizeyinin Gauss egriligi
B (R

ah (5.44)

Ky
seklindedir (Simsek ve Ozdemir 2015). Benzer sekilde Z2 fokal yiizeyinin Gauss
epriligi
4
(1)
Kpo= —L 10 (5.45)
2 g (k+q)
olarak bulunur.

M timelike yiizeyi i¢in, (4.3)’den LPL kiimesi
d(s1,8) = (1.]?: — (—1)@*) (s1,82) = (l% + cj*) (s1,82) =0
denklemiyle verilen egridir. Ayrica spacelike Z' yiizeyi iizerinde LP Lz
TN2Tx (T o\ T (T2 (IN27 (T, —\2]2 N3 T N2 Tk (T
(o) B () = B (ko) = (B) by (k4 0)°] 4 (B0)” () B (k+07) =0
(5.46)
denklemi ile verilir (Simgek ve Ozdemir 2015).

Tanim 5.16 (Simgek ve Ozdemir 2015) (1) Timelike M yiizeyi tizerinde k1 = 0
esitligini saglayan noktalarin geometrik yerine 1-surt ¢izgi denir.

(2) Timelike M yiizeyi iizerinde ¢; = 0 egitligini saglayan noktalarin geometrik
yerine I-alt parabolik ¢izgi denir.

(3) Timelike M yiizeyi iizerinde 75 = 0 egitligini saglayan noktalarin geometrik
yerine 2-surt ¢izgi denir.

(4) Timelike M yiizeyi iizerinde ks = 0 esitligini saglayan noktalarin geometrik
yerine 2-alt-parabolik ¢izgi denir.

Timelike yiizey iizerinde 1-sirt ve 2-alt-parabolik cizgileri spacelike yiizey
tizerindeki 1-sirt ve 1-alt-parabolik cizgileri gibi davramr. Diger yandan 1-alt-
parabolik ¢izgisi bir egrilik ¢izgisi boyunca diger egrilik ¢izgisinin geodezik egriliginin
ekstremum degerlere sahip noktalarin geometrik yeridir ve 2-sirt cizgisi diger egrilik
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¢izgisi boyunca ayn egrilik ¢izgisinin geodezik egriligin ekstremum noktalara sahip
oldugu noktalarin geometrik yeridir. (5.42) ve (5.43) esitliklerinden fokal ytizey sirt
noktalarinda singiilerdir. Genelde ylizeyin sirt noktalarinda fokal yiizey iizerinde
sivri uclu kenar egrisi olusur. Alt-parabolik cizgiler i¢in agagidaki sonug¢ spacelike
yiizeydeki sonuca benzerdir.

Teorem 5.17 (Simsek ve Ozdemir 2015) Sirt, parabolik ve LPL noktalar1 diginda
agsagidaki ifadeler denktir.

(I)  Z' (up,vy) noktasinda Z' spacelike fokal yiizeyin parabolik cizgisi vardir.
(I1) @ (uo, vo) noktast 1-alt-parabolik ¢izgi iizerindedir.
(ITT) Spacelike v-egrisinin normal egriligi @ (ug, vo) noktasinda sifirdir.

ispat: Teorem 5.10’nun kanit1 takip edilerek yapilabilir. O

Teorem 5.18 (Simsek ve Ozdemir 2015) Sirt, parabolik ve LPL noktalar1 diginda
agagidaki ifadeler denktir:

(I) Z2 (ug,vy) noktasmda Z? timelike fokal yiizeyi iizerinde bir parabolik cizgi
vardir.

(IT) @ (ug, vo) noktas: 2-alt-parabolik ¢izgi iizerindedir.
(III) Timelike u-egrisinin geodezik egriligi @ (uo, vo) noktasinda sifirdir.

Timelike yiizey tizerinde 0zel noktalar i¢in spacelike yiizeye benzer yorumlar
yapilacaktir. 1-alt-parabolik ¢izginin spacelike v-egrisine teget olmasi durumunda
agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.19 (Simsek ve Ozdemir 2015) Asagidaki ifadeler denktir:

(1) 1-alt-parabolik ¢izgi spacelike v-egrisine tegettir.

(2) v-egrisi yiiksekge normal biikiim noktasina (higher normal inflection) sahiptir.

(3) Z' spacelike fokal yiizeyi Gauss zirve noktasima (cusp of Gauss) sahiptir.
ispat: Teorem 5.13%iin kanitina benzerdir. U

Eger i—alt—parabolilg cizgi timelike @-egrisine tegetse, Z' spacelike fokal ylizeyi

lizerindeki parabolik ¢izgi Z1 vektoriine tegettir. (5.42) denkleminden, Z' iizerindeki
parabolik ¢izgi €3 vektoriine tegettir. O halde bu parabolik ¢izgi spacelike egridir.

) I-sirt egrisi @ (ug,vg) izole edilmis noktada LPL egrisine tegetse, k; = 0
ve k + ¢ = 0 esitlikleri vardir. Buradan ¢; = 0 oldugundan 1-alt-parabolik cizgi
@ (ug, vo) noktasinda 1-sirt egrisine ve LPL egrisine tegettir. Bu nedenle, sivri uglu

kenar egrisi ve parabolik ¢izgi Z' (ug, vo) noktasinda birbirine tegettir. Ayrica (5.46)
denkleminden Z' (ug, vg) noktasi LP Lz egrisinin bir elemanidir. Sonug olarak 1-sirt
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ve 1-alt-parabolik cizgileri LPL iizerinde aym davranisi gosterirken sivri uclu kenar
egrisi ve parabolik cizgi LP Lz tizerinde aym davramigi gosterir. Benzer sekilde 2-
sirt egrisi (2-alt-parabolik c¢izgi) LPL egrisine tegetse, 2-alt-parabolik ¢izgi (2-sirt
egrisi) ayni noktada LPL egrisine teget olacaktir. Ustelik 2-alt-parabolik cizginin
LPL egrisine teget oldugu nokta (5.46) denkleminden L P Lz, tizerindeki bir noktaya
karsilik gelir (Simsek ve Ozdemir 2015).

Eger I-sirt egrisi 2-alt-parabolik cizgiden gecerse Z' spacelike fokal yiizeyi
tizerinde sivri uclu kenar egrisi €y vektoriine teget olacaktir. Bu nedenle sivri uglu
kenar egrisi spacelike egridir.

07!

—— birim vektor olacak sekilde 1-sirt egrisinin parametrizasyonu a (£) olsun.

ot _ _
oZ' _ 07! }

Bir onceki boliimde verilen spacelike yiizey tizerindeki durum gibi {W’ €1, T X €1

spacelike sivri uclu kenar egrisinin Darboux catisidir. 1-sirt egrisi timelike @-egrisine
teget oldugu zaman, Z' spacelike fokal yiizeyi {izerindeki karsiik gelen nokta bir
swallowtail noktasidir.

Spacelike sivri uclu kenar egrisinin Darboux gatisinin tiirev formiilii

07! y . 07!
o ot O kKol o
a B (S5} == n 0 Tg _ €1
8_Z1 X €1 _kg 7_—g 4 8—Z1 X €1
ot ot

ile verilir. Burada k,, k,, 7, fonksiyonlar1 sirasiyla normal egrilik, geodezik egrilik
ve geodezik burulmadir.

Lemma 5.20 (Simsek ve Ozdemir 2015) Swallowtail ve LPL noktalar diginda,
spacelike sivri uglu kenar egrisinin normal egriligi £, = 0 olmast i¢in gerek ve yeter

kosul k* = 0 olmasidur.

ispat: Lemma 5.14’deki kanita benzerdir. O
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6. SABIT KESITSEL EGRILIKLI FOKAL YUZEYLER

Py ve P, E*de iki n-diizlem olsun. P; ve P, arasindaki esas agilar (principal
angles) 0y, ...,0, € [0, g] olmak {izere

cosf; = max max (u,v) = (w;,vy), i=1,..n (6.1)

ile tanimlanir; burada u ve v birim vektorler ve (u,u;) =0, (v,v;) =0 (1 < j <i-1)
esitlikleri vardir (Golub ve Van Loan 1996). E?" Minkowski uzayr durumunda, u;
ya da v; timelike vektor ise 6; acis1 hiperbolik agi olacaktir.

E2" Oklid uzayinda, ey, ..., e, ve €7, ..., e} sirasiyla P; ve P; i¢in taban olacak
sekilde iki ortonormal e, ..., €y, ve €7, ..., €} tabanlar1 vardir ve (6.1) denkleminden
1 <7< nigin

e; = cosb;e; +sinb;e, 1, (6.2)

*

e, = —sinfe; + coste, 1,

yazilabilir. Ozel durumda, tiim 61, ..., 6, acilar1 bir 6 acisina esitse, herhangi u € P,
ve v € P, arasindaki ac1 da 6 olacaktir.

M, E2*~! Minkowski uzaymda n-boyutlu bir Lorentz altmanifold ve ¢, M alt-
manifoldunun lokal parametrizasyonu olsun. ey, ..., e, vektorleri Ml altmanifoldunun
teget diizleminin lokal ortonormal g¢atisi oldugu farzedilsin. wy, ..., w, sirasiyla eq,...,
e, vektorlerinin dual kogatisi (dual coframe) ise

2n—1

de = ZwAeA, WA = e, (dp,€4), (6.3)
A=1
2n—1

dey = E wapes, WAB = Eep, (dea,€p)
B=1

yazilabilir. Bu boliim boyunca asagidaki
1<i,j,k<n, 1<ABC<2n—-1, n+1<a,6,r<2n-—1 (6.4)

indis sistemi kullanilacaktir. d4p5 Kronecker delta olmak lizere es - ep = dapce,
denkleminden

(deA,eB) + (eA, deB> =0 (65)
esitligi soylenebilir. (6.3) ve (6.5) denklemlerinden
WAB = —EeqCepWnA, was =0 (6.6)

yazilir. E¥"~! uzaymin 1. ve 2. tiir yap1 (structure) denklemleri

de = E 5eA5eBwAB/\wBa

B (6.7)
dwap = ZwAC A weB.
C
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Bu formlar M altmanifolduna kisitlanirsa, w, = 0 olur ve buradan

dw, = Zseaseiwai Aw; =0 (6.8)

elde edilir. Cartan Lemmasi ve (6.6) denklemi kullanilirsa

wia = Y hwy, b =he, (6.9)
J

yazilabilir. (6.7)"nin ilk denkleminden

dwi = Z{fei{fej’wij AN w; (610)

J

elde edilir; burada w;; bu denklemlerle tek olarak belirlenen M tizerinde Levi-Civita
konneksiyon formudur.

Qij = Zwia VAN Weyj (611)

egrilik tensorii olmak tizere Gauss denklemleri

dwij = Zwik N Wi -+ Qz‘j, (612)
k

ile verilir.

M altmanifoldunun kesitsel egriligi K;

Qij = —ee, ijw; N w; (6.13)
denklemi ile bulunur. Codazzi denklemleri

dw;q = Zwm A WA, (6.14)
A

ile verilir.

Qaﬁ = Zwak VAN Wrp (615)
k

esitligi M altmanifoldunun normal egriligi olmak tizere (6.7) denkleminden

dwag = Zwar Nwpg + Qa/j (616)

yazilabilir. Eger normal egrilik sifir ya da normal konneksiyon diizlemsel ise, E3"~!
uzayinda M altmanifoldunun normal demeti (bundle) de diizlemseldir.

M altmanifoldunun birinci ve ikinci temel formlari sirasiyla

I= Z Ee, (W;)?, (6.17)
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11 = Zseawiwmea = Z Eoo Nij Wi €4 (6.18)

2,00 2,00,
ile verilir. Genelde ikinci temel form eszamanli olarak tiim vektorler icin diago-

nallesmez; yani, egrilik vektorleri tanimli olmayabilir. Bununla birlikte, agagidaki
onerme soylenebilir.

Onerme 6.1 (Chen 2005) Sabit negatif egrilikli Ml Lorentz n-altmanifoldunun E2"~*
uzaymda izometrik olarak gomiilmiig (immersed) oldugu farzedilsin. O halde normal
konneksiyonu diizlemseldir.

Chen’de vd (2005) ikinci temel formu diagonallesen M iizerinde global bir
e, ...,e, ortonormal cati alam segilebilecegi kanitlandi. Bu nedenle secilen bir
€1, ..., e, 1 catl alaninin

hi; = bi'd;;  for any «, i, j (6.19)
sagladigi soylenebilir. Ayrica Chen’den vd (2005) agagidaki teorem vardir.

Teorem 6.2 M sabit negatif egrilikli E2"~! Lorentz uzaymin bir Lorentz n-altmanifol-
du olsun. e,yq,...,€9, 1, M altmanifoldunun normal demeti i¢in lokal ortonormal
bir cat1 alani olsun Oyle ki w,p = 0 saglansin. O halde M egrilik cizgisiyle lokal
olarak parametrize edilebilir ve

1= coa2?(dw)®, z; >0 ve ZI?:L (6.20)

uy;

II_Zeeab“ 2 dul e,

seklindedir.

Chen’den vd (2005)

i # 7 icin Zbabo‘ = €e;€e, I Ve Zeeibf‘xf =0 (6.21)
denklemleri vardir. K = —1 oldugu farzedilirse
i # 7 igin Zbab“ = —Ee;€e; Ve Zeeibf“mf =0 (6.22)

2

esitlikleri yazilabilir. > 27 = 1 oldugundan

1— a2
> (1) = — (6.23)
67 J

elde edilir.
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6.1. Lorentz 3-Uzayinda Sabit Gauss Egrilikli Yiizeyler

Oklid 3-uzaymdaki yari-kiiresel dogru kongruansi, Béicklund ve tamamla-
nabilme teoremlerinin ifadeleri agagidaki gibidir.

Tanim 6.3 Bir [ diffeomorfizmi M ve M* yiizeyleri arasindaki bir dogru kongruansi
olsun 6yle ki z € M ve [ (x) = z* € M* noktalarimi igeren dogru bu iki yiizeyin
ortak teget dogrusudur. Bu kongruansa yari-kiresel denir ancak ve ancak agagidaki
kosullar saglanir.

(1) ||z#*|| = r,  noktasimdan bagimsiz bir sabittir.

(2) n, ve n,+ ve normalleri arasindaki a¢1 « noktasindan bagimsiz bir 6 sabitine
esittir.

Teorem 6.4 E3 Oklid uzaymda [, M ve M* arasinda sabit r uzakhg1 ve 6 acisiyla bir
yari-kiiresel dogru kongruansi olsun. O halde M ve M* yiizeylerinin Gauss egrilikleri
—sin? §/r? sayisina esittir.

Teorem 6.5 r > 0 ve 0 < § < 7 sabit olmak iizere M sabit negatif K = —sin?§/r?
Gauss egriligine sahip E* Oklid uzayinda bir yiizey olsun. Asal vektor olmayan
bir v . € T,M herhangi birim vektorii igin tek bir M* yiizeyi ve bir yari-kiiresel
[ : M — M* dogru kongruans: vardir oyle ki z* = [ (z) ise z£* = rv ve 0, z ve z*
noktalarindaki normaller arasindaki agidir.

Bundan sonraki boliimlerde sonlu boyutlu Minkowski uzaylarinda bu teorem-
ler ele alinacaktir.

6.1.1. Sabit Gauss egrilikli yiizeyler icin Chebyshev koordinatlari

@ = ¢ (u,v), spacelike ya da timelike M yiizeyinin lokal parametrizasyonu ve
e, ey egrilik ¢izgilerinin birim teget vektorleri olmak tizere {e;, s, €3} M ylizeyinin
ortonormal catisi olsun. Asal egrilikler birbirinden farkli ve reel ve egrilik cizgileri
koordinat egrileri olarak ele alinsin. Bu béliimde Gu vd (2005) tarafindan incelenmig

olan E? Lorentz uzaymndaki sabit pozitif ya da negatif Gauss egrilikli spacelike ve
timelike ytizeyler icin Chebyshev koordinatlar: verilecektir.

(1) Sabit pozitif Gauss egrilikli (K = +1) spacelike yiizey:
wy = cos %du ve wy = sin %dv (6.24)
olsun. O halde (6.10) esitligi kullamlarak
1
wiz = 5 (apdu + a,dv) (6.25)
elde edilir. Ayrica
w3 = sin %du Ve Wz = — COS %dv (6.26)
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aliirsa,
dw13 -+ Wo3 N wig = 0 ve dw23 + w13 N Wwop = 0

Codazzi denklemlerinin saglandigi kolayca goriilebilir, ve
hY, = tan%, h3, = — cot %, R, =0

olur. Bu nedenle K = —h3 h3, = 1 olarak sabit pozitif Gauss egriligi elde edilir.
Sonug olarak; birinci temel form

I=(w)®+ (ws)® = cos’ %du2 + sin? %dv2,
ikinci temel form
IT = cos @ sin @ (du2 — dv2)
2 2
ve Gauss denklemi
Oy, — Qlpy = — SID @ (6.27)

ile ifade edilen negatif sine-Gordon denklemi olarak bulunmus olur. Bu sekilde

tanimlanan koordinatlara Chebyshev koordinatlar: ve catiya Chebyshev catist denir
(Gu vd 2005).

(2) Sabit negatif Gauss egrilikli (K = —1) spacelike yiizey: (1)’e benzer
sekilde

w; = cosh %du ve wy = sinh %dv
alinirsa

w2 = 5 (adu — av,dv)
elde edilir. Ayrica

wi3 = sinh %du ve w3 = cosh %dv
alinirsa

h3, = tanh % hi, = coth % S, =0

olur. Bu nedenle K = —h$ h3, = —1 olarak sabit negatif Gauss egriligi elde edilir.
Sonug olarak; birinci temel form

I = (w;)”+ (ws)® = cosh? %du2 + sinh? %dvz,
ikinci temel form

I1 = cosh J sinh 5 (du” + dv?)
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ve Gauss denklemi
Oty + Oy = sinh a

seklindedir.

(3) Sabit pozitif Gauss egrilikli (K = +1) timelike yiizey: {e;,e2, e3} ortonor-

mal catisinda e; spacelike ve ey timelike birim vektor olsun.

w; = cosh gdu ve we = sinh gdv
2 2
aliirsa
1

W12 = W1 = 5 (ozvdu + Oéud’l)>
bulunur. Baglant1 formlari

wy3 = sinh %du ve Wy = cosh %dv
olarak secilirse

B, = tanh%, h3, = —coth%, K, =0

olur ve Gauss egriligi K = —h3h3, = +1 bulunur. Ayrica Codazzi denklemleri

saglanir. Sonug olarak; birinci temel form
I = (w)” — (ws)® = cosh? %du2 — sinh? %va,
ikinci temel form
IT = cosh = sinh = (du? — dv?)
2 2
ve Gauss denklemi
Oy — Oy = — Sinh «v

olarak ifade edilir.

(6.28)

(4) Sabit negatif Gauss egrilikli (K = —1) timelike yiizey: (3)’e benzer se-

kilde e; spacelike ve e, timelike birim vektor olarak secilsin.

w1 = COS gdu ve we = sin gdv
2 2
alimirsa
1
wiz = w1 = 5 (—adu + a,dv)
bulunur. Baglanti formlar

.« o
wi3 = sin Edu Ve Wy = COS Edv
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olarak secilirse
h, = tan g, h3, = cot g, hi, =0
2 2
ve Gauss egriligi K = —h? h3, = +1 bulunur. Birinci temel form
I=(w)” — (ws)® = cosh? %alu2 — sinh® %va,
ikinci temel form
II = cosh & sinh & (du2 — va)
2 2
ve Gauss denklemi
Oy, + Qyy = SIn
olur.
Ozet olarak yukaridaki hesaplamalarla agagidaki teorem soylenebilir.

Teorem 6.6 (Gu vd 2005) Asal egrilikleri reel ve birbirinden farkhh olan sabit
Gauss egrilikli (K = +1) spacelike ya da timelike yiizeyin Gauss-Codazzi denklem-
leri sine-Gordon ya da sinh-Gordon denklemidir. Bu ytizeylerin ingasi1 bu denklem-
lerin ¢oztimiine ve ylizeylerin temel denklemlerine tamamlanmasina indirgenir.

6.1.2. Backlund ve tamamlanabilme teoremleri
Bécklund teoremi E? Lorentz uzayinda agsagidaki teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 6.7 (Gu vd 2005) E? uzayinda yari-kiiresel dogru kongruansimin iki fokal
yizeyi M ve M* ayni sabit K Gauss egriligine sahiptir. Bu dort farkli durumda
siniflandirilabilir:

(a) Dogru kongruansi spacelike ve iki fokal yiizey spacelike;

(b) Dogru kongruansi spacelike, ve iki fokal yiizey timelike;

(c) Dogru kongruansi timelike, ve iki fokal yiizey de timelike;

(d) Dogru kongruans: spacelike, bir fokal yiizey spacelike digeri timelike.

(a), (b) ve (c) durumlarinda, K sirasiyla sinh?6/r2, sinh®6/r* ve sin?@/r?

sayilarma esittir. (d) durumunda , K — cosh®#/r? sayisma esittir.

Ispat: (a): Tamm 6.3’den z € M, 2* € M* ve I (z) = z* olmak fizere {e;, s, €3}
ve {e}, el e} catilar sirasiyla e; = —ej vektoriiniin T#* vektoriine paralel birim
vektor olacak sekilde M ve M* fokal yiizeylerinin ortonormal ¢atisi olsun. O halde

e; = (cosh7) ey + (sinh7) es,

e; = (sinh7) ey + (cosh7) e3
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yazilabilir, burada 7 # 0 sabittir. Dahasi ¢ ve ¢* sirasiyla M ve M*1in lokal
parametrizasyonlar: olmak tizere

" =@p+re; (r=sabit #0)
yazilabilir. Bu denklemin diferensiyeli alinirsa ve dep* = wiej+wse} ile karsilagtirilirsa

*
wl = —'LUl,
*
wy + 1wy = (cosh 7) w3,
rwis = (sinh 7) wj
bulunur. Buradan

sinh 7

(cosh 7) wyg — (sinh 7) wygy = Wy

elde edilir. Bununla birlikte

* * k\
Wy = — (dej, e3) = wag,
oldugundan

. . Wy . sinh 7
— Wi3 A Wag = Waz A —TSth s wyz A Wy

sinh®7 | .
= Twl A Wy
bulunur ki bu da Ml ve M* fokal ytizeylerinin Gauss egriliklerinin

sinh? 7

K= K = 3

olmas: demektir.

(b): ey ve e; teget vektorler timelike vektorler olarak almarak bir énceki duruma
benzer sekilde kanitlanir.

(c): Bu duruma gore e; ve e] timelike vektorler olsun. (es, e}) = cosT =sabit# 0
olmak ftizere bir onceki duruma benzer sekilde

e = —ej,
e; = (cosT)ey + (sinT)es, (6.32)
e; = — (sin7) ey + (cosT)es

yazilabilir. ¢* = ¢ + re; esitliginin diferensiyelini alirsak

*
wl - _w17

ES

wy + rwie = (cos T) w;,

rwis = (sinT) w;
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elde edilir. (6.32)’den

W

Wi = ———sInT

13 r )

* —_
Wo3 = W23,

olur ki bu da
. . Wy . sin 7
— Wiz N Wyg = Wz A | ——SInT | = wi3 N\ Wy
r r
sin®r .
r2

esitligini verir. Bu son esitlik ve (6.13) esitligi

sin® 1

K=K =

r2
oldugunu soyler. Bu nedenle Ml ve M* ayni sabit Gauss egriligine sahip fokal
yiizeylerdir.

(d): Bu smiflandirmada e, ve e} timelike vektorler olarak alinirsa ve (es, e}) =
sinh 7 = sabit olmak tizere

e, = —ej,
e; = (sinh7) ey + (cosh 7) es,
e; = (cosh7) ey + (sinh7) e
esitlikleri kullanilirsa onceki durumlara benzer sekilde

cosh? 7
2

K=K =—

r

bulunur. O

Yukaridaki teorem bu dort durumun olusabilecegini garanti etmez c¢iinki
boyle yiizeylerin varhiginin kaniti yoktur. Yeni teoremde yari-kiiresel dogru kon-
gruanslarini kullanarak verilen sabit Gauss egrilikli yiizeyden gene ayni sabit Gauss
egriligine sahip bagka bir yilizey insa edilebilecek bir metod verilecektir. Bu klasik
Backlund doniigtimiiniin Lorentz 3-uzayina genellegtirilmesidir. Her bir durum icin
tamamlanabilme teoremi ya da varlik teoremi ayr1 ayri agagidaki gibidir.

(1) M sabit pozitif Gauss egrilikli bir spacelike yiizey ve kongruans space-
like: {e, ey, €3} ¢ parametrizasyonuna gore Chebyshev gatisi olsun. M yiizeyinden
M* yiizeyine

p" =@ +r(cosfe; +sinfey),  (r=sabit #0) (6.33)

dontigimi tanimlansin. ¢ ve ¢* parametrizasyonlariyla x ve x* sirasiyla M ve M*
iizerinde herhangi iki nokta olsun. xx* dogrularinin bir yari-kiiresel dogru kongru-
ans1 olugturdugu gosterilecektir. Burada cosfe; + sinfle; ya da 6 belirlenecektir.
M* yiizeyinin normal vektorii es timelike vektordiir ve z4* vektoriine paraleldir.
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M yiizeyinin sine-Gordon denkleminin bir « ¢oziimiine kargilik geldigi varsayil-
sin. (6.33) dontigiimii diferensiyellenirse ve (6.24)-(6.26) esitlikleri kullanilirsa

dp* = <|:COS %-r sin 0 <0u+%>} e +rcos <0u+%> ey+1 cos 0 sin %e;z,) du
+ (—7‘ sin 0 (90%—%) e+ [Sin %+7‘ cos (91)4—%)] ey-1 sin f cos %eg,) dv

bulunur. z* noktasinda M*'in e; birim normali ile  noktasinda M yiizeyinin eg
birim normali arasindaki ac1 7 sabit ve xx*, z* noktasinda M* fokal yiizeyine teget
oldugu ic¢in

e} = sinh 7 (—sin fe; + cos fley) + cosh Te; (6.34)
yazilabilir. Buradan (d¢*, e}) = 0 esitligi 0 igin ¢oziiliirse xa* tam olarak bir yari-
kiiresel dogru kongruansi tiretir. Genelligi kaybetmeksizin 0 = «;/2 olsun. Ayrica

K = 1 olarak diigliniiliirse Teorem 6.7'den r = sinh 7 yazlabilir. O halde (6.34)
esitligi

1

5 sinh 7 (a1, + @) = sin % Ccos % + 2 cosh 7 cos % sin % (6.35)
—sinh 7 (g, + @) = —2cos M sin'Z — 2 cosh 7sin 2L cos =

2 2 2 2 2

denklemlerini verir. (6.35), «; i¢in bir kismi diferensiyel denklem sistemidir. Bu
sistemin tamamlayic1 kogulu (6.27) negatif sine-Gordon denklemidir. Bu esitlik
saglandigindan (6.35)’in a; ¢6ziimi tek olarak vardir. (6.33) ile tanimlanan déniigiime
sine-Gordon denkleminin iki ¢oztimii arasindaki Backlund dontigiimii denir. O halde
agagidaki teorem soylenebilir.

Teorem 6.8 (Gu vd 2005) Verilen sabit pozitif Gauss egrilikli bir M spacelike yiizeyi
icin, fokal ytizeyleri Ml ve M ile ayni sabit Gauss egriligine sahip bagka bir spacelike
M* yiizeyi olan bir yari-kiiresel spacelike dogru kongruansi vardir.

(2) M sabit pozitif Gauss egrilikli bir timelike yiizey ve kongruans space-
like: M* yiizeyinin parametrizasyonu r # 0 sabit olmak tizere

@" = @ + r (cosh fe; + sinh fe,) (6.36)
ve normal vektorii
e; = sinh 7 (sinh fe; + cosh fey) + cosh Tes (6.37)

seklindedir. K = 1 olarak farzedilirse r = sinh 7 bulunur. Ayrica

dp* = ([cosh %—i—r sinh ¢ (0u+%)] e;+rcoshf (Gu—k%) ey-+r cosh 0 sinh %eg) du

+ (r sinh 8 (Gﬁ—%) e+ [Sinh %4—7” cosh 0 (Qv—l—%)] e,-r sinh 6 cosh %e:;) dv
oldugundan, (d¢*, e5) = 0 kogulundan
o
nh7 (0,+ %)
sinh 7 + 5
o
nh7 (0,45
sinh 7 + 5

sinh 6 cosh % + cosh 7 cosh 6 sinh % (6.38)

— cosh @ sinh o cosh 7 sinh 0 cosh @
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elde edilir. 8 = a;/2 i¢in kismi diferensiyel denklem sisteminin tamamlayic1 kogulu
(6.28) Gauss denklemidir ki bu denklemin ¢oztilebilirligini gosterir. (6.37)’den M*
ylzeyinin timelike yiizey oldugu goriilebilir. Bu yari-kiiresel dogru kongruansin
varhigini kanitlar. Ayrica, Teorem 6.7’den M* yiizeyinin Gauss egriligi +1’dir. Bu
nedenle agagidaki teorem soylenebilir.

Teorem 6.9 (Gu vd 2005) M sabit pozitif Gauss egrilikli bir spacelike yiizey olsun.
O halde, fokal yiizeyleri M ve M ile ayni sabit Gauss egriligine sahip bir bagka
timelike M* yiizeyi olan bir yari-kiiresel spacelike dogru kongruansi vardir.

(3) M sabit pozitif Gauss egrilikli bir timelike yiizey ve kongruans time-
like: Bir onceki duruma benzer gekilde ayni1 M igin

pr=p+r (sinh %el + cosh %e2> ,

. aq ., 0
e; =sinT (cosh —ey + sinh —e2> + cos Tes,
2 2

burada sinT = r # 0 sabittir. d¢* hesaplanarak ve (d¢* e}) = 0 kogulundan
faydalanarak (6.38)’a benzer gekilde

1
5 sin 7 (o, + ) = — cosh % cosh % + cos 7 sinh % sinh % (6.39)
1

3 sinT (o, + @) = sinh % sinh % + cos 7 cosh % cosh %
elde edilir. Donitiglimiin tamamlayici kogulu (6.28) ile ¢oziilebilen bir denklemdir.
Bu durum igin de varlik teoremi ispatlanmig olur. O halde, (2) ve (3) durumlar
icin agagidaki teorem soylenebilir.

Teorem 6.10 (Gu vd 2005) M sabit pozitif Gauss egrilikli bir spacelike yiizey olsun.
O halde, fokal yiizeyleri M ve M ile ayni sabit Gauss egriligine sahip bir bagka
timelike M* yiizeyi olan bir yari-kiiresel spacelike ve timelike dogru kongruanslari
vardir.

(4) M sabit pozitif Gauss egrilikli bir timelike yiizey ve kongruans space-
like: M, —1 Gauss egriligine sahip bir timelike yiizey olsun 6yle ki e, timelike birim
vektor olsun. Boliim 6.1.1 (4)’deki Chebyshev koordinatlar: ve kargihk gelen cati

segilsin; yani (6.29)-(6.31) esitlikleri ele alinsin. Buna gore

@ = ¢+ r(coshfe; + sinh fes,), (r = cosh )

e; = cosh 7 (sinh fe; + cosh fe;) + sinh Te;

olur. M yiizeyinin temel denklemlerinden, tamamlayici koguldan ve (6.29)-(6.31)
esitliklerinden

dp* = ( [cos %—I—r sinh 6 ((9”—%)} e;+rcoshf <0u—%> €547 cosh 0 sin %e3> du

+ (r sinh 6 (0v+%> e+ [sin %+r cosh 8 (GU—F%)] ey+7 sinh 6 cos %eg,) dv
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elde edilir. (de*, ej) = 0 kogulundan
sinh 0 (cos %—i—r sinh # (Gu—%» -rcosh? @ <9u—%> + sinh 7 cosh 6 sin % =0,
(6.40
h2 (0,10 & N | ginhr s a_
rsinh” @ <9U+ 5 ) cosh 8 (sm 2+r cosh f <9v—|— 5 )) + sinh 7 sinh 6 cos 5 0,

~—

yani
cosh T <9u + %) = sinh 6 cos % + sinh 7 cosh 6 sin %,
cosh 7 <0v + %) = — cosh #sin % + sinh 7 sinh 6 cos %
esitlikleri bulunur. # i¢in tamamlayici kosgul
Qg + Oy = Sin o

denklemidir ve bu denklemin ¢6ziimii vardir. Bu nedenle bir (ug,vg) noktasinda
herhangi verilen 6 = 6, baglangi¢ kogulu igin (6.40) denkleminin 6 ¢6ziimi vardir ve
a; = 0/2 olmak iizere

Qyy T Qlpy = sin 631

olur. Bu yari-kiiresel dogru kongruansinin varligi anlamina gelir ve ¢* sabit negatif
Gauss egrilikli bir spacelike fokal yiizeydir. O halde asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 6.11 (Gu vd 2005) M sabit negatif Gauss egrilikli bir timelike yiizey olsun.
O halde, fokal yiizeyleri M ve M ile ayni sabit Gauss egriligine sahip bir basgka
spacelike M* ylizeyi olan bir yari-kiiresel spacelike dogru kongruansi vardir.

6.2. 2n-1 Boyutlu Lorentz Uzayinda Sabit Kesitsel Egrilikli Yizeyler
6.2.1. Backlund teoremi

Backlund teoremini yiiksek boyutlara genellestirmek icin ilk olarak Lorentz
n-altmanifoldlar arasindaki dogru kongruansi genellegtirilmelidir.

Tanim 6.12 (Tenenblat ve Terng 1980, Simsek ve Ozdemir 2016) E2"~! uzayinda
herhangi iki n-boyutlu Lorentz altmanifoldlar M ve MI* arasindaki bir [ : M — M*
diffeomorfizmi olsun. Eger x € M igin x ve z* = [ (z) noktalarini igeren bir dogru
M ve M* altmanifoldlarinin ortak teget dogrusu ise bu doniistime dogru kongruansi
denir.

[ : M — M* dogru kongruansi i¢in,  ve x* noktalarina karsilik gelen N, M
ve N*.M normal diizlemleri n — 1 boyutludur. Bu normal diizlemler Z#* vektoriine
dik oldugu icin N,M ve N_.M* 2n — 2 boyutlu Lorentz i¢ ¢arpim uzay: i¢indedir.
(6.1) denkleminden, N,M ve N,-M* arasinda n — 1 tane ag1 vardir.

Tanim 6.13 (Tenenblat ve Terng 1980, Simsek ve Ozdemir 2016) E2"~! uzayimda iki
Lorentz n-altmanifold arasindaki bir [ : Ml — M* dogru kongruansina yari-kiiresel
denir oyle ki asagidaki kosullar saglanir:
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(1) = ve z* arasindaki uzaklik x’den bagimsiz bir r sabitidir.

(2) N,M ve N,-M* arasindaki n — 1 ag1 x’den bagimsiz ayni sabit bir 6 agisina
esittir.

(3) NM ve NM* normal demetler (bundle) diizlemseldir.

(4) Ortogonal izdiigtim ile verilen ® : NM — NM* demet doniigiimii (bundle
map) normal konneksiyonlar1 birbirine doniigtiiriir.

Simdi Biicklund teoremini E7" ' uzaymda ifade edilecektir. Dort farkh durum
soz konusudur.

Durum 1: M ve M*'in teget demetleri timelike ve spacelike vektorlerden olusur
ve yari-kiiresel dogru kongruansinin yont timelikedir.

Durum 2: M ve M*"1in teget demetleri timelike ve spacelike vektorlerden olugur
ve yari-kiiresel dogru kongruansinin yontu spacelikedir.

Durum 3: M ve M*'1n teget demetleri spacelike vektorlerden olusur ve yari-
kiiresel dogru kongruansinin yonii spacelikedir.

Durum 4: M'nin teget demeti timelike ve spacelike vektorlerden, M*'in teget
demeti spacelike vektorlerden olusur ve yari-kiiresel dogru kongruansinin yonii space-

likedar.

Teorem 6.14 (Simgek ve Ozdemir 2016) [ : M — M* fonksiyonu E2"~* uzaynda
Lorentz n-altmanifoldlar arasinda yari-kiiresel dogru kongruansi olsun oyle ki r uzak-
lig1 ve normaller arasindaki a1 6 # 0 sabittir. Durum 1 gecerli olsun. O halde, M
ve M* Lorentz altmanifoldlarinin kesitsel egrilikleri sin® 6 /r? sayisina esittir.

Ispat: Normal demet NM* diizlemsel oldugu icin, NM* lizerinde ortonormal €}, , ;,...,
e5,_, catl secilebilir oyle ki normal konneksiyon

Wi 1 ptjo1 =0 (6.41)
seklindedir. Burada
2<i,5,k<n

indis sistemi kullamlacaktir. Tanim 6.13’tin 2. kogulu ve (6.2) denkleminden, e,
vektori timelike birim vektor olarak segilmek tizere M icin ortonormal ey, ...e9, 1
cat1 alam vardir 6yle ki

e, ., 1 = —sinfe; + cosbe, ; 1, (6.42)

e, = 74" yoniindeki vektor
olur ve ey, ...e,, TM teget demeti i¢in ortonormal ¢at1 olusturur.

e} = —ey, (6.43)

e; = cosfe; +sinfe,; 1,

—_
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almabilir ki boylece e], ....e;, TM* teget demeti i¢in bir ortonormal ¢ati olusturur.
®: NM — NM* dontigiimii

D (enri1) = € i1 w:+i—1,n+j—1 =0,
esitliklerini sagladigi i¢in

Wpti—1n+j—1 = 0 (6-44)

esitligi vardir. U, R™nin acik alt kiimesi olmak iizere ¢ : U — E""!, M altma-
nifoldunun lokal bir parametrizasyonu olsun. O halde M* altmanifoldunun para-
metrizasyonu

0" =p+re (6.45)
ile verilir. (6.45) egitliginin diferensiyali alinirsa
dp* = dp + rde; (6.46)
= wie; + Zwiei + TZwMei + rZwLnH_lenJri_l

= wye; + E (w; + rwy;)e; +r E W1 nti—1€nti—1
i i

elde edilir. Diger yandan wj,...,w?, €7, ....e} catis1 alammin dual kogatisi ise (6.43)
esitlikleri kullanilarak

*

de* = wie; + waef (6.47)

= —wje; + E w; (cosfe; + sinfe, ;1)

(2

bulunur. (6.46) ve (6.47)’den
wi = —wy, (6.48)
cos w; = w; + rwy;,
sin Qw; = 1wy p4i-1
yazilabilir. Buradan
w; + rwy; = 1 cot Qwy i1 (6.49)

olur. (6.41), (6.42) ve (6.44) kullamlarak,

. *
0= Whti—1,n+j—1
= £ <de* . e* . >
€ntj—1 n+i—17 Y“n4j5—1
= (d (—sinfe; + cosbe,;_1),—sinfe; + cosfe,;_1)
.92 .
= €, sin” Ow;j- sin 6 cos 0 (5en+j_1w,~,n+j_1+€ej wnH_Lj) (6.50)
2
+cos” 00 (€ntj-1) Wnti—1,n+j-1
.92 .
= sin” fw;; — sin 6 cos ¢ (wmﬂ,l — aenﬂfleejwj’nﬂ,l)

— sin? Ow;; — sin 6 cos 6 (w; ptj—1 — Wjnti—1)
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esitligi bulunur. Buradan

wij = cot O (Wintj1 — Winti-1)

(6.51)

yazilir. Simdi kesitsel egrilik i¢in; (6.42), (6.43), (6.49) ve (6.51) kullanilarak

* _ * *
Wi ntk—1 = ey <d91» en+k—1>
= — (de;, — sin fey, + cosfe, 1)

= Ee, SINOW1E — €\, COSOWY g1
sin 6
= - Wi,
r

* _ * *
Wintk—1 = €elpy <dei 5 en+k—1>
= —&e, sin 0 cos Ow;;, + cos? Oce, x 1 Wintk—1F

.2
Eepyiy SN QW pyi1

= Wkn+i—1

yazilir. (6.6), (6.11), (6.52) ve (6.53) denklemleri vasitasiyla,
;= Zwinﬂcﬂ AR
k
- _de: Ee:wrkflwin-&-k’—l A w;'k,n-i—k—l
k

sin 6
= E Wi N\ Wk ppi—1-
e

bulunur. (6.8) esitligi kullanilarak,

Wy AWy pti-1 = — E Wi N\ Wk ppi—1
k

bulunur. O halde, (6.48) (6.54) ve (6.55) esitliklerinden,

. sin ¢ sin?d .
0, =- ; W1 A Wipti-1 = BTE wy A w;

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

elde edilir. Buradan M*, K}, = sin? §/r? sabit kesitsel egriligine sahiptir. Ayrica

* * *
Q= E Wi k-1 N Wpyp1j = _E Winti-1 N\ Whingj—1

k k

olur. NM diizlemsel ve w;,4;_15+j—1 = 0 oldugundan, (6.16) denklemi kullanilirsa

0= dwn+ifl,n+jfl

= Wpti-1,1 N Wippj—1 + E Whti—1,k N\ Wepntj—1
k
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elde edilir. Buradan ve (6.48)’1 kullanarak

sin® 6
r2

* * *
Q) = —Winpict ANWipyj—1 = — w; A w;

bulunur. O halde, M* K; = sin? §/r? kesitsel egriligine sahiptir. Ayni iglemler
M icin de yapilabileceginden M Lorentz n-altmanifoldu da ayni kesitsel egrilige
sahiptir. O

n = 2 i¢in Teorem 6.14, Teorem 6.7 ile aynidir. Yani bu teorem Backlund
Teoreminin n boyuta genellestirilmesidir.

Teorem 6.15 (Simsek ve Ozdemir 2016) I : M — M* fonksiyonu E"! uzaymnda
Lorentz n-altmanifoldlar arasinda yari-kiiresel dogru kongruansi olsun oyle ki r uzak-
lig1 ve normaller arasindaki agi # # 0 sabittir. Durum 2 gegerli olsun. (6.14) ile
verilen dws, Codazzi denklemleri birinci tiir Cartan yap1 denklemi dws ile orantili
ve e, bir timelike vektor ise M ve M* Lorentz n-altmanifoldlar1 —sin®@/r? sabit
negatif kesitsel egrilige sahiptir.

ispat: Durum 2 boyunca
3<4,5,k<n

indisi kullanilacaktir. (6.42) ve (6.43) denklemleri harig (6.41) — (6.46) denklemleri
bu durum igin de gegerlidir ve ey vektoriiniin timelike olmasi kogulu altinda (6.42)
ve (6.43) denklemleri yerine sirasiyla

e, = sinhfe; + cosh fe, 1, (6.58)
e, ;| = —sinfle; + cosfe, ; 1,

e, = r4* yoniindeki vektor
ve

e] = —eyq, (6.59)
e; = cosh fey + sinh fe,, 1,
e; = cosfle; +sinfe, ;1

*
n?

denklemleri gecerlidir. Diger yandan, wj,...,w
oldugundan, (6.59) denklemleri kullanilarak

e}, ...,er catisinin dual kogatis

dp* = wie} +wie; + Y wie; (6.60)

= —wje; + w} (cosh fey + sinh fe, 1) + wa (cosfe; + sinfe, ;1)

7

esitligi bulunur. (6.46) ve (6.60)’daki ey, ...ea,_1 vektorlerinin katsayilar: kiyaslanirsa,

wi = —wy, (6.61)
wj cosh 8 = wy + 1w, cos Qw; = w; + rwy,,
* .t : *
wsy sinh 0 = rwy 41, sin 0w; = 1w p4i—1
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ve
wy + rwyz = rcoth Qwy 541, w; + rwy; = 1 cot Qwy piin

elde edilir. (6.41), (6.44) ve (6.58) denklemleri kullanilarak

_ *
0= Wyt 1,n4j—1
_ * *
g é‘e;_‘_j_l <den+1, en+‘]71>
= (d (sinh fey + cosh fe,, 1), —sinfe; + cosbe, ;1)

= — sin 0 sinh Qwsy; + sinh 6 cos Ows 4,41 — sin 6 cosh Owy, 41 5
yazilabilir yani 3 < 4,5 < n i¢in

Woj; = cot 6’w2m+j_1 — coth 0wn+17j

ve (6.51) denklemi gegerlidir. Kesitsel egrilik igin (6.58), (6.59), (6.62) v

kullanilarak

winwtl -~ ge:H <deT7 92+1>
= — (dey, (sinh fes + coshfe, 1))
= sinh fw;2 — cosh Owy ;41
sinh 6

=5 wa,
r

w;,n+1 = 597*14-1 <de;’ e;kl+1>
= (d (cosh fe, + sinh fe, ) ,sinh fe; + cosh fe,, . 1)

= W2 n+1,

w'ZnJrl = Cer <de;<7 e;+1>
= (d (cos fe; + sinfe, ; 1),sinh fes 4 coshfe, 1)
~ sinhf

= : W2 n4i—15
sin 6

wg,nﬂc—l = Celnn <de’2“, e;+kf1>
= (d (cosh fey + sinh fe, 1) , — sin fey, + cosbe, 1)
sin 6
_mwk,n—i—l

egitlikleri elde edilir. (6.52) ve (6.53)’den

. sin ¢ .
Wingk—1 = =7~ Wk Wi k-1 = Whnti-1
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esitligi vardir. O halde (6.6), (6.11), (6.65), (6.66), (6.68) ve (6.69) denklemleri

kullanilarak

Qfy = Wi g AWpypo + Zwimkﬂ ANWpig 19 (6.70)
k
sinh ¢ sin .
= - Wo N\ Wa pq1 — Zwk N Wy k1
" k
sinh # sin’ @

= — Wo N\ Wo pi1 + — E Wy N\ Wi py1
r rsinh -

elde edilir. (6.8)’den,

w1 A W1 ,n+1 =+ Wy A W2 n+1 = —Zwk VAN Wk n+1 (671)
k

yazilabilir. Bu nedenle (6.61), (6.70) ve (6.71)’den

sin?@ , (sin2 0 + sinh? 0

*
le = r—wl A Wy — ) Wo VAN W2 n+1

rsinh 6

bulunur. Benzer sekilde

* * * * *
0 = Wy g AN Wy + E W gy 1 N Wig 1
k

_sin? (sin2 0 -+ sinh?® 0

= ——w] \Nw; —

72 ¢

- Wo N\ W2 p4i—1,
rsinf

* _ * * * *
Q2j = Wy g N Wy 5+ E Wy k1 N Whyp—1
k

sin? § + sinh? @
sinh 0 sin 6

sin?d .
=———w; ANw; +
r2 j

) Wo 1 N Wopyj1
ve

* * * * *
Qz’j A A I § Wy ko1 N Wy 1 j
k

Cosin? (sin2 0 + sinh? 0

= T2 Wi AT

nti—1 /\ n+j—
esitlikleri bulunabilir. (6.14) ile verilen dws, Codazzi denklemleri dws birinci Cartan
yap1 denklemiyle orantili ise, M* i¢in K7, = K3; = K7, = K[, = — sin? 0 /r? kesitsel
egrilikleri elde edilir. M i¢in de benzer adimlar takip edilebildigi i¢in bu fokal yiizey
de aym sabit negatif kesitsel egriliklerine sahiptir. 0

Teorem 6.16 (Simsek ve Ozdemir 2016) I : M — M* fonksiyonu E"! uzaymda
Lorentz n-altmanifoldlar arasinda yari-kiiresel dogru kongruansi olsun oyle ki r uzak-
lig1 ve normaller arasindaki agi # # 0 sabittir. Durum 3 gegerli olsun. (6.14) ile
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verilen dws, Codazzi denklemleri birinci tiir Cartan yapi denklemi dws ile orantili
ve e, bir timelike vektor ise Ml ve M* Lorentz n-altmanifoldlar1 — sin? § /7 sabit
negatif kesitsel egrilige sahiptir.

Ispat: Durum 3 boyunca
3<4,5,k<n

indisi kullanilacaktir. e,y timelike vektor olsun. (6.51), (6.58), (6.59), (6.60),
(6.61), (6.62), (6.64), (6.65), (6.66) ve (6.69) denklemlerinin tiimii gecerlidir. Ayrica,
(6.67) ve (6.68) yerine

sinh 6 . sin 6
Wo nti—1 VE W 1= 7T Wkn+1
2,n+k—1 sinh @

*
w . = —_—
ntl sin

denklemleri vardir. Bu denklemlerin tiimi kullanilarak

O sin?6 A sin?# + sinh? ¢ A
= ——w; ANwy — wy AW
12 r2 ! rsinh 0 iy

., sin*@ sin?# + sinh? 4

Q= ——wiAw; — . Wy N W pti-1,
72 7 sin 6
O sin? 0 w? sin? f + sinh* @ h
. = w w ] —

2j r2 sinh 6 sin 6 2m+1 g1
QF — sin? 0 . sin® @ + sinh® @

= w; Awj + ey W2nti—1 N\ W2ptj—1

elde edilir. O

€,+1 verine e,.; 1 (3 <i <n) secilerek de yukaridaki teoreme benzer bir
teorem elde edilir.

Teorem 6.17 (Simgek ve Ozdemir 2016) [ : M — M* fonksiyonu E2"~* uzaynda
Lorentz n-altmanifoldlar arasinda yari-kiiresel dogru kongruansi olsun oyle ki r uzak-
lig1 ve normaller arasindaki a1 6 # 0 sabittir. Durum 4 gegerli olsun. (6.14) ile
verilen dws, Codazzi denklemleri birinci tiir Cartan yapi denklemi dw, ile orantili
ve e ve e}, timelike vektorler ise M ve M* Lorentz n-altmanifoldlar1 — cos? /1
sabit negatif kesitsel egrilige sahiptir.

Ispat: Durum 4 boyunca
3<i,5,k<n

indisi kullamlacaktir. (6.42) ve (6.43) denklemleri harig (6.41) — (6.46) denklemleri
Durum4 icin de gecerlidir ve e, ve e, vektorlerinin timelike vektorler olmasi
kogulu altinda (6.42) ve (6.43) denklemleri yerine sirasiyla

e, = coshfley + sinhfe,, (6.72)

e, ;1 = cosfe; +sinfe, ; i,

e; = xx" yoniindeki vektor
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ve

e] = —eyq, (6.73)

e; = sinh fey + cosh fe, 1,

— %

*

e; = —sinfe; + cosfe, ;1

*

e}, ...e; catisimn dual kogatisi oldugundan (6.59) kul-

Diger yandan wj,...,w
lanilarak

dp* = wie] + wies + Y wie; (6.74)

= —wje; + wj (sinh fey + coshfe, 1) + wa (—sinfe; 4 cosfe, ;1)

(2

bulunur. (6.46) ve (6.74)’deki e, .., €a,_1 vektorlerinin katsayilar: kiyaslanirsa

wi = —wy, (6.75)
wy sinh 0 = wy + rwya, — sin Qw; = w; + rwy;,
* *
wjy cosh 0 = rwy 41, cos w; = rw pyi-1

elde edilir. Buradan
wy + rwie = rtanh Owy 41, w; + rwy; = —rtanwy p4i-1. (6.76)

yazilir. (6.41), (6.44) ve (6.72) kullanilarak 3 <, j < n i¢in

. *
0= w41 n4j1
= cos 0 cosh Owy; + cosh 0 sin w1 j—1 + sinh § cos w41 5

ya da
woj = — (tan Ows 41 + tanh Ow,, 41 ;) (6.77)
ve
0= w:(z—&-i—l,n—&—j—l
— cos? Hw;; + sin 6 cos Qw41 j + cos 0 sin Ow; 451
ya da

wij = —tan 0 (Win4j-1 — Wjnyi-1) (6.78)

soylenebilir. Onceki durumlarda oldugu gibi asagidaki denklemler hesaplanabilir.

. cosh 6 .
Wy i1 = Wa, Wy pi1 = W2 ni1,
. cosh 6 . cos 6
w; = W pti w = ———w
1 2n+i—1 2 k—1 kn+1
Lt cos 6 ’ ot cosh 6 ’
. cos 6 .
Wingk—1 = — Wk Wi k-1 = ~ Wknti—1-

96



SABIT KESITSEL EGRILIKLI FOKAL YUZEYLER Hakan SIMSEK

Bu denklemler kullanilarak

- cos? A cosh?# — cos? § R
= w w; Wa /A W2 nt1
12 rz 1 2t r cosh @ ’
., cos?f wr cosh? § — cos? 0
Q= T+ Wo AN W2 441,
r2 r cos 6
- cos? - cosh? 6 — cos? 0 A
P = W2 n+1 N\ W2 n+j—1
2 72 cosh @ cos =
. cos 9 o A cosh? § — cos? 0
;= ; Nw; + W2 nti—1 N\ W2 pij1

esitlikleri bulunur. O

Durum 2, Durum 3 ve Durum 4 n > 2 igin gegerlidir ¢linkii bu durumlar-
daki sonuclar n = 2 icin Teorem 6.7’deki sonuclardan farkhdir. Bunun sebebi E2"~
Minkowski uzayimin Lorentz n-altmanifoldlar: tizerindeki teget vektorler arasindaki
hiperbolik agidan dolayidir.

6.2.2. Tamamlanabilme teoremi

Ilk olarak sabit negatif egrilikli Lorentz altmanifoldlar: i¢in tamamlanabilme
teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 6.18 (Simsek ve Ozdemir 2016) M, normal dogrultular spacelike vektorler
olan, r > 0 ve 6 sabit olmak iizere K = — sin? §/r? sabit negatif egrilige sahip E7" "

uzayinda bir Lorentz n-altmanifold ve 2 < ¢ < n icin dw,4+1 Codazzi denklemi,

dwy 1 Codazzi denklemiyle \; # 0 orantisina sahip olsun. Ayrica, v¥ v, ... v?
n

egrilik vektorlerinden olusan py noktasinda bir ortonormal taban ve vo = > ¢;v?,
i=1

1 < i < nigin ¢ # 0 ile bir birim vektér olsun. O halde normal dogrultular:

spacelike bir M[* Lorentz n-altmanifold ve dogrultusu spacelike olan bir [ : Ml — M*

yari-kiiresel dogru kongruansi vardir yle ki pf = (po) ise popg = rvo ve 8, py ve pj
noktalarindaki normal diizlemler arasindaki agidir.

ispat: 3 <1,7 < n olmak tizere g, asagidaki

Qy = Wy + rwig — 1 coth Owy o1,

o = w; + 1wy — 1ot Qwy i1,

Baj = waj — cot Bws i j—1 + coth Owpq 5, (6.79)
Bij = wij — cot 0 (Wintj—1 — Wjinio1)

Yij = Wnti—1n+5—1,

1-formlarla olusturulan bir ideal olsun. p idealinin kapali diferensiyel ideal yani
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do C p oldugu gosterilecektir. wy p41 = Ajwa 41 esitligi kullamlarak

doy = dwy + rdwiy — r coth 0dw; 44

n n
= wi N wia+ Z Wi N\ Wra+T <Z Wik N wk?)

k=2 k=2

n n
+r (Z W1 k-1 N\ wn+k1,2> —rcoth@ Z Wik N\ Wiyt

k=2 k=2

n
—rcothd E Wintk—1 N\ Wnik—1n+1
k=2

1 n
= ——w; A wg + coth Qwy A wy 49 + coth @ E Wi A\ W41
T
k=2

n
+ cot Z Wi, N\ W ptk—1
k=2

n n
+ rcot @ Z Wik A\ Wa pyk—1 — 7 coth @ Z Wik A Wntt k

k=2 k=2
n n
+7r (Z W1 ntk—1 N wn+k—1,2> —rcothd Z Wik N\ Wi pt1
k=2 k=2
1 n n
day = —;wl A wq + cot 0 Z Wi A\ Wa pyk—1 + 1ot 0 Z Wik N\ W2 ptk—1
k=2 k=2
n
+r <Z Wy ptk—1 N\ wn+k1,2>
k=2
1
= ——wy A ws + 7 cot? 09 + Qs (mod )
r

elde edilir. M altmanifoldunun kesitsel egriligi — sin? #/r? oldugundan
Q19 = sin? §/r%w; A wy

olur ki boylece day = 0 (mod p) ; yani, das € ¢ bulunur. Benzer gekilde
)\iwl,n+1 = Win+1

esitligi kullanilarak da; = 0 (mod p) ; yani, da; € p bulunabilir. df; diferensiyel
formu da

n
dﬂQj = W91 N\ Wi + Z Wop N Wi + QQj — cot 6 (w21 VAN wl,n—i-j—l)
k=2

1
=y + Jw2 Aw; + cot? 0€y; (mod o)
r
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olarak hesaplanir. y; = —sin®6/r?wy A w; oldugundan dfBs; = 0 (mod p) ; yani,
dBsj € o olur. Benzer sekilde, 3 < 7,7 < n icin A\jw; 1 = \wj 41 esitligi kul-
lamlarak df;; = 0 (mod p) ; yani, df;; € ¢ bulunabilir.

(6.16)’dan

d%‘j = Qn+i—1,n+j—1

yazilabilir. Sabit negatif kesitsel egrilikli Lorentz n-altmanifoldun normal demeti
diizlemsel oldugu i¢in 2, 4;—1 n4j—1 = 0, yani, dv,; € o olur.

Frobenious teoremi kullamlarak, e; (pg) = vg olacak gekilde py komgulugunda
M {izerinde ey, ..., €9,_1 ortonormal ¢at1 alam vardir ve

wy + rwig = r coth Owy i1, (6.80)
w; + rwy; = 1 cot wy i1, (6.81)
wayj = cot Owsy 441 — coth w44 4, (6.82)

wi; = cot § (Wi ptj1 — Wjntio1), (6.83)
Wntie1n4j—1 = 0 (6.84)

esitlikleri soylenebilir. U, R"'nin agik alt kiimesi olmak tizere M, py, komgulugunda
@ : U — EP ! ile verilsin. ¢* = ¢ + re; tammlansm. ¢* doniigiimii E3"
Minkowski uzayinin bir M* Lorentz n-altmanifoldunun parametrizasyonu oldugu ve
[ (po) = p§ ile [ : Ml — M* yari-kiiresel dogru kongruans: oldugu gosterilmelidir.

¢* dontigtimiiniin diferensiyeli alinirsa
dp* = dp + rdey
=wie; + Z (w1 + rwik) e + Z TW1 4 k—1€ntk—1 (6.85)
k=2 k=2
bulunur ve (6.80) ve (6.81)’den,

r

sinh

dp* = wie; + w1 n41 (cosh fey + sinh fe,, 1)

n

r .
+ E —— W1 ptk—1 (COsOey +sinfe, 1)
sin 0

olur. Simdi, wy, W1 nt1, ..., W1 2,—1 lineer bagimsiz oldugu gosterilmelidir ki boylece
©* bir Lorentz n-altmanifold M* tamimlar.

Teorem 6.2 kullanilarak M igin p komgulugunda e, 1, ..., €5, 1 normal c¢ati
alania gore u = (uy, ..., u,) egrilik gizgisi koordinatlar1 secilebilir ki boylece v =

=
1 0 1

— olur, burada a;’ler birinci temel formun katsayilaridir. v; = —
a; 8uz Po a; 0uU;

ve ¥; bu vektoriin dual kogatisi olsun. v,4;_1 = e€,4;_1 ve 1 < A B < 2n — 1 icin
Yap =0(vp) (dva,vp) oldugu diisiiniilsiin. O halde, (6.20) esitliginden

olsun

Dimij—1 =0 () b 7710, (6.86)
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celde edilir. e; = ) d (ex) fevy farzedilirse fi (po) = d (ex) ¢k yazilabilir. Bu nedenle,
k=1

k=1

n

Wi pyio1 =0 (€ntio1) (der, €,pi1) = Z J(er) fkbzﬂ'*lﬁk
k=1

elde edilir.

k =1,..,n olmak iizere By = § (ex)e; + > b 'e, ., olsun. (6.22)'nin

i=2
ilk denklemi B; vektorlerinin kargilikli ortogonal, yani, lineer bagimsiz oldugunu
gosterdiginden wy, wy p1, ..., Wi 2,—1 lineer bagimsizligl buradan soylenebilir.

e1, coshfey, + sinhfe, 1, ve cosfe, + sinfe, 1 vektorleri M* altmani-
foldunun teget vektorleri oldugu (6.85)’den takip edilir. Bu nedenle, sinhfe; +
coshfe, .1, ve —sinfey + cosbe, 1 vektorleri M* altmanifoldunun normalleridir;
yani, M ve M* altmanifoldlarinin normal diizlemleri arasindaki agi aym ve 6’ya
egittir. Ayrica e;, M ve MI* altmanifoldlarinin ortak teget vektorleridir ve MI* nor-
malleri spacelike olan bir Lorentz n-altmanifold olur.

Son olarak, ortogonal projeksiyonun normal konneksiyonlar: degistirdigi; yani,
Wy g g =0vewy ;. =0,3<14j<n oldugu gosterilecektir. (6.50)’de
hesaplandig: gibi,

. L . . .
Wy pgjo1 = —Sin ¢ sinh Owsy; + sinh 6 cos Ows 1 j—1 — sin 6 cosh Owy, 41

+ cosh 0 cos 0wy 41.n4j-1,

Wy i 1 prj1 = 0(€)) sin? Ow;; — sin B cos 0(6 (€n+j-1) Wintj—1

+ 0 (€)) Wntio1,j) + c08” 00 (€n1j-1) Wntimtn4j-1

olur. (6.82), (6.83) ve (6.84) esitliklerinden wy ;. ; , = 0 ve w4, =0,
3 <4,5 < n, bulunur. O

Benzer sekilde Teorem 6.18’in kanit1 takip edilerek Durum 3 ve Durum 4
icin de tamamlanabilme teoremi verilebilir. Durum 3 i¢in tamamlanabilme sistemi

(6.44), (6.51), (6.62) ve (6.64) tarafindan olugturulur.

Teorem 6.19 (Simsek ve Ozdemir 2016) M, teget dogrultular: spacelike vektorler
olan, r > 0 ve 6 sabit olmak iizere K = —sin? §/r? sabit negatif egrilige sahip E"~*
uzaymda bir Lorentz n-altmanifold ve 2 < ¢t < n ic¢in dw,,+1 Codazzi denklemi,

dwy 11 Codazzi denklemiyle \; # 0 orantisina sahip olsun. Ayrica, v, vy, ..., v2

aey n

n
egrilik vektorlerinden olusan p, noktasinda bir ortonormal taban ve vo = > ¢;v?,

=1
1 <17 < nigin ¢; # 0 ile bir birim vektor olsun. O halde teget dogrultular: spacelike
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bir M* Lorentz n-altmanifold ve dogrultusu spacelike olan bir [ : M — M* yar-
kiiresel dogru kongruansi vardir dyle ki p§ = [ (pg) ise pop; = rvo ve 6, py ve p§
noktalarindaki normal diizlemler arasindaki agidir.

Durum 4 igin de tamamlanabilme sistemi (6.44), (6.76), (6.77) ve (6.78)
tarafindan olusturulur.

Teorem 6.20 (Simsgek ve Ozdemir 2016) M, normal dogrultular spacelike vektorler
olan, r > 0 ve § sabit olmak iizere K = — cos? #/r? sabit negatif egrilige sahip E7"
uzaymda bir Lorentz n-altmanifold ve 2 < ¢t < n i¢in dw; 41 Codazzi denklemi,

dwy ny1 Codazzi denklemiyle A, # 0 orantisia sahip olsun. Ayrica, v, v, ..., v0

n
egrilik vektorlerinden olusan py noktasinda bir ortonormal taban ve vo = > ¢;v?,
i=1
1 <7 < nigin ¢; # 0 ile bir birim vektor olsun. O halde teget dogrultular spacelike
bir M* Lorentz n-altmanifold ve dogrultusu spacelike olan bir [ : M — M* yari-
kiiresel dogru kongruansi vardir 6yle ki p§ = [ (po) ise pop; = rvo ve 0, py ve p§

noktalarindaki normal diizlemler arasindaki acidir.

Durum 1 durumunda sabit pozitif kesitsel egrilikli bir Lorentz n-altmanifold
oldugu icin, genellikle normal demeti diizlemsel olmasi kogulu ve ikinci temel formu
diagonallegen bir ortonormal cati alan1 segebilme kogullar1 saglanmaz. Bu nedenle
tamamlanabilme teoremini ispatlamak i¢in bu hipotezler kabul edilmek zorundadir.
O halde bu varsayimlar altinda Durum 1 i¢in asagidaki tamamlanabilme teoremi
verilebilir.

Teorem 6.21 (Simsek ve Ozdemir 2016) M, normal dogrultular spacelike vektorler

olan, r > 0 ve # sabit olmak iizere K = sin®/r? sabit pozitif egrilige sahip E3"~!

uzayimda bir Lorentz n-altmanifold olsun. Ayrica, v¥, Vg, ..., V¥ egrilik vektorlerinden

olusan py noktasinda bir ortonormal taban ve vg = Z v 1 <i<nignc¢ #0

ile bir birim vektor olsun. O halde normal dogrultularl spacelike bir M* Lorentz
n-altmanifold ve dogrultusu spacelike olan bir [ : M — M* yari-kiiresel dogru kon-

gruansi vardir 6yle ki p§ = [ (pg) ise popg = 7vo ve 8, py ve pj noktalarindaki normal
diizlemler arasindaki agidir.

ispat: o ifadesi 2 < i,j < n olmak tlizere
a; = w; + rwy; — rcot 0wy i1,

Bij = wij — ot 8 (Wiptj-1 — Wjpnri-1) (6.88)

Yij = Wn+i—1n+5—1

1-formlariyla tiretilen bir ideal olsun. dp C o oldugu yani p idealinin kapali diferen-
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siyel ideal oldugu gosterilecektir. Buna gore

do; = dw; + rdwy; — r coth 0dw 41

—wl/\wlz+zkawkz+T (Zwlk/\wkz> +r <Zw1n+k 1\ Wnyk— 11)

k=2 k=2

—rcotd E Wik A Wi pti—1 — 7 coth E W1 ptk—1 N\ Wnpk—1,n+i-1
k=2 k=2

1 n
= ——w; A w; + cot Qwy A wy pyi—1 + cot O E Wi N\ Wk pti—1
T
k=2

n n n
— cot 6 E Wk A\ W; pyk—1 + 7Ot O E Wik A Wi pti—1 — 7 COLO E Wik A Wit k—1
k=2 k=2 k=2

n n
r ( E W1 ntk—1 N\ wn+k—1,2> —rcot g Wik N\ Wk nti—1

k=2 k=2

n n
1
= ——w; Aw; — cot 6 E Wk A\ W; pyk—1 — 7 cot 0 E Wik A\ Wi ntk—1

,
k=2 k=2
n
r (Z Wy ptk—1 N\ wn+k—1,2>
k=2
1
= ——wy Aw; + rcot? 00 + Q4 (mod o)
r

bulunur. Ayrica, M fokal yiizeyi sin? 6 /r? pozitif kesitsel egrilige sahip oldugundan
Qy; = sin?6/r?w; A w; olur. Buradan do; = 0 (mod o) ; yani doy; € o elde edilir.

n
dﬁij = W;1 AN Wi + Z Wik VAN Wi + Qij —cot 0 (wil A w17n+j_1) —cot 0 (wjl A wl,nﬂ-_l)

k=2
— cot 0 (Z Wik A wk,nﬂ»l) + cot 8 (Z Wik A wkal)
k=2 k=2
1 5
= Qij + —2'LU1 AN wy + cot 0 Z Wi n+k—1 A Wn+k—1,j
r k=2
ENCY +- L s A (mod o)
= i+ w2 A wj mo
sin29 7 2 ! e
seklinde hesaplanir. Buradan 2;; = SmQGwZ A w; oldugundan df;; = 0 (mod p) ;

yani df3;; € o sonucuna varilir.

(6.16)'dan
dvi; = Qnyi-1n4j-1
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yazilabilir. Hipotezden E2"~! uzayinda sabit pozitif kesitsel egrilikli Lorentz n-
altmanifoldun normal demeti diizlemseldir; bu nedenle €2,4;_1,4;-1 = 0, yani,
dr;; € o elde edilir.

Frobenious teoremi kullanilirsa, M iizerinde eq, ..., e5,_; yari-ortonormal cati
alani bulunmusg olur, burada e; py komgulugunda e; (py) = vo olacak sekilde timelike
vektor ve

w; + rwy; = 1 cot Owy i1, (6.89)
’LUZ‘J' = cot 9 (wi7n+j,1 — wjm«H'fl ) s (690)
Whn4i—1n+j—1 = 0 (691)

egitlikleri vardir. U C R"™ agik bir altkiime olmak tizere M altmanifoldunun py
komsulugunda ¢ : U — E2"~! immersiyonu ile verilsin. ¢* = ¢ + re; tanimlansin
oyle ki ¢*'mn E2"~! uzayimnimn bir M* Lorentz altmanifoldu tanimladigini ve I (po) = pj
ile verilen [ : Ml — M* fonksiyonunun bir yari-kiiresel dogru kongruansi olusturdugu
goriilmelidir.

" fonksiyonunun diferensiyeli alinirsa
de* = dp + rde;

= wie| + Z (U)l + rwlk) e, + Z TW1 n4+k—1€n+k—1 (692)
k=2 k=2

ve (6.89)’dan

n

’

* .

dp* = wie; + g menJ’_k_l (cos fey + sinfe, 1)
k=2

elde edilir.

Simdi wy, Wi pt1, ..., W1 2n—1 1-formlarmin lineer bagimsiz oldugu gosterilecektir
ki boylece *mn E2"~! uzaymda M* Lorentz n-altmanifoldu tanimladigi bulunmus
olacaktir. Kabulden, e, 1, ..., e, 1 ¢at1 alanina gore p noktasinin komsulugunda M

1 0
igin u = (uq, ..., u,) egrilik gizgisi koordinatlar segilebilir ki boylece v? = — 5
a; Ou;
Po
yazilir, burada a; sayilar1 birinci temel formun katsayilaridir. v; = — ve ¢; dual

a; OuU;
kocatist, Vi1 =e€,1j-1 ve 1 <A B <2n—1ic¢in Y45 =6 (vp) (dva,vp) olsun.
O halde (6.20)’den

Dinrj1 =0 (e;) b1, (6.93)
elde edilir. e; = 3 6 (ex) VK fpvy, farzedilirse fi, (po) = \/LE(S (ex) ¢ yazilabilir. Bu
k=1
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nedenle
wy =Y 0 (ex) VK fith, (6.94)
k=1
Wintio1 =0 (€nrim1)der - ey = Y 0 (ex) VK fibpt =10, (6.95)

k=1

esitlikleri bulunur.

k=1,..nicin By =0 (ex) \/_e1+2 by le, ;1 olsun. (6.21)in ilk denk-

lemi vasitasiyla B; vektorlerinin kargilikl ortogonal ve bu nedenle lineer bagimsiz
oldugunu gosterdiginden wy, Wi p41, ..., W1 2n—1 1-formlarmin lineer bagimsiz oldugu
sonucuna varilir.

(6.92) denklemi kullanilarak, e;, cosfey + sinfe, ;1 vektorlerinin M* alt-
manifolduna teget vektorler oldugu sonucu bulunur. Bu nedenle, -sin fe,+cos fe,, ;11
vektorleri MI*'1in normalleridir; yani, ¢ immersiyona gore M'nin ve * immersiyonuna
gore M*'1n normal diizlemleri arasindaki agilar ayn1 ve 0’ya esittir. Dahasi, e; M
ve M* Lorentz altmanifoldlarinin ortak teget vektoriidiir ve M* normal vektorleri
spacelike olan bir Lorentz n-altmanifolddur.

Son olarak, ortogonal izdiigiimiin normal konneksiyonlar1 birbirine dontigtiir-
diigii yani 2 <i,j < ni¢in wy,; ;,,; ; = 0 oldugu goriilecektir. (6.50)’de hesap-
landig1 gibi

Whyi i1 = 0 (€5)sin® Qwy; — sinfcos B (6 (enyj—1) Winsj1 + 0 (€)) Wnyi1;)

2
+ c0s” 06 (€n4j-1) Wnti-1ntj—1

elde edilir. (6.90) ve (6.91) esitliklerinden 2 < 4,5 < n igin wy ; 4,1 = 0
bulunur. O

104



SONUC Hakan SIMSEK

7. SONUC

Lorentz-Minkowski geometri, matematiksel fizikle birlikte diferensiyel geo-
metrinin bir parcasi olarak goriilen matematik biliminin canli bir alamidir. Ayrica
fizigin en giizel ve en bagarili teorilerinden biri olan genel gorecelik ve sicim teorisinin
matematiksel buluglarin1 bize sunar. Gorecelik teorisinde bu uzaydaki altmanifold-
larin diferensiyel geometrisinin ¢aligilmasi da 6zel bir ilgiye sahiptir. Bu tezde,
Lorentz-Minkowski uzayinda fokal egri ve fokal yiizeyler iizerine kapsamli bir caligma
yapilmis, ozellikle fokal yiizeyler ile ilgili yeni ve ilging sonuclar elde edilmistir. Ik
olarak Minkowski (m+1)-uzayinda fokal egri ve geometrik Ozellikleri verilmistir.
Ozellikle Minkowski 3-uzayindaki lightlike olmayan bir regiiler yiizey tizerindeki
bir spacelike ya da timelike egrinin fokal egrisi (evoliitii) tekillik teorisi vasitasiyla
tanmitilmig ve diferensiyel geometrisi yapilan caligmalar cercevesinde derlenerek arasgtir-
macilara sunulmugtur. Daha sonra yine tekillik teorisi kullanilarak, Minkowski 3-
uzayinda tizerinde lightlike noktalar ile olusturulan bir egrinin bulundugu karigik
yiizeylerin fokal ytlizeyleri uzaklik kare fonksiyonlar ailesinin ¢atallanma kiimesi olarak
(yani Kostik) verilmis sagladigi 6nemli hipotez ve teoremler aciklanmigtir. Bununla
birlikte, Minkowski 3—uzayinda daha once diigiiniilmemis olan dogru kongruanslari
acisindan fokal yiizeylere yaklagilmig; parametrizasyonlart acik sekilde ifade edi-
lerek Gauss egrilikleri hem spacelike ve hem timelike yiizey olmasi durumunda
bulunmusgtur. Ayrica sirt ve alt-parabolik gibi énemli egriler null olmayan yiizey
iizerinde tanimlanmis ve fokal yiizeyler vasitasiyla geometrisi incelenerek onemli
yeni teoremler ifade edilmistir. Son olarak Minkowski 3-uzayinda yapilan Backlund
teoremi ve tamamlanabilme teoremlerinin 2n-1 boyutlu Lorentz uzayin n boyutlu
Lorentz altmanifoldlarina genisletilmesi suretiyle bu teoremlerin yiiksek boyutlu
Lorentz uzaylarda farkl ve ilging sonuglar dogurdugu tespit edilmistir.
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