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Abdullah GUVENDI

Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dah
Danisman : Do¢. Dr. Yusuf SUCU
07.01.2016, 58 sayfa

Bu g¢alismada, (2+1) uzay-zaman boyutunda, iki-dirac pargacigimin
relativistik kuantum mekaniksel davraniglar1 incelenmistir. Pargaciklar arasindaki
etkilesim potansiyenin genel, merkezcil bir potansiyel oldugu durum i¢in radyal
diferansiyel denklem seti tiiretilmistir. Bu denklemler, etkilesim potansiyelinin
sifir segilerek, egit kiitleli iki pargacik durumu, yani pozitronyum (m;=ms) igin
ve kiitlelerin birbirinden farkli oldugu durum i¢in c¢oOziilerek spinor bilegenleri
bulunmugtur. Coulomb etkilesimi altinda, yine esit kiitle ve farkl kiitleler i¢in radyal
diferansiyel denklem seti ¢oziilmiis ve enerji spektrumu elde edilmigtir. Son olarak,
relativistik iki-pargacik sistemi exponansiyel olarak genigleyen diiz evren modelinde
incelenmis ve ¢oziim bulunmusgtur.
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In this work, in (2+1) space-time dimensions, relativistic quantum
mechanical behavior of two-dirac particles system has been investigated. For general
central interaction potentials between particles, set of radial differential equation
has been obtained. These equations have been solved when interaction potentials
between particles is zero, in the case of equal masses and in the case of different
masses, and then components of spinor have been found. Under the Coulomb
interaction, again for same masses and for different masses, set of radial differential
equation has been solved and then energy spectrum has been obtained. Finally,
relativistic two-body system in exponentially expanding flat universe model has
been investigated and for this space-time metric, it’s solution has been obtained.
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1. GIRIS

Iki-parcacik probleminin relativistik kuantum mekanigi kapsami icerisinde
ele alinmasi, Dirac denkleminin kabul gérmesinin hemen sonrasinda baglamigtir.
Bu nedenle bu problem oldukca eski olmakla birlikte, icerdigi matematiksel ve
fiziksel zorluklar nedeni ile giiniimiizde halen giincelligini korumaktadir. Son
zamanlarda, nano Ol¢ekten kozmik Olcege kadar olan fiziksel etkilegmelerin 241
uzay-zaman zemininde yapilmig analizleri, tutarlilk ve matematiksel yapilarda
basitlik sergilemektedir.

Bilindigi gibi, relativistik olmayan Klasik mekanikte iki-cisim problemi sadece
birbirleriyle etkilegen iki noktasal pargacigin hareketini tanimlamak i¢in kullanilir
(Goldstein 1980, Thorthon ve Marion 2003). Bir gezegen ve yoriingesinde dolanan
bir uydu, bir yildiz ve yoriingesindeki bir gezegen, birbirlerinin yoriingelerinde
dolanan iki yildiz (gift yildiz) sistemi 6rnek verilebilir. Iki parcaciktan olusan
bu tiir sistemleri tamimlamak icin alt1 serbestlik derecesi gereklidir.  Ciinkii
herbir parcacigin konum vektorii ii¢ degigken, yani ii¢ serbestlik derecesine sahip
oldugundan, sistem toplamda alt1 serbestlik dereceli bir sistemdir. Klasik mekanik
kapsaminda, etkilesme hizi sonsuz kabul edildigi i¢in, zaman tek ve mutlaktir.
Bu nedenle relativistik olmayan klasik mekanikte, zaman, bir serbestlik derecesi
olarak alimmaz. Alternatif olarak, iki-cisim sistemi kiitle merkezi vektoriiniin
ii¢ bileseni ve goreli uzakligin ii¢ bilegseni segilerek, serbestlik derecesinin alt1
oldugu goriilebilir. En genel halde parcaciklarin etkilesimini tanimlayan potansiyel,
goreli uzakhiga, goreli hiza ve goreli uzakhigin daha {ist mertebeden tiirevlerine
bagli olabilir.  Klasik mekanik c¢ercevesinde bu tip bir problem incelenirken
genelde siirttinme kaynakli kayiplarin olmadig1 ve etkilesim potansiyelinin sadece
goreli uzakhigin bir fonksiyonu oldugu durumlar ile sinirlandirma yapilir. Klasik
mekanikteki tek-cisim problemlerinin biiyiik ¢ogunlugu tam olarak ¢oztimlenebildigi
i¢in, iki-cisim problemi, egdeger bir-cisim problemine indirgenerek c¢oziiliir. Bir
eylemsiz referans sisteminde, bir pargacigin hareketinin Newton denklemi ile dogru
olarak tanimlandigl deneyle sabittir. ~ Newton yoOntemini kullanarak problem
¢Ozebilmek igin, sistemdeki tiim kuvvetlerin bilinmesi gerekir. Bazi problemlerde,
sistemlerin hareketlerine kisitlama getiren bag kuvvetlerini yazabilmek oldukca
karigik hatta baz1 durumlarda imkansiz olabilir. Bu sebeple farkli teori yada
teorilere ihtiyac duyulmaktaydi. Ihtiya¢ duyulan sadelik, Hamilton ilkesinde
bulunmugtur. Bu ilkenin uygulanmasiyla elde edilen hareket denklemleri, Lagrange
hareket denklemleri olarak adlandirilmig ve newton denklemleriyle bulunan sonuglar
ile birebir uyum gostermislerdir. Tiim bu sartlar: saglamanin yan sira, Hamilton
ilkesi, Newton denklemleriyle iligkisi olmayan, daha genis capta fiziksel durumlara
uygulanabilen, oldukca saglam temelleri olan bir fiziksel ilkedir. Fizikte minimal
prensipler uzun ve oldukca ilging bir gecmige sahiptir, doganin bazi onemli
nicelikleri, daima en aza indirgedigi anlayisina dayanir. En az etki ilkesi hamilton
ilkesinden elde edilebilir ve klasik mekanikten optige ve kuantum mekanigine
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gecis yapmak ic¢in kullanigh bir yontemdir. Hamilton ilkesi kisaca "Belirli bir
zaman araliginda, dinamik bir sistemin bir noktadan diger bir noktaya giderken
izleyebilecegi biitiin yollar i¢ginden, gergekten izlenen, kinetik ve potansiyel enerjileri
arasindaki farkin (Lagranjiyen) zaman integralini minimum yapan yoldur" der
(Thorthon ve Marion 2003). Bir fiziksel sistemin lagranjiyeninin zaman integralini
alarak eylem (action) yazilabilir ve fizikte oldukga genis kullanim alanina sahiptir.
Ayrica bu formalizmin uygulanmas: teorik-fizikte birincil prensiptir, yani problemin
bu formalizm kullanilarak ¢oziilmesi ilk tercih olmalidir.

Spinsiz ve goreli olmayan kuantum mekaniginde iki-cisim problemi genellikle,
en basit atom olmasi sebebi ile, hidrojen atomu tizerinden kurgulanir (Brandsten ve
Joachain 2006). Hidrojen atomu, kiigiik diizeltme terimleri diginda, ¢ekici coulomb
potansiyeli araciligi ile etkilegen iki-parcacikli, goreli olmayan bir sistem olarak
ele alinabilir. Baglangic noktasi bir elektronlu atomlar igin yazilan Schrédinger
denklemidir. Etkilesme potansiyeli, yalnizca iki parcacik arasi goreli uzakligin bir
fonksiyonu oldugu durumda, kiitle merkezinin hareketi ayr1 olarak incelenebilir.
Kiitle merkezi referans sisteminde, kiitle merkezinin momentumu sifir olacag: i¢in,
kiitle merkezinin hareketi ayrilabilir, bu durumda, kiitle merkezinin hareketine eslik
eden toplam momentum ve bagil momentum tanimi yapilarak, toplam enerji iki
kisima ayirilabilir. Bunlardan birincisi kiitle merkezinim hareketine karsilik gelen
kinetik enerji, digeri ise indirgenmis kiitle terimini igeren, bagil hareketin enerjisidir.
Cozlimiin yapilacagi koordinat sisteminin se¢iminde, belirleyici unsurlarin basinda,
sistemin sahip oldugu simetrilerin 6nemi biiyiiktiir. Bu simetriler sistemin serbestlik
derecesi sayisini azaltarak, daha kolay bir hesaplamaya izin verir. Kiitle merkezinin
hareketini ayirdiktan sonra, tek-cisim igin yazilmig zamandan bagimsiz Schrédinger
denklemini kullanarak, kiiresel koordinatlarda, bagil hareket i¢in 6zdeger denklemi
¢oziliir, enerji diizeyleri ve kesikli spektrumun dalga fonksiyonlar1 elde edilir.
Bu sonuclar kullanilarak, fiziksel nicelikleri temsil eden operatorler i¢in beklenen
degerler hesaplanabilir, virial teoreminin saglandig1 gosterilir.

Iki-cisim probleminin tam-olarak coziimii relativistik klasik mekanik
gergevesinde bile miimkiin degildir. Bu noktada parcaciklarin spinleri hesaba dahil
edilmek zorundadir ve bu sebeple iki-cisim probleminin karmagikligi giderek artar.
Tek elektron icin yazilan Dirac denklemine benzer olarak, iki Dirac parcacigl icin
"relativistik bir dalga denklemi kurmak" girigimleri, Eddington ve Gaunt tarafindan
(1929) yapilan ¢aligmalar ile baglar. Onlar etkilesme enerjisinde yer alan parcacik
hizlarinin yerine Dirac matrisleri koymuslardir. Yine ayni yil i¢inde, Breit yaptigi
bir analiz ile (Breit 1929), Eddington ve Gaunt tarafindan yazilmig denklemin
sonuclarinin, kabul edilemez oldugunu gostermistir.

Birbirleriyle etkilesen spinli parcacik c¢iftlerinin geleneksel olarak incelenisi,
spine bagli kuvvetler i¢in daha uygun bir ifadenin onerildigi, Gregory Breit’in
(1929) galigmasi ile baglamigtir denilebilir. Spinsiz iki pargacik i¢in yazilmig Darwin
lagranjiyenindeki (Darwin 1920) etkilesme teriminin bir benzerine, serbest iki
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Dirac Hamiltonyeni ekleyerek, Breit etkin bir Hamiltonyen elde etti. Bu etkilesme
terimi ele alinirsa, pargaciklarin hizlari ¢ok biiyiik iken yada parcaciklar arasindaki
relatif uzaklik ¢ok fazla oldugunda Breit’in denkleminin gecerli olmayacagi goriiliir.
Sistemin relativistik olmasi sebebinden kaynaklanan gecikme etkisi, bu etkilegimleri
temsil eden potansiyellerde hassasiyet ile hesaba katilmamistir. Yani Breit’in
denklemi, gergege bir "zayif ¢iftlenim" yaklagikligi ifade eder. Bethe ve Salpeter
(1960), kuantum alan teorisinden baglayarak ulagtiklar1 bir denklem ile relativistik
problemin bir formiilasyonunu ifade ettiler (Bethe ve Salpeter 1960). Yazdiklar:
denklem O(v?/c?) basamaginda pertiirbasyon acilimi yapilip zayif-ciftlenim limitine
bakildiginda, Breit etkilesmesini dogrulamaktadir.  Bethe-Salpeter formalizmi
bagli-durum problemlerine, alan teorisinin temel ilkelerine dayanarak elde edilen bir
yaklagimi ifade ediyor ve kuantum elektrodinamigi kapsaminda yapilan deneylerle
iyi uyusan sonuglar veriyordu. Fakat relativistik bir serbestlik derecesi olan relatif
zamandan kaynaklanan negatif biiyiikliige sahip ¢oziimler sebebiyle bu denklem
bagh-durum denklemi olarak kabul edilemedi (Yilmazer 1987). Yani, o dénem
i¢in, baglangicta, 3-boyutta tam coziilebilir, yaklagik bir denkleme ihtiyag¢ vardi
ve bu denklemin, relativistik kinematigi igermesi gerekiyordu. BS denklemi igin
baz1 yaklasiklik fikirleri literatiirde mevcuttur. Bu Oneriler igerisinde bizim igin
dikkat gekici olanlar Salpeter (1952) tarafindan gosterilen, pozitronyum igin genisg
Olgiide kullanilan "ani etkilesme yaklagikligi" ve momentum uzayinda yazildiginda
Schrodinger ve Klein-Gordon (KG) denklemine benzerlik tagiyan denklemler veren
kuasipotansiyel yaklagikhgidir (Todorov 1971). Daha sonraki zamanlarda, tez
kapsaminda sik sik yer verilen, ikinci parcacigin davraniginin da hesaba katildig:
Dirac-Coulomb tiirii bir denklem yazildi (Barut ve Komy 1985).

Relativistik bagli-durum denklemleri konusunda diger bir yaklasimda Dirac’
i kisitlanmig mekanigi ile relativistik kuantum mekaniginin birlikte kullanilmasidir
(Crater ve Wong 2007, Kalb ve Alstein 1976). Dirac parcaciklarmimn iki-cisim
bagli durum problemi i¢in yapilmis olan ¢alismalar arasinda, tek zamanh relativistik
bir dalga denklemi olan KFY denkleminin alt1 g¢izilmelidir (Fermi ve Yang
1949, Kemmer 1937). Bu denklem ¢ok eski bir denklemdir ve etkilegme
potansiyeli fenomenolojik olarak yazilmigtir (Yilmazer 1987). Barut ve arkadaglar
(1985-86), yillarinda KFY denklemine olduk¢a benzeyen bir denklemi, kuantum
elektrodinamiginden, eksiksiz olarak tiiretilebilecegini ve iki parcacik arasindaki en
genel elektrik ve manyetik potansiyelleri igerdigini gostermiglerdir (Barut ve Komy
1985, Barut ve Unal 1985). Relativistik iki-fermiyon probleminin tek-zamanh
formiilasyonu i¢in farkl 6nerilerde literatiir kapsaminda bulunmaktadir. Relativistik
iki-cisim problemi kapsaminda yapilan ve konumuza nispeten daha yakin oldugunu
diisindiigiimiiz diger ¢alismalardan ¢ok kisaca bahsedelim.

Bu cahigmalar kapsaminda, Iki Dirac parcaciginm bagli durumlarimi (Koide
1968), yar1 relativistik kuark modeli i¢in iki-cisim dirac denklemini (Bethe ve
Salpeter 1960), iki-cisim dirac denkleminin parapozitronyum gibi ¢6ztimlerini
(Alstein ve Crater 1986), mezon spektroskopisini (Crater ve Alstein  2000),

3
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relativistik kisitlanmig dinamigin QED, QCC ve N-N sagilma problemlerine
uygulanmasini (Crater vd 2003) ve kisitlanmig dinamigi kullanmanin avantajlarimin
sergilendigi bir galigma yapilmigtir (Lienert 2015). Tim bu ¢aligmalar 1g1ginda,
relativistik iki cisim problemindeki iki-zaman karmasgasi, ani etkilesme yada
quasipotansiyel yaklagikliklar ile tek-zamanli duruma indirgenebilecegi yada s6z
konusu problemin direk olarak tek-zamanl sistem olarak alinip incelenebilecegi fikri,
literatiirde hakimiyet kazanmistir. Bu problemde matematiksel karmaga ve zorluga
bir zaman degigkeni daha eklenmesi matematiksel analizi oldukca agirlagtirmaktadir.
Probleme iligkin yapilan ¢alismalar arasindan Barut ve arkadaglarinin, lagranjiyen
formalizmi kullanarak yaptiklari galigmalar bizim i¢in olduk¢a 6nemlidir (Barut
ve Komy 1985, Barut ve Unal 1985, 1986a,b, Barut 1987). Bu caligmalarda
relativistik iki-cisim problemi i¢in, fenomenolojik yapiya uygun olan ve ¢ok bilgece
yazilmig bir denklem ve bu denklemin 3+1 uzay-zaman boyutunda analizleri ele
alimmigtir. Bu ¢aligmalarin, makul veriler ve sebeplerden dolay1, (2+1) uzay-zaman
zemininde incelenmesi, bu tez ¢aligmasinin biiyiik bir kismini olugturmugtur. Son
zamanlarda relativistik iki-cisim problemi kapsaminda Dirac’in kisith dinamigi
kullamilarak yapilan ¢aligsmalar bazi kolayliklar sergilemis olsada, (3+1) boyutta
bu tiir problemlerin iistesinden gelmek, denklem sayisinin oldukca fazla olmasi
sebebiyle, agir bir igtir.

(34+1) uzay-zaman boyutunda eksenel simetriye sahip bazi potansiyeller
ile veya bu potansiyeller vasitasiyla etkilegen relativistik Dirac parcaciklariin
yanl sira, giniimiizde yogun olarak galigilan nano malzemelerde (grafen v.b),
sistemlerin geometrik oOzellikleri sebebiyle, parcaciklarin dinamigini anlamak igin,
sistemlerin 241 boyutta incelenmesi, kismen matematiksel sadelikten dolay1
mantikll gorilmektedir. Kaldi ki, 241 uzay-zaman boyutunda, kiitle ¢ekim
kurami kapsaminda yapilan galigmalar (Carlip ve Nelson 1995, Deser vd 1984,
Giirtag 2013, Menculini vd 2013, Oleg vd 2013, Witten 1988), (3+1) boyuttaki
benzerinin neredeyse tiim fiziksel ve matematiksel oOzelliklerini ve sonuclarini
icermektedir.  Ayrica bazi problemler dogalari geregi 241 boyutludur ve 2-+1
uzay-zaman zemininde incelenmelidir. Bu baglamda sabit manyetik alanda yiikli
parcacik (Deser vd 1984), Coulomb alanindaki Dirac pargacigr (Deser vd 1984), Hall
olay1 (Giirtag 2013) gibi fiziksel 6nem tagiyan sistemlerin kuantum elektrodinamigi,
(2+1) boyutta, Dirac denklemi kullanilarak incelenmistir. Ayrica son zamanlarda,
(241) boyutta relativistik iki Dirac pargacigi problemi, tek katmanh yapi olan
Grafende, stiper iletkenlik sebebiyle kiitlesiz pargaciklar igin tartigilmigtir (Sabio
vd 2010). Tim bu literatiire baktigimizda, eksiklikleri giderilmeye caligilan bu
konu iizerine aragtirma yapmak, yeni sonuglar bulmak veya eski sonuglardan bazilari
ile tutarh sonuglar bulunarak karmaganin azalmasina yardimeci olabilmek amaci ile
iki-cisim kuantumelektrodinamigi adi verilen tez konumuzu belirledik. Barut ve
arkadaslar1 tarafindan yazilan ve 3+1 uzay-zaman boyutunda analizi yapilan bu
denklem referans alinarak ve geometri kaynakli, matematiksel sadelik olacag fikri ile,
relativistik olarak etkilegen iki-cisim problemi, 341 uzay-zaman boyutunda eksenel
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simetriye sahip Coulomb potansiyeli i¢in, problemin 241 uzay-zaman zemininde
analizi ve baz1 0zel durumlar1 yanisira exponansiyel olarak genisleyen diiz evren
modelinde de iki-cisim problemi analiz edilecektir.
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2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Klasik ve Kuantum Mekaniginde Iki-Cisim Sistemleri

2.1.1. Klasik mekanikte iki-cismin merkezcil kuvvet problemi

Kiitleleri m; ve my olan ve yalmizca bir etkilesme potansiyelinden (V')
tiiretilebilen kuvvetlerin s6z konusu oldugu iki-pargacik sistemini ele alalim.
Etkilesim potansiyeli, parcaciklar arasi relatif 7 =71 —T3 vektoriiniin ve bu vektériin
tiirevlerinin bir fonksiyonu olsun. Bu tip bir sistem i¢in Lagranjiyen su sekilde olur:

L=T(B,7)-V(7,7,.). (2.1)

Sirasiyla mq; ve mq kiitlelerinin orijine goére konum vektorleri 7’_1> ve 7’_5, kiitle
merkezine gore konum vektorleri ise 7; ve 75 seklindedir. Buna gore,

m1f1+m274220,

r=1y — 11,
mqry + Mmary
o omy my
bagmtilar1 yazilabilir. Kiitle merkezinin orjine goére konum vektorii ﬁ olmak
lizere, toplam kinetik enerji (7'), kiitle merkezinin kinetik enerjisi ile kiitle merkezi
etrafindaki hareketin kinetik enerjisi olan 7"'niin toplamidir.

1 2

T = (i + mo)R 4+ T, (2.2)
1 =2 1 P

T, = imlfl + §m1 742 3 (23)

— —

=12 2 p__T™ 3 (2.4)
mi + Mo mi1 + Mo

Yukarida verilen ifadelerde, Denklem (2.4), Denklem (2.3)’te yerine yazilarak,

1 2
p_ 2 ame o ’ (2.5)
2mq + msy

bagintist bulnur. Kiitle merkezi etrafindaki hareketten kaynaklanan kinetik enerji
terimi, pargaciklar arasi bagil hiz cinsinden ifade edilebilir. Denklem (2.5) ve (2.2)
kullanilarak, toplam Lagranjiyen agagidaki sekilde bulunur.

1 2 1 mqmme _'>2 - =
L=- B4 e 0y
2(m1+m2) +2 1+m27a (’I",T', )
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Lagranjiyene bakildiginda kiitle merkezi koordinatlar1 agik¢a goriinmez, fakat
Lagranjiyen kiitle merkezi koordinatlarinin tiirevlerini igerir. Yani bu koordinatlar
gevrimsel koordinatlardir ve kiitle merkezinin hareketi i¢in durgundur yada diizgiin
hareket eder diyebiliriz.  Bu terim Lagranjiyenden ¢ikarilabilir. ~ Sonrasinda,
no= T:if:rz, indirgenmis kiitle tanmimi yapilarak, iki-parcacik problemi, egdeger
tek-pargacik problemine indirgenebilir. Bu durumda sistemin Hamiltonyeni su

sekildedir:

—
Pcm2 + ?2(7”11 + m2)

H—
2(my + my) 2mymey

Y V(7,7,.) = Hop + H,.

Burada momentum terimleri agagidaki gibidir.

S S

D= =
Pcm = + )
p1 pz mq + mo P2 ma + mo

dir (Goldstein 1980, Thorthon ve Marion 2003).

2.1.2. Goreli olmayan kuantum mekaniginde iki-cisim sistemleri

Coulomb potansiyeli araciligi ile etkilesen, iki-parcacigin, kuantum
mekaniksel analizi, klasik teori ile oldukca benzerdir. Kiitleleri m; ve msy olan
iki-pargacik i¢in Schrédeinger denklemi;

L0 h? h?
h—Ww t:——?Q——€2 V(71 T o ) U(T 1, 7a,t) (2.6
Zat (7"1,7”2,) [ 2m, 1 2ms 5+ ( L T2, )] ( 17T27)( )
seklindedir. Eger etkilesimi temsil eden, potansiyel enerji yalnizca relatif
koordinatlara, 7 = 71 — 73, bagh ise, denklem (2.6) su formda yazilabilir:
0 h? h?
h—VU = [-—— V% - —V? 7). 2.
¥ = =gy V= g Vi V() .7

Burada M = m; 4+ ms sistemin toplam kiitlesini, ﬁ kiitle merkezinin koordinatini,
2 ve V2 ise sirasiyla kiitle merkezi ve relatif koordinatlara gore uzaysal tiirevleri
gostermektedir.

(R, 7,1) = U(R) U(T) e F+EW, (2.8)

Denklem (2.8)’de yapilan tanimlama denklem (2.7) de yerine yazilarak, bu denklem
kolaylikla degiskenlerine ayrilabilir.

2
P vu - U (2.9)
21
- = F'U. 2.1
o U U (2.10)
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Denklem (2.9); bir V' dig potansiyelindeki iki pargacigin goreli hareketini temsil
eden, indirgenmis kiitleli tek parcacigin hareketini verir. Denklem (2.10) ise iki
parcaciktan olusan sistemin kiitle merkezinin M kiitleli serbest bir parcacik gibi
hareket ettigini soyler. Burada 6nem arz eden, denklem (2.9)’dan bulunan enerji
spektrumudur (Brandsten ve Joachain 2006).

2.1.3. Relativistik kuantum mekaniginde iki-cisim problemi icin Barut modeli

Yaygin olarak relativistik teoride kullanilan metodun, Bethe-Salpeter tipi
iki-zamanlh denklemler ve yaklagik potansiyellerin elde edilmesiyle bagladigini fakat
bu metodun esasen pertiirbatif bir yontem oldugunu ve gercek sonuglarla iyi bir
uyum gostermedigini diigiinerek ige baglamislardir. Bu yontemin haricinde, bircok
hesaplamada, her parcacik icin serbest parcacik Hamiltonyenine, bir etkilegme
potansiyeli eklenerek toplam Hamiltonyen kurulmustur:

7 <7

Potansiyelin nasil segilecegi esas problemdir. Genelde fenomenolojik olarak segilir
yada foton ve bir-bozon degisimi potansiyelleri kullanilir. Bu durumda genel
alg1 teorinin bir yaklagima dayanmasidir. A, elektromanyetik alan ile etkilesen
farkl iki-fermiyonik alan i¢in eylem fonksiyonu yazilmigtir. Bu eylem fonksiyon su
sekildedir:

A:/dzv

- [ {eb @, A4, @) + 0y @ oy 0 . a2

—%F,WF“” + z]: {77;] (@) (17" 0 — my) ¥ (93)}]

Burada, sirasiyla, e; ve a; fermiyonlarin elektrik yiikii ve anormal manyetik momenti,
0, spin operatori olup,

1
Ouy = 5 (IVM’YV - '7V’7u)

ile temsil edilir ve F), elektromagnetik alan tensoriidiir. Denklem (2.12)’den elde
edilen hareket denklemleri su sekildedir.

P =g ==X |+ 20, (viowts) | =123 213
J
(17" Oy — my) b — ey Ayhy — a0 Fluib; = 0. (1=1,23) (214
Dalga operatorii Green fonksiyonu kullanildigi igin kovaryant ayar tercihi yapilmigtir;

A = 0. (2.15)
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Bu secimle
DA, = Ju=) {ejwﬂu% + 24, (%’%u%’) 1 (2.16)
J

olur. Denklem (2.16)’niin genel ¢oziimii su sekildedir.

Ave) = [ @D -y [ejwj 030 0) + 205 (1 5 oty ) ) ]
+ A (x) (2.17)

Buradaki ikinci terimde kismi integrasyon yapilir ve lokalize akim dagilimlar: i¢in
yiizey terimleri sonsuzda sifirlanir.

Au@) = A7 @)+ 3¢5 [ duDlo = )by () 0 )

=23, [ dydDia — )b, () oty (). 219

A,’yii komple elemek i¢in bu ¢éziim eylem fonksiyonunda yerine yazilir. Alanimn
Lagranjiyeni su sekilde yazilabilir:

1 1
AF = _Z /FuVF'quI = 5 /dZUF'LWAM’V
1 1
= 5 /d{L‘ [F'U'VAM]’V — é/d.IE'L;VAH (219)
Dolayisiyla,
1
Ar= / de " (z) A, (x) (2.20)

olur, ¢iinkii yiizey terimi sonsuzda yine kaybolur. Boylece, toplam eylem fonksiyonu
su hale gelir:

A= /d:pz {QZJ (Y0 — my) 1y — %eﬂ/:ﬂ“%/lu}
+ / dxz. {aﬂ' (Jja‘”wﬂ') Ay = a0ty FW}

olur. Son terim —2aj1/:j0“”@/1jAW, yada kismi integrasyon ile —2a; (@;ja‘“’wj) A,

seklinde yazilabilir. Yapilan bu iglemler ile eylem fonksiyonu su sekilde yaz1hr:7

A= /dxz {djg (179" — my) by — {%eﬂgﬂ“%‘ + a; (Jja“yl/}j) } Au} :

9
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(2.21)

A,, icin bulunan (2.18) ¢oziimii, denklem (2.21) ye yerlegtirilir.

A= /dewj (i7" 0y — myj) ¥
i
- /df"z {%eﬂﬂﬂ“% + a; (%U’W%) }ALH ()
; 87

1 — —
+ /dxz {§€j¢j’}/u¢j + Q5 (wja‘“’wj) } B
j Nz
B /dxz {%ej?;ﬂ”% +ay (@ijf“l'?/fj) } K. (2.22)
j Nz

Burada

B= gek / dyD(x — y)r () Yk (y) ,

ve

{ZZak / dyd*D( y)?;k (y) oxu (Z/)}

kisaltmalar: kullamlmigtir (Barut ve Komy 1985).

Burada karsilikli etkilegim ile ilgilendigimiz i¢in sadece 7 # k durumuna
bakariz. ki parcacigin etkilesimi icin gecikmis Green fonksiyonu D™ (z — y)
kullaniriz.  Denklem (2.22) denkleminde eje; ve ese; katsayilar ile iki terim
karsimiza ¢ikar. lIkinci terimde x ve y yi degistirilir, D™ (z — y) = D" (y — )
ve D = % (Dm + Dad”) esitlikleri kullanilarak etkilegim terimi su sekilde yazilabilir:

=Y esen [ ey (2)7#0; () D @ = ) e ) s 0). (223

j=<k

Benzer gekilde diger etkilesim terimlerinde de .@ADTet(x —y)=—0"D " (y — ) esitligi
kullanilarak, farkli terimler birlegtirilebilir. Ozellikle, iki-cisim problemi i¢in, spin
cebrini iki Dirac cebrinin direk ¢arpimi gibi diiglinecegiz.

2.1.3.1. Zaman tiirevi terimlerinin evrimi

10
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ea ve aa etkilegim terimlerinde 0*D(x —y) ve 9,0 D(x — y) tiirevleri olusur.
Elimizde su bagintilar var:

1
Dret(l,_y):él_wé(xo_yo_r)’
1
Dad”(:v—y)zﬁ5(xo—y0+r),
r = ]7 — 7\ ,
Om (47TDT6t (x — y)) = _Z_’;(; (xo 0 - 7n) _ 7;_77215’ (:Eo YU 7“) 7
22
170,007 (2 —y) = | 2 o O 4?”5,,1”5(7) 5 (2% —y° =)
3rmTn — T2 0mn
+ " ) (xo—yo—r>
4 Tmrn(s” (J}O . yO . ’I") ] (224)

r3

Boylece D-fonksiyonunun tiim tiirevleri § ,6 ve §" terimlerine indirgenebilir (Barut
ve Komy 1985).

2.1.3.2. Kompozit yada bilokal alanlar

Eylem fonksiyonunun bireysel 1; alanlarina goére varyasyonlar1 Hartree
tipinde, ciftlenimli lineer olmayan integrodiferansiyel denklem seti verir. Bunun
yerine kompozit objelere gore farkl eylem fonksiyonu ve kompozit alanlar tanimlariz
(Barut ve Komy 1985).

Az, y) = 1(z) @ Pa(y).

Burada ¢ 16-bilegenli spinér olan, bilokal alandir. Basitlik ic¢in iki parcacik
diistinelim. Etkilesim terimleri zaten kompozit alanlar1 igerir. Eylem
fonksiyonundaki serbest kisim sadece bir alan iceren tiim terimlerin toplamidir. Bir
parcacik i¢in normalizasyon integrali, diger parcacik kismina yerlestirilerek kompozit
alan cinsinden yazilabilir.

/ﬁmﬁa@(W%z—mQ¢wm%@ﬁﬂmw

+/@@%@C¢@~mQW@EmV%@> (2.25)

Burada 4-boyutlu ve 3-boyutlu integraller i¢ icedir. Simdi etkilesim terimlerine
bakalim.

1__ 2

— (2)
—eq69 / drdyp(xz, )y D (x —y) v,

11
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bagintisi yardimiyla,

— 1) 16—y —r) 162 —9y°+7)
€169 (2) Yy Yy
A 1 - b

o rdy(x, y)v" @ 1.0(7,y) 5 . +3 " ]

bulunur. Diger etkilesim terimleride benzer sekilde ifade edilerek, § ,6" ve é’ " ifadeleri
toparlanir. 8 ve § terimleri icin zo’a gore kismi integrasyon yapilir, ¢ ve ¢’nin
tiirevleri elde edilir.

e1a2 [ Ym Q oy . .o Tm0OsE e
Wl:_”<ﬂ @ g W ® )
8w T r r
ares [ Om O Ym 37 0 TmOs @Y™
7 ®7 + 3
8w T r r
aLa 3rmin — 120, 3rmin — 120,
+ 142 Um®an m'in n_&m®an m n
47 rd rd
aie rpe™™ms ol
— 22 (Ga,, @ o, +1i0s @ , (2.26)
T r3 73
2 2
a1a TrTn — T°O0mn TrTn — T Omn
WQZ 12 Ay QOpy———F——— — 0, QOp—————
8T r3 r3
a1 a T nms T 6nms
4 4d2 (mm R Oy + 10, ® i —— ) (2.27)
T r r

olmak sartiyla,

/dmdy@o [a(m, y)Wié (!EO —y’ - T) P(, ?J)]

+ / dxdyds [g_b(a:, y)Waé (ZL"O —y’ - 7’) o(x, y)}

olur. § (2% —y° +7) iginde aym sekilde gelir. Eylem fonksiyonuna katk: sadece
ilerlemis ve gecikmis noktalardan geldigi ic¢in, eylem fonksiyonunun serbest kismini
0— fonksiyonlari ile, ¢ alanlar1 cinsinden yazariz.

dxd ]'5 0 0 15 0 0 - (UHa(x) (2)0
ray |5 (2° —y —7“)+§ (2° =" +7) | o(z,y) | ¥ 0 —mi| @5 o(z,y)

0’ J@H.

—l—/dacdy [%5 (xo — ¥ — T) + %5 (a:o — '+ 7“)] o(z,y)7 @ {7 Z@L(Ly) — mg} o(z,y).

O ve 0 ¢(x,y) nin x ve y bilegenleri iizerine tiirevlerdir ve § fonksiyonlari ile
carpilmadan once alinir.

Eylem fonksiyonunun kompozit alanlara gore varyasyonundan, ¢(x,y) icin
hareket denklemi;

M 2 1) (@ @
(7410, — m1) @ 1°44° @ (190, — ma) + V]®(z,y) = 0. (2.28)

12
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20—y £ |? — 7\, burada toplam potansiyel su sekildedir (Barut ve Komy 1985):

e1e ae . T'm T'm mns
47 r3 r3

4rr
€102 |. aT Ty
—2——= 1|1 ® Os—5—
4 T

2.1.3.3. Iki cisim icin Lagranjiyen ifadesi

Denklem (2.28)’deki dalga denklemini kovaryant formda yazacagiz. r
mesafesindeki i.pargacigin elektrik vektor potansiyeli ve buna kargilik gelen manyetik
vektor potansiyeli sirasiyla agagidaki gibidir.

. 1 e ; a;
(4) v (1) 0 (4) _ % (@), k
Au (8) 247’(’7"’}/“ ® ) Au (a’) - 87 7’3 ,uk:r ® ﬁy )

AD = AW (e) + A (a) (2.29)

Bu vektor potansiyeller parcaciklar kaynaginin i¢ spin indislerini tasiyan, aslinda bir
tiir Yang-Mills potansiyelleridir. Bu potansiyellere kargilik gelen alanlar;

() — A _ 7A@
FW o Awu A;W

ile elde edilir. Bu potansiyeller cinsinden dalga fonksiyonu su sekilde olur (Barut ve
Komy 1985):

(CVINCY @ @O 1@ @
[7“(26# - elAfLQ)) - m1:| 27"+’ ® {7”(@6“ - 6214;(})) - mz} ®(z,y)

+ {alaﬁ) ® F? 4 gy @ al(fy)} O(x,y) =0. (2.30)

13
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tez kapsaminda, (2+1) boyutta relativistik iki Dirac pargacigi sisteminin
analizi, genel, merkezcil bir kuvvet alani altinda incelenmeye baglanmigtir. Genel
bir merkezcil potansiyel varliginda, ¢iftlenimli diferansiyel denklem seti tiiretilmistir.
Tiretilen bu denklem seti farkli baglik ve altbagliklar kapsaminda incelenmis, fiziksel
durumlar i¢in enerji 6zdegerleri bulunmus ve spinor bilegenleri tespit edilmistir

3.1. Elektromagnetik Alandaki Iki-cisim icin Minimum Ciftlenim Durumu

Sadece yiik-elektrik potansiyel etkilegimlerini dikkate alirsak, bu denklem
asagidaki gibi olur.

(OBNEY 2 M) 2) (2
{’Y“(iau - 6114,82)) - ml} 27"+’ ® {’Y“(iau - 6214;(})) - } ®(z,y) =0

veya daha agik olarak,

(1) @) M @ @ @
[( 'lao — 61A + ’71201 + ’72282 ml) X 7y ‘|"}/ & ( 180 — €2A ](I)

@2 (29 ?
+ [’71281 + ’}/2262 — mg) -+ V]q) 0 (32)

seklinde yazilabilir. 2+1 uzay-zaman boyutunda, Dirac cebrini saglayan matrisler
icin farkl se¢imler yapmak miimkiindiir. Fakat 21 uzay zaman boyutunda yapilmis
caligmaya gore(yusuf hocanin makaleyi yaz)Dirac matrislerini temsilen

V=05, A =io, P =io (3.3)

ile verilen se¢imi yapmak dogrudur. Burada,

o (2 )m=()m(38)

Pauli matrisleridir. Denklem (3.4) ve (3.3), denklem (3.2)’de yerine yazilarak
agagidaki matris denklemi elde edilir.

1 —1
1 Q ; 1)
-1 —1
1 1
1 o 1 @
+ _1 Zat+ 1 Zat (I)
1 1

14
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1 1
—1 1

+ | —my 1 — My 1 d

I -1 -1

1 —1
1 @) ; @)

+ | o0+ AR

i -1 —1

1
—1
- <61A§f) + GQAgU) » o = 0. (3.5)
1

Burada ® dortlii spindrdiir. Bir¢ok uygulama igin bu spindrleri, ikili spindrler
cinsinden yazmak kolaylik saglamaktadir.

P1X1 D,
P1 X1 P1X2 D,
D(x1,%X9) =V ® Uy = ® = = 3.6
R LR S L1650 N Il B ol BCYS
P2X2 D,
M = mi + mao, Am = mi — My, V = <€1A(()2) + 6214[()1)) (37)

(3.6) ve (3.7)’de yapilan tamimlar kullamlarak, denklem (3.5) ten bulunan, birinci
mertebeden diferansiyel denklem seti su sekilde olur:

1) (2 (2) ey
(z(at+at) - M — V) Dy + (—ax + i8y> Dy + (—835 + iay) D; =0, (3.8)
1) (2) (2) (1)
(—i(at+at) + Am + V) Dy — (8$ + z‘c‘)y> Dy + (ax - z'ay) Dy=0, (3.9)
1) (2 (2) 1
(—i(8t+8t) — Am + V) Ds + (8,,6 — z'ay> Dy — (ax + z'ay) D, =0, (3.10)
1) 2 (2) ey

Denklem setini bu formda yazarak, kiitle merkezi ve bagil koordinatlar sistemine
gecebiliriz.

1
R = M (mlxl —f—?TLQZL’Q), r= |71 - 72|, M =mq +mg (3'12)
meo M mo M
— = R = — | = — ) d
i M(r—l—m2 ), T M( 7"~|—mlR> (3.13)

15
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(3.12) ve (3.13) ile verilen tamimlar kullanilarak, uzaysal tiirev operatorleri igin,
kiitle merkezi ve bagil koordinatlar cinsinden, asagidaki ifadeler bulunur.

0 _ 9, 0 o _1( 0 0
OR, Oxl ' 0z2" Or, M\ 0z, 0a2)’
w_ 0 6+@i vi— 9 :_6+m2 0 (3.14)

YT oL oOr,  MOR, ? 912  Or,  MOR,

1 p
Burada,

8 mla (823:—8 m28

(1)
%= on T MoR or, " M OR;

i=(0,1,2)  (3.15)

Simdi denklem (3.15) kullanilarak, (3.8)-(3.11)’deki birinci mertebe denklem setimiz,
kiitle merkezi ve bagil koordinat degiskenleri cinsinden, su gekilde olur:

i\ b (2 0 m om0
8R0 T

@ 8 ma 8 . 8

(9 _, 90 _ 1
((97"1 "o, T MR, M@RQ>D3 0 (3.16)

<_ii+Am+V> D2_|_ (i+zi_@£_2@i) l)1
ORy

3 . 8 mi 8 NI 8
— iyt = il = )\, = 1
+ (87’1 287"2 * M 8R1 Z]\4 6R2> 4 07 (3 7)

i — A Dy— (- —i— 2 2 4" 2 " D
< Z@RO m+v> 3 <8r1 Za’l"g M8R1+ZM8R2) 4

_ (i+li+ﬂi+zﬂi> l)1 :0’ (318)

0 .0 my O my O
_ D, = 1
+(ar1“ar2+ M6R1+ZM8R2) 2 =0, (3.19)

Di = (B, 7), (i=1,2,3,4) (3.20)

Gi(R,7) = (7)o B)e PR, (i =1,2,3,4) (3.21)
16
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Etkilesim potansiyeli, sadece parcaciklar arasi bagil uzaklhigin bir fonksiyonu oldugu
icin, V= V/(r), spinor bilegenlerini agagidaki sekilde yazmakta sakinca yoktur.

m(ﬁ, 7) = ¢i<?)¢i(ﬁ)e—iﬁo = qpi(?)e—i?ﬁe—imo. (1=1,2,3,4) (3.22)

Bu tamimlarin yani sira, bagil koordinatlarimiz r; ve ro yi, polar koordinatlar
cinsinden ifade ederek, denklem (3.16)-(3.19)’te yazmig oldugumuz denklem setimizi
nispeten daha sade bir gekilde yazabiliriz.

Denklem (3.22) ve (3.23), (3.16)-(3.19)’te verilen denklem setinde kullanildiginda,
birinci mertebeden diferansiyel denklem seti, su hali alir:

=M =V)ulno) + (e (<104 ) + (-0 ) i)

- (e—i¢ (_%a% + %) —(i+1) mwlk) Ps(r, @) =0, (3.24)
(—E+ Am+ V)t (r, ¢) + (ew (%a% + %) (- 1) %’“) $a(r,6)

+ (e—id’ (_;a% + %) —(i+1) %k) ha(r, ¢) =0, (3.25)
(-5 = am+ V(o) = (e (<220 ) i) 52 Y a0
. <¢ (% s §> L) %“) $a(r,6) =0, (3.26)
(B4 M = V)or) = (@ (L4 50 ) + =0 ) valro)

+ (e“ﬁ (;% + %) + (1 —1) %k) Uo(r, ) = 0. (3.27)

Kiitle merkezini durgun kabul edersek (k = 0), denklem seti agagidaki sekilde olur.

=M= V)lno) + (e (<54 57 ) ) a0

_ <ez‘¢> <_%% n %)) bs(r,d) = 0, (3.28)

17
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(—E + Am + V) ho(r, ¢) + (e”’ (%a% + %» V1(r, P)

+ (e—w" <—fa% - ;)) Ya(r,¢) =0, (3.29)

(-~ o+ V) i) = (e ( et ar)) e

R -
(40 = V) vl ) - (o (i; 5)) weo
ERT

Denklem setinde tutarsizliklari ortadan kaldirmak igin, (3.28) denklemini soldan
e’ ile, (3.31) denklemini soldan e~ ile garpip, (3.29) ve (3.30) denklemlerindeki
exponansiyel terimleri, tiirev operatorlerinin sag tarafina alirsak, bu degigiklikler
denklem setine su sekilde yansir:

(=2 = V)0rlr e + (=220 4 ) )

dp 0

—~ (_%a%ﬂ 887“) bs(r, ) =0, (3.32)
(—E+ Am + V) ho(r, ¢) + (%%4—%—1—8@)%(%@6@
#(ra et ) o =0 (339
(-8 = B+ V)va(rn) — (L 41+ 5 ) dalr e

io 1 9 w
(B4 M = V) talr ) = (1574 5] valrno)

0 0
(22 + ) o) =o. (339

18
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Simdi agagidaki tanimlamalar: yapmak biraz daha kolaylik saglayacaktir.

D, )€ = i (r,0), a(r, @) = ths(r, B,
¢3(T7 qb) - 1/)3 (Tv ¢)7 1/J4(T7 ¢)6_i¢ - ¢4(T‘, ¢) (336>

Bu denklem sistemine bakildiginda acisal koordinatin kendisi agik olarak
bulunmamaktadir yani ¢evrimsel koordinat oldugu goriilmektedir. Bu sebeple spinor
bilegenlerini gu sekilde yazmamizda sakinca yoktur:

Unlr, &) = Un(r)e™ . (n=1,2,3,4) (3.37)

(3.36) ve (3.37) tanimlar altinda, (3.32)-(3.35) da verilen denklem setimiz agagidaki
sekilde olur.

(=M= V) e+ (104 2 ) dafre

%
- (‘%a% " %) Gy(r)e 9 =, (3.39)
(—E + Am + V) a(r)e 9 + (Z 88¢ ! ﬁ) W (r)e 99

N (_38% L1, 0 ) wa(r)e=i96 = 0, (3.39)
PE—man%MKW—(Q% L+ o) dutrene
<E+M—VM&M€W—(%% 5 ) datre

3.2. Heun Fonksiyonlari

Bu ¢alismada denklemler analitik olarak ¢oziilmiigtiir. Coulomb etkilesimi
incelendiginde ilk olarak Kiitlesiz parcaciklar i¢in bulunan ¢6ziim H, fonksiyonlaridir
(Giirtag 2013). Enerji 6zdegeri ifadesi, kuvvet serisi yontemi kullanilarak elde edilir.
Denklem su formdadir:

d*w B+1 ~+1)\ dw L v
— — — =0. 3.42
d,22+(a+ z +z—1>dz+(z+z—1 v (342)
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Burada;

1

p=gla=PF—y=2n+p-7),

V:%[a+ﬁ+7+25+2n+7(a+5)],
w(z) = HeunC( o, B, 7,6,n, 2). (3.43)

Denklem igin 2=0 ve z=1 diizenli tekil noktalardir ve z=o00 i¢in diizensiz tekillik
vardir. Heun denkleminde, polinom ¢oziimler i¢in bilinen kosul;

2
5:—<n+éi%i—)a, n=012. (3.44)

olarak verilir.
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4. BULGULAR

Simdi denklem setimizde, agiya bagimhiliktan kurtulabiliriz. Agisal operatorii
etki ettirip, sadelestirme islemleri yapildiktan sonra, birinci mertebeden tiirevli,
radyal denklem seti su sekilde bulunur.

=M=V + (<24 ) ) - (L4 L) =0 @)

dr
+ (—g - % + d%) a(r) =0, (4.2)
(-5 =+ V) da(r) = (=24 24 1) )
— (g - % + d%) n(r) =0, (4.3)

(E+ M —V)iu(r) - (g 4 d%) Ds(r) + (g + %) () = 0. (4.4)

Bu denklem setinde, (4.1) denklemindeki (), (4.4) denklemdeki 14(7), 12(r) ve
&
3(r) cinsinden su gekilde yazilabilir.

00 = i |- (2 ) e+ (<24 5 ) ko) )

0 =y | (L5 ) b= (L4 2 ) ko] ao

Denklem (4.5) ve (4.6), denklem (4.2)’de yerlerine yazilarak su denklem bulunur.
g d 1 g d o g
(7’+ +d'r) E_M_V) Kr d'r’) %(TH( " )w?’( )]

1
+ (—g + % + d%) {(E+—J\1/[—V) Kg + d%) 153(7*) — (g + d%) wm”

+(—E 4+ Am+ V) dn(r) = 0. (4.7)
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4.1. V(r) = 0 Durumu

Etkilesim potansiyelinin sifir oldugu durum i¢in bu denklem diizenlenirse;

(B + Am)ta(r) + (E“Aj)) E (wzm ) = 5 (a0 = a0
T | (20~ ”) i (500 50)
sl [ (Sir-0) 4 (i i)

G (0 ”) A CER) B

Eluuli nﬁlrmdl Denklem (4.5) ve (4.6), denklem (4.3)’te yerlerine yazlarak su denklem

(4108 v ()0 (¢ ) ]
() i [ )5 (£ )]

—(—E = Am+ V() ds(r) = 0 (4.9)

olur. Ayni sekilde, etkilesim potansiyeli sifir secilip, bu denklem diizenlenirse su hali
alir.

(= = ) dalr) = A () = o)) + 4 () - )|
P

ey { (w ) - J3<7~>) - (sz —zﬁsm)} “o0. (a0)

Denklem (4.8) ve Denklem (4.10) kendi iclerinde biraz daha diizenlenirse, sirasiyla
su formu alirlar.

B amyde) + [0 D) (- )

+ o [ - - ] (G =ty ) =0 (@.11)
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ve

8= amyte) + [ S I () )

()= i)

| EE o) (- )

oy [ R | CAGER ) (1.12)

|
—~
&=
o +t| =
=
g E— |
ﬁwlm
|
S
SN
|
Q.
QL
ﬂw N
—_
VR
o

rZ oy dr

Denklem (4.11) ve Denklem (4.12)’yi taraf tarafa toplarsak;

(=) (atr) + ) + A (4alr) = ) ) =0 (113)

bulunur. Simdi

va= () +0a) ) 0 = () = ). (4.14)

Denklem (4.14)’daki tanimlamalar ile, Denklem (4.13) su sekilde yazilabilir.

4.1.1. Am # 0 durumu durumu

E
v =1 Va4 (4.15)

Denklem (4.11) ve Denklem (4.12)’yi taraf tarafa gikarirsak;

b-¢) . 20—g) d
(E+M)r?  (E+M)rdr

(B) s — (Am) a + [ ] b5

1 29 29d 2d? 1 29 29d 2d?
_m[§_75_dr2}w3+m[ﬁ_7% a2 Ve
2(9+9>)  2(1+yg)
_[(E—M)rQ_(E M)rdr]wB (4.16)

bulunur. Denklem (4.15)’yi, denklem (4.16)’de kullanarak, denklem biutiintiyle ¢
cinsinden agagidaki sekilde yazilir.

Am? 2(9— 9% 2(1—g) d
(E)¥p — i VB {(E—l—M)r? (E+M)r$}¢3
(B4 M) [5_7%_W}¢B+m{+p—75+@ ¥p
29+g*) _ 2(+g) d]
- {(E—M)TQ - (E—M)r%} ¥e =0. (4.17)
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Yine benzer sekilde Denklem (4.15)’yi, denklem (4.16)’de kullanarak, denklemi
tamamiyle 14 cinsinden yazabiliriz.

E? 2(9—-9°) | 2(0—g) d] E
R¢A_(Am)¢A+[(E+M)r2 (E+ M)rdr| Am

¥a

1 [ %d 2B
(E+M) [r? rdr dr?| Am 4
1 29 29d 2d*| FE
* (E—M) {4_7“2 rodr  dr? AmwA
2(9+9*) 2(1+g) d] E
_ — — =0. 4.1
{(E—]\/[)r2 (E—M)rdr AmwA 0 (4.18)

Denklem (4.18)'1, %” ile garparsak;

Am? 2(9—-9°) | 2(1—g) d
g VAt [(E+M)r2 (E+ M)rdr

i } ba

r2 r dr dr?

2(9+9)  2(+4g) d]
N [(E—M)r2 N (E—M)r%} va=0. (4.19)

Denklemi tek bir spintr bilegeni cinsinden ifade etmek amaci ile, Denklem (4.17) ve
Denklem (4.19) denklemlerini taraf tarafa toplarsam;

Am?

E
2(9—9%) 2(1—g) d

+ [(E+M)r2 + (E+M)r$} (V4 +¥p)

1 ng 29 d  2d?

E(Ya+vp) —

(Ya+1p)

| a v

(E+M) |2 rdr dr?
1 29 2g9d  2d*
+(E—M) l—'—r? rdr+dr2 (Ya+vp)

- [ ] e o -

Burada daha onceki yaptigimiz tanimlar kullaniriz.
Ya = (?;3(7“) + Jz(?")) , Yp= (lzz(r) - 123(7“))
Ya—¢p = 2123(7")» Ya+Yp = 21;2(7“)- (4.21)
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<
Denklem (4.21) teki ifadeler,Denklem (4.20)de yerine yazilirsa, bu denklemi )(r)
cinsinden yazabiliriz.
o 2Am? ¢ d(g—9g*) | 4(1—g) d
2F - —
Yalr) = —g—valr) + {(EJrM)rQ (E+M)rdr}
4 g gd d?
B {ﬂ_rdr_dﬂ %(r)—i_(E—M) +r2_rdr+dr2
4 2 4(1 d| °

So

—~
=

~—

E—M)r2 (E—M)rdr

olur. Bu denklemde her terimi 4 ile bolersek:

(E Am)%() {((9—92) L (-9 i}gz(r)

2F E+M)r2 (E+M)rdr
1 d d*7 e 1 d d*7 ¢
——{i—g———} 2(7’)+m[£—g—+w}wz(ﬂ

(9 +9%) (1+g)
N {(E—M)r2 - (BE- M)'rdr} ta(r) = (4.23)

olur. Bu denklemi kendi icerisinde biraz daha diizenleyelim.

(f7§ﬁ)%()[i(<i 7w~ =)
+__g_((E+1M ) %%(EiM)+(E—1M))] (1)
ST

(= @) o0

g d 1
a _rdr ((E+M
*%(ij><EM@H%”

2 |
e <(E—M) " (E+M))¢2(r)_o

Yani etkilesim potansiyelinin sifir se¢ildigi bu 6zel ve basit durumda, herhangi bir
kiitleye sahip iki-cisim i¢in bulunan ikinci mertebe denklem su sekildedir.

2Mg> 28 d 2 &
(E?2 —M2)r2  (E?2—=M?)rdr (E?— M?)dr?

+ (EQZ#) a(r) =

Bu denklemde her terimi % ile boliip, diizenlersek;

] 252(7”)

W+rdr 72 i 4F7?
25
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ve her terimi 72 ile carpip, tekrar kiiciik bir diizenleme ile denklemimiz su hali alir:

d? d (E2 — AmQ) (E2 — MQ) ©
2 2 2
r 2 +r . + 5 e —g° | ¥a(r) = 0. (4.24)

Sabit terimler ve degisken igin

EQ — A 2 E2 _ M2
st = ( Wiu)?g ), p=sr (4.25)

Denklem (4.25) tanimi, (4.24) denkleminde kullanarak, denkleme daha sade bir
goriintim kazandirilabilinir.

d2+ d+2—2zZ()—0 (4.26)

Bu denklem iyi bilinen Bessel diferansiyel denklemidir. Burada g, pozitif, reel
bir sabittir. Bu denklemin ¢oziimleri Bessel fonksiyonlar: olarak adlandirilir. Bu
denklemle genelde, silindirik simetri iceren problemlerde karsilagilir. Bu sebeple
zaman zaman silindirik fonksiyonlar olarak adlandirihirlar. Burada, orjin tekil
noktadir. Simdi orjinde seri ¢ozlime bakalim. Coziim 6nerisi olarak agagidaki tanimi
kullanabiliriz.

o0

= ™ (4.27)

m=

Denklem (4.27)'mn, birinci ve ikinci tiirevleride alimp yukaridaki denklemde yerine
yazilir, kiigiik bir diizenleme ile (4.26) den su bagmt: elde edilir:

Zam (m +p . 92} p(m-I—p) + Zamp(m+p+2) -0

[k terimi, m = 0 ve 1 degerleri i¢in agip, m — m — 2 indis doniisimii yaparsak,
denklem agagidaki gibi olur.

ao [p* — ¢*] p* + ar [(1 +p)? — ¢*] p*1P)

+ D [am ((m+p)* = ¢°) + am-s] "7 =0,

m=2

burada p nun her kuvvetinin katsayisin sifira esitleyerek;
ap # 0 ve a; = 0 igin, pPP=g¢° = p=+yg (4.28)
indis denklemi bulunur. Simdi
m>2 p=g, a#0, a; =0
26
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durumunda, tekrarlama bagintisini yazacagiz.
@ ((m+p)* = ¢*) + s =0

idi.Bu bagintiy1 diizenlersek

Ap—2

Up = — 35—
(m +p)” — g*

olur, (4.28)’nin sonuglarindan biri olan, p = g durumu i¢in bagint1 gu hale gelir:

Qypp—2

Ay = ———————
m (m + 2g)

m > 2 idi. Buna gore, ilk birka¢ deger, m = 2,4, 6, .., i¢cin bu bagint1 yazilip sonug
genellestirilirse tekrarlama bagintisi asagidaki sekliyle bulunur.

m ao
Ay = (_1) & m (429)
2m (1)1 (g +1) (g +2) (g +3) ... (9 + m/2)
yada n =1,2,3, .. cinsinden;
Qop = (_1)11 o (430)

220 (n)! (g+1) (9+2) (9+3) ... (9+n)

olur. Burada Gama Fonksiyonlarinin birkag ozelligine ihtiya¢ duyuyoruz. Bu
ozellikler agagida verilmigtir.

(9+1)(g+2)(g+3) (g +n) = %
F'(n+1)=nl, T(n+1)=nl(n) (4.31)
Uygun sadelegtirmeler olmasi i¢in, keyfi olarak,
1
ap = W (1) (4.32)

segilir.  (4.31) ve (4.32) denklemleri (4.30)’ye yazilarak, tekrarlama bagmtisi son
haliyle su sekli alir.

1
-1)" .
(=1) 22+9 (n+1)I'(n+g+1)

(4.33)

Q2n,

Yani ¢ozlim Onerimizdeki a,, ifadesini bulmug olduk. Simdi ¢6ziim Onerisine geri
donelim. Simdi ¢éziim 6nerimize yani denklem (4.27)’ya geri dénelim. m = 2n ve

<
p = g oldugunuda hatirlatarak, ¥, (p) agagidaki halini alir.

o (—1)" p\2nte
G = T DT e ) =W (4:34)
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veya

ba(r) = N J,(s7) (4.35)

olarak bulunur. Bu g.mertebeden, 1.¢esit Bessel fonksiyonu olarak bilinir. Bu
¢oziim, indis denkleminin verdigi birinci ¢oziim kullanilarak cikarildi. Eger indis

denkleminin verdigi ikinci ¢oztimii kullansaydik, p = —g , ozaman bulacagimiz ifade,
ayni iglemler ile su sekilde bulunurdu;
S (_1)71 p 2n—g
= = =J_
v2(p) T(n+ D (n+g+1) <2) s (P)

<& <
(4.15) ve (4.21) bagmtilar: kullamlarak, 19(r) ve ¥3(r) arasinda, agsagidaki baginti
bulunur.

—aa)

Aim) o( (4.36)
Am

Denklem (4.36) ve (4.35)den, 7,;3(7’) su sekilde bulunur:

FRNNCEE
ar) =~y N e (4.37)

Un(r) ve vu(r) igin
o= =i [ (14 )

=g |5+ ) o= (55 o)

denklemleri ¢ikarilmisti. Bu denklemler ve Bessel fonksiyonlarinin tiirev bagitilar:

AR
=
+
/l\
S
_l_
| =
N———
o
-
L

< o
kullanlarak 1y (1) ve ¢4(r) igin ¢éziimler bulunur.

° 2Am s
Y1(r) = N Jya(sr) E -0 (Am LB (4.38)
balr) = ——o A Jy 1 (57) (4.39)

(Am+E) (E+ M)

(4.35)-(4.39) denklemleriyle verilen bu ¢oziimler, (4.1)-(4.4) denklem setini saglarlar
ve normalizasyon katsayilarinin tamaminin ayni oldugu bulunur.
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4.1.2. Pozitronyum olarak adlandirilan esit kiitleli parcaciklar (Am = 0) durumu

Eger etkilesim icerisindeki parcaciklar esit kiitleli ise, yani pozitronyum
durumu igin (m; = mgy, Am = 0) sistemi incelersek, daha 6nce gikarmig oldugumuz
radyal, diferansiyel denklem setimiz agagidaki sekilde olur.

=M=V + (<24 1) datr) = (<24 1) i) =0, (@)

<

(=E+V)a(r) +

<

(
(—E + V) tba(r) — (—g + % + i) alr) — <g 1y i) di(r) = 0, (4.42)
(B + M —=V)ia(r) — (g + d%) Jg(r) + (g + %) zZQ(r) = 0. (4.43)

<

Bu denklem setinde, (4.40) denklemindeki @Zl(r) , (4.43) denklemindeki 7,;4(7‘), o(r)

<&
ve 13(r) cinsinden, su sekilde yazilir:

00 = e |- (2 )+ (4 ) o).

3= ey | (2 ) - (L4 5) o).

Bu ifadeler denklem (4.41)’de yerlerine yazilirsa, bu denklem dértlii spindriimiiziin,
ikinci ve tigiincii bilegeni cinsinden su hali alir:

(0 2) i [ )50 (4 )
(o Dlariml(t2)s0- ()]

+ (=B + V) ah(r) = 0.

Etkilesim potansiyelinin sifir oldugu durum i¢in bu ifade diizenlenirse;

BV alr) + i |2 (4atr) = ) = 5 (atr) = )|

r
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o o < <
olur. Simdi ¥y(r) ve ¥3(r) cinsinden, 11 (r) ve ¥y (r) yi, (56.3) denkleminde yerine
yazarsak, bulunan denklem agagidaki gibi olur.

(—g+%+d%) {(E+]\14—V) [(%de%) l;g(r)— (g+d%) @;2(7")”

<o
—(=E+V)¢s(r) =0
olur. Aymi sekilde, etkilesim potansiyeli sifir secilip, bu denklem diizenlenirse su hali

°> w<>) (() )]
g (i) i)
o)

e ). ;@ o oo

(4.44) ve (4.45) denklemini biraz daha diizenlersek, sirasiyla denklemler agagidaki
gibi olur:

¥ ) = i)
et b ) (9 )
[ b e (B0 - )
[ ] de)-e
e e e | (AR
- m {% - Qdi - j—;] (122(7”) - 123(7“)
ESe @) (90 0)
Y E=ID l+7% - gd% + C;‘l—;] @}(r) - 1;3(7")) —0 (4.47)
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olur. Denklem (4.46) ve denklem (4.47) denklemlerini taraf tarafa toplanirsa;

(=) ({alr) 4 dr)) =0
burada F # 0 i¢in;

Un(r) = —s(r)

sonucu bu denklem i¢in kullanilabilecek bir ¢oziimdiir. (4.46) ve (4.47) denklemlerini
taraf tarafa ¢ikarirsak;

2(9-9>)  2(1-9g) d
(=E) (=vs) + [(E 02 (Ex M)TJ} Vs
1 2g 2g9d 2d° 1 29 29 d 2d?
_m{ﬁ_7%_ﬁ}¢B+M{ﬁ_7$ WMB

_{2(9+92) 2(1+g) d
(

E—M)r (E—M)r%} v =0

bulunur.
) = =datr), = (alr) = )
Yp = 2122(7“)

ifadeleri kullanilarak denklem su hali alir:
Hwm o) = (@ )|
* %d% ((EiM) T E —1 M)) () - %d% ((E —1 M)~ (EiM)) (1)

S (o) e (e )| )

¥ (g) i) + -5 ((E_lM) ¥ (EiM))Jz(r)zo- (4.48)

Boylelikle etkilesim potansiyelin sifir secildigi en ideal sistem olarak, pozitronyum
durumu i¢in bulunan ikinci mertebe denklem, bir 6énceki kisimda bulunan denklem
gibi yine Bessel diferansiyel denklemi olarak bulundu.

B\ o 2By 2F d o #)e,
(5) valr)+ [_ TS VD F Yo v ey vy ) R

Bu denklemde her terimi (

E22——E]\/12) ile boliip diizenlersek, denklem su hali alir:

N G 1Y (19

dr2 " rdr 2 4

31
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(4.49) denklemini 72 ile ¢arpip, tekrar kiiciik bir diizenleme yaparsak, denklemimiz
iyi bilinen formuyla Bessel diferansiyel denklemi olarak bulunur.

r— 4 r—+

9 <&
— = 0. 4.
dr? dr 4 g°| ¥alr) =0 (4.50)

Bu denklemin ¢oziimleri Bessel fonksiyonlaridir.

E? — M2

o= VIE ) (451)
2

(4.51) tammu ile, bu denklemin ¢oziimii agagidaki sekilde bulunur.
<
Po(r) = NaJ, (sr) (4.52)
< <&
Pa(r) = —ts(r) (4.53)

Dortlii spindriimiiziin ikinci ve tgiincii bilegeni igin bulunan (4.52) bagmtisi,
esit kiitleli iki-parcacik durumunda, genel bir merkezcil potansiyel varhiginda da
kullanilabilecek bir ¢oziimdiir. Yani potansiyelin 6zel olarak se¢imi, bu durumu
degistirmez. Bu baginti kullanilarak spinoriin ii¢iincii bilegeni asagidaki gibi
bulunur.

153(7“) = —NaJ, (s1). (4.54)

(4.40)-(4.43)da da verilen denklem setinde, spinoriin birinci ve dérdiinct bilegenleri
i¢in asagidaki egitlikler bulunmustu.

50 = e |- (L) b+ (<24 ) o) )

i) =y |Gt ) B0 - (24 ) ko] s

(4.55) ve (4.56) denklemleri kullanilarak, spindriin birinci ve dordiincii bilesenleri,
sirasiyla asagidaki gibi bulunur.

o E2_M2

Ui(r) = BV Ny Jgi1 (s7) (4.57)
© 2s
Ya(r) = —Ny mjg—l (s7) (4.58)

seklinde bulunur. Spinér bilegenleri i¢in bulunan bu ¢oziimler, (4.40)-(4.43) ile
verilen, birinci mertebe denklem setini saglar ve normalizasyon katsayilar1 arasinda
agsagidaki esitlik bulunur:

(E® — EM? — 2s°E — 25> M)

Ny=N
T 252 (E — M)

(4.59)
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4.2.V = a/r Durumu

Denklem (4.5) ve (4.6), denklem (4.2) ve (4.3) te yerlerine yazlarak,
sirasiyla,su denklemler bulunuyordu:

(¢t b -2 (£ 2) 0]

1
V) [ () (2 ) o]

+(—E+Am+7V) 1/2(7“) =0, (4.60)

(E+ i) @ () o=
NERI R e
+(E+ Am+ V() s(r) = 0. (4.61)

< <&
(4.60) ve (4.61) taraf tarafa toplamrsa, ¥3(r) ve ¥o(r) arasinda, farkli kiitleli iki
parcacik icin, agagidaki bagint1 bulunur.

(=B + V) () + ) + A (Galr) = i) =0, (162)

< < < <o
Ya(r) = Pa(r) +abs(r),  Yp(r) = a(r) — s(r) (4.63)
Denklem (4.63)’daki tanimlar ile, (4.62) bagmtisindan, ¢4 ve ¢p arasindaki iligki
bulunur.
(E—-V(r))

A Yalr) (4.64)

Yp(r) =

o <
(4.62) kullanilarak 3(r) ve 19(r) birbirleri cinsinden ifade edilebilir.

. 1— (E—H;Er)) .
a(r) = El - <EzY,§T”§ talr)
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(4.60) ve (4.61) taraf tarafa gikarilirsa;

2 [_% <J2(r) - Jg(r)> - («ZQ(M - 153(0)]

(BE-M-V() | 1 T

T i (9050

TEY MQ— V() _‘% ( ho(r) - 1;2(7“>> + gd% (153(7”) - 152(7“))]

T E +21(\{2_ ;/)(r)) _6_1_52 <:3(7”> fz(?“)) » o

TETM V) | < o(r) - wQ(T)) T ( s(r) = WT))__
) § (atr) = ) + 1 (datr) - Jm):

+ oD 19 (G =) + 8 (Y = )

+ gt ) (2 () + o (= ) )]

#=E + V) () ()

+Am (Jz(r) + Jg(r)) 0. (4.65)

Bu denklemin tam olarak ¢éziimii yapilamamaktadir.

4.2.1. Kiitlesiz parcaciklar durumu (m; = my = 0)

Parcaciklar1 kiitlesiz kabul ederek denklemi incelersek, pozitronyum

<& <
durumundaki gibi, spinériin ikinci ve tiglincii bilegeni arasinda o(r) = —3(r)
iligkisi bulunur. Kiitlesiz pargaciklar i¢in, A = E' — V(r) tanimiyla, genel merkezcil
bir potansiyel durumunda denklem gu yapiya indirgenir:

%JQ(T) + (W + %) diri;z(?“) + (A— — %) TZQ(T) = 0. (4.66)

<&
Bu denklem Coulomb potansiyeli igin ¢oziiliirse, 15(r) igin Heun C ¢6ztimii bulunur.

<
Ua(r) = D (r) He (a,b,c,d,e;y). (4.67)
Burada bulunan ¢oziimdeki terimler agik olarak su sekildedir;

_lyVageH2 1,
D(r)y=Cr 2zt 2z e 2"
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a=1i, b=+/42+2, ¢=-2, d=0, e:;

ve fonksiyonun degiskenini temsil eden terim
y=—Fkr

olarak bulunmustur.

Fakat bulunan bu ¢oziim, daha 6nce H. fonksiyonlar i¢in yazilan enerji
bagintisi kullanildiginda, enerji spektrumu vermemektedir. Agisal kismi temsil eden
g kuantum sayisi ile "bag kuantum sayis1” olarak ifade edilen n arasinda su iligki
bulunur. Enerji bagintisi i¢in;

b 2
d=—a <n + %) (4.68)

ifadesi kullanilir. Terimler yerlerine yerlestirildiginde;

\V4g? + 2

2

ve buradan

bagintisi elde edilir.

4.2.2. Farkh Kkiitleli relativistik iki-cisim durum

Bulunan ikinci mertebe (4.65) diferansiyel denklemini, @’ nin kuvvet serisine

acip ikinci mertebeye kadar olan terimler dikkate alindiginda bulunan denklem su
sekildedir:

G(T)C?—;Fg (r) + P(T)%Fg; (r)+ H(r)F5 (r) = 0. (4.69)

Burada asagidaki kisaltmalar kullanildi:
G(r) = —8aAmr? EM*4+4ar® B M*4+-4Amr® E* M? —4r® B3 M*4+-4ar* E*+4r3 E°

P(r) = 4aAmrEM? — 4aAmrE? + 4AAmr* E* M? — 4AAmr? E* — 4r* E3M? + 4r*E°,

H(r) = —4Amrj>E*M? — 8ajAmE*M — 4daAmr* E*M? + 2aAmr* EM*
—ar’EB*M* — ar* Am*M*E 4 2ar* Am*E* M? 4 8aj? AmEM?
— aAm*r? M* — Amr3MAE? + 8ajE3M — 4aAmEM? + 20 E* M?
+ 2aAmr?E® — 402 E* M? + 2Ami3 E* M? + 2Am*r3 B M>
— 20M3PP EAM? 4+ drAmj*E* — 3 AmES + 3 E3M*
— 3 AMPE® + PP AmPE* + 3 AmPM* — ar?ES — 2r3 E° M?
— 4F5rj? + daAmE? — 4aj?E* + 3 E".
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Bu denklemin ¢6ztimii, Konfluent Heun fonksiyonu (H¢) cinsinden bulunmugtur.
Coztim fonksiyonu su formdadir.

F3 (T) = N (7") Hc (CL, b7 C, d7 €, X) . (470)
Burada kisaltilmig olarak yazilmig terimler sirasi ile, agagidaki gibidir.

N(r) = C e “rpiin=,

B —E —Am (E—-M)(E+M)(E—Am)
¢= (E — Am) (E% — M?) 2F ’

_ E’Am—3AmM?

 —4AmM? + 2E3 + 2EM?’

g = /(1 +45%) ES — (2Am + 8] M) E® + 1,
o1 = (185° +2) M? + (8AmjM + Am?) E*,

[

n =/ (—8M3j + (—1652 — 4) AmM?) E3 4 @y,
©2 = ((1+45%) M* + 24AmjM® + 2M*Am®) E?,

K= \/((—2 —1652) AmM* — 16Am?2jM3) E + 16Am? (jz + i) M4

16
+ E*+ EM?,
_a(—2AmM? + E* + EM?) E+Am
a = F2 (Am—E)(EQ—MZ)’
b= 1 [(2Am + 8j M) 7]
2AMM? — E3 — EM?
L 2 2 . 9 4
2) M AmjM + Am?) E
+—2AmM2+E3+EM2 [((83 + ) + 8AmjM + m) }
1
* [(1445%) E® — 8 M°]

—2AmM? + E? + EM?
— ((165% +4) AmM?) E° + ((2 + 165%) AmM* + 16Am*jM°) E
+ (14 45%) M* + 24AmjM? + 2M*Am?) E?

1
+ 16Am? (j2 + 1_6) M*Y2,

B Am (E? — M?)
T ToOAmMM? + E3 + EM?
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(—2AmM? + E3 + EM?) (AmM + E?) (—AmM + E?)a?

d= 2(E— M) (E+ M) (E — Am) E* ’

M3 (12Amj + M) E? + (—=3AmM* — 8Am?jM?3) E + 3M*Am?
2 (—2AmM? + E3 + EM?)?
(Am? +4AmjM + 2M?) E* — (45 M + Am) E°
2 (—2AmM? + E3 + EM?2)’
ES — (4AmM? + 4M?3j) E3
2 (—2AmM? + E3 + EM?)*

e =

ve x ile temsil ettigimiz, fonksiyon degiskeni su sekildedir:

E(E-M)(E+M)(E—-Am)r
a(—2AmM? + E3 + EM?)

Enerji spektrumu ise

1 1
E? = S € {(—2AmM2 +E*+ EM?) (n+1) — §T% +

Am (E? — M?)
)
(4.71)

seklindedir. Burada,
s=a (—2Am]\42 + B3+ EMQ) (AmM + EQ) (—AmM + E2) ,
€=2(FE - M)(E+ M) (E - Am),
T = E% 4 4E%?% — 2E5Am — 8E°jM + 8E*j?M? + 2E*M? + 8E*AmjM
+ E*Am? —8EjM? — 16 E3Amj>M? — 4B AmM?>
+ E?M* 4+ 4F*§2 M* 4+ 24E* Amj M? + 2E*Am?* M?
— 2EAmMM?* — 16 EAm§*M* — 16 EAm2jM? + 16 Am? 52 M*

kisaltmalar: kullanilda.

4.2.3. Esit kiitleli relativistik iki-cisim durumu

4.69) denklemi (Am = 0) igin yeniden diizenlenirse agagidaki denklem elde
edilir.

2F
(4ar? E2M? — 4r ESM? 4 dar’ E* + 473 ) d?’y)
.
dF.
+ (42 ESM? + 47 EP) —;(T)
.

+ (—ar?E*M* + 8aj E°M + 2ar’ E*M? — 4aj? E*M? + r* E°M*) F3 (r)
+ (—ar’ES — 20 E°M? — AE°rj® — 4aj°E* + r°E") Fy (r) = 0. (4.72)
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Bu denklemin ¢oziimii yine Heun C olarak bilinen fonksiyonlar cinsinden
bulunmustur. Coziim fonksiyonu su sekildedir:

Fy(r) = K(r)He (A, p,v,€, 7, 2) (4.73)
Burada terimlerin agik halleri su gsekilde bulunmustur.
K(r)=Ce

B 1 E(E—-—M)(E+ M)
Q_\/_E4_

M?2E? 2 ’
V(B2 + M?) (452 M? 4 E? + AE?j2 — 8EjM + M?) 4 (E? 4+ M?)
B 2 (B2 + M?) ’

1
)\:a(E2+M2) \/_m7

V(B2 + M?) (452M?2 + E? 4+ 4F?%j2 — 8EjM + M?)

"= E? ¢ M2 - v=0
( a? (B2 + M?)
2(E2 - M?)’
E? + M? —4EjM
T T (M)
ve z ile temsil ettigimiz fonksiyon degiskenimizde acik olarak agagida verilmigtir.
2 2
z = —%r. (4.74)

Bu tanim ile enerji bagintis1 agagidaki gibi elde edilir.

A
B? = M+ 5+ SE (B4 00%). (4.75)

Burada,

A= /(452 + 1) ES — (M2 4 1)8jME® + (85 + 2) M2E4 + 4 (j2 + 1) M4E?2

kisaltmasi kullanildi.
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4.3. 2+1 Boyutlu De Sitter Evren Modelinde iki-Cisim Problemi

Bu evren modeli igin, (2+ 1) boyutta, flat uzay-zaman metrigi su sekilde
bilinir.

ds* = dt* — a® (t) [da® + dy’] . (4.76)

Kovaryant ve kontravaryant metrik tensorler agagida verilmistir.

1 0 0 1 0 0
gw =1 0 —d*(t) 0 , g =10 —a?() 0
0 0 —a? (1) 0 0 —a~?(t)
(4.77)
Christoffel sembolleri i¢in genel bagint1 agagidaki gibidir.
1 agﬂ/\ aguﬁ 891/)\

e — — o8 ) 4.78
AT 99 gy T 9 * oxh (4.78)

Buradan, sifirdan farkli degere sahip olan bilegenler bulunmugtur.

~ a (1)
F(l)l = Fg2 =al(t)a(t), F(ln = F%O = F32 = F%o = a(t) (4.79)

Bu bilegenleri kullanarak, Spin baglant1 katsayilarini hesaplariz.

Spin baglant1 katsayilari;

1 v
F)\ = _gg/,turﬁ,\ [’7/“775} )
1 ~ 1 '

[h=0, TI;i= —§a(t) a(t)yyt, Ti= —50 (t) a (t)y°~? (4.80)
seklinde bulunur.

Triadlar:

9" = ee(m”,

0 1 2 1
6(0) = ]_, 6(1) = 6(2) = —. (481)

Pauli matrisleri ve 2x2 boyutlu birim matris agagida tekrar hatirlatilmigtir.

1 0 1 0 = 1 0
IQ = 1 , 01 = 1 0 , O = —i 0 , 03 = 0 —1 .

Buna gore Dirac matrisleri;
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= mal, v = MUQ (482)

seklinde bulunur. Bu durumda daha ©6nce minimal ¢iftlenim bagligi altinda
yazdigimiz denkleme geri doniip, uygun yerlestirmeler yapilinca,

W 7 W /@ W) /@ )
( <280 — Fo) + ’)/1 (281 - Fl) + /}/2 (282 — FQ) — m1> & ’70
1) (2 ) (2) (2) /(2 2) /(2
’70 & ( (280 ) + ’)/1 (281 — F1> —|—’}/2 (282 — Fg) — mg) d=0

(4.83)

)

+

elde edilir. Ote yandan,
O'iO'j = —O'jO'z‘, 0;,0; = (O'i)2 = 1

ozellikleri kullanilarak denklem diizenlenirse,

(1) 1) 1) (
{[ o1 +% alt) Uga2+1a(t)

031(90 — ——03 — m112

@g}@

a(t) n" " a() a(t)
) @ o @ la(t) oy @ lal(t)
. 0, — ——=01 + = 3 — Oy + = —myl d=0
*{"5@9 7w T 2aw ™ e T 2a ™ T
(4.84)
denklemi elde edilir. Burada matris ¢carpimlari direk ¢arpim seklindedir.
1 1
® 03 = - ® o=
03 W03 = 1 y 03W01 = 1 )
-1
1 1
® 03 = - L ®o; = -
0103 = 1 2 W03 = 1 )
-1 -1
1 —1
DT, = . ® o5 = '
03 2 = 1 y 0203 = i
—1 —1
—1 Dl
i D
03 &Q 09 = i > P = Di (485)
—1 D4
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Bu matris denkleminden elde edilen diferansiyel denklem seti su sekilde olur:

[ 2 (1) @) 1)

a (t) 2280 + W - M D1 — (81 — ZaQ)DQ — (81 — Zaz)Dg = 0, (486)
[ 2a (1) ] @) 1

a (t) —22(90 — m + Am D2 — ((91 + Zag)Dl + (81 - 182>D4 = 0, (487)
[ 2a (1) | (1) @)

a (t) —2 80 — a (t) — Am D3 — (81 -+ 282>D1 + (81 - Z@Q)D4 = O, (488)
24 (t) M (1)

a(t) |20y + a(t) + M| Dy + (01 4+ i02) Dy + (01 + 102) D3 = 0. (4.89)

Burada, M = my +mo, ve Am = mq —my dir. De Sitter uzay-zamani arka fonunda
iki-cisim problemini ele almak icin

a(t) =t (4.90)
secilir. Ote yandan,
ki =ks hki=ky icin D;(r,t):=D;(t)e ™ i=1,234 (491)

tanimlamalar yapilirsa denklem seti su hali alr:

ettt {2@% +2H — M} Dy (t)+ (i +1)kDy () + (i + 1) kD5 (t) =0,  (4.92)

ettt {—2@'% —2H + Am] Dy (t) — (1 — i) kDy (t) — (i + 1) kDy (£) = 0, (4.93)

et {—2@'% —2H — Am} Dy (t)— (1 — i) kDy (t) — (i + 1) kD4 (£) = 0, (4.94)

et [2@% +2H + M} Di(t)— (1 =i kDy(t) — (1 — i) kD5 (t) = 0.  (4.95)
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4.3.1. Esit kiitleli durumda (Am = 0)

Bu durumda, (4.92)-(4.95) denklem setine bakilirsa; Dy (t) = Djs (t) olmas
gerektigi goriiliir. Yani (102.2) ve (102.3) denklemleri 6zdeg olur. Iglemlerde kolaylik
saglamasi amaci ile birkag¢ operator tanimlariz.

N d ~ d
A=e" 21— +2H - M| .B =" |—2i— —2H
e [Zdt+ ], e { Zdt ],

~ d
C =t [27;% +2H + M] (4.96)
operatorleri tammmlayalim ve denklem setindeki ilk denklem kullanilarak, lA); () yi
Dy (t) cinsinden ifade edelim.

~

A

mﬁz (t) (4.97)

Dy (t) =

denklem setindeki son denklem kullanilarak D (t) yi Dy (t) cinsinden ifade edelim.

~

C

mm (1) (4.98)

By (1) =

D, (t) yi Dy (t) cinsinden, (4.93) denkleme yazahm.

PN 1 —

mD1 () + (1 =) kDy () — (i + 1) kD4 (t) = 0.

Bu denkleme soldan C operatorii etki ettirirsek;
A~ 1

mbi (t)+ (1 — i) kCDy (t) — (i + 1) kCDy (t) = 0

AT N (1 —1d) ~~
CDy(t)=2(1—12)kDs (1) = ADq (t
a(t) =2(1—1) kD, (1) ) 1 (t)
bagintilar1 kullanilarak, denklem, tek bir spindr bilegeni cinsinden agagidaki gibi
olur.

AN AN AN

CBAQ(@'—i— 1)k

Tanmmladigimiz operatorler agik olarak yazilip bulunan iig¢iincli mertebe denklem
diizenlenirse, agagidaki denklem elde edilir.

Di(t)+(i—1)k (6+2£) D (t) = 0. (4.99)

* 5, () + - (i + 1) 24H) * 5, (t)

st 8 a2t
1 d~

+ 5 (2iM? + 48H? — 8iH* — 8HM) = D1 (1)
1

1 d —
+ 5 (—24iH® +8H® — 2iH — 8H* + 8iH” + 24M?) —Di(t) =0.
7
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Bu denklemin ¢6ziimiinde modifiye Bessel fonksiyonlar1 cinsinden bulunmustur.

(—iM + 2H?)
1H

i=—

tanimi yaparak bulunan ¢oziim agagidaki gibi ifade edilir.

2 2
~ . 1 ky/2e~ 11 ‘ 1 k/2e~ 1t
D (1) = (i—1)Ht ) e S (i—1)Ht K. | 22—
1 () = Che ilg I7i + Cse il %
—I—O e(i—l)Ht I lk\/ﬁe_Ht K. lk‘\/ie_Ht
3 “\o H “\o H ‘
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5. TARTISMA

Bu tez kapsaminda, Barut ve arkadaglar1 tarafindan tiiretilen ve 341
uzay-zaman zemininde analizi yapilan, relativistik iki-cisim denklemi (Barut ve
Komy 1985, Barut ve Unal 1985, 1986a,b, Barut 1987), 2+1 uzay-zaman zemininde
ele alimmustir.  Oncelikle literatiir 1iginda 241 uzay-zaman zemininde Dirac
matrislerinin nasil temsil edilmesi gerektigi konusunda arastirmalar yapilmistir. Bu
matrisler Dirac cebrini saglayacak sekilde alternatifli olarak secilebilir. Literatiirde
bu matrislerin se¢imi konusunda farkli tercihlerde bulunmaktadir. Bu matrisler i¢in
uygun se¢im bulunmus (Sucu ve Unal 2007) ve kismi tiirevli birinci mertebe denklem
seti gikarilmigtir.

Iki-cisim problemlerinin analizi sirasinda, tek-cisim problemlerinin biiyiik
cogunlugu coziilebildigi icin, kiitle merkezi ve bagil koordinatlar sistemine gecis
yapilir. Tez kapsaminda izlenen yol bilinen, fenomenolojik olan yoldur. Bu gecis
yapildiktan sonra, kiitle merkezini durgun kabul ederek, bagil koordinatlar cinsinden
yazilmig bir denklem elde edilir. Bundan sonraki siiregte, simetrilerden faydalanmak
sebebiyle, polar koordinatlara gecis yapilir. Etkilesim potansiyeli sadece parcaciklar
arasi goreli uzakliga baglh oldugu i¢in, acisal kisim denklemlerden ayrilabilir. Boylece
radyal diferansiyel denklem seti elde edilmistir. Bu denklemlerin analizi sirasinda
en ideal durumdan en karisik duruma dogru bir seyir izlenmistir. Ilk olarak serbest
pargaciklar durumu ele alinmig ve ayr iki alt baglikta incelenmistir. Bu kisimda
ilk olarak pozitronyum durumu olarak bilinen durum (Am = 0), sonra herhangi iki
kiitleli parcacik durumu ele alinmigtir.

Daha sonra Coulomb etkilegimi i¢in yine Am = 0 ve m; # mo durumlar
analiz edilmisg, spinor bilegenleri bulunmus enerji i¢in bagntilar ve bazi durumlarin
spektrumlar: elde edilmigtir. Son olarak exponansiyel olarak genigleyen diiz evren
modelinde iki-parcacik denklemi analiz edilmig ve bulunan 3. mertebe diferansiyel
denklemi Am = 0 durumu icin ¢oziilerek spinér bilegeni elde edilmistir. Ozellikle
V(r) = 0 durumunda bulunan ¢oziimler, 3+1 uzay-zaman zemininde yapilmig olan
calismalardaki sonuclar ile birebir uyum géstermektedir (Barut ve Unal 1986a,b).
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6. SONUC

Relativistik kuantum mekanigi kapsaminda iki-cisim probleminin analizi
icin uzun yillardir bir¢cok c¢alisma yapilmisg, fakat problemin tam-olarak analizi

glinlimiizde bile tamamlanamamigtir.  Relativistik olarak, bir alan aracilig
ile etkilesen iki-cisim probleminde, alanin ne olmasi gerektigi tam olarak
bilinmemektedir.  Relativistik teoride 1gitk hizinin sonlu olmasi, etkilesmeler

arasinda gecikme etkisi olacagi anlamina gelmekte ve bu gecikme etkileri,
problemin analizinde tam-olarak kullanilamamaktadir. Problem aslinda ¢cok zamanlh
(tek-zamandan fazla) bir problemdir. Literatiir incelendiginde, quasi-potansiyel
yaklagikligi altinda, sistemin, tek-zamanli olarak ele alinabilecegi goriilmektedir.
Relativistik iki-cisim problemi bagligi altinda yapilan ¢aligmalar arasinda bizim igin
carpict olan 1980 li yillarda Barut ve arkadaglar1 tarafindan yapilan caligmalardir
(Barut ve Komy 1985, Barut ve Unal 1985, 1986a,b, Barut 1987). Bu galigmalarda
birincil prensip olmas itibari ile Lagrange prensibi ve kuantum-elektrodinamiginin
temel prensipleri kullanilarak, relativistik olarak etkilegsen iki-cisim i¢in, uygun
iki-cisim Dirac Hamiltonyeni kurulmustur. Bu Hamiltonyende cebrin ve geometrinin
bazlar1 arasindaki iligki, bilindigi tizere Dirac matrisleri kullanilarak kurulur.
Kurulan bu Hamiltonyen kullanilarak, 3+1 uzay-zaman tabaninda, bazilar
cebirsel, bazilar1 diferansiyel olmak fiizere, radyal denklemler bulunmus ve bu
denklemler ¢oziilmiigtiir. Cebirsel denklemlerin varligi, 3+1 uzay-zaman tabaninda
matematiksel karmasay1 biraz hafiflestirsede, matematiksel karmasa halen oldukca
fazladir. 241 uzay-zaman tabaninda, geometri ve cebrin bazlar1 arasindaki
baglantinin kurulmasi asamasinda birden c¢ok alternatif mevcuttur. Burada
2+1 uzay-zaman boyutunda yapilan bir c¢alismaya gore bu matrislerin uygun
secimi yapilmis ve bizim icin referans olusturmustur (Sucu ve Unal  2007).
241 uzay-zaman zemininde, relativistik kuantum mekanigi kapsaminda yapilan
caligmalar incelendiginde, 3+1 uzay-zamanda yapilan paralel galigmalar arasinda
dikkate deger bir uyum goriilmektedir. Tiim bunlar goz 6niinde bulundurularak,
bu tez kapsaminda, relativistik iki-cisim problemi, nispeten matematiksel sadelik
sebebiyle, 241 uzay-zaman tabaninda ele alinmigtir. 3+1 uzay-zaman boyutunda
¢iftlenimli denklem setindeki acisal kisimlar cesitli grup teorisi yaklagimlar: ile
incelenmistir (Barut ve Unal 1985, Yilmazer 1987). 241 uzay-zaman boyutunda
acisal kisimlar i¢in sadelik, geometri kaynaklidir. Etkilegsim potansiyelinin sadece
parcaciklar arasi goreli uzakhiga baglh oldugu durum icin, agisal terimler sistemin
hareketine dikkate deger katki yapmamakta, serbest parcacik ¢oziimleri geklinde
cebire dahil edilmektedir. 2+1 uzay-zaman boyutunda relativistik iki-cisim analizi
icin buraya kadar bir¢ok sey yolundadir. Sistemin hareketini betimleyen radyal
denklem seti tiiretildiginde 6nemli bir zorlukla karsilagilir. Bu denklem setinde
denklemlerin tamami birinci mertebeden diferansiyel denklem formunda kargimiza
gikar. Bu denklemlerin ¢iftlenimli yapida olmasi ¢ozlimii zorlagtirmaktadir. Genel,
merkezcil bir potansiyel igin radyal denklemler tiiretilmisg, iyi bilinen, Coulomb
potansiyeli i¢in ¢ozlimler iyi bir yaklagiklik ile yapilmig, enerji spektrumu elde
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edilmigtir. Bu kisimda dortlii spindriin sadece bir bileseni bulunmustur. Bu
potansiyel i¢in bulunan ¢o6ziim literatiirde c¢ok yeni yeni sayilabilecek Heun
fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlarin tiirev bagintilar1 hakkinda elimizde fazla bilgi
bulunmamasi sebebiyle diger bilegenler igin ¢aligmalar sonraki tarihlere birakilmigtir.
Yine bu diferansiyel denklem seti etkilesim potansiyelinin sifir oldugu durum
icin, iki farkli baghk altinda, 6zel durum kisitlamalar: ile ¢oziimler bulunmus
ve 3+1 uzay-zaman boyutunda Unal ve Barut tarafindan yapilan calismalar ile
birebir ve uyumlu sonuclar bulunmustur. Ayrica genigleyen evren modelinde
relativistik iki-cisim problemi analiz edilmis, bulunan denklemler ¢oziimlenmistir.
2-+1 uzay-zamanda, Pozitronyum durumunda etkilesim potansiyelini merkezcil bir
potansiyel olmasi sartiyla, potansiyelin ne oldugundan bagimsiz olarak, dortlii
spindriin, ikinci ve tigiincii bilegenleri arasinda v, (1) = — 15 (r) iligkisi bulunmugtur
ve her iki durumda da bulunan ¢6ziimlerin, alakali birinci mertebe denklem setlerini
sagladiklar1 kontrol edilmistir. Her iki durumda da ikinci mertebe diferansiyel
denklem, iyi-bilinen Bessel diferansiyel denklemi ve ¢oziimleride Bessel fonksiyonlar:
olarak bulunmugtur. = Bu denklemler Coulomb etkilesimi altinda, kiitlelerin
sifir oldugu durum igin ¢ozilmis fakat enerji spektrumu elde edilememistir.
Parcaciklarin kiitlelerinin sifir oldugu durum hakkinda, giiniimiizde bu problemin
Grafen tabaninda analizi popiilerlik kazandig: icin, sonuglarin fiziksel yorumlar: ve
deneysel verilerle karsilastirilmas: konusunda calismalarimiz devam etmektedir.
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