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Kara delikler, kiitlecekimin kuantizasyonu hakkindaki bir fikrin test
edilebilecegi kozmik bir laboratuvar oldugundan modern fizikte 6nemli bir yere
sahiplerdir. Ayrica, tutarh bir kuantum kiitlegekim kuraminin olugturulabilecegine
dair en o6nemli delil Hawking radyasyonu olarak bilinen kara delik 1gimasidir.
Bu baglamda, tezin birinci kisminda, 241 boyutlu yeni kiitleli gravitasyon
kurami gercevesinde elde edilen yeni-tip ve warped-AdSs3 kara deliklerinin Hawking
igimasi, spin-0, spin-1/2 ve spin-1 pargaciklar1 i¢in kuantum tiinelleme yontemi
kullanilarak incelenmigtir. Buna ek olarak, cisimsi (extended; string-like) spin-0
ve spin-1/2 parcaciklarimin, kara delik 6zelliklerine ve tiinelleme yapan pargaciklarin
toplam agisal momentumuna, kiitlesine ve enerjisine bagh olan Hawking 1gimasi
hesaplandi. Ayni zamanda, cisimsi spin-0 ve spin-1/2 parcaciklarinin farkli Hawking
igimasina, noktasal spin-0 ve spin-1/2 parcaciklarin ise ayni Hawking i1gimasina
sahip olduklarini goézlemlenmistir.  Ote yandan, son gozlemsel verilere gore,
evrenimiz ivimelenerek geniglemektedir. Ivmelenerek genislemenin kaynagi, modern
kozmolojide hala 6nemli bir problem oldugu kabul edilmektedir. Bu nedenle,
tezin ikinci kisminda, 241 boyutlu yeni kiitleli gravitasyon kurami kapsaminda,
fermiyonik ve bozonik alanlar ayri ayr1 gravitasyonel alan ile giftlenim yaptirilmig
ve bdylelikle evrenin ivmelenerek genigleme problemi incelenmistir.
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Black holes have an important position in the modern physics since they
are cosmological laboratories to test an idea about the quantization of the gravity.
Moreover, the most important evidence in order to form a consistent quantum
gravity theory is a black hole radiation, known as Hawking radiation. In this
connection, in the first part of the thesis, Hawking radiation from new-type and
warped-AdSs black holes obtained in the framework of of 241 dimensional new
massive gravity, are scrutinized by using the quantum tunnelling method for spin-0,
spin-1/2 and spin-1 particles. Additionally, Hawking radiation of the extended
particles of spin-0 and spin-1/2 depending on black hole’s properties as well as total
angular momentum, energy and mass of tunnelling particles is calculated. At the
same time, while Hawking radiation from extended particles of spin-0 and spin-1/2
is different, it observed to be same for point-like particles of spin-0 and spin-1/2.
On the other hand, according to the recent observational data, our universe has an
accelerating expansion. The source of accelerating expansion is still accepted to be
a major problem in the modern cosmology. Therefore, in the second part of the
study, by coupling the gravitational field in the context of the 2-+1 dimensional new
massive gravity theory with the fermionic and bosonic fields, expansion problem of
the universe is investigated.
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ONSOZ

Egri uzay-zamanda kuantum alan kuraminin formalizmi, Planck olgeginde
elementer parcaciklarin ve gravitasyonun davranisinin arastirilabilecegi bir cerceve
saglamaktadir. Kara deliklerin bir entropiye sahip olmasi, genigleyen evrenin
ve kara deligin parcacik yaratmalari, parcaciklarin kara deliklerden kuantum
mekaniksel olarak tiinellemeleri ve olusturduklar1 Hawking radyasyonu gibi olaylar
bu kuram kapsaminda incelenmektedir. Ote yandan, modern kozmolojinin en énemli
problemlerinden biri olan evrenin ivmeli genislemesini agiklamak i¢in, skaler, bozonik
ve fermiyonik alanlarin kullanilmasi énemli bir adimdir.

Bu tiir fiziksel olaylarin iyi bir sekilde anlagilmasi, olusturulacak tutarli bir
kuantum gravitasyon kurami acisindan biiyiik bir éneme sahiptir.

Biitiin gelismelere ragmen, giincelligini ve gizemini korumaya devam eden
temel fizigin ug sinirlarindaki problemlerle yakindan iligkili olan bu konularda bana
calisma firsati saglayan, bu tezin olusmasinda biiyiik emekleri olan ve doktora
egitimim boyunca bilgi ve destegini esirgemeyen danigmanim sayin Yrd. Dog. Dr.
Yusuf SUCU’ ya tegekkiir ederim. Tez izleme komitesi iiyeleri sayin Prof. Dr. Nuri
UNAL ve saym Prof. Dr. Veli KURT’ a degerli yorum ve destekleri i¢in tesekkiir
ederim.
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1. GIRIS

Kuantum mekanigi ve Einstein genel gorelilik kuramlari, 20. yiizyilin
baglarinda insa edilmig iki biiyiik kuramdir. Kuantum mekanigi maddenin
mikroskobik davranigini deneylerle uyumlu bir sekilde agiklarken, genel gorelilik
kurami ise maddenin makroskobik davranigini bir¢ok gozlemsel veri ile uyumlu bir
sekilde acgiklamaktadir. Maddenin farkli enerji olgeklerindeki olaylar1 agiklamaya
caligan bu iki kuramin birlegtirilmesi ugrasi, yani kuantum kiitlecekim kurami inga
etme cabasi, 1930’larda baglayan ve giiniimiize kadar siiregelen yogun c¢aligmalara
ragmen tam anlamiyla sonuglandirilamamig, modern kuramsal fizigin en O6nemli
aragtirma alanlarindan biridir.  Genel gorelilik kuraminin alan denklemlerinin
dogrusalL olmayisi, tutarli bir kuantum kiitlegekim kuraminin olusturulmasindaki
onemli engellerden biridir. Ciinkii, bu durum insa edilecek kuantum kiitlecekim
kuraminin renormalize olmasini zorlagtirmaktadir. Bir diger 6nemli sorun ise genel
gorelilik kuraminin uzay-zamanin geometrik bir kurami olmasidir. Bu durumda
ise, kuantize kiitlegekim uzay-zaman dokusunun kuantize edilmesi anlamina gelir ki
bunun matematiksel olarak nasil kurulacagi ve fiziksel olarak ne anlama geldigi tam
olarak bilinmemektedir (Carlip 2005a).

Gravitasyon kuramlarin igerdikleri matematiksel ve fiziksel giicliikler
nedeniyle 241 boyutlu uzay-zamanda incelenmeleri daha kolay olur. Bundan dolay1
241 boyutlu gravitasyonel kuramlari, son zamanlarda git gide énemi artan aragtirma
alanlar1 arasmdadir (Carlip 2005a). Ozellikle, Deser ve Jackiw (1984) ve Deser
vd (1984) tarafindan bu konuda yapilan ¢aligmalar doniim noktasi olmugtur ve
bu caligmalardan sonra 2+1 buyutlu genel gorelilik kuramlari oldukg¢a popiiler
olmustur. Ancak, Einstein’in genel gorelilik kurami 2-+1 boyutlu uzay-zamanda
(kozmolojik sabitin A=0 ya da A # 0 durumlan i¢in), madde uzay-zamani
sadece lokal olarak biikmekte ve bu nedenle gravitasyon alanin dinamik serbestlik
derecesi sifir olmaktadir (Bakas ve Sourdis 2011). Bu durumda, 2+1 boyutlu
uzay-zamanda gravitasyon dalga ¢oziimleri bulunamayacak ve dolayisiyla standart
modelin 6ngordiigii araci pargacik olan graviton séz konusu olmayacaktir (Barrow vd
1986, Giddings vd 1984). Ayrica, kozmolojik sabitin sifir oldugu durumda karadelik
¢oziimii de bulunmamaktadir (Chan ve Mann 1994). Ustelik, kuramm zayif alan
yaklagikhiginda Newtonian limiti elde edilememektedir (Macias ve Camacho 2005).
Bu sorunlarin 241 boyutlu genel goreliligin yeniden formiile edilmesiyle ortadan
kalkacagl goriilmiigtiir. Bunun i¢in iki temel yaklasim s6z konusudur; Birinci
yaklagim olarak, Einstein-Hilbert eylem fonksiyonuna, gravitasyonel Chern-Simons
terimi eklenmesidir (Deser vd 1982). Bu durumda elde edilen kuram topolojik kiitleli
gravitasyon kurami (Topologically Massive Gravity, TGM) olarak bilinmektedir
(Bouchareb ve Clement 2007, Clement 1994, Nutku 1993). Bu kuram helisiteli
graviton ¢oziimlerini vermektedir, fakat bir helisite durumunda graviton kiitleli
iken diger helisite durumunda ise graviton kiitlesiz olmaktadir (Bakas ve Sourdis
2011). Ayrica topolojik kiitleli gravitasyon kurami renormalize edilebilir kuantum
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alani goriiniimiindedir (Deser ve Yang 1990, Keszthelyi ve Kleppe 1992, Oda 2009).
Ikinci yaklagimda ise, Einstein-Hilbert eylem fonksiyonuna, Ricci egrilik tensoriiniin
kuadratik terimi, yani yiiksek mertebeden tiirev iceren terimler eklenmesidir. Bu
yaklagimdan ortaya ¢ikan kuram ise, yeni kiitleli gravitasyon kurami (New Massive
Gravity, NMG) olarak bilinmektedir (Accioly vd 2011, Ahmedov ve Aliev 2011,
Bergshoeff vd 2009a,b).  Topolojik kiitleli gravitasyon kuramimin aksine yeni
kiitleli gravitasyon kuraminda her iki helisite durumunda graviton aym kiitleye
sahiptir (Deser ve Yang 1990). Ayrica, kiitleli gravitasyon kuramlari, Newtonian
limite sahip olmalari, gravitasyonel dalga ¢oziimlerini igermeleri (graviton'un
varolmasi) ve renormalize edilebilir olmalar1 bakimindan, gravitasyonun kuantum
etkilerinin aragtirilabilecegi, yiiksek boyutlu kiitlecekim kuramlarina kiyasla fiziksel
ve matematiksel bakimdan daha basit ve kullanighdirlar.

241 boyutlu gravitasyon kuramlarinda bir bagka onemli gelisme, standart
Einstein genel gorelilik kuraminda kozmolojik sabitin negatif alinmasi sonucu elde
edilen BTZ (Banados-Teitelboim-Zanelli) kara delik ¢oziimleridir (Banados vd 1992,
1993). Bu kuramlarda, kozmolojik sabitin negatif oldugu durumlarda, asimptotik
olarak anti-de Sitter uzay-zamani vermektedir. Yani, BTZ karadeligi lokal olarak
anti-de Sitter (AdS) uzaymna izometriktir. Hatta, BTZ kara deligi, sabit ve negatif
egrilikli bir uzay-zaman tammlamasima ragmen gergek bir kara deliktir (Carlip
2005b). Yani, merkezinde bir uzay-zaman egrilik tekilligi icermez. Bununla birlikte
olay ufkuna sahiptir. Ayrica dénme (rotasyon) hareketi olmasi durumunda, i¢ olay
ufku olarak adlandirilan ikinci bir ufka sahiptir (Macias ve Camacho 2005). Ote
yandan, benzer kara delik ¢oziimleri kiitleli gravitasyon kuramlar1 kapsaminda da
elde edilmig (Chen ve Ning 2010, Clement 2009, Maeda 2011, Moussa vd 2003) ve
bu kara deliklerin kiitle, agisal momentum ve entropi gibi 6zellikleri incelenmigtir
(Bouchareb ve Clement 2007, Giribet 2009, Nam vd 2010). Bu kara deliklerden
statik yeni tip kara deligi, yeni kiitleli gravitasyon kuraminin eylem fonksiyonunda
bulunan parametrelerin sadece 6zel kombinasyonalarindan elde edilen ve asimptotik
olarak da bir anti-de Sitter kara deligidir (Bergshoeff vd 2009b, Kwon vd 2011).
Statik yeni tip kara delik, i¢ ve dig olmak iizere iki olay ufkuna ve egrilik tekilligine
sahiptir. Ote yandan bir diger 6nemli kara delik c¢oziimii ise, topolojik kiitleli
gravitasyon kurami kapsaminda elde edilen warped-AdS; kara deligidir (Moussa
vd 2003). Warped-AdS; kara deligi de iki olay ufkuna sahiptir. Ote yandan
warped-AdS; kara deligi metrigin parametreleri cinsinden c¢esitli degerleri i¢in kara
deligi, matematiksel ve fiziksel bakimdan farkli karakteristik ozellikler sergiler. Bu
yeni kara delik ¢oziimleri, 6zel durumlarda BTZ ¢oziimlerine indirgenir.

Atom alt1 parcaciklarin diisiik hizlardaki, yani diigiik enerjilerdeki
davraniglart1 Schrodinger denklemi yardimiyla deneylerle uyumlu bir sekilde
aciklanmaktadir. Fakat bu parcaciklarin yiiksek hizlardaki davranglar: incelenmek
istendiginde Schrodinger denklemi dogru bir gekilde iglememektedir. Sz konusu
denklem zaten Lorentz doniigiimleri altinda invaryant degildir. Bu nedenle,
temel parcaciklarin davranmiglarini betimleyen ve ayni zamanda Einstein o6zel

2



gorelilik kurami ile uyumlu bir relativistik kuantum mekaniksel denkleme ihtiyag
vardir. Bu amag dogrultusunda cesitli temel parcaciklar i¢in yazilan relativistik
kuantum mekaniksel denklemler su gsekilde siralanabilir: Spin-0 kiitleli veya kiitlesiz
parcaciklart betimleyen Klein-Gordon denklemi, Spin-1/2 kiitleli parcaciklar
betimleyen Dirac denklemi, Spin-1/2 kiitlesiz parcaciklar i¢in Weyl denklemi, kiitleli
spin-0 ve spin-1 pargaciklar i¢in Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemi, spin-3,/2
kiitleli parcaciklar i¢in Rarita-Schwinger denklemi (Greiner 2000).

Mikroskobik evrende parcaciklar {izerinde kiitlegekim etkisini incelemek igin,
egri uzay-zamanda relativistik kuantum kuramina ihtiya¢ vardir. Bunun igin
yukarida verilen denklemler egri uzay-zamana genellenir. Diiz uzay-zamanda
goreli kuantum mekaniginin alan denklemlerinden, genel goreli kuantum alan
denklemlerine 3+1 uzay-zaman boyutunda tetrad formalizmi kullanilarak gecilebilir
(Birrel ve Davies 1982). Gerek 341 boyutlu uzay-zamanda, gerekse 241 boyutlu
uzay-zamanda yazilan goreli kuantum mekaniksel denklemler, temsil ettikleri
parcaciklarin gesitli uzay-zamanlardaki fiziksel Ozelliklerini incelemede c¢ok ige
yararlar.  Bu denklemlerin g¢esitli evren modellerindeki c¢oziimleri, kozmoloji,
astrofizik ve ayrica parcacik yaratilmasi siirecleri acisindan biiyiik bir oneme
sahiptir. 3+1 boyutlu uzay-zamanda bu baglamda yapilan ¢galigmalar, Fock (1929)
ve Tetrode’un (1928) yapmig olduklar ¢aligmalara kadar eskiye dayanir. Brill ve
Wheeler (1957) 3+1 boyutlu Schwarzschild kara deligi uzay-zamanmnda kiitlesiz
Dirac denklemini yazmig ve noétrinolarin kiitlecekim alani ile etkilesmesine bagh
olarak ndétrino-antinotrino ¢iftinin yaratilma siirecini incelemiglerdir. Genigleyen
evrende spin-0 ve spin-1/2 parcaciklarmin yaratilmasi olayi, ilk defa Parker
(1968, 1969, 1970) tarafindan Friedmann-Robertson-Walker (FRW) evren modeli
kullanilarak incelenmigtir. Bunun diginda, kiitleli Spin-1/2 pargaciklarin yaratilmasi
olay1 i¢in, Dirac denkleminin Bianchi tip-I evren modelinde, de Sitter evreninde ve
uzaysal olarak diiz FRW evreninde elde edilen ¢oziimler 6rnek olarak verilebilir
(Campos ve Verdaguer 1992, Davies 1975, Lotze 1986, Moradi 2008, Villalba
ve Greiner 2001, Villalba 2005, 1984). Skaler pargaciklari (Spin-0) betimleyen
Klein-Gordon (KG) denklemi, diiz FRW evreninde anizotropik evren modelleri gibi
farkli uzay-zaman modellerinde ¢oziilmiig ve skaler parcacigin yaratilma olasiliklar:
tartigilmigtir (Campos ve Verdaguer 1992, Davies 1975, Lotze 1986, Moradi 2008,
Villalba ve Greiner 2001, Villalba 2005, 1984). Sucu ve Unal (2002), klasik
zitterbewegung modelini (Sucu ve Unal 2012, Unal 1997) kullanarak, kiitlesiz spin-1
vektor parcacigr olan foton igin kuantum mekaniksel dalga denklemi yazmig ve
bu denklemin 341 boyutlu FRW evrenindeki ¢oziimlerini Maxwell denklemleri
ile olan uyumunu tartismiglardir. Literatiirde, ozellikle Klein-Gordon ve Dirac
denklemleri pek ¢ok farkli kozmolojik modellerdeki ¢oziimleri, ayrintili bir bigimde
tartigilmigtir (Barut ve Duru 1987, Harriott ve Williams 2001, Ramezan ve Khorrami
2010, Sucu ve Unal 2004, 2007, Zecca 1997). Ayrica, Spin-1 parcaciklar icin
Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemi (Sucu ve Unal 2005) ve spin3/2 parcaciklar
igcin Rarita-Schwinger denklemin ¢oziimleri, cesitli evren modelleri kapsaminda



incelenmistir (Christodoulakis vd 1988, del Castillo ve Ortigoza 1984, Gibbons 1976,
Szereszewski ve Tafel 2002).

Kara delikler doganin en gizemli, biiyiileyici ve merak uyandirici
nesnelerinden biridir.  Klasik olarak bir karadelik 151¢in dahi kacamiyacagi,
kiitlecekimin ¢ok sgiddetli oldugu uzay-zaman bolgesi olarak kabul edilir. Bir
kara delik sadece {i¢ temel fiziksel parametre ile karakterize edilir: kiitle,
elektriksel yiik ve acisal momentum. Klasik anlamda, bir kara deligin olay
ufku c¢izgisini gegen her gey kara delige diigmekte ve bir daha hi¢ bir gekilde
kara delikten kagamamaktadir.  Ayrica, kara deliklerin bu 6zelliginden dolay:
isisal dengede olmalart s6z konusu olmadigindan, bir karadelik igin sicaklik
tanimi yapmak imkansizdir. Bununla birlikte, yinede termodinamik yasalarin
kara deliklere uygulanmasi fikri ilk olarak Greif (1969) tarafindan 6ne strildii.
Ote yandan, Bekenstein (1973) ve Bardeen vd (1973), bir kara deligin temel
ozellikleri ile termodinamigin temel yasalar1 arasindaki benzerlige dikkat ¢ekmisler
ve kara deligin bir entropiye ve sicakliga sahip olabilecegini gostermiglerdir. Bu
benzerlige dayanarak, kara deliklerin termodinamiksel 6zelliklerini dort temel
yasa ile aciklamislardir. Ote yandan, Hawking (1974, 1975) kuantum vakum
dalgalanmalar1 fikrini kullanarak, Schwarzchild kara deligi olay ufku civarinda
kiitlesiz skaler alaninin asimptotik ge¢mis ve gelecek vacum durumlarinin Bogoliubov
katsayilarin1 hesaplayarak, Schwarzchild kara deligi tarafindan salinan parcaciklar
icin bir spektrum elde etmistir. Bu spektrumun kara cisim spektrumu ile 6zdes
oldugunu ve sahip oldugu sicakhigin da tam olarak Bekenstein (1973) ve Bardeen vd
(1973) analoji yaparak bulduklar sicaklik ifadesine egit oldugunu gostermistir. Bir
kara deligin 1s1ma yapabilecegi (bu literatiirde Hawking radyasyonu olarak bilinir)
kuantum mekaniksel olarak kegfedilmesi, makroskobik bir cisim olan kara delikleri
kuantum mekenigi ve termodinamik yasalar ¢ergevesinde incelemeye baglanmalarina
bir temel olusturur. Ciinkii bu kesifle birlikte genel gorelilik, termodinamik
ve kuantum mekanigi gibi birbirinden ayr1 goziiken kuramlar arasinda tutarh
bir bagint1 kurulabileceginin miimkiin oldugu goriilmiistiir. Bununla bbirlikte;
giiniimiizde, Hawking radyasyonunu kuantum mekaniksel olarak hesaplamak icin
bir ¢ok yontem geligtirilmigtir. Son zamanlarda bir ¢ok kara deligin radyasyonun
sicakliginin hesaplanmasinda kullanilan bagarili yontemlerden biri, relativistik spinli
parcaciklarin kara delikten kuantum mekaniksel olarak tiinellemesi ilkesine dayanan
Hamilton-Jacobi yontemidir (Kerner ve Mann 2008, Kraus ve Wilczek 1994, Li
ve Ren 2008, Parikh ve Wilczek 2000, Shankaranarayanan vd 2001, Srinivasan ve
Padmanabhan 1999). Bu yontem, olay ufkunu gegen parcacig: temsil eden ve klasik
olarak yasak olan eylem fonksiyonunun kompleks kisminin hesabina dayamir. Kerr,
Taub-NUT-AdS kara deliginden ve Friedmann-Walker-Robertson (FWR) evreninde
Dirac pargaciginin (Kerner ve Mann 2008, Li ve Ren 2008, Li vd 2009, 2008, Xiong
ve Qiang 1984, Yale 2011) ve spin-3/2 gravitino pargaciginin (Yale ve Mann 2009)
tiinelleme olaylar1 bu yontemle incelenmistir.

Standart kozmolojiye gore, evrendeki maddenin pozitif bir basinca ve
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gekici bir kuvvete neden oldugundan; evrenin genigleme hizinin yavaglamasi
gerektigi ongoriilmektedir (Ross 1997). Halbuki, son yillarda yapilan Siipernova-la
gozlemlerine gore, evrenin ivmelenerek genigledigi ortaya gikmigtir (Perlmutter vd
1999, Ries vd 1998). Bu gozlemsel sonucu agiklayabilmek i¢in modifiye gravitasyon
kuramlar1 olarak bilinen alternatif modeller ileri siiriilmiistiir. Bu modellerde,
evrenin toplam madde miktarimn yaklagik %70’ini olugturduguna inanilan karanlk
enerjinin ivmeli geniglemeye neden oldugu ongoriilmektedir. Vakum enerjisi olarak
da yorumlanan kozmolojik sabit, bu ivmelenerek geniglemenin, karanlik enerjinin
en basit aciklamasidir. Alternatif bir yaklasim ise, fermiyonik ve bozonik alanlarim
evrenin ivmeli geniglemesine neden olan alanin kaynagi olarak ele almaktir. Bu
baglamda, fermiyonik alanin, evrenin erken donemindeki genigleme evresinde
etkin oldugu diisliniilen hipotetik parcacik "inflaton" gibi davrandigi, 6te yandan,
glinlimiiz evrenindeki ivmeli geniglemeye neden oldugu kabul edilen karanlik enerji
gibi davrandigina yonelik, hem standart 3+1 boyutlu, hem de 2+1 boyutlu Einstein
kiitlegekim kurami gergevesinde galigmalar mevcuttur (de Souza ve Kremer 2011,
Gegim vd 2015b, Ribas vd 2005).

Tez kapsaminda 2+1 boyutlu kiitleli gravitasyon kuramlar1 temelinde kara
deliklerin Hawking 1gimalari, relativistik spin-0, spin-1/2 ve spin-1 pargaciklarinin
kuantum mekaniksel tiinelleme yontemi kullanilarak hesaplanmigtir.  Bunun
yam sira, spin-0, ve spin-1/2 parcaciklarinin cisimsi (extended) yapida olmalar
durumunda; "kuantum kiitlegekimin" tiinelleme olay1 ve Hawking sicakligi
iizerindeki etkileri incelenmistir. Ote yandan, fermiyonik ve bozonik alani temsil
eden eylem fonksiyonlari, ayr1 ayri, gravitasyon alan eylem fonksiyonu ile minimal
bir sekilde ciftlenimlenerek, bu alanlarin kozmik modeller {izerindeki etkileri
aragtirilmigtir.

Tezin kuramsal bilgiler ve kaynak taramasi bdéliimiinde, 2+1 boyutlu
kiitleli gravitasyon kuramlar1 hakkinda bilgi verilmistir. Bu kuramlarin ¢oziimleri
arasinda yer alan yeni-tip ve warped-AdS; kara deliklerinin genel o6zellikleri
ozetlenmistir. Ote yandan, 2+1 boyutlu relativistik kuantum mekaniksel
dalga denklemlerinden olan Klein-Gordon, Dirac ve Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP) denklemleri egrisel uzay-zamanlarda tamitilmigtir. Materyal ve metod
boliimiinde, tez i¢in gerekli olan matematiksel yontemler verilmeden once, kara
delik termodinamigi ve Hawking isimasi olarak bilinen kara delik radyasyonu
hakkinda bilgi verilmis, sonra kullanacagimiz hesap yontemi olarak Hamilton-Jacobi
yontemi tanitilmigtir. Daha sonra, kara delikten tiinelleme yaparak Hawking
radyasyonuna neden olan parcaciklar tizerindeki kuantum kiitlecekim etkilerin
hesaba katilmasi icin, genellestirilmis Heisenberg belirsizlik ilkesi ¢ercevesinde,
relativistik kuantum mekaniksel dalda denklemleri 2-+1 boyutlu egri uzay-zamanda
yeniden diizenlenmistir. Ayrica, fizikte simetri ile korumun yasalar1 arasindaki bagi
kuran ve alan denklemlerin ¢ozlimiinde kullanigh bir yontem olan Noether teoremi
verilmigtir. Son olarak, Huen diferansiyel denklemleri ve bunlarin ¢oéziim aileleri
hakkinda kisaca bilgi verilmistir.



Tezin bulgular bolimii su kisimlardan olugsmaktadir.  Birinci kisimda,
Yeni-tip kara delik uzay-zamaninda Dirac ve DKP denklemlerinin ¢oziimleri
elde edilmistir.  Ikinci kisimda, warped-AdS; kara deligi metrigi kullanilarak
Dirac denkleminin ¢oziimleri elde edilmig ve yari-normal modlar (quasi-normal
modes) bulunmustur. Uciincii kisimda, yeni-tip kara deligin Hawking sicakligi
spin-0, spin-1/2 ve spin-1 pargaciklarinin kuantum mekaniksel olarak tiinelleme
olaylarindan ayri ayri bulunmugtur. Ayrica, aym metrik igin, spin-0 ve spin-1/2
parcaciklarinin tiinellemeleri esnasinda kuantum kiitlecekim faktoriiniin etkileri
hesaplanmis ve standart sonuclar ile karsilagtirilmigtir. Dordiincii  kisimda
ise, Warped anti-de Sitter kara deliginin Hawking sicakligi spin-0, spin-1/2
ve spin-1 parcaciklarimin tiinellemesi yoluyla incelenmistir.  Ayrica, kuantum
kiitlegekim etkilerin warped-AdSs kara deliginin Hawking sicakligi iizerindeki
katkisini hesaplamak igin spin-0 ve spin-1/2 cisimsi (extended) pargaciklarmin
tiinelleme olay1 analiz edilmistir. Dordiincii kisimda ise, yeni kiitleli gravitasyon
kurami1 kapsaminda, skaler alan, fermiyonik alan ve vektor alan eylem fonksiyonlar:
ayr1 ayr1 kiitlegekim eylem fonksiyonu ile minimal bir gekilde ¢iftlenim (coupling)
edilerek kara delik ve kozmolojik ¢oziimlerin varligi aragtirilmigtir.

Tartisma boliimiinde, bulgular kisminda elde edilen ¢oziimler, bazi1 06zel
durumlar igin ayri ayri ele alinip tartigilmigtir. Sonu¢ kisminda ise, tezin genel
bir degerlendirmesi yapilmigtir.



2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. (2+1) boyutlu Kiitleli Gravitasyon Teorileri

2+1 boyutlu kiitlecekim kuramlar: iizerindeki ¢aligmalar, noktasal bir ve iki
kaynak cismin, statik c¢ozlimlerinin davraniglarini ilk inceleyen Staruszkiewicz’in
(1963) calismasina kadar dayamir. Ozellikle, Deser vd (1984) ve Witten'm (1988,
1989) galigmalar1 bu alanda yeni ufuklarin kapilarmmi agilmasina neden olmustur.
Son zamanlarda, 2+1 boyutlu kuramlar, genel gorelilik, yiiksek enerji parcacik
fizigi, yogun madde fizigi (6zellikle grafen fizigi), topolojik alan kuramlari ve sicim
kuramlar1 gibi genis bir yelpazade yaygin olarak ¢aligilmaktadir. 2-+1 boyutlu genel
gorelilik gergevesinde, kara delik (Banados vd 1992), kurt delik (Brill 2000) ve
kiitlecekim dalgalar1 (Husain 1994) ¢oziimleri elde edilmistir. Ote yandan, grafenin
dogal yapisi geregi, grafen igerinde elektronun davranisi 2-+1 boyutlu uzay-zamanda
Dirac denkleminin ¢oziimleri, bu alandaki en popiiler galigmalardir (Kosinski vd
2012).

Standart Einstein genel gorelilik kuraminin, 2+1 boyutlu uzay-zamanda
dinamik serbestlik derecesinin sifir olmasi ve Newtonian limitinin olmamasi, 241
boyutlu modifiye gorelilik kuramlarin olugsturulmasina én ayak olmustur. Ancak bu
modifiye kuramlar ¢ercevesinde; kiitlegekim alanina eglik ettigi kabul edilen graviton
par¢iginin, 2-+1 boyutlu uzay-zamanda bir kiitleye sahip oldugunu 6n géren iki
yaklagim bulunmaktadir: Birinci yaklagimda, standart 2+1 boyutlu Einstein-Hilbert
eylem fonksiyonuna, gravitasyonel Chern-Simons terimi eklenir (Deser ve Yang 1990,
Keszthelyi ve Kleppe 1992, Oda 2009). Sonugta elde edilen kuram topolojik kiitleli
gravitasyon kurami ( Topologically Massive Gravity, TGM ) olarak bilinmektedir.
Topolojik kiitleli gravitasyon kurami agagidaki eylem fonksiyonu ile tanimlanir;
Einstain-Hilbert eylem fonksiyonu,

1
Sg-n = ?/dgl’ |9 (R —2A) (2.1)
ve Chern-Simons eylem fonksiyonu da,
1 v g 2 g T
So_ g = @/d?’x g|le™T? (a#r o+ 317 T py) (2.2)

olmak tizere,
1
S=Sg_g+ ;SC'—S (23)

ile verilmektedir. Burada, p gravitonun kiitlesidir ve e’ Levi-Civita sembolii,
['7, ise Christoffel semboliidiir. Denklem (2.3)" iin, g,, metrik tensoriine gore
varyasyonunu aldigimizda agagidaki hareket denklemlerini bulmus oluruz;

65 d 1 9

= ——OE-H T —
00w 0w 1 OGu

Sc-s =0,
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buradan, Sg_g eyleminin g, metrik tensoriine gore varyasyonundan

) 1
(59 SEfH = G;w = R;uz - éguuR + Agw/a
ny
G, Einstein tensorii, ve S¢_g eyleminin g, metrik tensoriine gore varyasyonundan

)
0Guw

1
SC—S = Cuu = SM aﬁva (R;UJ - ZguVR) )

Cw, Cotton tensorii olmak iizere, topolojik kiitleli gravitasyon kuraminin hareket
denklemleri,

1 1
R;uz - éguuR + Ag/u/ + ;C/u/ =0 (24)

elde edilir.

Ikinci yaklagimda ise, 2+1 boyutlu Einstein-Hilbert eylem fonksiyonuna,
Ricci egrilik tensoriiniin kuadratik terimi, yani yliksek mertebeden tiirevler iceren
terim koyulur (Accioly vd 2011, Bergshoeff vd 2009a,b). Bu kuram ise yeni kiitleli
gravitasyon kurami (New Massive Gravity, NMG) olarak bilinmektedir. Bergshoeft,
Hohm ve Townsend (2009a, 2009b) tarafindan 6nerilen bu yeni kiitleli gravitasyon
kurami i¢in eylem fonksiyonu,

1 3
Spur = F/d%c 9] (RWR"” — §R2> (2.5)

olmak tizere, genel eylem fonksiyonu;
1
S:SE—H_ﬁSBHT (26)

ile verilir. Burada, m? pozitif veya negatif degerler alabilen gravitonun kiitle
parametresidir (Bergshoeff vd 2009b). m? — Foo limitinde, Yeni kiitleli gravitasyon
kurami 2+1 boyutlu Eistein gravitasyon kuramina indirgenir. Denklem (2.6)’iin g,
metrik tensoriine gore varyasyon alinir, ve

0SBHT 1 3 13, 9
— — e — [ — — 4 «
5o 5 K., = 9w (QRWR 16R + 4RRW R,

+}1 (4V*R,, — V,V,R — g,,V*R)

seklinde diizenlenirse, hareket denklemleri

1 1
R, — §9WR +Ag — =—K,, =0, (2.7)

om2 M

olarak bulunur.



Yeni kiitleli gravitasyon kuramimin Denklem (2.7) ile verilen hareket
denklemleri, BTZ kara deligi, Lifshitz-tipi kara delik, yeni-tip kara delik ve warped
AdS; kara delik gibi ¢ozlimleri saglamaktadir. Bu tezde, yeni kiitleli gravitasyon
kurami cercevesinde sadece yeni-tip kara delik c¢oziimii dikkate alimacaktir. Ote
yandan, Denklem (2.4) ile verilen topolojik kiitleli gravitasyon kuraminin hareket
denklemlerinin bir ¢éziimii olan warped AdS; kara delik metrigi de kullanilacaktir.
Bu iki kara deligin Hawking radyasyon sicakligi, parcaciklarin kuantum mehaniksel
olarak tiinelleme yontemi kullanilarak da belirlenecektir.

2.1.1. (2+1) boyutlu yeni-tip kara delik uzay-zamam

Yeni kiitleli gravitasyon kuramimin Denklem-(2.7) ile verilen hareket
denklemlerinin bir ¢éziimii olan yeni-tip karadeligi tanimlayan metrik,

ds* = L* | f (r)dt* — dr? — r*d¢? (2.8)

1
f(r)
ile verilir (Kwon vd 2011). Burada, b ve ¢ integrasyon sabitleri olmak iizere f(r)=r*+
br + c ile verilir. LQ:ﬁ ile tanmimlanan AdS; uzaymin yaricapidir. Denklem
(2.8) metrigi ile tammlanan karadeligin, r.=1 (—=b+ \/M) degerlerinde dig ve
i¢ olmak tizere iki farkhi ufka sahiptir. Buna goére, Denklem (2.8) metriginin bir
karadeligi tanimlamasi b ve c¢ sabitleri arasindaki farkli kombinasyonlara baghdir.

Bu durum Cizelge 2.1°de 6zetlenmistir.

Cizelge 2.1. b ve ¢ sabitleri arasindaki farkli kombinasyonlara bagh olarak karadelik
olugmas: (Kwon vd 2011)

qg=r_J/ry b vec Ty over_
q=1 b<0,c>0 (M*=4c)| ry>0,7r_>0 (ry =7_)
0<g<l1 b<0,¢c>0 re >0, 7r_->0 (ry >r.)
q= b<0,c=0 ry. >0, r_.=0
—1<g<0 b<0,c<0 ry >0, r_-<0 (ry>|r_])
qg=— b=0,¢c>0 ry >0, r-<0 (rp=-r_)
g<-—1 b>0,c>0 ry >0, r_ <0 (ry <|r_])

2.1.2. (2+1) boyutlu warped-AdS; kara delik uzay-zamam

Topolojik kiitleli gravitasyon kuraminin hareket denklemlerinin bir ¢oziimii
olan warped-AdS; kara deligi (Moussa vd 2003)

ds* =N (r)*dt? - ————dr* — F (r)* [d +N¢7’dt2 2.9
(1 = S e = F O (a9 ()] (2:9)
metrigi ile verilir. Burada kullanilan kisaltmalar,
2 R—s 2r + 3w
Fr2:7"2+4wr+3w2—|—r—0, Nr2:—r ro, N°(r) = —
( ) 3 ( ) F(T)2 ( ) F(T’)2
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seklindedir. Warped-AdS; karadeligi » = Fry’ da i¢ ve dis olmak iizere iki tane
olay ufkuna sahiptir. Ayrica, w ve rg parametreleri, kara deligin kiitlesi ve acisal
momentumu ile iligkilendirilen iki parametredir. r2 > 0 i¢in, bu iki olay ufkunun
gevre uzunluklar,

21 |2rg & 3w
Ay = 21ry = % (2.10)
ve bunlarin sahip olduklar1 agisal hizlar da,
3
Qy=— 2.11
=7 2y £ 3w (2.11)

seklindedir. Ote yandan, ry = 0 durumu kara deligin extremal durumuna kargilik
gelir. Bu durumda, kara deligin » = 0’da ¢ift olay ufku olugur. Bunun yani sira kara
deligin bagka bir 6zel durumu da s6z konusudur. w = ry = 0 durumu kara deligin
taban veya vakum durumu olarak nitelendirilir. Bu 6zel durumda metrik,

1 2 17
ds* = dt* — ﬁdTQ —7? [dgb — ﬁdt} (2.12)
olarak indirgenir (Moussa vd 2003).

2.2. (2+1) Boyutlu Uzay-zamanda Relativistik Dalga Denklemleri

Caligmamizda kullanacagimiz, spin-0, spin-1/2 ve spin-1 relativistik
parcaciklarin fiziksel davraniglarini temsil eden Klein-Gordon, Dirac ve DKP
denklemlerinin egri uzay-zamandaki formlar: tartigilacaktur.

2.2.1. Spin-0 skaler parcaciklar icin Klein-Gordon (KG) denklemi

Parcaciklarin kuantum mekaniksel etkilerini betimleyen, ancak relativistik
etkileri icermeyen Schrodinger denklemi, dogal olarak, Lorentz doniigiimleri
altinda degismez (invariant) olmadigindan, fizikgiler, bu denklemin 6zel gorelilikle
uyumlu bir versiyonunu tiiretmeye caligmiglardir. Klein-Gordon denklemi, spin-0
pargaciklarini temsil eden ve Lorentz doniigiimleri altinda degismez kalan ilk
relativistik kuantum mekaniksel dalga denklemi olarak bilinir. 1920’lerde Klein,
Fock, Schrodinger ve de Broglie'nin de aralarinda bulundugu birkag fizikci, bu
denklemi standart Schrédinger denkleminin genellegtirilmis hali olarak yazmiglardir.

Relativistik spin-0 parcaciklarimi  temsil eden dalga denklemi olan
Klein-Gordon

PP = mictd (2.13)

olarak yazilir. Burada, c 1sitk hizi, mg skaler parcacigin kiitlesi, p, pargacigin
momentumu ve ¢ skaler parcacigl temsil eden dalga fonksiyonudur. Klein-Gordon
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denklemi, icerdigi negatif enerji ¢oézlimleri ve olasilik akisinin yorumlanmasindaki
zorluklar nedeniyle, yazildig: yillarda uzun bir siire boyunca fiziksel olarak anlamsiz
oldugu kabul edildi. Serbest parcacigi karakterize eden ¢ = exp [ (Bt — i 7)}
seklindeki diizlem dalga ¢oziimleri Klein-Gordon denklemini saglarlar ve dolayisiyla,

E = +/p*c® + mict

pozitif ve negatif 6zdegerleri elde edilir. Buradaki negatif enerji 6zdurumunun neye
kargilik geldigi, Dirac denklemi yazilincaya kadar belirsiz kaldi (Dirac 1928a,b).
Ote yandan, Klein-Gordon denklemi zamana gore ikinci mertebeden bir diferensiyel
denklem oldugundan, olasilik yogunlugu da

_ m [w 00 aw*}

ot ot

seklinde zamana gore birinci mertebeden olmaktadir. Dolayisiyla, olasilik pozitif
taniml degildir (Greiner 2000).

Egrisel uzay-zamanda spin-0 parcaciklarinin davraniglarini inceleyebilmek
i¢in Klein-Gordon denklemi egrisel koordinaklara genellemesi yapilir. Klein-Gordon
denkleminin egri uzay-zamana genellemesi,

1
=g Ozt
seklindedir (Birrel ve Davies 1982).

2 v ] ) = e o) (2.14)

2.2.2. Spin-1/2 fermiyonlar icin Dirac denklemi

Modern fizikte elde edilen en olaganiistii basarilarindan biri, relativistik
spin-1/2 parcaciklarin davraniglarimi agiklayan Dirac denklemidir. Dirac denklemi,
1928 yilinda P.A.M. Dirac tarafindan yazilan, kuantum mekaniginin ilkeleri ile
tam uyumlu ve 0zel gorelilik kurami ile tutarl, elektron, pozitron, proton ve
notron gibi temel spin-1/2 pargaciklarini tamimlamakta kullanilan son derece yararh
bir denklemdir (Dirac 1928a,b). Dirac denklemi; elektron spinini kendiliginden
icermesi ve anti pargaciklarin varligin ortaya koymasi nedeniyle ¢ok 6nemlidir (bu
parcacik ilk kez 1932 yilinda gézlenmis ve pozitron olarak adlandirilmigtir). Aym
zamanda tek bir elektron igin olasilik genligini aciklar. Bu tek parcacik kuramu,
elektronun manyetik momentini ve spin tahminini oldukga iyi verir ve ayrica, atomik
spektral cizgilerde gbzlenen ince yapiy1 ¢cok daha iyi aciklar. Aym zamanda; Dirac
denklemi negatif enerji ¢oziimiine de agiklik getirmigtir. Bu ¢6ziim, pozitif enerjili
parcaciklarin ¢oziimlerinin bir benzeridir, ancak zamanda geriye dogru hareket
eden parcaciklar1 temsil eder. Bu 6zellikleri nedeniyle Dirac denklemi, parcgacik
fiziginden, yogun madde fiziginden, egri uzay-zamana genellestirilebilmesi nedeniyle
de astrofizik ve kozmolojiye kadar genig bir uygulama alanina ve 6neme sahiptir.
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Spin-1/2 parcaciklarin (2+1) egri uzay-zamandaki davramglarim incelemek
icin Dirac denklemi agagidaki kovaryant formda yazilir (Sucu ve Unal 2007).

m
io () [0, — T,(x)] ¥(z) = ?0\1/(1;). (2.15)
Bu temsilde, mq Dirac par¢acigimin kiitlesi, ¥(x), 2 x 1 Dirac spinoridiir ve sadece
bir tane spin polarizasyonu vardir. Bu iki bilegenli Dirac spinorlerinden biri pozitif
ozdegere, digeri ise negatif 6zdegere karsilik gelir. " (z) uzay-zamana bagh Dirac
matrisleridir ve ef; (z) triadlar1 kullanilarak o' diiz uzay-zaman Dirac matrisleri

cinsinden,
o(z) = e (7)7" (2.16)
bagntisi ile verilir. e’(‘i) (z) triadlar,

g (@) = P (2)e) (x)n6) ) (2.17)

bagtis1 yardimiyla hesaplanir. Buradaki 7)) (2+1) boyutlu diiz uzay-zaman

metrik tensoriidiir ve bu galigmada (1,-1,-1) imzaya (signature) sahip oldugu kabul

edilecek. @' diiz uzay-zaman Dirac matrisleri, o', 02 and ¢® Pauli matrisleri

cinsinden,
o =0 ,0 =i0, 0 =i0 (2.18)
seklinde yazilir. I',(z) ise spin baglant1 katsayilaridir ve,

Tu(r) = Jralels — 55 (@) (2.19)

v,

ile verilmektedir. Burada, g,,(r) egri uzay-zaman metrik tensérii, I'y, Christoffell
sembolleri ve s*(z) ise
1

(@) = S[0M2), 7" () (2.20)

ile tanimlanan spin operatoriidiir (Sucu ve Unal 2007).

2.2.3. Spin-1 vektor parcaciklar icin Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemi

Spin-1 vektoér pargaciklarini temsil eden Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)
denklemi, Dirac denklemi gibi birinci mertebeden kismi tiirevli bir denklemdir. DKP
denkleminde gamma matrisleri ile verilen Dirac cebrinin yerini, beta matrisleri ile
tanimlanan Kemmer cebri alir.

(2+1) boyutlu egri uzay-zamanda DKP denklemi,

iB*(2) [0, — 2, Yprkp = mo¥pkp (2.21)
12



ile verilir. Burada, f,(x) uzay-zamana bagh 4 x 4’lik Kemmer matrisleridir, ¥,
spin-1 i¢in spin baglant1 katsayisi, W pgp spin-1 parcacigimi temsil eden 4 x 1°lik
stitun vektor ve my spin-1 parcaciginin kiitlesidir. 5,(z) Kemmer matrisleri I birim
matris ve o#(x) uay-zamana bagh Dirac matrislerine;

fl(x) =" (x) @ I +1®@7"(z). (2.22)
seklinde baghdir. Kemmer matrisleri
B (@)% (x) 5% (x) + 5% (x) 5" (x) 8" (2) = B*(x)g"* + B (x)g™"

bi¢imindeki anti-komutasyon bagmtilarimi saglar (Dernek  2009).  Ayrica bu
matrislerin sagladigi cebre Kemmer cebiri denir. X, spin-1 parcacigiin baglanti
katsayisinin acik formu ise (Dernek vd 2015, Sucu ve Unal 2002, 2005).

Y,=T,@l+Ix®T, (2.23)

seklinde spin-1/2 pargacigimin baglant1 katsayilari cinsinden tammlanir. (2+1)
boyutlu egri uzay-zamanda spin-1 pargacigini temsil eden dalga fonksiyonu da,

¥y
U

Upxp = qu (2.24)
vy

seklinde tanimlanir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Kara Delik Termodimanigi, Parcacik Tiinelleme ve Hawking Sicakhig:

Kara delikler, evrenin olusumu ve isleyisini anlamaya, evreni yoneten
biitiin yasalar1 tek bir kuram, kuantum kiitlecekim kurami seklinde nihai bir
kuram gergevesinde birlestirmeye caligan giinlimiiz kuramsal fizikcilerin en 6nemli
oyuncaklarindan biridir. Klasik olarak bir karadelik 15181n dahi kacamayacagi,
kiitlecekimin ¢ok siddetli oldugu uzay-zaman bélgesi olarak adlandirilir. Kara delik,
merkezinde tekillik ve bu tekilligi cevreleyen ry yarigaph bir olay ufkundan ibarettir.
Olay ufkunun otesinde bildigimiz biitiin fizik yasalari anlamim yitirir. Biitiin bu
gizemine ragmen kara delikler sadece ii¢ temel fiziksel parametre ile karakterize
edilirler: kiitle, elektriksel yiik ve acisal momentum. Bu karakterizasyon goz 6niinde
bulundurularak kara delikler dort temel grupta simiflandirilabilir:

1- Elektriksel yiikii ve agisal momentumu olmayan Schwarzschild tipi statik

kara delikler,

2- Elektriksel olarak yiikli, fakat donmeyen Reissner-Nordstrom tipi statik
kara delik ¢oziimleri,

3- Elektriksel olarak yiiksiiz, fakat donen Kerr tipi kara delik ¢oziimleri,
4- Elektriksel olarak yiikli ve donen Kerr-Newmann tipi kara delikler.

Klasik bir sistem olarak ele aldigimizda, kara delikler hi¢ bir seyle 1sisal
dengede olmadiklarindan, bir karadelik i¢in sicaklik tanimi yapmak imkansizdir.
Clinkii, klasik anlamda, olay ufku ¢izgisini gecen her gey kara delige diigmekte ve hig
bir gekilde geriye kagamamaktadir. Termodinamik yasalarin kara deliklere uygulama
fikri ilk olarak Greif tarafindan ortaya atilmis, fakat o giinkii kara delikler hakkindaki
bilgi yetersizliginden dolay1 bu konu hakkinda somut bir 6neri 6ne siiriilememistir
(Greif 1969). 1970’lerin baginda Bekenstein, yukarida siraladigimiz kara deligin
temel oOzellikleri ile termodinamigin temel yasalari arasindaki benzerlige dikkat
¢ekmis ve kara deligin bir entropiye ve sicakliga sahip olabilecegini gostermigtir.
Fakat, Bekenstein benzetme yaparak buldugu kara delik sicaklhigini radyasyon
sicakligr olarak yorumlamamigtir. Bu benzerlige dayanarak, Bardeen vd (1973) kara
deliklerin termodinamiksel 6zelliklerini dért temel yasa ile agiklamislardir. Simdi
sirasiyla, kara delik mekanigi yasalari olarak bilinen bu dort temel yasayr kisaca
gozden gegirelim (Carlip 2004).

Sifirinci Yasa: Duragan bir kara deligin yiizey kiitlegekimi, olay ufku
boyunca sabittir. Olay ufku, bir kara deligi karakterize eden 6nemli unsurlardan
biridir. Ciinkii, bir kara delige iligkin biitiin bilgileri sahip oldugu olay ufkundan
aliriz. Ote yandan, olay ufku da yiizey kiitlecekimi ile betimlenir ki yiizey kiitle
¢ekimi birim test kiitlesini olay ufkunda duragan tutmak icin gereken kuvvetin
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Olciisiidiir. Bir kara deligin yiizey kiitlecekimi,

2 vV —GttGrr r=rp,
metrik potansiyelleri veya,
1
2 _ - o;f3
K = 5 [X Xa;/g]rzrh (3.2)

Killing vektorleri cinsinden ifade edilebilir (Bardeen vd 1973). Burada, x* olay
ufkuna dik olan Killing vektortidiir (Poisson 2004). Yiizey kiitle¢ekiminin duragan
bir kara deligin olay ufku boyunca sabit olusu, termodinamikte 1s1sal dengedeki bir
cismin sicakliginin sabit olusu ile benzerlik gostermektedir. Bu nedenle, kara delik
sicakligi, olay ufkunun yiizey kiitlegekimi ile iligkilendirilir ve

Ty = — (3.3)

bagintisi ile verilir (Bardeen vd 1973, Bekenstein 1973).

Birinci Yasa: Bu yasa kara deligin sahip oldugu kiitlenin, acisal
momentumun, olay ufkunun alanimin ve yiikiin degisimene bagl olarak nasil
degistigini betimler. Bagka bir deyisle, kara deligin duragan oldugu bir durumdan,
bagka duragan bir duruma gecisi sirasinda kiitledeki degisimi betimler. Birinci yasa,
A olay ufkunun yiizey alani, J kara deligin agisal momentumu ve ) yiik miktar
olmak iizere,

dM = 8idA + QpdJ + dQ (3.4)
T

bagintisiyla verilir. Burada, x yiizey kiitlegekimi, Q25 olay ufkunun agisal hiz1 ve ®
elektriksel potansiyeldir. Kara delik mekaniginin birinci yasasi, termodinamigin

dE = TdS — PdV + pdN (3.5)

birinci yasasi ile benzerlik gostermektedir. Burada, F sistemin i¢ enerjisini, T’
sicaklik, S entropi, P basing, V hacim, p kimyasal potansiyel ve N parcacik sayisidir.
Bu iki yasa karsilagtirnldiginda, QgdJ 4+ ®dQ ve —PdV + udN is terimleri olarak
ele alimdiginda, ¢*dA terimi ile T'dS teriminin benzer oldugu goriiliir. Dolayisiyla,
sicalik ile yiizey kiitlecekimi ve olay ufku yiizey alani ile entropi arasinda bir analoji
kurulabilir (Bekenstein 1973).

Tkinci Yasa: Olay ufkunun yiizey alam zamanla azalmaz. Yani herhangi bir
klasik stireg ile yiizey alani azalmaz. Bu durum

dA >0 (3.6)
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ile verilir. Kara delik mekaniginin ikinci yasasi, termodinamigin ikinci yasasinin
analogu oldugu goriiliir (Bekenstein 1973, Hawking 1972).

Uciincii Yasa: Herhangi sonlu sayida fiziksel siirecle bir kara deligin yiizey
kiitlegekimini sifir yapmak miimkiin degildir. Bu yasa, termodinamigin iig¢iincii
yasasl ile benzerlik tegkil etmektedir (Bardeen vd 1973).

Kara delik mekanigi yasalari ile termodinamik yasalari arasindaki analoji

iligskisi Cizelge 3.1’de kisaca 6zetlenmisgtir.

Cizelge 3.1. Termodinamik yasalar ile Kara delik yasalari arasindaki benzerlik
durumlar (Kiefer 2007)

Termodinamik Sistem Kara delik
0. Yasa | Isisal dengedeki cisim i¢in T" = sbt | Olay ufku boyunca x = sbt
1. Yasa dE =TdS — PdV + pdN dM = ZdA + QdJ + dQ
2. Yasa dsS >0 dA >0
3. Yasa T = 0 degerine ulagilamaz k = 0 degerine ulagilamaz

Kara delik mekaniginin bu dort temel yasasi klasiktir, yani kuantum
mekaniksel olmayan bir yapiya sahip olup, sadece termodinamigin temel yasalari
ile kara deliklerin sahip oldugu, kiitle, yiik ve agisal momentumun degisim yasalari
arasinda yapilan analojiye dayanir. Bekenstein (1973) ve Bardeen vd. (1973) kara
delik sicakligini bulurken bu analojiden yararlanmiglardir. Bu iki calismada, kara
deliklerin parcacik sogurmasi veya salmasi hakkinda herhangi bir sey soylenmemistir.
Ote yandan, kara delik olay ufku yakiminda kiitlecekimi cok siddetli oldugundan,
bu bélgede ¢ok yiiksek enerjiye ulasilir ki bu durumda kuantum mekaniksel etkiler
onem kazanmaya baglar. Kara delik olay ufku civarindaki bir bolgede kuantum
etkiler vakum dalgalanmalarina (quantum vacuum fluctuation) neden olur. Hawking
(1974, 1975) kuantum vakum dalgalanmalar fikrini kullanarak, Schwarzchild kara
deligi olay ufku civarinda kiitlesiz skaler alanimin asimptotik ge¢mis ve gelecek
vacum durumlarinin Bogoliubov katsayilarini hesaplayarak, Schwarzchild kara deligi
tarafindan salinan parcaciklar icin bir spektrum elde etmistir. Bu spektrumun
kara cisim spektrumu ile 6zdes oldugunu ve sahip oldugu sicakhigin da tam
olarak Denklem (3.3) ile verilen ifadeye esit oldugunu gostermigtir. Literatiirde
Hawking radyasyonu olarak bilinen kara delik igtmasinin kuantum mekanik yasalarin
kullanilarak kesgfi, makroskobik bir cisim olan kara deligi kuantum mekanigi ve
termodinamik yasalar cercevesinde incelenmesinin en temel ¢aligmalarindan birini
tegkil eder. Ciinkii bu kesif sayesinde birbirinden ayr1 olarak goziiken, genel
gorelilik, termodinamik ve kuantum mekanigi kuramlar1 arasinda tutarl bir baglanti
kurulabileceginin miimkiin oldugu goriilmiistiir. Boyle bir baglanti, olusturulacak
tutarli bir kuantum kiitlecekim kurami agisindan ¢ok 6menli bir sinir tagini tegkil
eder.
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Giintimiizde, Hawking radyasyonunu kuantum mekaniksel olarak hesaplamak
igcin bir ¢ok yontem bulunmaktadir.  Son zamanlarda bir ¢ok kara deligin
radyasyon sicakligini hesaplamada kullanilan bagarili bir yontem, relativistik spinli
parcaciklarin kara delikten kuantum mekaniksel olarak tiinellemesi ilkesine dayanan
Hamilton-Jacobi yontemidir (Kerner ve Mann 2008, Kraus ve Wilczek 1994, Li
ve Ren 2008, Parikh ve Wilczek 2000, Shankaranarayanan vd 2001, Srinivasan
ve Padmanabhan 1999). Bu yontem, olay ufkunu gegen parcacigl temsil eden ve
klasik olarak yasaklanmis eylem fonksiyonunun kompleks kisminin hesaplanmasina
dayanir. Tiinelleme yapan bir parcacigin klasik olarak yasaklanmig olan yoriingesi
i¢in kara deligin olay ufkunun i¢ kismindan dig kismina dogru tiinelleme olasiligi,
Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) yaklagimi kullamlarak,

I' exp[—%lmS] (3.7)

ile verillir. Burada, S, tiinelleme yapan pargacigin klasik olarak yasaklanmig eylem
fonksiyonudur ve

L (OS\ [0S\ m?
o (5) (5) + =0 (38)

ile verilen relativistik kuantum mekaniksel Hamilton-Jacobi denkleminin ¢éziimiidiir.
Simdi, Hamilton-Jacobi yontemini kullanarak statik kara deligin Hawking
radyasyonunu inceleyelim. Genel formda statik kara delik metrigi,

1 .y
ds* = —A(r)dt* + B(?“)al?n2 + C(r)gi;da’da’ (3.9)

ile temsil edilir. Buna gore, relativistik Hamilton-Jacobi denklemi 7 igeren terimler
ihmal edildikten sonra,

w7 (3) 20 (5) + e (5) (55) re=o 520

seklinde indirgenir. Bu gekilde lineer olmayan bir diferansiyel denklemi ¢6zmek igin,
metrigin simetrilerinden yararlanmihir. Kara delik metriginin Killing vektorleri goz
oniinde bulundurularak Denklem (3.10) igin,

S(t,r,x") = —Et+ Ja"' + W(r)+ K (3.11)

seklinde bir ¢6ziim 6nerisi yapilabilir. Burada, F kara deligin 0; zamansal Killing
vektoriine kargilik gelir ve parcacigin enerjisini temsil eder. J; katsayilari ise metrigin
0, Killing vektorlerine kargilik gelen sabitlerdir ve K kompleks bir sabittir. W (r)
parcacigin radyal yondeki yoriingesini betimler. Bu ¢6ziim 6nerisi Hamilton-Jacobi
denkleminde yerine yazilirsa radyal denklemden,

gijJiJj} (3.12)

dr ) ,
Wi(r)Zi/\/A(r)B(r) \/E — Al {m Ry
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elde edilir. Burada, ” + 7 ¢oziimler olay ufkundan dis uzaya tiinelleyen parcacigin
radyal yoriingesini, ” —” ¢ozlimler ise olay ufkunu gegip kara delige diigen pargacigin
radyal yoriingesini temsil eder. Radyal yoriinge denklemleri, kara deligin » = 7,
yargapli olay ufku {izerinden kompleks integral alinarak bulunur:

TFE

Wi Th) = ) .
) = T )

Bu durumda tiinelleme olasiliklari, sirasiyla,

2
Paut = exXp |:_ﬁ (_[mW_A,_(Th) + ]mK)] (313)
ve
2
P, = exp {—ﬁ (ImW_(r,) + ImK)] (3.14)
seklinde bulunur. ImWy(r,) = —ImW_(ry) oldugundan, pargacigm tiinelleme
olasiligi,
2 Pout 4 mF
I' = exp|—=ImS]| = = exp|—— 3.15
bl ImS] = P = expl— T (3.15)

olur. Ote yandan, tiinelleme olasihg,

r— exp[—%] (3.16)

seklinde yazilabileceginden (Hartle ve Hawking 1976), kara deligin radyasyon

sicakligi,

A'(rp)B' ()
4

Ty =h (3.17)
olarak bulunur ki bu da Hawking’in Bogoliubov katsayilarin1 hesaplayarak buldugu
ifade ile aymdair.

3.2. Genellestirilmis Heisenberg Belirsizlik ilkesi, Dirac ve KG Denklemleri

Kiitle ¢ekiminin tutarli bir kuantum kurami olmasada buna ragmen, sicim
kurami (Zwiebach 2009), non-commutative kuram (Aschieri ve vd 2009, Connes ve
Marcolli 2008) ve ilmek (loop) kuantum kiitlegekim kurami (Gambini ve Pullin 2011)
gibi adaylar mevcuttur . Bu kuramlarin ortak ozelliklerinden biri, Planck 6lceginde
olgiilebilir bir minimum uzunlugun var olabilecegine igaret etmeleridir (Amati vd
1989, Konishi vd 1990, Townsend 1977). Bu minimum uzunlugun temel dayanagi,
temel pargaciklarin noktasal degil, cisimsi (extended) bir yapiya sahip olmalari
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gerektigi fikrine dayanir. Ornegin sicim kuraminda temel parcaciklarin, noktasal
degil, kapal veya agik uglu ipler (strings) oldugu varsayilir (Hossenfelder 2013).
Minimum uzunlugun varligi diigiincesi yeni olmayip Heisenberg’in kuantum alan
kuramindaki iraksama sorunu iizerindeki ¢aligmalarina dayanir. Heisenberg, 1930’1u
yillarda, elektronun sonsuz enerji problemini ¢ozmek igin, ry eletronun yarigapi
olmak iizere, uzaym 73 ile orantili sonlu hacimli ilmeklerden olugtugunu diigiinmenin
tutarh olabilecegini 6nermigtir (Carazza ve Kragh 1995). Boylelikle, elektronun
enerjisini hesaplarken, enerjinin sonlu kalmasini garantilemek igin, integrallerin
iraksamamast i¢in temel bir uzunlugun olmasi gerektigine isaret etmistir.

Olgiilebilir bir minimum uzunlugun varhgi, standart Heisenberg belirsizlik
ilkesinin modifiye olmasma yol agar (Hossenfelder vd 2003, Hossenfelder 2006,
Kempf vd 1995). Genellegtirilmis Heisenberg belirsizlik ilkesinin literatiirde farkh
gosterimleri mevcuttur. Calismamizda

AzAp > g 1+ (Ap)ﬂ (3.18)

ile verilen bagmti kullanilacaktir (Kempf vd 1995). Burada, 5, M Planck Planck
kiitlesi ve 3y boyutsuz bir sabit olmak iizere 8 = B9/ M3, ile verilir. Ote yandan
genellestirilmis komutasyon bagintisi ise,

ile tamimlanir (Kempf vd 1995). Burada, Z; ve p; sirasiyla genellegtirilmis konum ve
genellestirilmis momentum operatorleridir;

Ty = Tog,

Pi = Do (1 + Bp5;) - (3.20)
To; Ve Doi, standart konum ve momentum operatorleri olup, [Z;, p;] = ihd;; bagmtisin
saglarlar. Ote yandan genellestirilmis enerji bagintisi ise

E=FE(1-BE? (3.21)
veya, E? = p> + m? enerji-momentum bagintis1 yardimiyla,
E=E[1-3p*+md)] (3.22)

yazilabilir. Burada p?, Denklem-(3.20) yardimiyla ve A’min yiiksek dereceden
terimleri ihmal edilerek,

p* =pip’ ~ —h* [0;0° — 28h* (8;07) (8;0")] (3.23)
yazilabilir.

19



Genellegtirilmis Heisenberg belirsizlik ilkesinin 6nemli uygulama alanlarindan
biri, kara deliklerin termodinamik o6zelliklerinin arastirilmasidir. Bu baglamda,
kuantum kiitlecekim etkisinin Hawking 1simasi1 olarak bilinen kara delik
radyasyonuna katkisini hesaplamak icin, Genellesgtirilmig Heisenberg belirsizlik ilkesi
yoluyla modifiye edilmig Dirac denklemini kullanarak spin-1/2 pargaciklarin ve
modifiye edilmis Klein-Gordon denklemi kullanilarak spin-0 skaler pargaciklariin
kara delikten tiinellemesi olay1 kullanilarak (3+1) boyutlu gesitli karadelikler i¢in
hesaplanmigtir (Chen vd 2013a, 2014a,b, 2013b, Li ve Zu 2015, Liu ve Ren 2014,
Mu vd 2015). Bu gahgmalar 1giginda, kuantum kiitlegekim faktoriinin (2-+1)
boyutlu karadeliklerin Hawking radyasyonu iizerindeki etkilerini spin-1/2 Dirac
parcaciklarinin tiinellemesi yolu ile incelemek igin Denklem (2.15) ile verilen Dirac
denklemi agagidaki gibi yeniden yazilabilir;

mo

i (2)9y () = i (2) |9, = Duf) = =

} T(z). (3.24)

Denklem-(3.22) ve Denklem-(3.23) yardimu ile genellegtirilmig Dirac denklemi, f'nin
yiiksek dereceden terimleri ihmal edilmesiyle,

[i5°(2)00 + i (1 — Bm2) & (2)0, + 25 (1), (8,0°) — fm?] W

- [% (14 1*B(0,0") — Bmg] + io" ()T, [L + R*B (a,»ai)ﬂ =0 (3.25)

olarak bulunur.

Ote yandan, kuantum kiitlecekim faktériiniin Hawking radyasyonu tizerindeki
etkilerini spin-0 parcaciklarinin kuantum mekaniksel olarak tiinellemesi yontemi ile
inceleyebilmek igin, Denklem (2.13) ile verilen Klein-Gordon denklemi daha agik
formda,

— (ih)? 00°® = [(—ih)? 9,0' — m3] ® (3.26)

seklinde yazilabilir. Buna dayanarak, genellestirilmis Klein-Gordon denklemi,
Denklem (3.22), Denklem (3.23) ve E? = p* + m2 enerji-momentum bagmtisi goz
Ontline alinirsa,

— (ih)* 9p0°® = [(—ih)* 0;0" — m2] [1 — 28 (~h*0,0' + m2)] ® (3.27)
olarak elde edilir. Burada yine #’nin yiiksek dereceden terimleri ihmal edilmigtir.

3.3. Noether Teoremi ve Korunum Yasalari

Korunum yasalari kuramsal fizikte ©nemli bir yere sahiptir. = Dogay1
betimlemeye c¢alisan herhangi bir fizik kurami, enerjinin korunumu, agisal
momentumun korunumu ve lineer momentumun korunumunu saglamasi
gerekmektedir. Bu korunum yasalari, sistemin sahip oldugu bazi simetrilerin
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dogal bir sonucudur. Ornegin enerjinin korunumu, sistemi betimleyen eylem
fonksiyonunun zaman otelemesi altinda invaryant (degizmez) kalmasmin, yani
zaman simetrinin bir sonucudur. Benzer sekilde lineer momentumun korunumu,
eylem fonksiyonunun uzay otelemesi (6teleme simetrisi) altinda invaryant kalmasinin
bir sonucudur. Ote yandan agisal momentum ise uzaysal dénmeler (dénme simetrisi)
altinda eylem fonksiyonunun invaryant kalmasinin bir sonucudur (Goldstein 1980).
Bir sistemin sahip oldugu simetriler ile korunum yasalar1 arasindaki bu iliski Noether
teoremi ile verilir (Bluman ve Kumai 1989, Stephani 1989). Dolayisiyla Noether
simetrileri, fiziksel sistemi betimleyen Lagranjiyen fonsiyonunun simetrileridir.
Diger bir deyimle, Noether simetrileri, Lagranjiyen fonsiyonunun herhangi bir
vektor alani boyunca Lie tiirevi sifira egit ise, bu vektor alani sistemin korunan
niceliklerine karsilik gelir.

Noether Teoremi: M, konfiglirasyon uzayimi temsil eden manifold ve 7, M
bu manifold tizerindeki herhangi bir ¢ noktasindaki teget (tangent) uzayi olmak
tizere, TM = U T,M teget demeti (tangent bundle) olsun. Sistemi betimleyen

qeM
Lagranjiyen fonksiyonu, L, L : TM — M, M manifoldu iizerindeki vektor alani,
X =a(q) 0 (3.28)
=« 4 .
q g
olmak iizere; bu vektor alammin, X, TM = UMTqM izerine tam olarak taginmis
q€
(complete lift) formu, X,
< . .0 9ai(q).i 0
X =g 2+ 2200 (3.20)
q q dq
boyunca L lagranjiyenin Lie tiirevi,
- OL  0da'(q).iOL
Lzl =a'(q)7~+ @) = (3.30)

g ag q aqz‘

kosulunu saghyorsa sistemin korunan nicelikleri vardir. Bir sistemin korunan
niceliklerinin bilinmesi, sistemi betimleyen denklemlerin ¢oziilmesinde kolaylik
saglar. Noether teoremi, kozmolojide dogrusal olmayan (non-linear) alan
denklemlerinin ¢oziimiinde kullamigh bir yontemdir (Capozziello vd 1996, de Ritis
vd 1990).

3.4. Heun Diferansiyel Denklemleri ve Coziimleri

Kuramsal fizigin ugras alani gergevesindeki bir ¢ok fiziksel sistem, birkag
diferansiyel denklem ailesi ile temsil edilebilir. Ikinci mertebe lineer bir diferansiyel
denklem olan Heun denklemi, son zamanlarda hem matematik hem de kuramsal
fizikte aktif bir uygulama alam bulmaktadir (Hortagsu 2013).  Genel ikinci
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mertebeden lineer Fuchsian diferasiyel denklem olan Heun denklemi dort tane tekil
noktasi vardir (Gurtag 2012, Ronveaux 1995). Heun denkleminin genel kanonik
formu, v+ 0 + € = a + [ + 1 kosulu altinda,

d?y y ) £ dy aBr —q
£ - 1= = 31
da:2+(a:+x—1+x—a)dx+z(z—1)(z—a)y 0 (3:31)

ile verilir. Bu denklem =0, 1, a, o0 olmak iizere dort tane tekilligi vardir. Genel
Heun diferansiyel denkleminin ¢oztimi Hg(a, q, «,7y,0,x) ile temsil edilen genel
Heun fonksiyonlar ile verilir. Hg(a,q, a,7,0,x) polinom ¢oziimleri igin, n tam
say1 olmak tizere, a=—n kogulu saglanmalidir. Genel Heun diferansiyel denklemi
ti¢ farkli durum igin hipergeometrik diferansiyel denkleme indirgenir: a=1 ve ¢=af
durumunda, a=¢=0 durumunda veya e=0 ve g—=aaf durumunda. Ote yandan,
’}/:5:6:% durumunda Lame diferansiyel denklemine indirgenir.

Genel Heun diferansiyel denklemi dort tane 6nemli konflilent diferansiyel
denkleme indirgenebilir (Giirtag 2012, Ronveaux 1995). Konfliient diferansiyel
denklemler, denklemlerin diizenli sonlu bir tekil noktasi ile z=o0’da bulunan diizenli
tekil noktasimin yine sonsuzda diizensiz bir tekillige yol a¢masiyla elde edilir.
Ornegin, z—a ve =00’ da bulunan tekil noktalarin birlestirilmesi sonucu konfluent
Heun diferansiyel denklemi elde edilir:

d?y 148 14¢€)\ dy 1 v
@y e LI =0. .32
dac2+(a+ x +x—1)dx+(x+x—1 y=0 (3:32)
Burada,
1 1
uzﬁ[a—ﬁ—s—%ﬁ—ﬂ(a—s)],v:§[a~|—ﬁ+€+25+2n+5(a—l—ﬂ)]

kisaltmalar: kullanilmigtir. Konfluent Heun denklemi x = 0, 1 noktalarinda diizenli
tekil noktalara ve x=o00 noktasinda ise diizensiz bir tekil noktaya sahiptir. Konfluent
Heun diferansiyel denkleminin ¢éziimii He (v, 3, €, d,n, x) ile verilen konfluent Heun
fonksiyonlaridir. n=0, 1, 2, 3... olmak iizere,

kogulu altinda konfluent Heun fonksiyonlar1 polinom ¢oziimlere doniisiir.

Gift (Double) konfluent Heun diferansiyel denklemi ise, x — 7 doniisiimii
yapilip x=1’deki diizenli tekil nokta z=o0’daki diizenli tekil noktaya taginip, ayni
anda a — oo ve b — 0 limitleri alinmasi ile elde edilir. Citf konfluent Heun
diferansiyel denkleminin kanonik formu,

d? 1\ d _
P (e ) (s ) ()
xXr xXr
Yy

e
ﬂ —0 (3.33)
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ile verilir. Burada, ai,a_1,B_1, By ve B; keyfi birer kompleks parametredir.
Denklemin z=0 ve x=oo’da olmak {izere iki tane diizensiz tekil noktasi
bulunmaktadir.

Ote yandan, z — % dontigiimii yapihp x=1"deki diizenli tekil nokta r=oc’daki
diizenli tekil noktaya taginip, ayni anda a — oo ve b — oo limitleri alinmasi ile
bikonfluent Heun diferansiyel denklemi elde edilir. Kanonik form olarak da,

d? dy

Y
13@"‘(14‘&—513—2132)%4— (7—&—2)37—

0+ (1+a)p

—0 (3.34
5 y=0 (3.34)

seklinde yazilabilir. Bikonfluent Heun diferansiyel denkleminin z=0’da diizenli ve
r=o0’da ise diizensiz olmak {izere iki tane tekil noktasi mevcuttur. Diferansiyel
denklemin genel ¢oziimii, Hg(«, 3,7, d, z) bikonfluent Heun fonksiyonlar1 cinsinden
kurulur. Heun fonksiyonlari,

y=2(n+1)+«

kosulu ile polinom ¢oziimleri elde edilir.

Son olarak, genel Heun diferansiyel denkleminden dogrudan elde edilemeyen
trikonfluent Heun diferansiyel denklemi ise

d? d
d—xz—(3x2+7)d—z+[a+ﬂx—3x]y=0 (3.35)

olarak verilir. Trikonfluent Heun diferansiyel denkleminin sadece z=o00’da diizensiz
tekil noktast bulunur. Denklemin genel ¢oztimii, Hp(«, 3,7, z) trikonfluent Heun
fonksiyonlari ile verilir. Bu fonksiyonlarin,

B=3(n+1)

kosulu ile polinom ¢oziimleri elde edilir.
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4. BULGULAR

4.1. Yeni-tip Kara Delik icin Dirac Denkleminin Co6ziimleri

Fermiyonlarin  (241) boyutlu yeni-tip kara delik uzay-zamanindaki
davraniglarini incelemek igin, (2.15) denklemi ile verilen Dirac denklemi
kullanilacaktir. Bunun igin o6ncelikle triadlarin, uzay-zamana bagh Dirac
matrislerinin ve spin baglanti katsayilarinin hesaplanmasi gerekir. (2.8) denklemi
kullanilarak, sirasiyla, triadlar,

1 V) 1
(L\/mv I 75) (4.1)

uzay-zamana bagli Dirac matrisleri

€@ = diag

o2 (4.2)
ve spin baglant1 katsayilari da,

[y = —if’(r)a?’al , T1=0, Ty= —%\/f(r)EIEQ (4.3)

olarak hesaplanir. Buna gore Dirac denklemi,

= g (1)

Dirac spinériiniin tanimi kullanilarak,

[ d ko] [ E ]
r)|— — Rq(r mo Ry(r) =0,
O = 77| 0+ [t | Rl
f(r) d%—l—r ];(r) Ry(r) + |mo — ?(r) Ry(r)=0 (4.4)

seklinde iki tane c¢iftlenimli denkleme indirgenir. Simdi, Cizelge 2.1’de verilen
yeni-tip kara delik uzay-zamaninin 6zel durumlardan bazilari i¢in Dirac denkleminin
¢oziimlerini inceleyelim.

A- b? = 4c ve my = 0 durumu: Bu 6zel durum, kiitlesiz Dirac parcaciginin,
ekstremal Yeni-tip kara delik uzay-zamanindaki hareketini betimler. Bu durumda,
ro = b/2 ve f(r) = (r + r9)? olmak iizere, (4.4) ile verilen ¢iftlenimli denklemlerin
genel ¢oztimleri, Whittaker fonksiyonlar: cinsinden,

1 2k — 2K 2k — 2K
Rl(r):—{AW(O, o, T )+BW<O,— o, ! >}
N 2ro ro(r + 7o) 2ro ro(r + o)
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1 2k 2F 2k 2F
Ro(r) = — dow (0, 2070 ;287\ | py (o 2T, BT
NG 2ro ro(r + o) 2ro ro(r + 7o)

(4.5)
seklinde bulunur. Burada, A, B, C' ve D normalizasyon sabitleridir.

B- b2 = 4c ve k = 0 durumu: Sifir agisal momentum kuantum sayisina sahip
kiitleli Dirac parcaciginin, ekstremal Yeni-tip karadelik uzay-zamanindaki hareketi
i¢in Denklem (4.4)’ {in ¢bztimleri,

E (r+1)™ exp (TiLETO> I
Ri(r) = A He <i2m0, —9mg, —2,0, 1, —)

(mor + more + E) /7 mg (r + 70)

+BE(T+TO)_moeXp <”1E’"O>H 2me. 2me. —2.0.1, — 2
(mor + moro + E) /1 ¢ 0) #1780, 75 5 "mo (r+19) /)

(r 7o) exp (HE) 5
R =C H 12 —2 -2,0,1, ——
2(7n> \/F C (7/ mo, my, sy Uy Ly mo (T’ + TO))

(r+1o) " exp ( o

r+ro

) E
He | i12mg, 2mg, —2,0,1, ———— | (4.6
\/? C( 0 0 mo (r—i—ro))( )

A, B, C' ve D normalizasyon sabitleri olmak iizere konfliient Heun fonksiyonlari
cinsinden bulunur.

+D

C- b =0 ve ¢ < 0 durumu: Bu durumda f(r) = r? + ¢ olur ve yeni-tip
karadelik metrigi, dénmeyen BTZ kara delik metrigine indirgenir. Denklem (4.4)
ile verilen ¢iftlenimli denklem sistemini bu 6zel kogul altinda ¢6zmebilmek igin,r =
V/Je| sinh(6) déniisiimii yapilirsa,

[ d Eo [ E ]

@ ~ sinh (9)_ 0 (0) + _mo * cosh (9) >(8) =0,

[ d o [ E ]

_@ T b (9)_ R (0) + I ~ cosh (9)_ Fu(9) =0 (4.7)

clde edilir. Burada, k = k/\/|c| ve E = E/+/|c|. Yukandaki ciftlenimli diferansiyel
denklem sistemini ¢ézebilmek icin, 6nce taraf tarafa toplayip ve sonra da taraf tarafa
gikarirsak,

[ ~cosh ()  ~sinh (6

i T o

() )

(©) (6) 2
d ~cosh(f)  ~sinh(f)
5 @~ Fm @) 6O |

sinh

]F(@H {E+mO—E—1} G(6) =0,

de sinh (6 cosh (6

—E+my+k— %1 FB)=0 (4.8)
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denklem sistemi elde edilir. Burada,

Ri(0) + Ra(6) = exp (-5 ) 1F(0) + Glo),

0
Ra(6) = Ru(6) = exo (5 ) 1F(9) - Glo)

tanimlar1 kullanilmigtir. Bu iki ¢iftlenimli diferansiyel denklemin ortak ¢oziimiinden,

2 ; [ 142E ]

G(0) = Asinh”* (9) cosh” (0), Fy |a,b, +2 ,cosh? ()
: ; [ 3-2F ]
+Bsinh® () cosh'~* (), Fy |c,d, 5 5 ,cosh? (9)] ,
~ 7 = 1+2F
F(6) = Cksinh*~" () cosh”™ (), Fy |a, b, +T’ cosh? (9)]

T . 1 k=1 _E 3— 2E 9

+DFk sinh®™™" () cosh™™ (0), Fi |c,d, ——=—, cosh” () (4.9)

seklinde elde edilir. Burada, A, B, C' ve D normalizasyon sabitleridir ve,

2(E+E> +\/1+4m0(m0—1)+16EE

a = 4 7
b:2<%+E>_\/1+tm0(m0—1)+1675§7

2 (F= B+ 1) +/1+dmo (mo — 1) + 167E
o 1 ,
d:2<E_E+1>_\/lz4m0(mo—1)+16EE

kisaltmalar1 kullanilmigtir.
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4.2. Yeni-tip Kara Delik icin DKP Denkleminin Coziimleri

Spin-1  vektér parcaciklarinin  (2+1) boyutlu yeni-tip kara deligi
uzay-zamanimdaki hareketini incelemek igin (2.21) ile verilen relativistik dalga
denklemi kullanilacaktir. Denklem (2.22) ile verilen Kemmer matrisleri, Denklem
(2.16) ve Denklem (4.36) kullanilarak,

1 00 O
000 O
0 _ =0
B =0 ()@I—i—[@a() L\/f 000 ol
00 0 —1
0110
1 . wWfl1 001
=7 (2) @I+ 17 (z) = < 1100 1|
0110
0 1 1 0
1 (-1 0o o0 1
2 I
= (r) @[+ 125 (z) = -1 0 o 1 (4.10)
0 -1 -1 0

seklinde bulunur. Ote yandan, Denklem (2.23) ile verilen spin baglant1 katsayilar:
Denklem (4.37) yardimu ile,

o 1 1 0 -1 0 00

idf [-1 0 0 1 . 0 000
D= G (-1 0 0 1| DE0m=SVI g g g o] (44D

0 -1 -1 0 0 00 1
olarak hesaplanir. Buna gore, Denklem (2.21) ile verilen DKP denkleminde,

Denklem (2.24) dalga fonksiyonu tanimi kullanilarak,

+i Uy + Us|4+—— Uy + W3] = —mW¥
VI o o i dr VUG et e g et Rl = et
(4.12)

2 8\1[4 ,\IJQ + \113 df(T‘)

0 10
f(”/’)a [\IJQ + ‘113]+—— [\IJQ + \113] = —m0‘114

) 0 2/T(n) dr r 96

(4.13)
iV f(r )aa (W1 + Wy +18%[\P4 — U] + i J(r) (W + U] = —meW, (4.14)
. 0 10 A f(r) B
1 f( )a [\I/1+\I/4]+—a—¢[\1/4—111 ]—f-l , [\Ij4+\111] = —m0\113 (415)
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denklem sistemi elde edilir. Denklem (4.14) ve Denklem (4.15) karsilagtirildiginda,
Wy—Ws oldugu goriiliir. Ote yandan,

Ry (r)
Ry (r)
Ry (r)
Ry (r)

tanimi yukaridaki denklem sisteminde yerine yazildiktan sonra, Denklem (4.12) ile
Denklem (4.13) taraf tarafa toplanip ¢ikarilirsa,

4f(r) dRy (1)

\IIDKP — e—zEtezlaj)

Rl(T)JrRzL('f’):QE_mOm P (4.16)
Ry(r) — Ry (r)zmo\/if;—g)_ 7 \/%dj;f)jL% Ry (r) (4.17)
bulunur. Dolayisiyla, Denklem (4.14)
d’Ry (r) Ll df (r) moy/ [ (r) df (r) L (r)
dr? VIO d T ar [QE_mO f(r)} dr " r| dr
mo [28 - mo/T0)] e Edi)

Af(r)\/ f(r) B r2f(r) B Qf(r>\/m dr Ry (r) = ((4.18)

seklinde indirgenir. Denklem (4.18)’y1 ¢ozmek igin Cizelge 2.1° deki bazi 6zel
durumlar: kullanalim.

A- b*=4c ve my=0 durumu: Kiitlesiz vektér parcacigimin, ekstremal
Yeni-tip kara delik uzay-zamanindaki hareketini betimler. Bu durumda, ro=b/2
ve f(r)=(r + r9)? olmak iizere, Denklem (4.18)

d2R2(r)+[1+ 2 VRQ(T)_{ ( k k2

_|_
dr? dr r+re)’ r2(r+m)’

r o r—+rnr

1 Ro(r) =0

olur. Bu denklemin ¢oziimii de,

RQ(T)ZA( r >%+B(2k—r_r0) (HTO)%

o ) T+ T r

ile verilir. Burada, A ve B normalizasyon sabitleridir.

B- =0 ve ¢<0 durumu: Kiitleli vektor bozonlarimin hareketlerini
belirlemek i¢in, bu 6zel durumda Denklem-(4.18)

PRy (r) | {1 2 ] dRy (r) [( : k 2

r T

RQ(T’) =0

dr? 2 —q? dr — a2)3/2 * r2(r? — a?)
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seklinde olur. Burada, a=iy/|c|]. Bu denklemin genel ¢oziimii ise, genel Heun
fonksiyonlar1 cinsinden,

' Lo . . . 3
Ro(r) _ A, (2’ zl{:(sz 3a)7_ﬁ’2a @k:’a Zk,l,a ivr? —a )
a a a a a
a+ik a—ik
iV —a2) % (a—iviZ—a2) ® " B/
+B(a iVr? —a?) (a —ivr? —a?) H, (270’0’2’a+z 71’a iVr a)
a

r a

seklinde bulunur.

4.3. Warped-AdS; Kara Delik icin Dirac Denkleminin Co6ziimii

Spin-1/2 Dirac pargaciklarin warped-AdS; kara deliginin varhgindaki
davraniglarin1 ve bu parcgaciklarin karadelik iizerindeki etkilerinin aragtirilmasi igin
(2.15) denklemi ile verilen egri uzay-zaman formunda yazilan Dirac denklemi
kullanilacaktir.  Buna gore, Denklem (2.9) ile verilen warped-AdS; karadelik
metrigi igin, Denklem (2.17) kullanilarak triadlar, Denklem (2.16 kullanilarak
uzay-zamana bagli Dirac matrisleri ve Denklem (2.19 kullanilarak spin-baglanti
katsayilart hesaplanir. Bu durumda, triadlar

I 1 N¢ °w 1 1
el) = N’O’_W , e(l)z(O,FN,O), ey = O’O’F 7 (4.19)

Dirac matrisleri,

(4.20)

ve spin baglant1 katsayilar1 da,

F AN dN*? F N?
[o=—— KZN— — F2N¢—) o’ot + <2NN¢d— L FNY ) 0102} :

4 dr dr dr dr
1 [FN¢ 2\ dN¢ dF
| (i Al P (2N2F F3N¢)— NN
! SN3 ( N oo ) { + dr * dr |’
1 dN® dF
=~ |FP—¢%c! —2NF—5'o? 4.21
! [ ar ° ar” (421)

seklinde olur. Elde edilen bu sonuglar, (2.15) ile verilen Dirac denkleminde yazilip,
Dirac spinorii i¢in

- (i)
29



tanimi yardimi ile,

{—% - %W - mp + M(r)] Ra(r) + {diii LK) + %] Ro(r) = 0,
[di% LK) — % Ri(r) + [% + %m 4o+ M(r)} Ro(r) =0 (4.22)

iki tane ciftlenimli denklem elde edilir. Burada, E parcacigin enerjisi, k agisal
momentum kuantum sayisi ve K (r) ile M (r) kisaltmalar1 agagidaki gibidir,

OFNN — p3NoNe  F2N? (2N 2FNY + F3N®N?¢ 4+ 2N2N? F)
_|_

K =
") AN N3
+F3N¢N¢ N NF'
4N 2
ONONFF + F2NN®  F? (2N 2FNY 4+ F3NONY + 2N2N¢F’>
M = — _
") AN SN2
F2N? N NeFF
4 2
Burada, """ igareti r’ ye gore tiirevi gostermektedir. Simdi, (4.22) ciftlenimli

denklemlerini, Warped-AdS3 karadeliginin 7p=0 ve w=0 igin taban durumu ya
da vakum durumu olarak adlandirilan extremal 6zel bir durumu icin ¢ozelim.
Dolayisiyla Denklem (4.22) asagidaki gibi sadelegir:

d 3 k 2k 3
|:T’—dr — § — ;:| R1<T) + |:E - _7“ +mg — §:| RQ(T) = O,
d 3 k 2k 3
{T%—§+;} Ry(r) — {E—T—m0+§] Ri(r)=0 (4.23)

Bu iki denklemin ortak ¢oziimiinden konfluent Heun fonksiyonlar: bulunur.

w3 3V (9-4B2)+dmg (mo—3)

4hk
:A g ™ 2 H .
Rl(r) € r C (aaﬁﬂ7a57n7 (2E—|—2m0 —3)T)

(4.24)

Burada A normalizasyon sabiti olmak iizere, agagida verilen kisaltmalar
kullanilmigtir.

3
a:i§(2E+2mo—3), B= (9 —4E?) +4mg (mo —3), v=-2,
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E?+FE — 14 —2
5:—2(E—|—mo—g>, 77:8 * (87“04 ) +7—2mg.

Konfluent Heun fonksiyonlarinin ozelliklerinden yararlanarak enerji spektrumu
bulunabilir. n pozitif tam say1 olmak iizere,

bagintisindan, spin-1/2 Dirac pargaciklarinin yari-normal modlarinin (quasi-normal
modes) frekanslari,
3— 2m0

leTa

3
g = @g [4n+ \/12712 +4m2 — 12mg + 9] ,

3
wy = @g [471 - \/12n2 + 4m2 — 12mg + 9] (4.25)
olarak bulunur. Karateristik kompleks frekaslar iceren ve pertiirbasyon

denklemlerinin tam ¢6ziimleri olan yari-normal modlar, kuantum kiitlegekim fizigini
ve kara delik fizigini daha derin bir sekilde anlagilmasi bakimindan onemlidir.
Yari-normal mod frekansalar: reel kismi pertiirbasyon alaninin harmonik hareketinin
frekansini verirken, kompleks kisim ise soniim hareketinin frekansi ile iligkilidir
(Chandrasekhar ve Detweiler 1975, Myung ve Moon 2012).  Bilinen biitiin
yari-normal modlar sadece kompleks kisma sahip olmalarina ragmen, genel olarak
wonm=wr + wy seklinde gosterilir (Fernando ve Correa 2012, Myung ve Moon
2012). Frekansin kompleks kismi bir kara deligin kararhlig: ile ilgilidir. Buna gore,
yari-normal mod frekansinin kopleks kisminin negatif olmasi kara deligin pertiirbatif
alan var olmasmma ragmen kararl kaldigimi gosterir.  Ote yandan, yari-normal
mod frekansinin kopleks kisminin pozitif olmasi pertiirbatif alanin kara deligi
tedirgin ettigini ve kararsizlagtirdigi anlamina gelir. Biz ¢alismamizda, warped-AdSs
karadeliginin 6zel bir durumu olan taban durum (vakum durum) yani gplak
tekillik hali igin, fermiyonik alani pertiirbatif alan olarak kullandik. Warped-AdSs
karadeliginin bu 6zel durumu igin bulmug oldugumuz yari-normal mod frekans
degerleri Denklem (4.25) ile verilmektedir. Dolayisiyla, n=0 ve n=1 degerleri i¢in
ws yari-normal mod frekansinin negatif deger aldigi ve buna bagl olarak fermiyonik
alanin varliginda ekstremal warped-AdS; kara deliginin kararsiz olacagi goriiliir. Bu
kararsizlik da, ekstremal warped-AdSs kara deliginin termodinamiksel ozellikleri
ile yakindan iligkilidir. Modern kozmolojinin hala acgik olan problemlerinden biri
olan ekstremal karadelikler ve ciplak tekillikli kara deliklerin varligina dairdir. Bu
caligmada, ekstremal ve ayni zamanda ciplak bir tekillige sahip bir kara deligin
fiziksel bir 6zelligi oldugu gozlemlendi. Bir sonraki boliimde, aym kara deligin,
yine bu 6zel durumu goz oOniinde bulundurularak, parcacik tiinelleme yontemi
kullanilarak, Hawking sicakligi hesaplanacaktir.
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4.4. Yeni-tip Kara Deliginden Parcacik Tiinellemesi ve Hawking Sicakhig

4.4.1. Spin-0 skaler parcacik tiinellemesi ve Hawking sicakligi

Denklem (2.8) ile wverilen (2+1) boyutlu yeni-tip kara deliginden
spin-0 paragaciklarmin tiinellemesini incelemek i¢in, Denklem (2.14)’deki spin-0
parcaciklarini temsil eden Klein-Gordon denklemi kullanilir. Skaler parcacigr temsil
eden dalga fonksiyonu, A bir sabit ve S (¢, 7, ¢) parcacigin klasik eylem fonksiyonu
olmak iizere (Srinivasan ve Padmanabhan 1999),

O (t,r,¢) = Aexp (%S (t,r, ¢)> (4.26)

ile tamimlanir. Bu tanim ve Denklem-(2.8) yardimi ile Klein-Gordon denklemi, A
Planck sabitini iceren terimlerin ihmal edilmesi ile Hamilton-Jacobi denklemi elde

edilir.
1 [/0S\? 0S\? 1 /0S\?
(@) 10(5) - () -0 20

Yeni-tip karadeligin Killing vektorleri, 0, ve 0y oldugundan, yukaridaki
Hamilton-Jacobi denklemini ¢ozmek igin, S (¢,7,¢)=—Ft + j¢ + W (r) + C ¢oziim
Onerisi yapilir. Burada, E ve j sirasiyla skaler parcacigin enerjisi ve agcisal
momentumu, C' ise sanal bir sabittir. Buna gore, pargacigi radyal denklemi,

E?2 — f(r)(m3L?+ i—z
Wi(r)= j:/ \/ 7 (E) >d7° (4.28)

seklinde bulunur. Burada, '+' ve '—’, sirasiyla kara delikten ¢ikan ve igine giren
skaler parcaciklarinin radyal yoriingelerini temsil eder. Yeni-tip karadelik r=r,’ da
basit bir kutbu vardir. Bu basit kutup civarinda f(r),

P =) (L) + S (HE) (429)

seklinde seriye acilip birinci mertebeden terimlerin katkisi dikkate alinirsa, r=r, 'daki
dis olay ufku civarinda, Denklem (4.28) kompleks integralinin degeri,

o
fre)
Ote yandan, bir Parcacigin, kara deligin olay ufkunun i¢ kismindan dis kismina
dogru tiinelleme olasihigr (Volovik 1992),

Wy (r) = =+i (4.30)

2 P
[ = ¢ #lmS — Zout 4.31
e B (4.31)
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ile verilir. Burada, P, ve P, sirasiyla parcaciklarin kara delikten kagma ve kara
deligin i¢ine diisme olasiliklaridir ve asagidaki gibi tanimlanirlar:

2
Pout = €xp |:_7_i[mW+ (T):| )

P = exp {—%]mW_ m} (4.32)

Bu durumda, Denklem-(4.31)" den ImS (t,r,¢)=ImW, (r) — ImW_ (r). Ayrica,
Denklem (4.30 gore, ImW, (r)=—ImW_(r) oldugu goriilir. Buna gore skaler
parcacigin tiinelleme olasiligi,

I = exp {—%} . (4.33)

olarak bulunur. Ote yandan, klasik eylem fonksiyonu parcacigin enerjisine gére
seriye acilirsa olasilik,

N (4.34)

olarak bulunur. Burada, § sicakhigin tersidir. Biitiin bunlarin igiginda, (2+1)
boyutlu Yeni-tip kara deliginden tiinelleyen skaler parcaciginin Hawking sicakligi,

fry)
4

Ty =h (4.35)
olarak bulunur (Gegim ve Sucu 2013). Bu sonug klasik yontem olan ytizey kiitlegekim
(surface gravity) ile hesaplanan deger ile tutarhdir. Soyle ki, Yeni-tip kara deligin
dig olay ufku i¢in yiizey kiitlegekimi

,{:1[&] :lf’(r)
2 vV —GttGrr r=ry 2 -

icin Hawking sicakligi,

- hk B f/(7’+)

T o 47

Ty

seklinde hesaplanir.
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4.4.2. Spin-1/2 Dirac parcacik tiinellemesi ve Hawking sicaklig

Spin-1/2 Dirac pargaciklarimin  (2+1) boyutlu Yeni-tip kara delikten
tiinelleme olasiliklarini ve olusturduklart Hawking sicakhigini hesaplamak icin
Denklem (2.15) ile verilen Dirac denklemi kullanilacaktir. Bu nedenle, (24-1) boyutlu
Yeni-tip kara delik i¢in sifirdan farkl triadlar Denklem (2.17) ve spin baglant:
katsayilar1 da Denklem (2.19) ve Denklem (2.20) kullanilarak hesaplanmalidir. Buna
gore, sifirdan farklh triadlar,

1 V) 1

ve spin baglant1 katsayilari da,

€@ = diag

Lo= —f(7's" . Ty =0, b= /o7’ (4.37)
olarak hesaplanir. Buna gore Dirac denklemi,

[0 i 0] [ 1 9 molL

— + — | ¥+ |- =+ Uy =0,
W) Or  r\/7(r) 09| ! ot B

[0 i 0] 10 mL

— = — | Uy + —+i— |V =0 4.38
VIO o = mmae) M [ rma e | 4

seklinde giftlenimli iki denkleme indirgenir. Dirac pargaciklarinin Denklem (2.8) ile
verilen (2+1) boyutlu yeni-tip kara delikten tiinelleme olaymi incelemek igin Dirac
spindrii, A (t,r,¢) ve B (t,r,¢) uzay-zaman koordinatlarina bagh birer fonksiyon
olmak tizere,

A(u“¢0) (4.39)

W(z) = exp (%5(’”’ Cb)) (B (t,r,®)

seklinde tamimlanabilir. Bu tanim Denklem (4.38) kullanihip, & Planck sabitini igeren
terimler ihmal edilirse,

[ 1 08 , 89S 108
[ 2S 108 1 a8
A _—Z f(?")a + ;8_¢:| + B —mOL + Wa = O (4.40)

denklemleri elde edilir. Sifirdan farkli A (¢,7,¢) ve B (t,r,¢) katsayilar igin
katsayilar determinantinin sifir olma kogulundan,

() @) e o
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Hamilton-Jacobi denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii igin, S (t,r, ¢)=—FEt +
jo + K (r) + C olarak tanimlamirsa radyal denklemden,

K. (r) = i/ \/E = (%;%LQ %) dr (4.42)

integral fonksiyonu bulunur. r=r,’daki dig olay ufku civarinda kompleks integralin
degeri,

o
fire)
olarak hesaplanir. Denklem (4.31) ve Denklem (4.32) yardimiyla Dirac pargaciginin
tiinelleme olasilig,

Ky(r)==+i (4.43)

AmE
' = exp |:—/—:| 4.44
hof(ry) (4.44)
ve buna dayanarak Denklem (4.34) kullanilarak Hawking sicakligl,
Ty = 1L 0) (4.45)

47

olarak hesaplanir (Gegim ve Sucu 2013).Bu sonug, hem klasik yontem olan yiizey
kiitlegekim (surface gravity) ile hesaplanan deger ile tutarhdir, hem de spin-0 skaler
parcaciklarinin Hawking sicakligi ile aynidir.

4.4.3. Spin-1 vektor parcacik tiinellemesi ve Hawking sicakhgi

Spin-1 vektér pargaciklarimn (2+1) boyutlu yeni-tip kara deliginden
tlinellemesi olayimi incelemek ve olusturduklar1 Hawking radyasyon sicakligini
hesaplamak i¢in, (2.21) ile verilen birinci mertebeden dalga denklemi kullanilacaktr.
Denklem (2.22) ile verilen Kemmer matrisleri, Denklem (2.16) ve Denklem (4.36)
kullanilarak,

100 O
2 000 0
0_ =0 —0(,\ _
ﬁ—a(m)®]+[®a(x)—L\/7 000 ol
00 0 —1
01 10
1_ =1 _1 _ﬂ 1 001
0110
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0 1 1
1 1-1 0 0
2 _ =2 —2 _
0 -1 -1

(4.46)

O~ = O

seklinde bulunur. Ote yandan, Denklem (2.23) ile verilen spin baglant: katsayilar:
Denklem (4.37) yardimu ile,

0 1 1 0 100 0
idf -1 0 0 1 . 0 00 0
ZO__Z% 10 o 1| =270 Yo = —iv/f 0 000 (4.47)

0 —1 —1 0 0 00 1

olarak hesaplamir. Bu hesaplamalar 1g1¢inda, spin-1 vektor pargaciklarimin (2+1)
boyutlu yeni-tip kara deliginden tiinellemesini incelemek icin, dalga fonksiyonunu,

(t,7,0)
\DDKP = exXp (%S (t, r, ¢)) g Et’ " (bg (448)
(t,7,¢)

seklinde tamimlanip, Denklem (4.46) ve Denklem (4.47) ile birlikte, Denklem (2.21)
DKP denkleminde yerine yazildiktan sonra A Planck sabitini i¢eren terimler de ihmal
edilmesi durumunda,

[ 4 0S  imgyL oS i0S]
AFa T 2 ] B{— fEJFFa_qs]_O’
[ 0s 108 , 0s 198
A= fa—;a—d)]w[@moﬂw{‘ fﬁ*?a_d)} 0,
[ oS 108 i 0S  imoL]
B |- fa—;a—qs] D[‘ﬁ%* 2 ]—0 (4.49)

¢iftlenimli denklem sistemi elde edilir. A, B ve D katsayilar1 sirifdan farkli olmak
tizere; bu denklem sisteminin katsayilar determimantz,

CICRIC BT B ST

Hamilton-Jacobi denklemini verir. Bu denklemi ¢6zmek igin, S (¢,r, ¢)=—Et+ jo+
K (r) 4+ C ¢bziim 6nerisi yapilip yerine yazilirsa,

J

E?— f(r) (™2 44
Ke(r) =+ / \/ ; (5) >dr (4.51)
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spin-1 vektor parcaciklarinin izledikleri radyal yoriingenin denklem bulunur.
r=r, daki dig olay ufku civarinda kompleks integralin degeri,

TE

fry)
olarak hesaplanir. Denklem (4.31) ve Denklem (4.32) yardimiyla vektor
parcaciklarinin tiinelleme olasiligi,

Ky (r) = +i (4.52)

AT E
I' =exp {—,—} 4.53
ho fi(ry) ( )
ve buna dayanarak (4.34) bagntis1 kullanmilarak Hawking sicaklig,
Ty = hM (4.54)
47

Bu sonug, hem klasik yontem olan yiizey kiitlegekim (surface gravity) ile hesaplanan
deger ile tutarhdir, hem de spin-0 skaler parcaciklarmin ve spin-1/2 Dirac
parcaciklarinin Hawking sicakligr ile aynidir.

4.4.4. Tiinelleme ve sicaklik iizerine kuantum kiitlecekim etkiler

4.4.4.1. Spin-0 skaler parcacik tiinellemesi

Spin-0 pargaciklarinin Denklem (2.8) ile verilen yeni-tip kara deliginden
tiinelleme yaparken kuantum kiitlegekim etkilerini hesaplamak igin, Denklem (3.27)
ile verilen genellegtirilmis Klein-Gordon denklemi,

RS 1?92 5?2 [ fa2?13] 28h 2 [ 1 a?é]

—_————— —_——_— — 4 — — P—
For rag Mgn | Tmar| T 2 ag | I o

2 82&) 2712 2\ &
—If s+ molL (1—-26mg) @ =0 (4.55)

seklinde yeniden yazilabilir. Buna gore, r=r, dig olay ufkundan spin-0
parcaciklarinin tiinelleme olayini ve bunun sebep oldugu Hawking radyasyonunu
hesaplamak i¢in dalga fonksiyonu i¢in, A bir sabit olmak tizere,

B (t,7,6) = Aexp <%S(t,r, ¢)) , (4.56)

ile verilen tanimi, yukaridaki denklemde yerine yazip, daha sonra A Planck sabitini
ve [’ nin yiiksek mertebelerini iceren terimler de ihmal edilirse,

(5)'-or () 42 () -maewr- 25 ()

mir2 ey — 20 (8—5)1 = 0(4.57)

+0

L2 or
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genellegtirilmis Hamilton-Jacobi denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek igin,
S(t,r,p)=—FEt + jo+ W (r) + C ve W (r)=Wy (r) + Wi (r) (Liu ve Ren 2014)
seklinde bir ¢oziim oOnerisi Denklem (4.57)" de yerine yazihp (' nin yiiksek
mertebelerini igeren terimler ihmal edildikten sonra,

Wi(r)zi/ﬁ?_f(r

elde edilir. Burada,

mgL? + j2/r?)

) (
f(r)

[1+ BD]dr (4.58)

F(r)? (mgL* — j*/r) — [E? — f(r) (m3L? + */r®)]’
L2f(r) [E? = f(r) (mgL? + 52 /%))

kisaltmasi kullanildi. Bu durumda, r=r, dig olay ufkunda yari-gember iizerinden
komplex integralinin sonucu,

D =

(ry — 7“_)2 [3L2m§7’i + 3j2] + 4E27’i

2L%r% (ry — 7“_)4

Yka =

olmak fizere,

W (r) = ir 1+ BE k] (4.59)

Ty —T-
seklinde bulunur. Dolayisiyla, kuantum kiitlecekim etkileri altinda skaler
parcaciklarinin (2+1) boyutlu Yeni-tip kara deliginden tiinelleme olasihigi,

AmE
' =exp (—m 1+ BEKG]> (4.60)

bulunur. Buna gore tilinelleme yapan spin-0 parcaciklarinin sebep olduklar:
radyasyonun Hawking Sicakligi da,
h(ry —r_) 1

Ty = —— TR (4.61)

veya Yk’ ye gore seriye agip yaklagik olarak,

h(ry —r_)

TEG ~
H 47

1 - 8%xa] (4.62)
bulunur. Buna gore, kuantum kiitlecekim etkilerin hesaba katilmasiyla Hawking
sicakliginin sadece kara delign 6zellikleri bagl olmadig1 ayn1 zamanda kara delikten
tiinelleme yapan parcacigin kiitle, enerji ve acgisal momentum degerlerine de
bagl oldugu goriiliir. Kuantum kiitlegekimsel etkilerin bir diger onemli sonucu
da, Denklem (4.35) ile Denklem (4.62) karsilagtirdigimizda, kuantum kiitlegekim
etkilerinin Hawking sicaklginin diigsmesine sebep oldugu ortaya cikar.
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4.4.4.2. Spin-1/2 Dirac parcacik tiinellemesi

Yeni-tip karadelikten spin-1/2 parcaciklarimin tiinellemesi olayinda kuantum
kiitlegekim etkilerini aragtirmak igin Denklem (3.25) ile verilen genellestirilmisg
Dirac denklemi kullanilacaktir. Buna gore, r=r, dig olay ufkundan spin-1/2
parcaciklarinin tiinelleme olayma ve bunun sebep oldugu Hawking radyasyonuna
kuantum kiitlecekim etkilerini hesaplamak icin,

T(z) = exp (%S (t,r, ¢)) (g ((i :: Z;) (4.63)

ile tanimlanan Dirac spinérii, Denklem-(4.36) ve Denklem (4.37), Denklem (3.25)
genellestirilmis Dirac denkleminde yerine yazip h Planck sabitini ve 8’ nmin yiiksek
mertebelerini igeren igeren terimler ihmal edilirse,

1 0S B pmof (05
o tme(t- Bmd) + a3 (a¢) + (_)

V(1 =pBm§)ds  (1-pmg)ds  Bf* (IS
B T i a_¢+ IE (a_)

BVIOS Bf 08
"3 or (a¢) +L3ra¢( ) L3r3

A

QJ

+

V(1 —pBmi)os (1 — fm3) 85 f?’/2 S
S I S S (a—>
\/_88 Bf 0S
+4 L3r2 ar (0¢> * ey L3r 8¢ ( ) L33 ( )

1 98 pmg (OS pmo f _

¢iftlenimli diferansiyel denklem sistemi elde edilir.  Sifirdan farkh A ve B
fonksiyonlar: igin katsayilar determinantinin sifir olmasi gerekir. Buna gore,
determinant alinir ve f’nin yiiksek dereceden terimleri ihmal edilirse;

i (50) (5) e (55) % (5)
"o T2 \ar ) \ae) T T4\ 8s ot \ or

1 [0S f (05 1 [/8S\? B
w7 (3) (5) w5 e e

Hamilton-Jacobi denklemi elde edilir. S (¢,r,¢)=—FEt + jo¢ + K (r) + C ve
K (r)=Koy(r) + K (r) (Liu ve Ren, 2014) seklinde bir ¢oziim onerisi Denklem

I—I
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(4.65)’ de yerine yazilip 5’ nin yiiksek mertebelerini igeren terimler ihmal edildikten
sonra integral alinirsa,

_ E?[E? — 2m3L*f(r)]
L2f(r) [E? — f(r) (m§L* + j2/r?)]

olmak tizere,

2 _ 272 | 32 /2
Ki(r) = i/ v f(T)f(gl; ) 1 4 adr (4.66)
elde edilir. Bu durumda, r=r dis olay ufkunda yari-cember iizerinden bu komplex
integralinin sonucu,

X

K:t (T) =+

[1 + BlIp)] (4.67)

Ty —T_
seklinde bulunur. Burada,
(ry — )" [3BL2m3r? — 2] + 4E*2
20272 (ry —r_)* .
Dolayisiyla, kuantum kiitlegekim etkileri altinda fermiyonik pargaciklarimin (2+-1)
boyutlu Yeni-tip kara deliginden tiinelleme olasiligi,
I = exp (—% 1+ BHD]) (4.68)

bulunur. Buna gore tiinelleme yapan spin-1/2 parcaciklarinin sebep olduklar:
radyasyonun Hawking Sicakligi da,

h(ry —r_) 1

IIp =

Ty = 4.69
H Ar [1+ BIIp) (4.69)
veya [lIp’ ye gore seriye acip yaklagik olarak,
h(ry—r_
TP ~ % [1 - BIIp)] (4.70)
T

bulunur. Bu sonuca gore, Denklem-(4.45) ile Denklem (4.70) kargilagtirdigimizda,
kuantum kiitlecekim etkilerinin Hawking sicaklginin diigmesine sebep oldugu ortaya
¢ikar. Bunun yanisira, Hawking sicakliginin sadece kara deligin ozelliklerine degil,
ayni zamanda tiinelleyen Dirac parcaciginin kiitlesine, enerjisine ve toplam agisal
momentumuna baglh oldugu goriilmektedir.

Ayrica, bu sonug, spin-0 pargaciklarinin Denklem (4.62) ile verilen radyasyon
sicakligiin, spin-1/2 pargaciklarinin radyasyon sicakligindan daha disiik oldugunu
gostermektedir;

12

oL (ry —r_)*

TP — TKG g (4.71)

Ote yandan, kuantum kiitlecekim etkilerinin ihmal edildigi, yani =0, durumda her
iki parcacigin olusturduklar1 Hawking sicakliklar: egittir.
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4.5. Warped-AdS; Kara Deliginde Parcacik Tiinellemesi ve Hawking Sicakhgi

4.5.1. Spin-0 skaler parcacik tiinellemesi ve Hawking sicaklig

Denklem (2.9) ile verilen warped-AdS; kara deliginden spin-0 skaler
parcaciginin tiinelleme olayini incelemek igin, Denklem (4.26) ile tanimlanan dalga
fonksiyonu Klein-Gordon denkleminde yerine yazilip, h Planck sabitini igeren
terimlerin ihmal edilirse,

por () —rerveo (3) (5) -vorro ()

2

+(F(r)*N° (r)” = N (r)?) (g—‘;) +N(r)’F(r)’mg =0 (4.72)
Hamilton-Jacobi denklemi elde edilir. 9, ve d, warped-AdSs kara deliginin Killing
vektorleri oldugundan, S (¢,7,¢)=—Et 4+ j¢ + W (r) + C ¢oziim Onerisi Denklem
(4.72) Hamilton-Jacobi denkleminde yerine yazilirsa,

(B +iN*(r)) + N (md — 5
W) == ! FONGY?

dr (4.73)

skaler parcacigin radyal denklemi elde edilir. r=rq dig olay ufku iizerinden kompleks
integral hesaplanirsa,

_ il?T\/g(E — JQJr)
N 67"0

Wi (r) (2r¢ + 3w)

sonucu bulunur. Burada €2, dig olay ufkunun acisal hizadir ve

3
966/ r—ryy 2ro +w

seklinde hesaplanir. Buna gore tiinelleme olasiligi,

27(E — jQ0) (2rg + Sw)]
7"2\/57“0 7

ve dolayisiyla Hawking 1s1masi,

Ty = I3 ( i ) (4.75)

2m \ 2rg + 3w

' = exp [— (4.74)

olarak hesaplanir (Gegim ve Sucu 2015a). Bu sonug, klasik yéntem olan yiizey
kiitlegekim (surface gravity) ile hesaplanan deger ile tutarhdir:

ey [rog | =
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icin

Ty hﬁzhﬁ( i )

- 2 2w \ 2rg + 3w

4.5.2. Spin-1/2 Dirac parcacik tiinellemesi ve Hawking sicaklig

Denklem (2.9) ile verilen (2+1) boyutlu warped-AdSs kara deligi i¢in sifirdan
farkli triadlar Denklem (2.17) ve spin baglant1 katsayilar1 da Denklem (2.19) ve
Denklem (2.20) kullanilarak hesaplanirsa, sirasiyla, sifirdan farkh triadlar,

s 1 N¢ 4 p 1
€o) = N,O, A €y = (0, FN,0) €g) = 0,0, ya (4.76)

ve spin baglant1 katsayilari da,

F dN dN? dF dN?
[p=—= Kmv— — F2N¢—> o’ + (2NN¢d— + FN—) 0102} :

4 dr dr r dr
1 [FN¢ 2\ dN¢ dF
| A (i Al P <2N2F F3N9 ) G L on2yedE
! 8N3 < N ? U) [ - ar dr |’
1 dN¢ dF
Iy=-|F3 301 —ONF—olo? 4.77
T4 [ ar 7 ar (4.77)

olarak hesaplanir.  Warped-AdS; kara deliginin r=ry’daki dig olay ufkundan
spin-1/2 Dirac parcaciklarinin tiinelleme olayini ve bunun sebep oldugu Hawking
radyasyonunu hesaplamak i¢in Denklem (4.39) ile verilen dalga fonksiyonu Dirac
denkleminde yerine yazilip h Planck sabitini igeren terimlerin ihmal edilirse,

A [moN (r) + %—f — N?(r) g—z] +B [@F (r) N (r)

)

2, 0S N(r)oS
ar F(T)a_cb}

A [ZF (r) N (r)? % - ]}7 ((:; g} +B {moN (r) — % + N (r) %} =0 (4.78)

¢iftlenimli denklem sistemi elde edilir. A (¢,r,¢) ve B (t,r, ¢) sifirdan farkl olmak
iizere; katsayilar determinantindan,

F(r)? (aa_f)Q —2F (r)? N (r) (%—f) (g—z) ~ N (r)'F(r)’ (2—5)2

a5
9¢

+(F (r)*N®(r)> = N (7‘)2> ( ) —N@E)’F(r)m2=0 (4.79)
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Hamilton-Jacobi denklemi bulunur. S (t,r,¢)=—FEt+ jo + K (r) + C ¢oziim onerisi
gbz oniinde bulundurularak, Dirac parcaciklarinin tiinelleme sirasinda izledikleri
radyal yoriinge denklemi,

(B +No(r)* = N2 (m3 + 7
welr) = | ! FNGY

dr (4.80)

olarak ifade edilir. Dolayisiyla, r=rq’daki dig olay ufku tizerinden kompleks integral
hesaplanirsa, K4 (r),

_ im\/g(E —J%)
N 6’/“0

Ki(r) (2rg + 3w) (4.81)

seklinde bulunur. Bu sonuglara gore Dirac pargaciklarimin Warped-AdSs
karadeliginden tiinelleme olasiliklari,

= (4.82)

Pout — e |:_ 27T(E — ]Q+) (27"0 + 30))
Pi P h\/g’f’o

ve bu parcgaciklarin sebep olduklar1 Hawking 1gimasi,

Ty = I3 ( T ) (4.83)

2m \ 2rg + 3w

olarak bulunur (Gegim ve Sucu 2015a). Bu sonug, hem klasik yontem olan yiizey
kiitlegekim (surface gravity) ile hesaplanan

\/57’0

- 2rg + 3w

o= 3 [Po2 )|

r=rQ

ise

hﬁ;_h\/§( ro >

Ty = — =
2m 2w \ 2rg + 3w

deger ile tutarhidir, hem de spin-0 skaler pargaciklarinin Hawking sicakligi ile ayni
¢gikmigtir.

4.5.3. Spin-1 vektor parcacik tiinellemesi ve Hawking sicakhgi

Kiitleli spin-1 vektor pargaciklarimin (2+1) boyutlu warped-AdS; kara
deliginden tiinellemesi olayini incelemek ve olusturduklari Hawking radyasyon
sicakligini hesaplamak i¢in, Denklem (2.21) ile verilmig olan egri uzay-zamana
genellegtirilen DKP denklemi kullanilacaktir (Dernek vd 2015).
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Basitlik bakimindan, Denklem (2.9) ile verilen warped-AdSs; kara deligi
metrigi, Killing vektorleri yardimiyla, do=d¢ + N?dt déniisiimii ile diagonal hale
getirilebilir;

1

2 _ 2 742
ds” = Ndt* =

dr? — F2dp*. (4.84)

Bu durumda, Denklem (2.22) ile verilen Kemmer matrisleri ve Denklem (2.23) ile
verilen spin-1 pargaciklar i¢in spin baglanti katsayilari, Denklem (2.16), Denklem

(2.18), Denklem (2.19) ve Denklem (2.20) yardimiyla hesaplanabilir. Buna gore,
Kemmer matrisleri,

10 0 O
210 00 O
0_ =0 —0/, 0y _ 2
pY = (x)@]—i—]@a(x)—N 000 ol
000 -1
01 10
1 =1 1N 1 001
=0 ()@ I+1®7 (z)=iNF Loo 1l
01 10
0 1 1 0
11-1 0 0 1
2 _ 2 —2 N _ L
g —a(x)@]—l—[@a(a:)—F 1 0 0 1 (4.85)
0O -1 -1 0
ve spin baglant1 katsayilari,
0 1 1 0 -1 0 0 0
1 dN | -1 0 0 1 , dF| 0 000
Moo= NGl 0 0 1[0 R ETNETE g 0 0
0O -1 -1 0 0 0 01
(4.86)

seklinde hesaplanir. Bu hesaplamalar 1g1¢inda, spin-1 vektor pargaciklarimin (2+41)
boyutlu Warped-AdS; kara deliginden tiinellemesini hesaplayabilmek i¢in, Denklem
(4.48) ile tammlalan dalga fonksiyonu , Denklem (4.85) ve Denklem (4.86) ile
birlikte, Denklem (2.21) DKP denkleminde yerine yazildiktan sonra A Planck sabitini
iceren terimler de ihmal edilirse,

i 0S  img oS i 0S
A {NE + T} +B {—NFE + F%} =0,

2s i 0S 2s 108
Al=NFL2 _ L2 L Blimg + D |-NFL2 4 L2
[ or F@gp} + B limo] + [ or i F&p] 0
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s i dS i 08 img]
B [—NFE—F%] +D [_NWJFT} =0 (4.87)

ciftlenimli denklem sistemi elde edilir. A, B ve D sifirdan farkli olmak fiizere;
katsayilar determimantindan,

1 [0S\’ as\? 1 [aS\* m}

— =) - NF =) —= =] - = 4.

vilaor) 2 (5) m(5) 1= (59
Hamilton-Jacobi denklemi bulunur. Bu denklemi ¢6zmek igin, S (¢,r, p)=—(F +
JQ)t+ jo + K (r) + C ¢oztim 6nerisi yerine yazilirsa,

elde edilir. Warped-AdS; kara deliginin r=ry’daki dig olay ufku {izerinden kompleks
integral hesaplanirsa,

_ im\/g(E —Jy)

K:t (T) 67’0

(27”0 + 3w) (490)

bulunur. Bu sonuglara gore kiitleli spin-1 parcaciklarmin Warped-AdSs kara
deliginden tiinelleme olasiliklari,

P, 2n(E — Q) (2

I'= =e
h\/gro

B
ve bu parcaciklarin sebep olduklar1 Hawking 1gimasi,

Ty = e ( i ) (4.92)

2 \ 2r9 + 3w

olarak bulunur. Bu sonuca gore, warped-AdS; kara deliginin Hawking
sicakligl, relativistik parcaciklarin kara delikten tiinellemesi metodu kullanilarak
hesaplandiginda, spin durumlar: farkli olan ti¢ pargacik i¢in ayni sonucun bulundugu
goriildii.

Warped-AdS; kara deligi, w parametresinin farkli degerleri i¢in farklh fiziksel
ve matematiksel Ozellikler sergiler. Kara deligin, r = +ry iki olay ufkuna sahip

oldugu daha 6nce soz edilmigti. Bu olay ufuklarinin gevreleri, AiZQWTi:%

ile verilir. Eger w # ¢2% ise, Kruskal koordinatlar1 yardimi ile warped-AdSs;
kara delik metrigi bu iki tane olay ufku boyunca asimptotik olarak genisletilebilir.
Ayrica, w:% degeri i¢in warped-AdSs kara deligi sadece r=ry’da bir tane olay
ufkuna sahip olur ve yine bu olay ufku boyunca Kruskal koordinatlar1 yardimi ile
genigletilebilir. Dolayisiyla, w parametresi 2% ifadesine gore alacagi degerlere gore
warped-AdSs kara deligi icin kritik bir 6neme sahiptir. Ornegin, w>0 kosulu altinda
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w parametresi warped-AdS; kara deliginin Hawking sicakligi tizerinde énemli etkileri
vardir. Eger, w<2¢ ise Denklem (4.75), Denklem (4.83) ve Denklem (4.92) Hawking
sicakliginin arttigim goriiriiz. Ote yandan, eger w>2% ise sicakligin azaldig1 goriiliir.
Sicakliktaki bu davraniglar, warped-AdSs kara deliginin kararsizligi ile agiklanabilir.
Kara deligin, dig ve i¢ olay ufuklarimin acgisal hizlar1 sirasiyla, Q+:2mﬁ and
Q 5__ degerindedir. Bu bakis acis1 dogrultusunda, w<2$ degerleri icin dis

_:3w—27‘o
olay ufkunun agisal hiz1 pozitif iken (£2,>0), i¢ olay ufkunun agisal hiz1 negatif olur

(Q_<0). Ayrica, kara deligin agisal momentumu da,

T 5)
J:;(w2—§7"8)

ifadesinden negatif olacagi goriiliir. Bu kosullar altinda, akigkan yildizlarda
gegerli olan C'F'S (Chandrasekhar-Friedman-Schutz) mekanizmasinda (Campbell
1970, Chandrasekhar 1970, Friedman ve Schutz 1978) oldugu gibi, Warped-AdSs
karadeliginin gravitasyonel dalga yayimladigi ve buna bagl olarak agisal momentum
kaybettigi soylenebilir.  Dalayisiyla, Hawking i1gsimasindaki artigin, kara delik
tarafindan salinan bu gravitasyonel dalgalarin neden oldugu diigiiniilebilir (Gegim
ve Sucu 2015a).

Warped-AdS; kara deliginin bir diger énemli 6zelligi ise, ro=0’da extremal
kara delik olmasidir. Bu durumda r=0’da ¢ift olay ufku vardir. Buna gore, klasik
anlamda yiizey kiitlecekimi sifir ve dolayisiyla Hawking sicakliginin da sifir oldugu
goriiliir. Yani,

K= % [F(r)% [NQ(T)]} T 0

ve dolayisiyla, Hawking sicakligi da, 7} H:Z—::O olur. Fakat, extremal durum ic¢in
Dirac denklemi yeniden yazihirsa, Denklem-(4.80) ile verilen kompleks integralin r=0
tekillik noktasi civarindaki degeri, metrik katsayilar

2 2r + 3w
FT2:7’2+4wr+3w2, N (r)? = r , NO(r) = —
) " =507 ="
seklinde olmak {izere,
21 E
Ko(r)=+22 (4.93)

V3

bulunur. Dolayisiyla, r=0 tekillik noktasindan Dirac parcaciklarinin tiinelleme
olasiliginin,

P e [_h_ﬁ} (4.94)
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bi¢iminde oldugu ve bu parcaciklarin sebep olduklari Hawking sicakliginin,

h
7, = V3
8

seklinde oldugu goriiliir. Bu sonuca gore, extremal warped-AdS; kara deligi kuantum
mekaniksel olarak 1g1ma yapabilecegini gostermektedir (Gegim ve Sucu 2014).

(4.95)

4.5.4. Tiinelleme ve sicaklik iizerine kuantum kiitlecekim etkiler

4.5.4.1. Spin-0 skaler parcacik tiinellemesi

Spin-0 parcaciklarinin warped-AdSs kara deliginden tiinellemesi esnasinda
kuantum kiitlegekim etkinin, tiinelleme olaymdaki katkisini hesaplamak igin,
Denklem (3.27)" deki genellestirilmis Klein-Gordon denklemi Denklem (3.27) ile
verilen metrik géz 6niinde bulundurularak,

R o, ., 00 h? 9% p vy g O ) 02D
g PN GE T man TN G | TN S
28kt 92 1 520

+m2(1—-26m2)®=0  (4.96)

TRog | Pop

seklinde indirgenir. Buna gore, r=ry dis olay ufkundan spin-0 parcaciklarinin
tiinelleme olayimi ve bunun sebep oldugu Hawking radyasyonunu hesaplamak igin
dalga fonksiyonu ic¢in, A bir sabit olmak tizere,

d(t,r, ) = Aexp <%S (t,r, go)) (4.97)

ile verilen tanmimi, yukaridaki genellegtirilmis Klein-Gordon denkleminde yerine
yazip, h Planck sabitini iceren terimler de ihmal edildiginde,
as\"
2F'N* (—) ]
or

1 (9S\* . ,[0S\* 1 [8S\°
wlor) - (5r) - (5;) s

2 (0S\*
omt — 2 (22 | =04
Mo = Za (8@)] 0(4.98)

genellestirilmis Hamilton-Jacobi denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢ozmek igin,
S(t,r,o)=—(E —jQ)t+jo+W(r)+C ve W (r)=W, (r) + W (r) seklinde bir
¢Oziim Onerisi yukaridaki denklemde yerine yazip £’ nin yiliksek mertebelerini igeren
terimler ihmal ettikten sonra integral alinirsa,

+5

\/<E — ) = N2 (md + £
W, =+ / 7 1+ BA]dr (4.99)
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elde edilir. Burada,

2

o Vb g) - [ -0t - N (e )
N2F (B = j0,) = N2 (m3 + £ )|

kisaltmasi kullanildi. Bu durumda, r» = ry dig olay ufkunda yari-cember {izerinden
(4.99) komplex integralinin sonucu,

(2r0 + 3w)? [9+ (B = jQ)” (9w? — bwrg — 5ro)] + 2713
672 (210 + 3w)2

Yka =

olmak tizere,

V3 (E — i) (2rg + 3w)
679

Wi = tim [1 + ﬁEKg] (4100)

seklinde bulunur. Dolayisiyla tiinelleme olasiligi,

[ = ex (_ 27 (B — jQy) (210 + 3w)
P h\/g’l“o

ve buna baglh olarak Hawking Sicakligy,

h\/§T0 1
Ty = 4.102
" o (2r0 + 3w) [1 + Bkd] (4.102)

1+ BEKG]) (4.101)

seklinde bulunur. Yukarida bulunan Hawking sicakligi, 5X g niceliginin serisi
seklinde acilip yaklagik olarak,

h\/gro

TKG ~_ Ve
" 27 (2r¢ + 3w)

[1— 6Ykc] (4.103)
yazilabilir. Kuantum kiitlecekim etkilerden kaynaklanan diizeltme terimi, Hawking
sicakliginin sadece kara deligin ozelliklerine degil, ayni zamanda kara delikten
tiinelleme yapan parcacigin bazi temel oOzelliklerine, yani sahip oldugu enerji
ve toplam agisal momentum degerlerine de bagh oldugunu gostermektedir. Bir
diger 6nemli sonu¢ da, Denklem (4.75) ve Denklem (4.103) karsilagtirildiginda,
spin-0 skaler parcaciklarimin Warped-AdS; karadeliginden tiinellemeleri sirsinda
kuantum kiitlecekimsel etkiler nedeniyle olusturduklar1 Hawking sicakliginin
azaldig1 gergegidir.

48



4.5.4.2. Spin-1/2 Dirac parcacik tiinellemesi

Spin-1/2 pargaciklarinin  Denklem (4.84) ile verilen warped-AdS; kara
deliginden tiinelleme yaparken kuantum kiitlecekim etkilerini hesaplamak igin,
Denklem (3.25) ile verilen genellestirilmis Dirac denklemi kullanmlacaktir. Denklem
(4.84) warped-AdS; kara deligi metrigi kullanilarak, sifirdan farkh triadlar Denklem
(2.17) ve spin baglant: katsayilar1 da Denklem (2.19) ve Denklem (2.20) kullanilarak
hesaplanirsa, sirasiyla, sifirdan farkh triadlar,

1 1
eé‘o) = (N’O’()) , eé) = (0, F'N,0) e‘é) = (0,07 F) (4.104)
ve spin baglant1 katsayilar1 da,
1 dN 1 dF
I'y=—=FN—o3c", I, = [a= ——NF—glg2
0 5 dar o0 1 =0, 3 5 dr oo

olarak bulunur. Buna gore, r=ry dig olay ufkundan spin-1/2 pargaciklarinin
tiinelleme olayimi ve bunun sebep oldugu Hawking radyasyonunu hesaplamak igin
dalga fonksiyonu Denklem (4.63) ile verilen tanimi, Denklem (3.25) de yerine yazilip
h Planck sabitini igeren terimler de ihmal edildikden sonra, Denklem (3. 25),

A %%ero( —ﬁ%ﬂﬁgo (%)Zﬁ FQNQ(?)
B im(l—sm@%wa—s 5”(3_5)
o[ () e ()5 ()]
A|=FN (- i) 2+ LS8 5F3N3(g‘f)3

AR ) e B G ()

195 (1-%3)—%(2—?;) - omarn? (57 ] — 0 (4.105)

durumuna gelir. Sifirdan farkli A ve B fonksiyonlar: igin katsayilar determinantinin
sifir olmas1 gerekir. Buna gore, determinant alinir ve S'min yiiksek dereceden

terimleri ihmal edilirse;
oS
2F*N*
(5)]

1 [0S T 1 [0S
(&) - (5) -m (3) i

(3 ()~ ()] -
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Hamilton-Jacobi denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in, S (¢,r,¢)=—(F —
JQU)t+jo + K(r) + C ve K (r)=Ko (r) + SK; (r) seklindeki bir ¢éziim onerisi
yukaridaki denklemde yerine yazilip, S'nin yiiksek dereceden terimleri ihmal
edildikten sonra integre edilirse, spin-1/2 pargaciklarmin izleyecekleri radyal yoriinge
i¢in

\ (E — jQ+)2 [(E —jQ+)2 _ 2m(2)N2}
NF [(E = j0.) = N* (w3 + 45

kisaltmasi kullanilarak, K,

(E —JQ+)2 — N? (m% + 1{;2)
N2F

[1+ A dr (4.107)

Kij:/\/

seklinde olur. r=ry dig olay ufkunda yari-cember iizerinden komplex integral
alinmasiyla,

V3 (E — jQL) (2rg + 3w)

Ky =41
* o 67’0

[1+ BYp] (4.108)

bulunur. Burada,

(20 + 3w)? [9 + (B — j0)? (9w? — 6wro — 5rg)] — 95273
672 (20 + 3w)’

Tp=

kisaltmasi kullanilmigtir. Bu sonuglara dayanarak, kuantum kiitlegekim etkiler
hesaaba katildiginda spin-1/2 Dirac parcaciklarimin warped-AdS; kara deliginden
tiinelleme olasiliklar1 ve olugturacaklar1 Hawking radyasyonunun sicakligi, sirasiyla,

[ — ex (_ 27 (B — jQ4) (219 + 3w)
P h\/§r0

[1+ 6TD]) (4.109)

ve

. h\/§7’0 1
Tn=5n (2r¢ + 3w) [1 + 8T )] (4.110)

seklinde bulunur. Yukarida bulunan Hawking sicakligi, SYp niceliginin serisi
seklinde acilip f'nin yiiksek dereceli terimleri atilirsa, yaklagik olarak,

h\/§7’0

TP~ — "2
B 91 (2r¢ + 3w)

[1—BTp) (4.111)

yazilabilir. Bu sonuca gore, kuantum kiitlecekimsel etkiler nedeni ile Hawking
sicakligl sadece kara deligin ozelliklerine degil, ayn1 zamanda tiinelleyen parcacigin
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sahip oldugu enerji ve toplam acgisal momentumuna da bagh oldugu goriiliir.
Bunun yan sira, Denklem (4.83) ve Denklem (4.111) karsilagtirdigimizda, spin-1/2
Dirac parcaciklarinin Warped-AdS3 kara deliginden tiinellemeleri sirasinda kuantum
kiitlegekimsel etkiler nedeniyle olugturduklar1 Hawking sicakliginin azaldigi goriiliir.

Diger taraftan, Denklem (4.111) ile Denklem (4.111) kiyaslandiginda ise,
kuantum kiitle¢ekim etkiler hesaba katildiginda spin-1/2 pargaciklarinin olugturdugu
radyasyon sicakliginin, spin-0 parcaciklarinin olusturdugu radyasyon sicaklhigindan
daha yiiksek oldugu goriiliir.

h3v/35%r

T =TFY + p—————.
a a Bﬂ(2r0+3w)3

(4.112)

Ote yandan, kuantum kiitlecekim etkilerinin yok sayildigi, § = 0, durumda her iki
parcacigin olusturduklar1 Hawking sicakliklar: esittir.

4.6. Gravitasyon Alaninin Cesitli Alanlarla Ciftlenimi

Tezin bu kisminda, yeni kiitleli gravitasyon kurami ¢ergevesinde, gravitasyon
alan1 temsil eden eylem fonksiyonuna, sirayla, fermiyonik ve bosonik alan eylem
fonksiyonlar1 minimal olarak ¢iftlenim edilerek, bu alanlarin kozmik etkileri
aragtirilacaktir. Elde edilecek alan denklemleri, Noether simetri yaklagimi
kullanmilarak ¢oziilecektir. Bu boliimde, 167G = ¢ = h = 1 olarak alinacaktir.

4.6.1. Gravitasyonel alanin skaler alanla ciftlenimi

4.6.1.1. Kozmolojik ¢oziimler

Yeni kiitleli gravitasyonel kurami i¢in eylem fonksiyonu Denklem (2.6) ile
verilmigtir. Egri uzay-zamanda Spin-0 skaler alanini temsil eden Lagranjiyen
yogunlugu,

1

Lscalar = 5.9[“/ <8M¢) (8,/¢) U (¢) (4113)

seklindedir. Burada, ¢ sadece zamanin fonksiyonu oldugunu kabul ettigimiz skaler
alanini, U(¢) skaler alan1 temsil eden potansiyel fonksiyonu ve ¢g*” kontravaryant
metrik tensordiir. Buna gore skaler alaninin yeni kiitleli gravitasyon kurami
kapsaminda, gravitasyonel alani ile minimal bir gekilde ¢iftlenim edilmesi sonucu
olugan sistemin toplam eylem fonksiyonu agagidaki gibi yazilabilir:

Sy = / &2 /Td] lR _oA- % (RWR“” _ §R2> + %g““ (0,:0) (8,0) — U (6)
(4.114)
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Bu caliymada, homojen, izotropik ve uzaysal olarak diiz (2-+1)-boyutlu FRW
uzay-zamanini kullanilacaktir. Bu uzay-zamani temsil eden metrik,

ds® = dt* — a(t)*[dr® + r*d6?] (4.115)

ile temsil edilir. Burada, a(t) 6lgek garpanidir. Bu metrik i¢in R Ricci skaleri ve
R, R" kuadretik terimi, sirasiyla, asagidaki gibi hesaplanir.

2 (Qad + d2>
R = — (4.116)
N 2 N2 N\ 4
R, R™ =6 (9> +42 <9> +2 (9) . (4.117)
a a\a a
Burada "." igareti zamana gore tiirev alindigimi belirtmekterdir. Denklem (4.116)

ve Denklem (4.117), Denklem (4.114)’de yerine yazilip, gerekli kismi integrasyonlar
yapildiktan sonra, sistemi tanimlayan Lagranjiyen fonksiyonu agagidaki gibi
bulunur.

4

L=-2 [a2+a2A} +

6ma?

+a? B; —U (¢)} . (4.118)

Buna gore, Euler-Lagrange denklemi,

oL d (oL
— | — | = 4.11
B dt (aq) 0 (4.119)

kullanilarak, sistemin hareket denklemleri asagidaki gibi bulunabilir. Buna gore,
birinci Friedmann denklemi,

é {Q_HQ_ZL} :—4A+5—2+¢2—2U(¢) (4.120)

a | m?
ve Klein-Gordon denklemi ise,

U(9)
do

olarak bulunur. Ote yandan, Einstein kuraminda, alan denklemlerini 00 bilesenine
kargilik gelen ve enerji fonksiyonu olarak bilinen,

b+ 2Hp+ "

=0 (4.121)

- OL
B —a2 -0 (4.122)
dq;
kosulu yardimiyla,
H* 1[1-2
H=A+—+-|= 4.12
+4m2+2{2¢> +U(¢)} (4.123)
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ikinci Friedmann Denklemi elde edilir. Burada, H :% ile tanimlanan Hubble

parametresidir. Boslugun enerji yogunlugu
PA = A?
skaler alanin enerji yogunlugu,

4

1 .2
po =59 +U(¢)+4—mz
ve skaler alanin basing,
1 .2 H4
P = 50 —U(¢)+2—m2

tanimlarim kullanarak, Denklem (4.120) ve Denklem (4.123) daha sade bir bi¢ime
getirilebilir;

. 2
@) _2etrs (4.124)
. .

2
ve
T S (4.125)
a T 2_4[—[2 ’
m2

(4.124) ve (4.125) denklemlerini ¢oziilebilmeleri i¢in U(¢) skaler alan potansiyel
fonksiyonunun agik formunun bilinmesi gerekir. Bu nedenle, Noether Simetri
yaklagimi kullanilarak etkilesme potansiyeli belirlenecektir.

Teget Konfigiirasyon uzaymm (7'M uzay1) koordinatlar (a, a, ¢, gb) ile temsil
edilir. Buna gore, Denklem-(3.29) ile tanimlanan vektor alani,

)?:a(a,m%m(a,@%wm,w%+B<a7¢>% (4.126)

olarak yeniden tanimlanir. Burada,

_,0a(a9)  da(a9)

d(a7¢)_ aa +¢ a¢ )
; .0 0
Blad)=a ﬁéz,¢)+¢ Béc;qﬁ)

kisaltmalar1 kullamldi. Buna gore, Denklem (3.30) ile verilen £3L=0 Noether
2

4 .2 .3 . .3
simetri kogulundan a ,a ,a ¢, a¢, a ¢ terimlerinin katsayilarimin sifira egitlenmesi
sonucu agagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

L 0a9)

7 =0 (4.127)

a(a, )
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da (a, 9)

S =, (4.128)
%ﬁgd’) _o, (4.129)
22 (g‘; ?) _ 4&“;‘;’ ) _y, (4.130)
o (a, ) + a%‘;’@ — 0, (4.131)
4ha (0, ) + aB (a, ) %éf’) +2a (a,8) U(6) = 0. (4.132)

(4.127)-(4.129) denklemlerinden o = 0 oldugu goriiliir. Denklem (4.130) ve Denklem
(4.131) ortak ¢oziimiinden S = [y, sabit oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Denklem
(4.132)’dan etkilegim potansiyeli U(¢) = Uy seklinde bulunur. Bu sonuglar ig1ginda,
o(t) = ¢p skaler alanin zamandan bagimsiz olmasi kogulu altinda, Denklem (4.120)
ve Denklem (4.123),

. . 2 . 4

2 1
¢ —2(9> 4 :—4A+—2<3> — 92U,
a |m a m a

seklinde indirgenir. Bu iki denklemin ortak ¢ozlimiinden, A.sp = A + Up/2 tanim
ve m? > A.s; olmak iizere agagidaki sonuglar elde edilir.

Aeff > 0 ise;

a(t) = eft=t) (4.133)

evrenin genislemesini tasvir eden de Sitter uzay-zamani ¢oziimii elde edilir. Burada,
K? = 2m? £ 2my/m? — A.yp kisaltmasi kullamlmigtir.  Bu sonug literatiirdeki
sonuclarla uyumludur (Gabadadze vd 2012). Ote yandan,

Acpr < 0 ise;
a(t) = ettt (4.134)

¢oztimii elde edilir ki, bu ¢oziim evrenin salinim (oscillating universe) hareketi

yaptigim gosterir. Burada, K; = \/Qm\ /m? — Npp — 2m2.
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4.6.1.2. Kara delik ¢oziimleri

Calismamizin bu kisminda, genel statik diizlem simetrik uzay-zaman metrigi
kullanilarak kara delik ¢oziimleri aragtirilacaktir. Genel statik diizlemsel simetrik
uzay-zaman metrigi

ds* = A(r)dt* — ﬁdr2 — r2dp? (4.135)

ile temsil edilir. Bu metrik i¢in R, Ricci skaleri, ve R, R*” kuadretik terimi, sirasiyla,

R A 24
T
" N 2 2
A +2A A
R = A T2 A

2r2 r2
seklinde hesaplanir. Burada "’ " igareti r’ ye gore tiirev alindigini belirtmektedir.
Hesaplanan bu terimler, Denklem (4.114)’da yerine yazihp, gerekli kismi

integrasyonlar yapildiktan sonra, sistemin eylem fonksiyonu agagidaki gibi bulunur.

Sz/dr

Eylem fonksiyonunda goériilen A" teriminden kurtulmak icin yardime1 bir degisken
tanimlanir. Bu degisken, eylem fonksiyonunun en yiiksek mertebeden tiirev igeren
fonksiyona gore (burada A" fonksiyonu) birinci tiirevi olarak tanimlanir (Boulware
ve vd 1984, Sanyal ve Modak 2002). Buna gore yardimeir degigsken @) olarak
tanimlanirsa,

A" A
2R )] (4.136)

— A —2rA —
8m?2 2

T aS 2T 7" "
= "o T gmt T @=24

olarak bulunur. Yardimci degisken Denklem (4.136)" de kullanilarak, sistemi
tanimlayan Lagranjiyen fonksiyonu su sekilde elde edilir.

, AQ rA'Q  rQ* rA .

L=—-A —2rA ——¢ —rU(r). 4.137

At S T e Taae 2 U0 (4.137)

Sistemin hareket denklemleri, Denklem (4.119) ile verilen Euler-Lagrange denklemi
yardimiyla,

Q"+ %Q’ +4m?¢” =0, (4.138)
oo (A1 o 1dU(¢)
o + (Z + ;) o + Z—dgb =0, (4.139)
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Q=A" (4.140)

olarak bulunur. Ote yandan, Hamilton ya da enerji kosulu olarak bilinen ve Denklem
(4.122) ile verilen bagmt1 yardim ile
! ! QQ 12
AQ + 16m*A — T 4m*A¢p +8m?*U(¢) =0 (4.141)
denklemi bulunur. Hareket denklemlerinin tam olarak ¢oziilebilmeleri i¢in U(¢)
skaler alan potansiyel fonksiyonunun agik ifadesinin bilinmesi gerekir. Bu nedenle,
Noether Simetri yaklagimi yardimi kullanilarak etkilesme potansiyeli belirlenecektir.

Teget konfigiirasyon uzay1 (T'M uzay1), (A, ¢,Q,a’, ¢, Q") koordinatlar ile
temsil edilir. Buna gore, Denklem (3.29) ile verilen vektor alani,

a(A ¢Q)—+a( 60.Q 5 +5(A¢7Q)%
H (4,6.0) g +7(40.Q) g- 47 (40.Q) 5 (1142
seklinde tammlanir. Burada,
o (4,6.Q) :A’WW'W ¢'%,¢¢,@>’
8 (A, 6,Q) = A’W L <gé¢, Q) 405 @;,qﬁ 6.Q)
7 (A,6,Q) = A’W Lo <gg, Q40 <z§,¢ 6,Q)

kisaltmalar1 kullanildi. Bu durumda, Denklem (3.30) ile verilen £L=0 Noether
simetri kogsulundan A%Q% 6% Ao, AQ, Q¢ ,A,Q ¢ terimlerinin katsayilarmm

sifira egitlenmesi sonucu asagidaki diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

B (zg;lcb, Q) _ 0 (4.143)
da (glécb, Q) _ 0 (4.144)
il (fg,f, @, @ (A,zdn Q) _ 0 (4.145)
5(1;1;52,@) N (832 _ 1) W 0, (4.146)
(% _ 1) Oa (gl,ch’ @) _o. (4.147)
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( Q 1) Oa (fg %9 _, (4.148)

8m? ¢

a(gl,Aas,Q) L9 (ggz@) o (4.149)
op (féf@) a2 a2 (aAcb, @ _, (4.150)
%’f’@ —8m A% 0, (4.151)
QB iglmez; Q (460 di_((b@ _o. (4.152)

(4.143)-(4.151) arasmda bulunan denklemlerinin ortak ¢oziimiinden,

a(A ¢,Q) =0, (A¢,Q)=0, 7(4¢,Q) =

elde edilir. Burada 7, integral sabitidir. Buna gore Denklem (4.152)" den potansiyel
ifadesi

U(¢) = Uo (4.153)

sabit bir fonksiyon olarak bulunur. FElde edilen bu sonuglar kullanilarak alan
denklemlerinin ¢oziimleri

A(r) = £mr/4A + 2Ugr* + Cor + Cy, (4.154)
¢(r) = ¢o (4.155)

olarak bulunur. Burada, ¢y, Cy ve C; birer integral sabitidir. A(r) fonksiyonunun
bir karadeligi temsil edip etmedigini kontrol edelim.

—Eger A(T) = mv/ 4\ + 2U07’2 + C()?” + Cl
ise, Ricci skaleri,

6m\/ 4A + QUOT’ + 200

r

olur. Buna gore, Cy # 0 ve C2 > 4mC1v/4A + 2U, olmak iizere, r = 0 da tekilligi
(singularity) olan,

R=—

C2 — 4mCi\/3h + 20, — C
T 2mx/4A+2U0 {\/ meryad 2t 0}

yaricapl dis olay ufkuna ve

- C2 — 4mCy\/AA + 20 + C
" 2m\/4A+2U [\/ A A 0]
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yarigapli i¢ olay ufkuna sahip bir kara delik ¢oztimiidiir.
-Eger A(r) = —mv/4A + 2Uyr? + Cor + Cy
ise, Ricci skaleri,

6m\/4A + 2U0’I" - 20()

r

R:

olmak tizere ve Cy # 0 koguluyla, r = 0’ da bir tekilligi ve

1
- Co + 1/ C2 + 4mCi\/3A + 20,
" 2m\/4A+2U0[ o+ +AmCy /AN ¢ 0}

yarigapl dig olay ufkuna ve

1
_ = Co — \/ C? + 4mC\/4A + 2U,
r o —4A+2U0{0 \/o—i-ml =+ 0|

yarigapli i¢ olay ufkuna sahip bir kara delik ¢oziimii elde edilmis olur.

Bu ¢oztimler, yeni-tip kara delik benzeri ¢oziimlerdir. (4.154) denklemine
gore, metrik, gravitonun kiitlesine, kozmolojik sabite ve skaler alanin sabit
potansiyeline baglidir.

4.6.2. Gravitasyonel alanin fermiyonik alanla ciftlenimi

Spin-1/2 parcaciklarinin davraniglarini temsil eden Dirac denklemi, parcacik
fizigi, yogun madde fizigi, grafen gibi iki boyutlu katmanlarin fiziginin anlagilmasinda
onemli rol oynadigi gibi, astrofiziksel ve kozmolojik oOlceklerde de Onemli
uygulamalar1 mevcuttur. Bu baglamda, (2+41) boyutlu kiitleli gravitasyon kurami
kapsaminda, gravitasyonel alan ile fermiyonik alanin ¢iftleniminin kozmolojik etkileri
incelenecektir.

Egri uzay-zamanda Dirac fermiyonlarini temsil eden Lagrangjiyen,

Lp= % [V () Dytp — (D) o (2)] — me¥ — V() (4.156)

seklindedir. Burada, D, — 0, + I', kovaryant tiirevi, my Dirac fermiyonunu
kiitlesini, V' (V) fermiyonlarm birbirleriyle etkilegmelerini temsil eden potansiyel,
1) = 1pto® Dirac spinoriiniin adjoint Spinorii, ¥ = 14 spinor alanin bilinear formu
ile tanimlanan skaler nicelik ve o* egri uzay-zamanda Dirac matrisleridir. Buna gore,
Dirac spinor alaninin yeni kiitleli gravitasyon kurami kapsaminda gravitasyonel alani
ile minimal c¢iftlenimi ile olusan sistemin eylem fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir.

Sropiam = / #2\/g] B [Go"(@)Duts — (D) o™ ()] — mo¥ — V(\IJ)]

1 , 3
+/d3:c lg| [R —20 - — (RWR” - §R2>}4.157)
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Denklem (4.115) ile verilen homojen, izotropik ve uzaysal olarak diiz (2+1)-boyutlu
FRW uzay-zaman metrigi ve bu metrik i¢in hesaplanan R Ricci skaleri ve R, R*”
terimi (4.157) denkleminde kullanilirsa, sistemi tanimlayan Lagranjiyen fonksiyonu
asagidaki gibi bulunur.

.4
a

L=-2 [dQ + a2A] + +ia; {Eag’@./) - zag’@b} —a® [meW + V()] . (4.158)

6ma?

Buna gore, sistemin hareket denklemleri Denklem (4.119) ile verilen Euler-Lagranj
denklemi kullanilarak su sekilde bulunur. Sirasiyla, adjoint Dirac denklemi,

- - - av (v

Y+ Hyp —irpo? [mo + dEIJ )} =0, (4.159)
Dirac denklemi,

' av (v

Y+ Hy + iy [mo + dEp )} =0 (4.160)
ve Friedmann denklemi,

a [2H? HY [ =

— | =5 —4| = —4A + — +i (Yo Y — Yot | —2[meV + V()] (4.161)

a | m m

olarak bulunur. Bunun yanisira, Denklem (4.122) ile verilen Hamilton kisitlama
denklemi burada kullanilan sistem icin,

.OL —O0L 0L
Er=a—+Y—+9v——-L=0,
da o0 O

seklinde olur ve buradan,

) H* 1
H*=A+ + = [me¥ + V()] (4.162)

4m? 2
ikinci Friedmann denklemi elde edilmis olur. Denklem (4.161) ile verilen birinci
Friedmann denklemi, Denklem (4.159) ve Denklem (4.160) kullanilarak,

4

a [2H? H
9{—2—4} :—4A—|——2—|—2[m0+
a m m

4V (D)
dv

} ~2me¥ + V()] (4.163)

seklinde yazilabilir. Ote yandan, Denklem (4.159) ve Denklem (4.160) kullanilarak
Dirac spindriiniin bilineer formu igin

U+ 2HU =0
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denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii de, ¥, integrasyon sabiti olmak iizere

o
\D - ?
seklinde olur.

Alan denklemlerinin ¢oziilebilmesi i¢in, V(¥) etkilesim potansiyelinin formu
bilinmelidir. Bunun i¢in Noether teoremi kullanilarak potansiyelin uygun bir formu

belirlenecektir. Oncelikle, Denklem (4.158) ile verilen lagranjiyen, = (;{1) ve
2

1 k=1 .
ek{ 1 k—9 olmak tizere,
4 )

2 2
.2 : ’
L=-2 [a + CLQA} + 2 +i% { K — ;jwk} —a’ lmoz»skl/};j% + V()
k=1

6ma?
k=1

(4.164)

olarak yazlabilir.  Bu durumda, teget konfigiirasyon uzaymin (7'M uzay1)

koordinatlar, (a, vk, ¥}, a, w.k, ;) ile temsil edilir. O halde, vektor alani,

~ o 0 < o -0 o -0
X=Cor+Co—+ Y |Chrzs+Cr——+Dps— + Dp——| (4.165)
da da 1 oy ot Oy, by,

seklinde yazilir. Burada,

. 800 2 { aCO 800}
C —
0 + Z; wk a¢k D0

L0 K[, 0C
Cry=a—— + m
k a 9a + T; |: maw+ w 31/1m
Dy = . m
" +mzz{ o0 " O,
kisaltmalar1 kullanildi. Denklem (3.30) ile verilen £L=0 Noether simetri kosulu
kullanilarak asagidaki denklem sistemi elde edilmis olur.

2a % — Cy=0, (4.166)
oC +0D
,jCoJrng——Z [w’“&/}k g (%’“ =0, (4.167)
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UiCo + ng + gmz: [wk gg; — gi ﬁ; —0, (4.168)
% —0, (4.169)
g—iz —0, (4.170)
% 0, (4.171)
¢k% - w:% =0, (4.172)

Co

2
AN + 2 <mOZskw,jwk + V(\p)>
k=1

av 2
+a <ﬁ + mo) ;efk [kak + 1/1]:_Dk] = 0.

(4.173)

Denklem (4.166) ve (4.169)-(4.171) denklemlerinin ortak ¢oztimlerinden Cp = 0
oldugu goriilir. Diger taraftan, (4.167), (4.168) ve (4.172) bagmtilar1 birlikte
¢oziildiigiinde, Cy=1; ve Dy=1);" — 1)y, elde edilir. Bu sonuglar (4.171) denkleminde
kullanilirsa potansiyel formu igin,

V(U) = —moV (4.174)

seklinde bir sonug bulunur. Bulunan potansiyel ifadesi, Denklem (4.162) ve Denklem
(4.163)’ da yerine yazilirsa,

al2 (a
a | m?
N\ 2 | N\ 4
a a
Y A — [ 8

seklinde indirgenir. Bu iki denklemin ortak coziimiinden, m?>A olmak iizere
asagidaki sonuclar elde edilir. K?=2m? 4 2m+/m?2 — A olmak iizere,

QI
N——
[\
|
W
I
|
N
-
+
3|H
3V
VR
Q|-
~__—
S

A > 0 ise;
a (t) = eft=t) (4.175)

evrenin geniglemesini tasvir eden de Sitter uzay-zamani ¢éziimii elde edilir. Bu sonug
literatiirdeki sonuglarla uyumludur (Gabadadze vd, 2012). Ote yandan,

A <0 ise;
a(t) = eflt=to) (4.176)

¢oztimi elde edilir ki, bu ¢oziim evrenin salinim (oscillating universe) hareketi
yaptigim gosterir. Burada, Ki=V2mv/m2 — A — 2m2.
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4.6.3. Gravitasyonel alanin vektor alanla ciftlenimi

Egri uzay-zamanda kiitleli spin-1 vektor bozon alanini temsil eden
Lagrangjiyen yogunlugu,

Loke = & [06" D) — (D) 86] — mo¥ — V() (4.177)

ile verilir. Burada S Denklem (2.22) ile verilen egri uzay-zamanda tanimlanan
Kemmer matrisleri, D, kovaryant tiirev ve D, — 0, — X, seklinde tanimlanir. P
adjomt spinordiir ve 7°=2 (3°)* — I olmak iizere =70 ile verilir. V(¥) vektor
bozonlarmm etkilesim potansiyeli ve W=qn) ise spinor alanin bilinear formu ile
tanimlanan skaler niceliktir. Bu tanimlara dayanarak, kiitleli spin-1 vektér bozon
alaninin yeni kiitleli gravitasyon kurami kapsaminda gravitasyonel alani ile minimal
bir gekilde kuplajindan olusan sistem i¢in eylem fonksiyonu,

Stoplam = /dgx |g| |:% Wﬁ“D,ﬂﬁ - (Elta) 6#77” - mO\II - V(\Ij):|

1 3
3 v 2
+/d /|9 [R— 2A — s (RWR“ — §R >] (4.178)
olarak yazilabilir. Dolaywsiyla, Denklem (4.115) ile verilen homojen, izotropik ve
uzaysal olarak diiz (2+1)-boyutlu FRW uzay-zaman metrigi ve bu metrik igin
hesaplanan R Ricci skaleri ve R, R terimi (4.178) denkleminde yerine yazilip
gerekli iglemler yapildiktan sonra, sistemi tanimlayan Lagranjiyeni

4 .
i [0 - 5%~ o + V(W) (4179

a

.2
L=-2 [a +a2A}+
6m

seklinde elde edilir. Buna gore, Denklem (4.119) kullamlarak, Euler-Lagrange
hareket denklemleri agagidaki gibi bulunabilir;

8B o] —an e i [ - 0] 2w + V(). (@150)

(G + HE)F — it {mo + d{ggp)] =0, (4.181)
B + H) + ity {mo + d‘flf;j)] = 0. (4.182)

Bunlarin diginda, Denklem (4.122) ile verilen Hamilton kisitlama veya enerji kogulu
denklemi,

0L 0L - 0L
EFr=a—+¢—+¢——-L=0
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kullanilarak,

TR SECAE Y SR (4.183)
Amz T g Mo '

Friedmann denklemi elde edilir. Denklem (4.181) ve Denklem (4.182) kullamlarak,
Denklem (4.180) daha sade bir gekilde,

4

a [2H? H dv (W)
- {W - 4} —4A + —+ A [mo +—7 ] —2[moV + V(¥)] (4.184)

olarak yazilabilir.

Alan denklemlerinin ¢oziilebilmesi i¢in, daha 6nce yapildigi gibi, Noether
simetri yaklagimi metodu kullanilark etkilesme potansiyeli belirlenecektir. Bunun
i¢in, vektor parcaciklarini temsil eden dalga fonksiyonunu

m
|
Ll Y

s

seklinde alip Lagrange fonksiyonu,

2 !
L=-2 [a —|—a2A] +

2 . . . .
6:m2 5 {%Ufr%bl — by — P bs + b s
—a® [V(¥) + mo (V01 — 20502 + ¥ 4)] (4.185)

olarak yeniden yazlabilir. Bu durumda, teget uzaymm (7'M uzay1) koordinatlary

(av d}h ¢27 ¢47 lpfra wjv wza da ¢17 ¢27 ¢.47 lpfr? w;; wi) olacaktur. Dolaylslyla, vektor

alanm

~ 0 0 0 0 0 0 0
X=0C—+Ci—+C4 +Ci— + Oy + Cyg— 4+ Cy3—
da Oa oYy Oy 0, Oy oy
0 0 0 0 0 0 0
+C'3—+C'4 +C4 + Cs - + Cs—— + C C's— (4.186)

P T T A T

seklinde olacaktir. Burada C’O ve C’l i¢in,

. _.OC 8(3’0 800 OC’O
Co=a +¢1 w +w2 @/) “Z’“aw +¢1 0 +%6’w2 %(w
L ac aC, aC, L 0Cy e L 0Cy
Ci=a +@/J1 90, +¢2 FIs +¢40¢ +wla¢1 +¢231/12 +¢40¢4
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kisaltmalar1 kullanilmigtir. Benzer kisaltmalar, C’g, Cg, C'4, C’g, ve C’6 i¢in s0z
konusudur. Buna gore, £L = 0 Noether simetri kogulu kullamilarak asagidaki
denklem sistemi elde edilmig olur.

2a% Gy =0, (4.187)
%:0, g—if:o, g—iz:o, giz =0, gglﬁ =0, %:o, %:o,
(4.188)
wlaw +w4 ¢ w4a¢2 % w =0, (4.189)
o gj ¢§f ot gf ng —o, (4.190)
oy 80 +w4 5 —¢4 a —z/fl =0, (4.191)
Covf +5 {@bl gii +¢46w1 _%g_i’_%aw } — 0, (4.192)
Cotr — & [w*?ﬁ ngﬁ vt 253 wgg - } _0 (4193)
Cotf —g [wfgil w4 ¢ RS aw _ 2% 8¢4 } ~0, (4.194)
o+ 5 o o e St B =0 )

dv
+Co [—4A =2V — 2mo ({91 — 205 s + i ¢ba) ] = 0. (4.196)

Denklem (4.187) ve Denklem (4.188)’den Cj katsayisinin sifir oldugu goriiliir. Bu
durumda, Denklem (4.196) esitliginden de potansiyel fonsiyonu igin,

av
a (mo + —) [—Ciof + 20505 — Cstbf — Cathy + Coty — 06¢4]

+ v 0
m, _— =
O aw
ise,
V= —mO\Il
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elde edilir. Bulunan potansiyel ifadesi i¢in, Denklem (4.183) ve Denklem (4.184)
hareket denklemlerinin,

. N\ 2 N 4

a | 2 a 1 a

1) 4| =—ans+ — ¢ 4.1

a | m? <a> + m2 (a) (4.197)
N\ 2 ) N\ 4
a a
2] =A+— [ 2 4.1

seklinde indirgendigi goriiliir. Bu iki denklemin ortak ¢oziimiinden, m?>A olmak
iizere ve K?=2m? 4 2m+/m? — A kisaltmasi icin asagidaki ¢oziimler bulunur.

ve

A > 0 ise;
a(t) = efft=t) (4.199)

evrenin genislemesini tasvir eden de Sitter uzay-zamam coziimii elde edilir. Ote
yandan,

A <0 ise;
a(t) = efrlt=to) (4.200)

¢oztimii elde edilir ki, bu ¢oziim evrenin salimim (oscillating universe) hareketi
yaptigim gosterir. Burada, Klz\/Zm\/ m2 — A —2m2.
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5. TARTISMA

Tezin birinci kisminda, yeni-tip kara deligi ve warped-AdS; Kara deliginin
Hawking radyasyonu relativistik parcaciklarin kuantum mekaniksel olarak tiinelleme
yontemi kullanilarak iki farkli asamada incelendi: Birinci asamada kuantum
kiitlecekim etkiler ihmal edildi. Ikinci asamada ise kuantum kiitlecekim etkiler
hesaba katildi.

Yeni-tip kara deliginin Hawking radyasyonu spin-0, spin-1/2 ve spin-1
pargaciklarinin kuantum mekaniksel olarak bu kara delikten tiinelleme yontemi
kullanilarak incelendi. Kuantum kiitlegekim etkiler ihmal edilerek, spin-0, spin-1/2
ve spin-1 parcaciklarinin kara delikten tiinelleme olasiliklar1 hesaplandi.  Her
bir parcacik i¢in bulunan tiinelleme olasiliklar1 kullanilarak hesaplanan Hawking
sicakliklar: egit citkmigtir. Elde edilen sonuglar klasik yiizey ¢ekimi (surface gravity)
yontemi ile heaplanan degerlerle aynidir. Ayrica, Hamilton-Jacobi yontemi ile
elde edilen tiinelleme olasiliklarina ve Hawking sicakliklarina, parcaciklarin spin
etkilerinin yansimadigi goriiliic. Ote yandan, Cizelge 2.1°deki veriler kullanilarak
asagidaki sonuglar elde edilir.

Fr)=re —r = VF—Tc

olmak tizere;

e DURUM 1 (b*=4c): Bu, Yeni-tip kara deligin extremal durumuna kargilik gelir.
(4.35), (4.45) ve (4.54) denklemlerine gore tiinelleme olay1 gerceklesmez, yani
Dirac, skaler ve vektor parcaciklar: kara delikten kacamaz. Dolayisiyla, Hawking
sicakligi, Ty, sifir olur.

e DURUM 2 (b<0 ve c¢>0): b*>4c olmasi kogulu ile Dirac, skaler ve
vektor pargaciklar: kara delikten tiinelleme yapabilirler ve dolayisiyla Hawking
radyasyonuna neden olurlar. Her {i¢ gesit parcacigin tiinelleme olasiliklar1 ve
Hawking radyasyonlar: sirasiyla,

r [ I E ] T B Vb2 —4c
=exp | ————| ve =h——
Pl v — i o ir

seklindedir.

e DURUM 3 (b<0 ve ¢=0): Bu durumda kara deligin ig olay ufku kaybolur, yani
r_=0. Buna gore, tiinelleme olasiligl ve Hawking radyasyonu, sirasiyla,

A E

irE 1ol
ay

I'=exp [— 1
T

:| ve TH:h

olur.
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e DURUM 4 (b<0ve ¢<0): Her iig gesit parcacigin tiinelleme olasiliklar1 ve Hawking
radyasyonlar1 sirasiyla

[ e [ ArE ] . T h\/b2—4c
=exp | —————| WV =h—
AN " 4m

seklindedir.

e DURUM 5 (b=0 ve ¢<0): Denklem-(2.8) ile verilen Yeni-tip karadelik metrigi,
duragan BTZ kara delik metrigine indirgenir. Bu durumda, tiinelleme olasiligi

ve Hawking radyasyonu sirasiyla exp [— ;\7}%1 ve Ty = h# olacaktir.

e DURUM 6 (b>0 ve ¢<0): Bu durumda, b and ¢ parametrelerinin biitiin degerleri
i¢in parcaciklarin tiinelleme olasiliklar1 ve Hawking radyasyonlar1 sirasiyla

[ e [ ATE ] . T h\/b2—4c
—exp | ——————| W = h—
N g in

seklindedir.

Ote yandan, kuantum kiitlecekim etkiler hesaba katilarak, spin-0 ve spin-1/2
parcaciklarinin Yeni-tip kara delikten tiinelleme olasiliklar1t hesaplandi.  Spin-0
pargaciklarinin  tiinellemesi durumu igin, Denklem (4.35) ile Denklem (4.62)
karsilagtirdigimizda, kuantum kiitlecekim etkilerinin Hawking sicaklginin azalmasina
sebep oldugu ortaya gikar. Aym sekilde, spin-1/2 parcaciklarinin tiinelleme
olayinda, Denklem (4.45) ile Denklem (4.70) karsilagtirdigimizda, kuantum
kiitlecekim etkilerinin Hawking sicaklginin azalmasina sebep oldugu ortaya ¢ikar.
Ayrica, bu sonuglar bize, spin-0 parcaciklarinin Denklem (4.62) ile verilen
radyasyon sicakliginin, spin-1/2 parcaciklarinin Denklem (4.70) ile verilen radyasyon
sicakligindan daha diigik oldugunu gostermektedir. Bu durumda, kuantum
kiitlecekim etkileri, parcaciklarin sahip olduklar1 spin degerlerinin Hawking
sicakligina olan etkileri agiga ¢ikardigini soyleyebiliriz.

Warped-AdS; kara deliginin Hawking radyasyonu ise spin-0, spinl/2 ve
spin-1 relativistik pargaciklarinin kuantum mekaniksel tiinellemesi yoluyla, kuantum
kiitlegekimsel etkiler ihmal edildiginde, Denklem (4.75), Denklem (4.83) ve Denklem
(4.92)’ den goriilebilecegi gibi her {ig parcacik tiirii ayni tiinelleme olasilik degerlerine
ve dolayisiyla ayni Hawking sicaklik degerlerine sahip oldugu goriiliir.  Ote
yandan, warped-AdS; kara deligi, w parametresinin farkli degerleri i¢in farkh

fiziksel ve matematiksel ozellikler sergilemektedir. w parametresi 20 ifadesine

3
gore alacag1 degerlere gore Warped-AdS; kara deligi icin kritik bir éneme sahip
oldugunu ve Hawking sicakhig) lizerinde onemli etkilere neden oldugunu gérdiik.
Ornegin, w<22 ise Denklem (4.75) ve Denklem (4.83) Hawking sicakhgimm arttig,

fakat w>2% ise sicakligin azaldigi gozlemlendi. Hawking radyasyonundaki bu
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farkli davraniglarin, Warped-AdS; kara deliginin kararsizligi ile agiklanabilecegini
gordiik.  Ciinkd, w<2% degerleri i¢in dig olay ufkunun agisal hizi pozitif iken
(Q,>0), i¢ olay ufkunun agsal hiz1 negatif olur (2_<0). Ayrica, kara deligin
agisal momentumu (J) da negatif olur. Bu durum akigkan yildizlarin yapisina
benzemektedir. Kararsiz bir akiskan yildiz CFS mekanizmasi yolu ile gravitasyonel
dalga yayimlar ve buna bagl olarak acgisal momentum kaybeder. Bu benzerlik
dogrultusunda, kararsiz olan Warped-AdSs kara deliginin, akigkan yildizlardaki gibi,
gravitasyonel dalga yayimladigi ve buna baglh olarak agisal momentum kaybettigi
goriilir.  Dalayisiyla, Hawking 1simasindaki artisin, karadelik tarafindan salinan
bu gravitasyonel dalgalarin neden oldugu soylenebilir. Boylece, sadece akigkan
yildizlarda gecerli oldugu kabul edilen CFS mekanizmasinin duragan olmayan kara
delikler i¢in de gegerli oldugu goriilmektedir.

Warped-AdS; kara deligi 79p=0’da exremal olur ve bu durum &zel bir 6neme
sahiptir. Cilinkii, r=0’da c¢ift olay ufku olur ve klasik anlamda yiizey kiitlecekimi
sifirdir, dolayisiyla Hawking sicakliginin da sifir oldugu goriiliir. Fakat, ry=0
extremal durum i¢in Dirac denklemi yeniden yazilip, Dirac pargaciklarinin bu
extremal kara delikten tiinellemesi hesaplanirsa sifirdan farkli bir sonu¢ bulunur
ki, bu sonu¢ extremal kara deligin TH:%?: ile verilen sabit, hem parcacigin hem
de kara deligin ozelliklerinden bagimsiz bir Hawking sicakligina tekabiil eder. Bu
sonuca gore, extremal warped-AdSs kara deligi kuantum mekaniksel olarak 1gsima
yapabilecegini gostermektedir. Ayrica, Hawking sicakligi ve yiizey kiitlecekimi
arasindaki Ty=h5- bagmtisindan, ytizey kiitlegekimi i¢in m:%f degeri bulunur. Bu
deger, extremal warped-AdSs kara deliginin kuantize olmus ylizey kiitlecekiminin
taban durum degeri olarak yorumlanabilir (Ge¢im ve Sucu, 2014). Ashnda bu
durum, duragan olmayan, donen yada yiiklii biitliin kara delik sistemleri icin soz
konusudur. FEinstein standart yiizey kiitlegekimi ile Hawking sicakhiginin esitligi,
ancak, duragan dénmeyen ve notral kara delikler i¢in miimkiindyir.

Diger yandan, kuantum kiitlecekim etkiler hesaba katilarak, spin-0
ve spin-1/2 pargaciklarinin warped-AdS; kara deliginden tiinelleme olasiliklar
hesaplandiginda, kuantum kiitlecekim etkilerin ihmal edildigi durumdan farkh
sonuglar elde edilmigtir. Denklem (4.75) ve (4.103) karsilagtirildiginda, spin-0
skaler parcaciklarinin warped-AdS; kara deliginden tiinellemeleri sirasinda kuantum
kiitlecekimsel etkiler nedeniyle olusturduklar1 Hawking sicakliginin azaldigr goriiliir.
Benzer sekilde, spin-1/2 Dirac pargaciklarmin warped-AdS; kara deliginden
tiinellemeleri sirasinda kuantum kiitlegekimsel etkiler nedeniyle Hawking sicakliginin
azaldigi da Denklem (4.83) ve (4.111) karsilagtirdiginda goriilebilir.  Kuantum
kiitlecekim etkiler nedeniyle, Hawking sicakliginin sadece kara deligin 6zelliklerine
degil, ayn1 zamanda kuantum mekaniksel olarak tiinelleme yapan parcaciklarin sahip
olduklar kiitle, enerji ve ac¢isal momentum gibi 6zelliklerine de baglh oldugu goriiliir.
Bunlarin diginda, kuantum kiitlegekim etkilerin hesaba katilmasi ile tiinelleme yapan
pargaciklarin sahip olduklar1 spin degerlerinin de Hawking radyasyonuna etki ettigi
gozlemlenir.

68



Tezin ikinci kisminda, yeni kiitleli gravitasyon kurami cercevesinde,
gravitasyon alan eylem fonksiyonu ile sirasiyla skaler alan, fermiyonik alan ve vektor
alan eylem fonksiyonlar: minimal bir gsekilde ¢iftlenim edilerek, bu alanlarin kozmik
etkileri aragtirildi.  Skaler alamin varliginda kara delik ¢oziimleri incelenmis ve
literatiirde yer alan yeni-tip kara delik benzeri ¢oziimlere ulagilmigtir.

Kozmolojik agidan ise, yeni kiitleli gravitasyon kurami gercevesinde, ayr1 ayri
¢iftlenim edilen, skaler alaninin, fermiyonik alanin ve vektor alanimin varlhiginda
benzer ¢ozlimler elde edilmigtir. Bu c¢ozlimlerden biri literatiirdeki caligmalarla
uyumlu olan de Sitter uzay-zamani, digeri ise yeni kiitleli gravitasyon kurami
gergevesinde yeni bir ¢oziim olan salinimli evren (oscillating universe) ¢oztimiidiir.

Elde edilen bu kozmolojik ¢oziimler kullanilarak, gravitonun kiitlesi ve
dalga boyu igin bir simirlama getirilebilir. A>0 kogulu ile elde edilen ve evrenin
geniglemesini betimleyen

a(t) = eXlt-to)

de Sitter ¢oziimiinii ele alahm. Burada K? = 2m? & 2m+v/m? — A veya

K:m\/2—2y/1—£2
m

seklinde yazilabilir. Yeni kiitleli gravitasyon kurami m? — Zoo limitinde standart
Einstein kuramina indirgenmektedir. Dolayisiyla, bu limit degerinde de Sitter
¢Ozumii de,

toVma [2—2. [1= &
lim a(t) = lim A e A N

m2—+oo m2—+oo

seklinde statik Minkowski evren ¢6ziimiine veya

. . (t—to)my 242, /1— 25 _
lim a(t)= lim e m? _y g2mlt=to)
m2—4oo m2—+oo

seklinde yine de Sitter tipi bir ¢oziime indirgenir. Bu ¢oziime dayanarak, e*™ o
e?Hot ve dolayisiyla, m o< Hy almabilir. Burada H, Hubble sabitidir ve degeri
67,8km/sn/Mpc. Eger Hubble sabitini, gravitona eglik eden de Broglie dalgasinin
frekans: olarak ele alirsak, yani, Ho= fraviton = 21,94.107 ¥ sn~! olarak alirsak, enerji
bagintisindan gravitonun kiitlesi i¢in bir deger elde edilir. h Planck sabiti ve ¢ 151k
hiz1 olmak tizere enerji bagintisi

E = hfgraviton = mc”
ise gravitonun Kkiitlesi i¢in,
m = 16,15.10"%kg
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seklinde bir deger bulunur. Bu deger literatiirdeki limit degerlerle uyusmaktadir
(Alves vd 2011, Beringer vd 2012, Finn ve Sutton 2002, Visser 1998). Ote yandan,
gravitona esglik eden dalganin de Broglie dalga boyu ise,

h

)\graviton =
MgravitonC

formiiliinden
N graviton = 0, 136.10°"m = 4400 M pc

bulunur. Bulunan bu deger literatiirde var olan limit degerler i¢indedir (Alves vd
2011, Beringer vd 2012, Finn ve Sutton 2002, Visser 1998).
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6. SONUC

Kuramsal fizigin en biiyiik hayali dogadaki dort etkilesmeyi aciklayan
tek bir kurami, yani kuantum kiitlecekim kuramini olugturmaktir. Ciddi
kuantum kiitlecekim kurami adaylari olugturulmasina ragmen, hala kiitlegekimin
kuantizasyonundan ne anladigimiz ve bunun sonuclarindan beklentilerimiz hakkinda
ciddi problemlerimiz var. Fakat, kuantum kiitlecekimi hakkindaki diistincelerimizi
test edebilecegimiz bir ortam var; kara delikler. Kara delikler, Hawking’in kuantum
mekanigi kurallarin1 kullanarak termal 1g1ma yapabildiklerini gostermesiyle birlikte
kuantum gravitasyon kuramlari iizerinde g¢aliganlarin fikirlerini test edebilecekleri
kozmik bir laboratuvara doniigtii.

Tezin ilk boliimiinde, 2+1 boyutlu kara deliklerin 1sisal radyasyonlari,
kuantum mekaniksel olarak relativistik spinli ve spinsiz parcaciklarin tiinellemeleri
yontemi kullanilarak incelenmis ve 2+1 boyutlu kara deliklerin de, analog olduklari
3+1 boyutlu kara delikler gibi, fiziksel niceliklere sahip olabilecekleri goriildii. Bu
boliimde ayrica, pargaciklarin noktasal degil cisimsi (extended) yapilar olduklar:
fikrine dayanan modifiye relativistik dalga denklemleri kullanilarak kuantum
kiitlecekim etkilerin, kara delikten tiinelleme yapan parcacigin spin ozelliklerinin
Hawking 1g1masi tizerindeki etkilerini/katkilarimi ortaya ¢ikardigi goriildii.

Tezin ikinci boéliimiinde, 3+1 boyutlu boyutlu gravitasyon kuramlarinin
¢Oziimleri olan baz evren modellerinin ( de Sitter ve salinim yapan evren modelleri)
241 boyutlu yeni kiitleli gravitasyon kurami kapsaminda, farkl spin durumlarina
sahip alanlarin gravitasyon ile ¢iftleniminden elde edilebilecegi goriilmiistiir. Elde
edilen ¢oziimler kullanilarak, standart parcacik modelinin 6n gordiigii kiitlegekimin
aracl parcacigl olan gravitonun kiitle ve dalga boyu i¢in literatiirdeki verilerle uyumlu
degerler bulundu.

Bu sonuclar dogrultusunda, 2+1 boyutlu gravitasyon kuramlarinin, 3-+1
boyutlu gravitasyon kuramlar: ile benzer matematiksel ve fiziksel sonuclara sahip
oldugu gercegi dogar. 2-+1 boyutlu kuramlar kapsaminda yapilan bu ve benzeri
caligmalarin, 3+1 boyutlu kuramlarda incelenmesi zor bazi problemlerin, 241
boyutta incelenmesi konusunda aydinlatici rol oynayacaklarini umuyoruz.
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