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OZET

ASAL VE ESASAL ALTMODULLER YARDIMIYLA MODUL VE HALKA
KARAKTERIZASYONLARININ BELiRLENMESI

Secil CEKEN

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dah
Danmisman: Dog¢. Dr. Mustafa ALKAN
Haziran 2014, 96 sayfa

Bu tezin amaci, esasal altmodiillerin ve bu altmodiiller yardimiyla tanimlanan bazi
kavramlari, modiil ve halka karakterizasyonlarinin belirlenmesinde nasil kullanilabile-
ceklerini ve bilinen modiil siniflar ile olan iligkilerini arastirmaktir.

Birinci boliimde, halka ve modiil kuramina iliskin tez ¢calismamizin sonraki bo-
liimlerinde kullanilacak olan bazi 6nbilgiler verilmistir. ikinci béliimde, literatiirde esasal
altmodiillere iliskin yer alan bazi sonuglar verilmistir. ikinci boliimden sonra gelen ii¢ bo-
liim, tamamen 6zgiin olacak sekilde diizenlenmistir.

Ugiincii béliimde, ilk olarak degismesiz halkalar iizerindeki esasal modiillerin bazi
karakterizasyonlar1 verilmis ve farkli modiil siniflari ile olan iliskileri arastirilmistir. Daha
sonra, bir modiiliin esasal boliim modiillerinden yararlanilarak bu modiiliin ekli asallari
ile ilgili birtakim sonuglar elde edilmistir. Son olarak, esasal modiil kavrami ile dar boyut
kavrami arasindaki iliskiler arastirilmis ve esasal modiil kavramindan yararlanilarak max
0zelligine sahip olan modiiller i¢in birtakim sonuclar verilmistir.

Dérdiincii boliimde, esasal radikal kavrami ele alinmis ve bu kavramdan yararlani-
larak modiiller ve halkalar i¢in baz1 karakterizasyonlar elde edilmistir. Bu boéliimde halka-
lardaki m-sistem kavraminin modiiller i¢in duali olan m*-sistem kavrami ortaya atilmis
ve bir altmodiiliin esasal radikali m*-sistem kiimeleri vasitasiyla karakterize edilmistir.
Bunun yanisira, bir modiiliin sokulu ile esasal radikalinin ne zaman esit olacagi sorusu ele
alinmis ve bir halka {lizerindeki her modiiliin bu esitligi saglamasinin halka i¢in ne anlama
geldigi arastirilmistir. Ayrica belirli modiillerin esasal radikallerinden yararlanilarak, basit
halkalarin ve sag Artin halkalarin bazi karakterizasyonlar1 verilmistir.

Besinci boliimde, asamali halkalar iizerinde asamali esasal ve esasalims1 altmodiil
kavramlar1 tanimlanmis ve bu altmodiillerin karakterizasyonlarina yer verilmistir. Ayrica
degismeli bir asamal1 Noether halka {izerindeki her asamali injektif modiiliin bir asamal
sekonder gosterime sahip oldugu kanitlanmastir.

ANAHTAR KELIMELER: Esasal altmodiil, bir modiiliin ekli asallari, esasal radikal,
asamal1 esasal altmodiil, asamal1 esasalimsi altmodiil
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ABSTRACT

DETERMINATION OF CHARACTERIZATIONS OF MODULES AND RINGS
WITH THE AID OF PRIME AND COPRIME SUBMODULES

Secil CEKEN

PhD Thesis in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa ALKAN
June 2014, 96 pages

The aim of this thesis is to investigate how the notion of coprime submodules and
some other notions defined with the help of coprime submodules are used to determine
characterizations of rings and modules and to figure out how these notions effect on some
known module classes.

In the first chapter, some preliminary information concerning ring and module the-
ory which will be used in the subsequent chapters is given. In the second chapter, some
results concerning coprime submodules in the literature are given. It is organized in a way
that after the second chapter, the three chapters are completely original.

In the third chapter, firstly, some characterizations of coprime modules over non-
commutative rings are given and some relationships with the different module classes are
investigated. Then, by using coprime quotient modules of a module, a number of results
concerning attached primes of this module are obtained. Finally, some relationships be-
tween the notion of coprime module and the notion of hollow dimension are investigated
and a number of results concerning modules with the max property are given by using the
notion of coprime module.

In the fourth chapter, the notion of coprime radical is dealt with and some char-
acterizations for rings and modules are obtained by using this notion. In this chapter, the
notion of m*-system which is the dual notion of m-systems in rings for modules is come
up with and coprime radical of a submodule is characterized via m*-system sets. In ad-
dition to this, the question that in which cases the coprime radical of a module is equal to
the socle of this module is dealt with and the rings over which every module satisfies this
equality are investigated. Furthermore, some characterizations of simple rings and right
Artinian rings are given by using coprime radicals of certain modules.

In the fifth chapter, the notions of graded coprime and graded coprimary submod-
ules over graded rings are defined and some characterizations of these submodules are
given. It is also proved that every graded injective module has a graded secondary repre-
sentation over a commutative graded Noetherian ring.

KEYWORDS: Coprime submodule, attached primes of a module, coprime radical,
graded coprime submodule, graded coprimary submodule
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ONSOZ

Esasal altmodiiller, asal altmodiillerin dual kavrami olarak, 2001 yilinda Yassemi
tarafindan ortaya atilmistir. Esasal altmodiiller konusu, son yillarda birgok arastirmacinin
ilgisini ¢ekmis ve bu konu ile ilgili ¢esitli ¢aligmalar yapilmistir. Yapilan bu ¢alismalar,
esasal altmodiil kavraminin ve bunun yardimiyla tanimlanan bazi kavramlarin halka ve
modiillerin siniflandirilmasinda énemli bir rol oynadigini ve bu altmodiil sinifinin topo-
lojik yapilar ile &nemli baglantilarinin bulundugunu ortaya koymustur. Ornegin, 2002 y1-
linda Annin, degigsmeli olmayan halkalar iizerinde ekli asal idealleri ¢aligmak i¢in esasal
modiilleri kullanmistir. 2010 yilinda Abuhlail, bir modiiliin esasal altmodiillerinin kiimesi
tizerinde bazi topolojilerin tanimli oldugunu gostermis ve halkalarin Zariski topolojisine
dual olabilecek bir topolojik uzayin varligini arastirmistir. Abuhlail'in bu ¢aligmasindan
sonra, esasal altmodiiller kullanilarak, topolojik kavramlar ile cebirsel kavramlar arasinda
onemli iliskiler kurulabilecegi anlagilmistir.

Esasal modiiller ve altmodiiller, bugiine kadar genellikle degismeli halkalar tize-
rinde ele alinarak calisilmistir. Daha genel halka yapilari iizerindeki arastirmalar ise bun-
larla karsilastirildiginda daha az yapilmistir. Bu tez ¢alismasinda, esasal altmodiiller ve bu
altmodiiller yardimiyla tanimlanan bazi kavramlar, daha ¢ok degismeli olmayan halkalar
iizerinde ele alinarak ¢alisilmis ve bu kavramlarin modiil ve halka karakterizasyonlarinin
belirlenmesinde nasil kullanilabilecekleri aragtirilmistir. Ayrica, asamali halkalar tizerinde
asamal1 esasal ve esasalimsi altmodiil kavramlar1 tanimlanmis ve bu yeni kavramlarin ge-
sitli 6zellikleri incelenmistir. Bu tez ¢alismasinin, esasal altmodiiller ile asamal1 halkalar
ve modiiller konularinin gelisimine énemli katkilar saglayacagi ve bu alanlarda yeni aras-
tirmalar yapilmasini tesvik edici nitelikte bir calisma olacagi inancindayim.

Tez ¢alismam sirasinda ve bugiine kadar yaptigim tiim ¢alismalarda bilgi ve de-
neyimlerini benimle paylasarak zamanini ve destegini hi¢ esirgemeyen, akademik geli-
simimde biiyiik katkilar1 bulunan degerli danisman hocam Do¢. Dr. Mustafa Alkan'a te-
sekkiirlerimi sunarim. Ayrica, tezin iiclincii ve dordiincii boliimlerine katkilarindan dolay1
Glasgow Universitesi profesdrlerinden Prof. Dr. Patrick F. Smith'e tesekkiir ederim.

Tez ¢alismamin bir kism1 TUBITAK tarafindan saglanan Yurtdist Doktora Aras-
tirma Burs Programi ¢ergevesinde ziyaret ettigim Washington Universitesi Matematik Bo-
liimii'nde gerceklestirilmistir. Basta Prof. Dr. James Zhang olmak iizere tim Washington
Universitesi Matematik Boliimii'ne misafirperverlikleri icin tesekkiir ederim.

Son olarak, hayatim boyunca maddi manevi desteklerini esirgemeyen, her zaman
bana destek olan ve beni bugiinlere getiren aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Bu boliimde, halka ve modiil kuraminin, tez ¢alismamizin sonraki boliimlerinde
kullanilacak olan bazi tanim ve sonuglar1 verilecektir. Halka ve modiil kuraminin bu bo-
liimde deginilmeyen temel tanim ve sonuglari i¢in Anderson ve Fuller'in (1992), Kasch'in
(1981) ve Matsumara'nin (1986) kitaplarindan yararlanilabilir.

Bu tez ¢alismasi boyunca aksi belirtilmedikge, ele aldigimiz tiim halkalar birimli,
modiiller ise birimsel (unitary) sag modiiller olarak kabul edilecektir ve R birimli bir halka
olarak alinacaktir.

"Sifir bolensiz halka" ifadesi ile degismeli olmasi gerekmeyen ve sifir bdlen icer-
meyen birimli bir halka kastedilecektir. "Tamlik bdlgesi" ifadesi ile de birimli, degigmeli
ve sifir bolen igermeyen bir halka kastedilecektir.

Herhangi bir yap1 koruyan doniisiim (homomorfizma) 1-1 ise bu doniigsiime bir
monomorfizma, orten ise epimorfizma ve hem 1-1 hem de Orten ise izomorfizma denir.
M ve N iki R-modiil ise M'den N'ye tanimlanan tiim R-modiil homomorfizmalarinin
toplamsal grubunu Hompg (M, N) ile gosterecegiz. M iizerindeki R-endomorfizmalarinin
halkasini da Endg (M) ile gosterecegiz.

M bir sag R-modiil ve X, M'nin bostan farkli bir altkiimesi olsun. R'nin, X7 = (0)
olacak sekildeki  elemanlarinin kiimesini ann g (X ) ile gosterecegiz. ann (X ) kiimesine
X'in R i¢indeki sifirlayani denir. X, M'nin bir altmodiilii ise ann g (X '), R'nin bir idealidir.
Simdi Y, R'nin bostan farkl1 bir altkiimesi olsun. M'nin, {m € M : mY = (0)} altkiime-
sini (0 :p7 Y) ile gosterecegiz. (0 :py Y') kiimesine Y 'nin M i¢indeki sifirlayan: denir. Y,
R'nin bir sol ideali ise (0 :3; Y'), M'nin bir altmodiiliidiir. /, R'nin bir ideali ise sifirlayan-
lar1 I'y1 igeren R-modiiller ayn1 zamanda (R/I)-modiil yapisina sahiptirler ve bu modiil-
lerin R-altmodiilleri ile (R/I)-altmodiilleri aynidir. Ozel olarak, M'nin R-altmodiilleri ile
(R/anng(M))-altmodiilleri ayn1 olur. Eger anng (M) = (0) ise bu durumda M'ye faith-
ful R-modiil denir. Dikkat edilirse M # (0) ise M bir faithful (R/anng(M))-modildiir.

1.1. Esas ve Atik Altmodiiller

Bu kesimde, modiil teorinin temel taglarindan biri olan esas altmodiillerin ve esas
altmodiillerin dual kavrami olan atik altmodiillerin tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilecek-
tir. Bu kesimde verilen bilgiler Goodearl ve Warfield (2004) ve Anderson ve Fuller (1992)
kaynaklarindan alinmustur.

Tamim 1.1.1 M bir R-modiil ve { Nx} xen, M 'nin altmodiillerinin bir ailesi olsun. ), .\ N
toplami bir dik toplam ise { N\ } e ailesine M 'nin bagimsiz altmodiillerinin bir ailesi de-
nir.

M bir R-modiil ve { Ny}xca, M'nin altmodiillerinin bir ailesi olsun. Dikkat edi-
lirse; { N3 }aea, M'nin bagimsiz altmodiillerinin bir ailesidir ancak ve ancak her A € A ve
bostan farkli her /' C A\{A} sonlu altkiimesi i¢in N N (D, N;) = (0)'dir.
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Tanim 1.1.2 M bir R-modiil ve A < M olsun. M 'nin sifirdan farkl her C altmodiilii
icin AN C # (0) ise A'va M 'nin bir esas (essential) altmodiilii, M 've de A'min bir esas
genislemesi (essential extension) denir ve A <, M ile gosterilir. M 'nin sifirdan farkl her
altmodiilii M i¢inde esas ise M 'ye diizgiin (uniform) modiil denir.

Onerme 1.1.3 M bir R-modiil olsun. Asagidakiler saglanir.

(1) K <. M'dir ancak ve ancak her 0 # x € M igin dyle bir r € R vardir ki
0 # xr € K'dwr

(2) A < B < M olsun. A <., M'dir ancak ve ancak A <, B <., M 'dir.
B)A<.,B<MveA <., B <Mise ANA <. BN B olur.

(4) f : N — M bir R-modiil homomorfizmasi ve A <, M ise f~'(A) <. N'dir
(5) {Aatacr, M'nin bagimsiz altmodiillerinin bir ailesi olsun. Her o € I igin

Ay <e By < M ise o zaman { By }acr bagimsiz bir ailedir ve @ac1Aa <e ®actBe'dir:
Tersine ®ocrAa <e PaciBa ise her a € 1 icin A, <. B, 'dir.

Tamim 1.1.4 M bir R-modiil ve S < M olsun. Eger M'nin her T 6z altmodiilii igin
M # S + T oluyorsa S've, M 'nin atik (small) altmodiilii denir ve S << M ile gosterilir.
M 'nin her 6z altmodiilii atik ise M "ye dar (hollow) modiil denir.

Onerme 1.1.5 M bir R-modiil olsun. Asagidakiler saglanir.

(1) K < N < M olsun. N << M 'dir ancak ve ancak K << M ve N/K <<
M/K'
dir.

(2) H K < M olsun. H + K << M'dir ancak ve ancak H << M ve K <<
M 'dir.

(3) K << Mve f: M — N bir R-modiil homomorfizmasi ise f(K) << N'dir.
Ozel olarak, K << M < N ise K << N'dir.

(4) K <M <M, Ky <My<MveM = M;®Msolsun. KD Ky << M'dir
ancak ve ancak K, << My ve K9 << M, 'dir.

(5) K <L <M, K << M ve L, M'nin bir dik toplanani ise K << L'dir.



1.2. Uretme ve Esiiretme Kavramlari

Bu kesimde, modiil kategorilerinde iliretme ve esiiretme kavramlari incelenecektir.
Bu kesimde verilen bilgiler Anderson ve Fuller (1992) kaynagindan alinmistir.

Tanim 1.2.1 U bir modiil sinufi ve M bir R-modiil olsun.

(1) (Ua)aca, U iginde bir modiil ailesi olmak iizere, ®ocaUy —> M — 0 sek-
linde bir epimorfizma varsa M 'ye, U ile tiretilmis modiil (va da U, M yi iiretir) denir. A
indis kiimesi sonlu ise M'ye, U ile sonlu tiretilmistir denir. U = {U} ise kisaca U, M'yi
liretir denir.

(2) (Ua)aca, U iginde bir modiil ailesi olmak iizere, 0 — M — Tl,caU, sek-
linde bir monomorfizma varsa M've, U ile estiretilmis modiil (va da U, M'yi esiiretir)
denir. A indis kiimesi sonlu ise M 've, U ile sonlu esiiretilmistir denir. U = {U} ise kisaca
U, Myi egiiretir denir.

U bir modiil sinifi olsun. U ile iiretilen tim modiillerin smifimt Gen(U) ile, U
ile esiiretilen tiim modiillerin sinifin1 da Cog(U) ile gosterecegiz. Ayrica F'Gen(U) ve
FCog(U) ile sirastyla U ile sonlu iiretilen ve U ile sonlu esiiretilen modiillerin smifint
gosterecegiz.

Tamm 1.2.2 U bir modiil sinifi ve M bir R-modiil olsun. Gen(U) = Gen(M) ise M'ye
Gen(U) igin bir iireteg (generator) denir. Cog(U) = Cog(M) ise M'ye Cog(U) igin bir
estirete¢ (cogenerator) denir.

U bir modiil sinifi ve U’ C U olsun. U igindeki her modiil &/’ igindeki bir mo-
diile izomorfik ise U’ sinifina U'nun bir temsilciler sinifi (class of representatives) denir.
Ek olarak ¢/’ igindeki herhangi iki modiil birbirine izomorfik degilse ¢ sinifina fazlalik-
siz bir temsilciler sinifi denir. U’, U'nun bir temsilciler sinifi ise Gen(U) = Gen(U') ve
Cog(U) = Cog(U") oldugu agiktir.

Onerme 1.2.3 U, bir {U, : a € A} temsilciler kiimesine sahip ise o zaman,

(1) @ U, Gen(U) icin bir iiretectir.

a€cA

(2) @ U, ve [ Uy Cog(U) icin birer esiiretectir.

a€cA acA

U bir modiil sinifit ve M bir R-modiil olsun. Asagidaki kiimeleri gz oniine alalim.
TryU) =>{Gor(d) : 0 € Homgr(U,M),U € U}

Rejy(U) = ({Cek(h) : h € Homg(M,U),U € U}
Dikkat edilirse; Ty, (U) ve Rejy (U) kiimeleri M'nin altmodiilleridir.

Onerme 1.2.4 U bir modiil swnift ve M bir R-modiil olsun. O zaman,
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(1) T'rp(U), M'ninU ile iiretilen en biiyiik altmodiiliidiir.

(2) Rejp(U), M /K, U ile esiiretilecek sekilde M 'nin en kiigiik K altmodiiliidiir.

Sonuc 1.2.5 U bir modiil sinifi ve M bir R-modiil olsun. O zaman,
(1) U, M 'yi iiretir ancak ve ancak Try (U) = M 'dir.
(2) U, M 'yi egiiretir ancak ve ancak Rejy (U) = (0)'dur

Onerme 1.2.6 U bir modiil sinifi, M ile N birer R-modiil ve f : M — N bir R-modiil
homomorfizmast olsun. O zaman, f(Try(U)) C Try(U) ve Rejp(U) C Rejny(U) olur.

Onerme 1.2.7 U bir modiil sinifi, M ile N birer R-modiil ve f : M — N bir R-modiil
homomorfizmasi olsun. O zaman,

(1) fI-1ve Try(U) C Gor(f) ise f(Try(U)) = Try(U) olur.
(2) f ortenve Cek(f) C Reju(U) ise f(Rejr(U)) = Rejn(U) olur.
Onerme 1.2.8 U bir modiil sinifi ve (M,)aca bir modiil ailesi olsun. O zaman,

T (@cara)(U) = BacaTru, (U) ve Rejia, o anra)(U) = BacaRejur, (U)

olur.

Onerme 1.2.9 G, Gen(U) i¢in bir iirete¢ ve C, Cog(U) igin bir esiiretec olsun. O zaman,
Try(U) = Try(G) ve Rejr(U) =Rejy (C)'dir. Ozel olarak (Uy)aea bir modiil ailesi
ise,

Try(P Un) = >, Tru(U,) ve

acA aEA

Reju( 1] Us) = () Reju(Ua) = Reju (€D Ua)

a€A acA acA

olur.

1.3. Yari-basit Modiiller

Bir modiiliin belirli altmodiillerinin dik toplami olarak yazilabilmesi, bu modiiliin
smiflandirilmasinda ve bazi cebirsel 6zelliklerinin belirlenmesinde biiyiik dnem tasir. Or-
negin, her vektdr uzay1 1-boyutlu altuzaylarimin dik toplami olarak yazilabilir ve bir vektor
uzaymin her altuzay1 bu vektor uzaymin bir dik toplananidir. Bu kesimde, vektor uzay-
lariin bu ayrisim 6zelliklerine benzer 6zellikler tasiyan bir modiil sinifi olan yari-basit
modiiller incelenecektir. Bu kesimde verilen bilgiler Anderson ve Fuller (1992) kaynagin-
dan alinmustir.

Tamm 1.3.1 M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. M 'nin kendisinden ve sifirdan baska
bir altmodiilii yoksa M 've basit (simple) modiil denir.
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Onerme 1.3.2 T bir sag R-modiil olsun. T basit modiildiir ancak ve ancak I, R'nin bir
maksimal sag ideali olmak iizere T' ~ R/ 'dir.

Tanim 1.3.3 (7),)aca, M 'nin basit altmodiillerinin bir ailesi olsun. M = @,cAT, par-
calanmigi varsa M 'ye yari-basit (semisimple) modiil denir.

Teorem 1.3.4 M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M yari-basit modiildiir.
(2) M basit modiiller ile iiretilir.
(3) M basit altmodiillerin toplamidr.
(4) M 'nin her altmodiilii M 'nin bir dik toplananmdir.

(5) R-modiillerin her tam dizisi
0O —K-—M-—N-—0

parcalanir.

Tiim basit sag R-modiillerin sinifin1 B ile gosterecegiz. Teorem 1.3.4'e gore yari-
basit sag R-modiiller sinift Gen(B) sinifidir.

Tamm 1.3.5 M bir sag R-modiil olsun. Soc(M) = Try(B) olarak tanimlanan Soc(M)
altmodiiliine M 'nin sokulu (socle) denir.

Onerme 1.3.6 M bir sag R-modiil olsun.
Soc(M) => {K < M : K, M 'nin basit altmodiilii} = ({{L < M : L <, M}

olur.

Onerme 1.3.7 M ve N R-modiiller ve f : M — N bir R-modiil homomorfizmasi olsun.
f(Soc(M)) < Soc(N)

olur.

Onerme 1.3.8 M bir R-modiil ve K < M olsun.
Soc(K) = K N Soc(M) ve Soc(Soc(M)) = Soc(M)

olur.

Onerme 1.3.9 {M,}ca bir modiil ailesi olsun.
SOC(@aeAMa) = @aeASOC(Ma)

olur.



R halkasinin tiim maksimal sag idealleri bir kiime olusturdugundan, Onerme 1.3.2'den
dolay1 basit sag R-modiiller sinifinin bir temsiciler kiimesi vardir.

Onerme 1.3.10 F basit sag R-modiiller sinifimn bir temsilciler kiimesi ve M bir sag
R-modiil olsun. O zaman,

Soc(M)=Try(F)=Try(P T)= >, Try(T)

TeF TeF

olur.

Tanim 1.3.11 F basit sag R-modiiller sinifinin bir temsilciler kiimesi ve M bir sag R-modiil
olsun. Try (T) = M olacak sekilde bir T' € F varsa M 've homojen yari-basit modiil de-
nir.

Asagida tanimi verilen, bir modiiliin radikali kavrami, sokul kavraminin dualidir.

Tamm 1.3.12 M bir sag R-modiil olsun. Rad(M) = Rejy (B) olarak tanimlanan Rad(M)
altmodiiliine M modiiliiniin radikali denir.

Onerme 1.3.13 M bir sag R-modiil olsun. O zaman,
Rad(M) = ({N < M : N, M'nin maksimal altmodiilii} =Y {K < M : K << M}

olur.

Tamm 1.3.14 R halkasimin tiim maksimal sag ideallerinin arakesitine R'nin Jacobson
radikali denir. R'nin Jacobson radikali J(R) ile gosterilir.

Dikkat edilirse; J(R) = Rad(Rpg)'dir.

Onerme 1.3.15 M ve N birer R-modiil ve f : M — N bir R-modiil homomorfizmast
olsun. O zaman,

(1) f(Rad(M)) < Rad(N)'dir.

(2) f bir epimorfizma ve Cek (f) < Rad(M) ise Rad(N) = f(Rad(M))'dir.
Ozel olarak Rad(M /Rad(M)) = (0) olur.

Onerme 1.3.16 F basit sag R-modiiller simfimin bir temsilciler kiimesi ve M bir sag
R-modiil olsun. O zaman,

Rad(M) = RejM(TI;[;T) = RejM(TGe}fT) = TDFRejM(T)

olur.

Onerme 1.3.17 M birsag R-modiil olsun. M 'nin her 6z altmodiilii bir maksimal altmodiil
tarafindan kapsaniyor ise, Rad(M) << M 'dir.
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Onerme 1.3.18 {M,},c bir modiil ailesi olsun. O zaman,
Rad(@aeAMQ) — @aeARad(Ma>

olur.
1.4. Sonlu Uretilmis ve Sonlu Esiiretilmis Modiiller

Bu kisimda, sonlu iiretilmis ve sonlu esiiretilmis modiil kavramlar ile ilgili bazi
sonuglar verilecektir. Bu kisimda verilen bilgiler Anderson ve Fuller (1992) kaynagindan
alinmistir.

Tamm 1.4.1 M bir R-modiil olsun. M 'nin altmodiillerinin her A altkiimesi igcin ), A =
AcA
M olmasi sonlu bir F C Aigin Y B = M olmasim gerektiriyorsa, M 'ye sonlu iiretilmis
BeF
(finitely generated) modiil denir.

Onerme 1.4.2 M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M sonlu iiretilmigtir.

(2) (fo : Uso — M)aca R-modiil homomorfizmalarinin bir kiimesi ve
M =3 caGor(fo)ise M =3 _ 5. Gor(fs) olacak sekilde sonlu bir F C A altkiimesi
vardur.

(3) R-modiillerin her (Uy,)aca kiimesive f : @acalU, —> M epimorfizmasi igin
sonlu bir F' C A altkiimesi ve bir g : ®pcrUsg — M epimorfizmasi vardur.

(4) M 'yi iireten her modiil M 'yi sonlu iiretir.
(5) M, sonlu bir iirete¢ kiimesi kapsar.

Tamm 1.4.3 M bir R-modiil olsun. M 'nin altmodiillerinin her A altkiimesiig¢in (| A =
AeA
(0) olmasi sonlu bir F C Aigin (| B = (0) olmasini gerektiriyorsa, M 'ye sonlu esiire-
BeF
tilmis (finitely cogenerated) modiil denir.

Onerme 1.4.4 M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M sonlu egiiretilmistir.

(2) (fa : M — Uy)aea R-modiil homomorfizmalarinin bir kiimesi ve Noe ACek( fo)
= (0) ise (0) = NgerCek(fs) olacak sekilde sonlu bir ' C A altkiimesi vardhr.

(3) R-modiillerin her (Uy)aca kiimesi ve f : M — T[], .4 Ua monomorfizmas:
i¢in sonlu bir F' C A altkiimesi ve bir g : M — HﬁGF U monomorfizmasi vardir.

Sonug 1.4.5 M sonlu estiretilmis bir R-modiil ise M'yi esiireten her modiil M'yi sonlu
estiretir.



Teorem 1.4.6 M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

(1) M sonlu iiretilmistir ancak ve ancak M | Rad(M ) sonlu iiretilmistir ve
Rad(M) << Mdir.

(2) M sonlu esiiretilmistir ancak ve ancak Soc(M) sonlu esiiretilmistir ve

Soc(M) <. Mdir.

Sonuc 1.4.7 M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
(1) M sonlu iiretilmiy ise M 'nin bir maksimal altmodiilii varduwr.

(2) M sonlu egiiretilmis ise M 'nin bir basit altmodiilii vardr.

Onerme 1.4.8 M yari-basit bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M sonlu esiiretilmistir.
(2) M =T ® ... ® T, olacak sekilde M'nin T}, ..., T,, basit altmodiilleri vardr.

(3) M sonlu iiretilmistir.

Onerme 1.4.9 M bir R-modiil olsun. M sonlu esiiretilmistir ancak ve ancak Soc(M)
sonlu tiretilmistir ve Soc(M) <., M 'dir.

Onerme 1.4.10 M bir R-modiil ve M = M, & ... & M,, olsun. O zaman, M sonlu iire-
tilmigtir (sonlu esiiretilmistir) ancak ve ancak her bir M; (i = 1, ..., n) sonlu tiretilmistir
(sonlu egstiretilmistir).

1.5. Noether ve Artin Modiiller

Bu kesimde, bir modiiliin altmodiillerinin kiimesi tizerindeki zincir kosullar1 vasi-
tastyla tanimlanan Noether ve Artin modiillerin baz1 6zellikleri verilecektir. Bu kesimde
verilen bilgiler Anderson ve Fuller (1992) ve Lam (1991) kaynaklarindan alinmigtir.

Tamim 1.5.1 M bir R-modiil olsun. M modiilii tiim altmodiilleri iizerinde artan (azalan)
zincir kosulunu saglarsa M 've Noether (Artin) modiil denir.

Tanim 1.5.2 R halkasi sag (sol) R-modiil olarak Noether ise, R'yve sag (sol) Noether
halka denir.

R halkast sag (sol) R-modiil olarak Artin ise, R've sag (sol) Artin halka denir.

R hem sol hem de sag Noether (Artin) bir halka ise R'yve Noether (Artin) halka
denir.



Asagidaki ornek, genel olarak her sol Noether halkanin sag Noether halka olma-
digin1 gostermektedir.

Ornek 1.5.3 S Noether ve cisim olmayan bir tamlik bélgesi ve R, S'nin kesirler cismi

(f)%) ? } halkasi sol Noether halkadir ancak sag Noether halka

olsun. O zaman A = {

degildir.

Asagidaki 6rnek, genel olarak her sol Artin halkanin sag Artin halka olmadigini
gostermektedir.

Ornek 1.5.4 S ile R iki cisim, S C R ve R, S iizerinde sonsuz boyutlu olsun. O zaman
A= [ (](;L) ]g } halkast sol Artin halkadir ancak sag Artin halka degildir.
Teorem 1.5.5 Her sag (sol) Artin halka sag (sol) Noether halkadur.

Teorem 1.5.5'in tersi genel olarak dogru degildir. Ornegin Z sag ve sol Noether bir
halkadir ancak Z sag ya da sol Artin bir halka degildir.

Asagidaki 6rnek Teorem 1.5.5'in, modiiller i¢in genel olarak dogru olmadigini gos-
termektedir.

Ornek 1.5.6 p bir asal sayt olmak iizere, Z(p™®°) := {a € Q/Z : bir r € Z ve bir
n € Z" igin oo = 5o + 1} kiimesi, (Q/Z), modiiliiniin bir altmodiiliidiir. Z.(p>) Artin bir
Z-modiildiir ancak Noether bir Z-modiil degildir.

Onerme 1.5.7 M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M Noether modiildiir.
(2) M 'nin her altmodiilii sonlu iiretilmistir.

(3) M 'nin altmodiillerinin bostan farkli her altkiimesinin bir maksimal elemani
vardir.

Onerme 1.5.8 M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M Artin modiildiir.
(2) M 'nin her boliim modiilii sonlu egiiretilmigtir.

(3) M 'nin altmodiillerinin bostan farkly her altkiimesinin bir minimal elemani var-

dir.

Onerme 159 0 — K — M — N — 0 bir tam dizi olsun. M Noether (Artin)
modiildiir ancak ve ancak K ve N Noether (Artin) modiillerdir.
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Onerme 1.5.10 M = M, @ ... ® M,, olsun. M Noether (Artin) modiildiir ancak ve ancak
i € {1,...,n} igin her bir M; Noether (Artin) modiildiir.

Onerme 1.5.11 M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) Rad(M) = (0)'dwr ve M Artin modiildiir.
(2) Rad(M) = (0)'dir ve M sonlu egiiretilmistir.
(3) M yari-basittir ve sonlu tiretilmigtir.
(4) M yari-basittir ve Noether'dir.

(5) M basit altmodiillerinin sonlu bir dik toplamidur.

Sonug 1.5.12 Yari-basit bir M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) M Artin'dir.
(2) M Noether'dir.
(3) M sonlu iiretilmistir.

(4) M sonlu egiiretilmigtir.

1.6. Asal, Yari-asal ve Ilkel Idealler

Asal idealler degismeli halkalarin yapisini belirlemede kullanilan en temel arag-
lardir. Asal idealler ayn1 zamanda cebirsel geometri ve cebirsel sayilar teorisi alanlarinin
da en kullanigh ve vazgecilmez araglari arasinda yer alirlar. Bir afin cebirsel varyetenin
koordinat halkasinin asal ideallerinin, indirgenmez altvaryetelere karsilik gelmesi, asal
ideallerin cebirsel geometrideki dnemini gosteren bir sonugtur. Cebirsel sayilar teorisinde
sikca kullanilan bir halka sinifi olan Dedekind tamlik bélgelerinin, her 6z ideali asal ideal-
lerin bir ¢garpimi seklinde yazilabilen halkalar olarak karakterize edilmesi de asal ideallerin
cebirsel sayilar teorisindeki 6nemini ortaya koymaktadir.

Bu kesimde degismeli olmayan halkalar i¢in tanimlanan (iki-yonlii) asal ideal kav-
rami ve asal ideallerin bir genellemesi olan yari-asal ideal kavrami incelenecektir. Ayrica
degismeli olmayan halka teorisinin temel yapilarindan biri olan ilkel ideal kavraminin
tanim1 ve bazi 6zellikleri verilecektir. Bu kesimde verilen bilgiler Goodearl ve Wartfield
(2004) kaynagindan alinmistir.

Tanim 1.6.1 P, R'nin bir oz ideali olsun. Eger R'nin I ve J gibi iki ideali i¢in IJ C P
iken I C P veya J C P oluyorsa, o zaman P've R'nin bir asal ideali denir. Eger R'nin
sifir ideali asal ise o zaman R'ye bir asal halka denir.

Onerme 1.6.2 R halkasimin bir P 6z ideali icin asagidaki ifadeler denktir.
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(1) P asal idealdir.

(2) I ve J, R'nin P'yi kesin olarak kapsayan iki ideali ise, IJ Z P'dir.
(3) R/ P asal halkadhr.

(4) I ile J, R'nin iki sag idealive [J C P ise I C P veya J C P'dir.
(5) I ile J, R'nin iki sol ideali ve I.J C P ise I C P veya J C P'dir.

(6) x,y € RvexRy C Pisex € Pveyay € P'dir.

R halkasinin tiim 6z idealleri arasinda maksimal olan bir ideal, R'nin bir maksimal
ideali olarak adlandirilir.

Onerme 1.6.3 R halkasinin her maksimal ideali asal idealdir:

Tanim 1.6.4 P, R halkasinin bir asal ideali olsun. P kendisinden farkli bir asal ideal
kapsamiyorsa, P've R'nin bir minimal asal ideali denir.

Onerme 1.6.5 R halkasinin her asal ideali bir minimal asal ideal kapsar:

Onerme 1.6.6 R sag Noether bir halka olsun. O zaman, R'nin sonlu sayida minimal asal
ideali vardir ve (0) = P,...P, olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi ve Py, ..., P, minimal
asal idealleri vardir.

Tanmm 1.6.7 I, R halkasimin bir ideali olsun. I, R'nin asal ideallerinin bir arakesitine
esit ise 1'va R'nin bir yari-asal (semiprime) ideali denir. R'nin sifir ideali yari-asal bir
ideal ise R've bir yari-asal halka denir.

Teorem 1.6.8 I, R halkasinin bir ideali olsun. I yari-asal idealdir ancak ve ancak xr € R
icin tRx C I ise x € I'dr.

Onerme 1.6.9 I, R halkasinn bir ideali olsun. Asagidaki ifadeler denktir
(1) I yari-asal idealdir.
(2) J, R'nin bir ideali ve J* C I ise J C I'dur:
(3) J, R'nin bir sag ideali ve J*> C I ise J C I'dwr:

(4) J, R'nin bir sol ideali ve J* C I ise J C I'dur

Tanimm 1.6.10 x € R olsun. " = 0 olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi varsa z'e iistel
sifir (nilpotent) eleman denir. R halkast sifirdan farkl bir iistel sifir eleman icermiyorsa,
R've indirgenmis (reduced) halka denir.
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I C R olsun. I'min her elemanu tistel sifir ise, I'va R'nin bir nil altkiimesi denir. 1,
R'nin bir ideali ise I'va R'nin bir nil ideali denir.

A, R halkasun bir sag ya da sol ideali olsun. A™ = (0) olacak sekilde bir n pozitif
tamsayist varsa A'va iistel sifir sag ya da tistel sifir sol ideal denir.

Tanmim 1.6.11 R halkasimin tiim asal ideallerinin arakesitine R'nin asal radikali denir.
R'nin asal radikali N (R) ile gosterilir.

R halkasinin bir [ idealinin asal radikali, I'y1 kapsayan tiim asal ideallerin arakesiti

olarak tamimlanir ve /7 ile gosterilir. R degismeli bir halka ise, v/ I = {reR:a"el
olacak sekilde bir n € Z* var} esitliginin saglandigi bilinmektedir.

Onerme 1.6.12 R halkasinin asal radikali N(R), R'nin bir nil idealidir.

Onerme 1.6.13 R halkasimin asal radikali N(R), R'nin tiim minimal asal ideallerinin
arakesitine egittir.

Onerme 1.6.14 R sag Noether bir halka olsun. O zaman N (R), R'nin iistel sifir bir ide-
alidir ve N(R), R'nin tiim sag ya da sol iistel sifir ideallerini kapsar.

Tamm 1.6.15 P, R halkasimn bir ideali olsun. P = anng(M) olacak sekilde bir basit
M sag (sol) R-modiilii varsa P've R'nin bir ilkel (primitive) sag (sol) ideali denir. R'nin
sifir ideali sag (sol) ilkel ideal ise R've sag (sol) ilkel halka denir.

Onerme 1.6.16 R halkasinin her sag ya da sol ilkel ideali bir asal idealdir:

Onerme 1.6.17 R halkasinin her maksimal ideali sag ve sol ilkel idealdir. R degismeli
halka ise R'nin her ilkel ideali maksimal idealdir.

Asagidaki ornek degismesiz bir halkada her ilkel idealin maksimal ideal olmasi
gerekmedigini gostermektedir.

Ornek 1.6.18 (Brown ve Goodearl 2002) k cebirsel kapali bir cisim olmak iizere, ¢ €
k\{O} olsun ve q birimin bir kokii olmasin. k iizerinde x, y ile iiretilen ve yx = qxy bagin-
tisim saglayan k-cebirini O, (k?) ile gosterelim. (0), O,(k*) halkasimn ilkel bir idealidir
ancak maksimal ideali degildir.

Onerme 1.6.19 R halkas: icin asagidakiler saglanir:
(1) J(R), R'nin tiim maksimal sol ideallerinin arakesitine esittir.
(2) J(R), R'nin tiim sag ilkel ideallerinin arakesitine esittir.

(3) J(R), R'nin tiim sol ilkel ideallerinin arakesitine esittir.

12



1.7. Yari-basit Halkalarin Yapisi ve Artin Halkalar

Bu kesimde, halka teorisinin temel taglarindan biri olan yari-basit halkalarin ya-
p1st incelenecek ve Artin halkalarin bazi karakterizasyonlarina yer verilecektir. Asagidaki
teorem R halkasinin sag R-modiil olarak yari-basit olmasi ile sol R-modiil olarak yari-
basit olmasinin denk oldugunu ifade etmektedir. Bu teoremin (3) <= (5) ve (4) <= (5)

denklikleri literatiirde Weddeburn-Artin Teoremi olarak bilinmektedir. Bu kesimde verilen
bilgiler Goodearl ve Warfield (2004) ve Lam (1991) kaynaklarindan alinmaistir.

Teorem 1.7.1 R halkasi icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) Tiim sag R-modiiller yari-basittir.
(2) Tiim sol R-modiiller yari-basittir.
(3) R sag R-modiil olarak yari-basittir.
(4) R sol R-modiil olarak yari-basittir.

(5) R ya sifir halkadir ya da R ~ M, (D1) X ... x M, (Dy) olacak sekilde n;
porzitif tamsayilart ve D; boliimlii halkalar: vardir.

Tanim 1.7.2 Teorem 1.7.1'deki kosullarin herhangi birini saglayan bir halkaya yari-basit
halka denir.

Tanim 1.7.3 R sifirdan farkli bir halka olsun. R'nin kendisinden ve sifirdan baska bir
ideali yoksa R'ye basit halka denir.

Her basit halka yari-basit olmak zorunda degildir. Ornegin k, karakteristigi sifir
olan bir cisim olmak tizere k tizerindeki birinci Weyl cebiri A, (k), yari-basit olmayan bir
basit halkadir (Lam 1991: Sonug 3.17).

Teorem 1.7.4 R halkas: icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) R sag Artin halkadwr ve J(R) = (0)'dwr
(2) R sol Artin halkadir ve J(R) = (0)'dwr:
(3) R yari-basittir.
Teorem 1.7.5 R sag Artin bir halka ise, R sag Noether halkadwr ve J(R) iistel sifirdur.
Sonug¢ 1.7.6 R sag Artin bir halka ise J(R) = N (R) esitligi saglanir.
Sonug 1.7.7 R halkas: i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) R sag Artin ve yari-asaldir:
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(2) R sol Artin ve yari-asaldir.

(3) R yari-basittir.

Sonuc 1.7.8 R halkasi igin asagidaki ifadeler denktir.
(1) R asal ve sag Artin bir halkadwr.
(2) R asal ve sol Artin bir halkadir.
(3) R basit ve sag Artin bir halkadhr.
(4) R basit ve sol Artin bir halkadwr.
(5) R basit ve yari-basit bir halkadr.
(6) R ~ M, (D) olacak sekilde bir n pozitif tamsayist ve bir D béliimlii halkasi

vardir.

Onerme 1.7.9 R sifirdan farkl bir sag ya da sol Artin halka ise, R'nin her asal ideali
maksimaldir.

Teorem 1.7.10 R sag Artin halkadir ancak ve ancak R sag Noether'dir, J(R) iistel sifirdir
ve R/ J(R) yari-basittir.
Onerme 1.7.11 R sag Artin bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) R basit halkadhr.

(2) R sag ve sol ilkel halkadr.

(3) R asal halkadur.

1.8. injektif, Projektif ve Diiz Modiiller

Bu kesimde, calismamizin sonraki boliimlerinde sik¢a kullanilacak olan modiil s1-
niflarindan projektif, injektif ve diiz modiillerin tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilecektir.
Bu kesimde verilen bilgiler Anderson ve Fuller (1992), Sharpe ve Vamos (1972) ve Kasch
(1981) kaynaklarindan alinmistir.

Tanim 1.8.1 M bir R-modiil olsun. A ve B R-modiiller olmak iizere, her g : A — B
R-monomorfizmasi ve her h : A — M R-homomorfizmast i¢in h = fg olacak sekilde
bir f : B — M R-homomorfizmasi bulunabiliyorsa M 've bir injektif R-modiil denir.
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Onerme 1.8.2 M bir R-modiil olsun. M injektif modiildiir ancak ve ancak her A modiilii
icin M'den A'yva olan her monomorfizma parg¢alanir.

Onerme 1.8.3 Injektif modiillerin dik carpimlar: ve dik toplananlart da injektiftir

Tanim 1.8.4 M bir R-modiil olsun. N injektif modiilii igin i : M — N monomorfizmasi
varve Gor(i) <. N ise N'ye M 'nin injektif zarfi (injective envelope) denir. M modiiliiniin
injektif zarfi E(M) ile gosterilir.

Teorem 1.8.5 Her R-modiil bir injektif zarfa sahiptir ve bu injektif zarf izomorfizma farki
ile tektir.

Onerme 1.8.6 M ve N R-modiiller olsun. Asagidakiler saglanr.
1) M injektiftir ancak ve ancak M = E(M)'dir.
2) M <., Nise E(M) = E(N)'dir

3) M < N ve N injektifise N = E(M) @ E' olacak sekilde bir E' sag R-modiilii
vardr.

4) { M, }aea sag R-modiillerin bir ailesi olsun. @, s E(M,,) injektif ise,
E(®acaMa) = Gaca (M)
olur.
Teorem 1.8.7 R halkas: icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) Injektif sag R-modiillerin her dik toplami injektiftir
(2) {Ma }aea sag R-modiillerin bir ailesi ise,

E(®QGAMQ) = ®a€AE<MQ) ‘dir

(3) R sag Noether halkadr.

Teorem 1.8.8 B, basit sag R-modiiller sinifinin fazlaliksiz bir temsilciler kiimesi olsun.
O zaman, E(@rep,T) modiilii Mod-R igin bir injektif estiretectir.
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Tamim 1.8.9 Teorem 1.8.8'deki E(®rep,T') modiiliine Mod-R icin bir minimal injektif
estiretec denir.

Tanmim 1.8.10 M bir R-modiil olsun. Eger her m € M ve sifir bolen olmayan her r € R
icin m = m'r kosulunu saglayan bir m' € M varsa M 've béliinebilir (divisible) modiil
denir.

Dikkat edilirse; M sag R-modiilii boliinebilirdir ancak ve ancak sifir bolen olma-
yan her r € R i¢in M = Mr'dir. Ayrica, boliinebilir bir modiiliin her homomorf goriintii-
stinlin boliinebilir modiil oldugu da gosterilebilir.

M bir sag R-modiil olsun. M 'nin boliinebilir altmodiillerinin herhangi bir toplami
da boliinebilirdir. Mg modiiliniin tim béliinebilir altmodiillerinin toplami div(Mp) ile
gosterilecektir.

Onerme 1.8.11 (Sharpe ve Vamos 1972) Her injektif modiil béliinebilirdir.

Onerme 1.8.12 (Sharpe ve Vamos 1972) I, R'nin bir ideali ve E injektif bir R-modiil
olsun. O zaman, (0 :g I) injektif bir (R/1)-modiildiir.

Tanim 1.8.13 M bir R-modiil olsun. A ve B R-modiiller olmak iizere, her g : A — B

R-epimorfizmasi ve her h : M — B R-homomorfizmasi i¢in h = g f olacak sekilde bir
f: M — A R-homomorfizmast bulunabiliyorsa M 've bir projektif R-modiil denir.

M
fo/obh

A X B — 0

Onerme 1.8.14 Projektif modiillerin dik toplamlar: ve dik toplananlar: da projektiftir:
Teorem 1.8.15 P bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) P projektiftir.

(2) P, serbest bir R-modiiliin bir dik toplananina izomorfiktir.

(3) M bir R-modiil olmak iizere, her M — P — (0) epimorfizmast par¢alanir.

Tanim 1.8.16 M bir R-modiil ve P bir projektif R-modiil olsun. Cek (f) << P olacak
sekilde bir f : P — M epimorfizmast varsa (P, f) ikilisine M 'nin bir projektif értiisii
(projective cover) denir.

Her modiil projektif értiiye sahip olmak zorunda degildir. Ornegin Q7 modiilii pro-
jektif ortiiye sahip degildir.

Tamm 1.8.17 A bir sag R-modiil ve U bir sol R-modiil olsun. F, tabant AxU = {(a,u) :
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a € A, u € U} kiimesi olan serbest sag Z-modiilii gostersin.

D,

{(a+d,u)—(a,u) — (d',u):a,d’ € A, u e U}

Dy ={(a,u+u") — (a,u) — (a,u') :a € A, u,u' € U}
T ={(as,u) — (a,su) :a € A, uec U, s € R}

olsun. K, F'nin D1UD,UT kiimesi ile tiretilen Z-altmodiilii olmak tizere, F' | K Z-modiiliine
Apgile RU modiillerinin R tizerindeki tensor carpimi denir. Ay ile RU modiillerinin tensor
carpimi A @ U ile gésterilir.

Tensor ¢arpimi ile ilgili daha fazla bilgi Kasch'in (1981) kitabinin 10. boliimiinde
bulunabilir. Simdi tensor ¢arpimi vasitasiyla tanimlanan diiz modiil kavramini inceleye-
cegiz.

Tamim 1.8.18 U bir sag R-modiil ve M bir sol R-modiil olsun. Her K < M igin
ly®ik

0—U@rK — UrM

dizisi tam oluyorsa, U'va M-diiz (M-flat) modiil denir. Eger U, her M sol R-modiilii igin
M-diiz oluyorsa U'ya diiz (flat) modiil denir.

Her projektif modiil diiz modiildiir. Ancak bu ifadenin tersi genel olarak dogru
degildir. Ornegin Qy, diiz bir modiildiir ancak projektif bir modiil degildir .

Onerme 1.8.19 U bir sag R-modiil olsun. U diizdiir ancak ve ancak U, R-diizdiir

Tamim 1.8.20 Her r € R i¢in rr'r = r olacak sekilde bir v’ € R varsa R'ye diizenli
(regular) halka denir.

Teorem 1.8.21 R degismeli bir halka olsun. O zaman, R diizenli bir halkadir ancak ve
ancak R indirgenmis halkadir ve R'nin her asal ideali maksimaldir.

Teorem 1.8.22 R halkast i¢in asagidaki ifadeler denktir.
1) Her M sol R-modiilii diiz sol R-modiildiir.
2) Her M sag R-modiilii diiz sag R-modiildiir.

3) R diizenli halkadur.

Tanmim 1.8.23 M bir sag R-modiil ve N, M 'nin bir altmodiilii olsun. R'nin her A sol
ideali icin N N M A = N A ise N'ye M i¢inde piir altmodiil denir.

Onerme 1.8.24 M diiz bir sag R-modiil ve N, M 'nin bir altmodiilii olsun. O zaman;
M /N diizdiir ancak ve ancak N, M iginde piir altmodiildiir.
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1.9. Tam Halkalar

Bu kesimde, hem sag hem de sol Artin halkalarin bir genellemesi olan tam halka-
lar1 inceleyecegiz. Bu kesimde verilen bilgiler Lam (1991) ve Anderson ve Fuller (1992)
kaynaklarindan alinmustur.

Tamim 1.9.1 Eger her sag (sol) R-modiil projektif ortiiye sahipse, R'ye sag (sol) tam (per-
fect) halka denir. Eger R hem sag hem de sol tam halka ise R'ye tam halka denir.

Tamim 1.9.2 I, R'nin bir altkiimesi olsun. I'daki her aq, as, ... dizisi icin aias...a, = 0
olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi varsa [ 'va sol T'-iistel sifir (T-nilpotent) denir. I'daki
her ay, as, .. dizisi i¢in a,,...asay = 0 olacak sekilde bir n pozitif tam sayisi varsa I 'va sag
T-tistel sifir denir.

Dikkat edilirse; her tistel sifir ideal sag ve sol T'-listel sifirdir.

Teorem 1.9.3 R bir halka ve J, R'nin bir sag ideali olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) J sag T-iistel sifirdwr.
(2) Herhangi bir M sag R-modiilii icin M J = M ise M = (0)'dwr.

(3) Herhangi bir M sag R-modiilii ve M 'nin bir N altmodiilii icin M .J + N = M
ise N = M'dir.

(4) Herhangi bir N sol R-modiilii i¢in (0 :x J) = (0) ise N = (0)'dwr:
Teorem 1.9.4 R halkas: igin asagidaki ifadeler denktir.

(1) R sag tam halkadr.

(2) R tek iiretegli sol idealler tizerinde azalan zincir kosulunu saglar.

(3) Her N sol R-modiilii tek iiretegli altmodiilleri tizerinde azalan zincir kosulunu
saglar.

(4) R/ J(R) yari-basittir ve J(R) sag T-iistel sifirdir.

(5) R/ J(R) yari-basittir ve sifirdan farkli her sag R-modiil bir maksimal altmodiil
kapsar.

Teorem 1.7.10 ve Teorem 1.9.4'e gore her sag ve her sol Artin halka bir tam hal-
kadir.

Onerme 1.9.5 R sag tam halka olsun. My ve g N modiilleri i¢in Rad(Mgz) << Mpg ve
Soc(gN) <. N'dir.
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1.10. Goldie Teoremleri ve Kesirler Halkasi

Yerellestirme (localization) kavrami degismeli halka teorisinde ¢ok 6nemli bir yere
sahiptir. Bunun en temel gostergesi bir tamlik bolgesinin kesirler cismi kavramidir. Son-
rasinda bir asal ideale gore yerellestirme kavrami gelir ki bu sayede ele alinan asal ideal
tek maksimal ideale doniistiiriiliip, birgok problemin ele alinmasi lokal halka durumuna
kisitlanabilir. Degismeli halka teorisinin en kullanish araglarindan biri olan yerellestirme
kavraminin degismeli olmayan halka teorisinde bir benzerinin yapilmasi konusu ilk defa
1931 yilinda Ore tarafindan ele alinmistir. Ancak degismeli halka teorisinde oldugu gibi
carpimsal kapali bir kiimeye gore klasik anlamdaki yerellestirmenin her zaman yapilama-
dig1 goriilmistiir (Ore 1931). Ore degismeli teorideki gibi bir yerellestirmenin ancak bazi
kosullarin saglanmasi ile gerceklestirilebilecegini gdstermistir (Ore 1931).

Kesirler cismi kavraminin degismesiz duruma genellenebilmesi i¢in sifir bolensiz
bir halkadan, kesirler kullanilarak insa edilen bir boliimlii (division) halkaya ge¢isin miim-
kiin olup olmadig arastirilmis ve bu durumun her zaman miimkiin olmadig1 goriilmiistiir
(Goldie 1958, 1960). Bunun iizerine asal halkalar iizerine yogunlasilmis ve bu halkalar
icin kesirler cismi kavraminin bir genellemesi elde edilmeye ¢alisilmistir. Bu baglamda
Goldie, asal Noether bir halkanin basit Artin bir kesirler halkasina sahip oldugunu gdster-
mis ve kesirler halkasi basit Artin olan halkalar1 tiimiiyle karakterize etmistir.

Bu kesimde, degismeli olmayan halka teorisindeki yerellestirme kavramu ile ilgili
olarak, Ore ve Goldie'nin, Goodearl ve Warfield'in (2004) kitabinda derlenmis olan so-
nuclar1 verilecektir.

Tanim 1.10.1 X, R'nin bir altkiimesi olsun. 1 € X ve X ¢arpimsal kapali ise X'e
carpimsal kiime (multiplicative set) denir.

Tanim 1.10.2 X, R halkasi i¢inde ¢carpimsal bir kiime olsun. Her x € X ver € R igin
rX NzR # 0 oluyorsa” X sag Ore kosulunu saglar” denir. Sag Ore kosulunu saglayan
bir ¢carpimsal kiimeye kisaca sag Ore kiime denir. Sol Ore kosulu ve sol Ore kiimeler de
simetrik olarak tanimlanir. Hem sag hem de sol Ore kiime olan bir ¢carpimsal kiimeye Ore
kiime denir.

Ornek 1.10.3 Degismeli bir halka icinde herhangi bir ¢carpimsal kiime Ore kiimedir:
Ornek 1.10.4 R sag Noether ve sifir bolensiz bir halka ise, R\{0} bir sag Ore kiimedir.
Tamim 1.10.5 R halkasi icinde sifir bolen olmayan bir elemana regiiler eleman denir.

X, R halkasinin bir altkiimesi olsun. X'in, R i¢indeki sag sifirlayani r.anng(X) =
{s € R: Xs = (0)} olarak tanimlanir. X"'in, R i¢indeki sol sifirlayani da l.anng(X) =
{r € R:rX = (0)} olarak tanimlanir.

Tamm 1.10.6 I, R'nin bir sag (sol) ideali olsun. I = r.anng(X) (l.anng(X)) olacak
sekilde bir X C R varsa, I'va R iginde bir sag (sol) sifirlayan denir.
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Onerme 1.10.7 R sag Noether bir halka ve X, R icinde bir sag Ore kiime olsun. Her
x € X i¢gin l.anng(x) = (0) ise, X 'in tiim elemanlar: R iginde regiiler elemanlardr:

Tanim 1.10.8 S bir halka, X, R'nin regiiler elemanlarindan olusan bir ¢arpimsal kiime
ve R C S olsun. X'in her elemani S icinde tersinir ise ve S'nin her elemani, a € R ve
x € X olmak iizere ax~" seklinde yazilabiliyorsa, S halkasina R'nin X 'e gire sag kesir-
ler halkast (right ring of fractions) denir. Sol kesirler halkasi da v~ a seklindeki kesirler
kullanilarak simetrik olarak tanimlanir.

Ornek 1.10.9 R bir tamlik bélgesi olsun. R'nin kesirler cismi, R\{0} ¢arpimsal kiimesine
gore R'nin sag ve sol kesirler halkasidir.

Teorem 1.10.10 X, R'nin regiiler elemanlarindan olusan bir ¢carpimsal kiime olsun. O
zaman, R'nin X'e gére bir sag kesirler halkasi vardir ancak ve ancak X, R iginde bir sag
Ore kiimedir.

Onerme 1.10.11 X, R'nin regiiler elemanlarindan olusan bir sag Ore kiime olsun. S ve
T, R'nin X'e gore iki sag kesirler halkasi ise S ~ T''dir.

X, R'nin regiiler elemanlarindan olusan bir sag Ore kiime olsun. R'nin X'e gore
sag kesirler halkast RX ! ile gosterilir. Benzer sekilde Y, R'nin regiiler elemanlarindan
olusan bir sol Ore kiime ise, R'nin Y'ye gore sol kesirler halkas1 Y~ R ile gosterilir.

Onerme 1.10.12 X, R'nin regiiler elemanlarindan olusan bir sag ve sol Ore kiime olsun.
O zaman, RX~' = X' R'dir.

Tamm 1.10.13 R'nin tiim regiiler elemanlarinin kiimesine gore bir sag kesirler halkasi
varsa, bu halkaya R'nin klasik sag kesirler halkas: denir. Klasik sol kesirler halkasi da
simetrik olarak tanimlanir.

Onerme 1.10.12 gosterir ki; R hem klasik sag kesirler halkasina hem de klasik sol
kesirler halkasina sahip ise, bu iki kesirler halkasi birbirine esittir. Bu durumda ” R klasik
kesirler halkasina sahiptir” denir.

Ornek 1.10.14 Her degismeli halka bir klasik kesirler halkasina sahiptir. R bir tamlik
bolgesi ise, R'nin klasik kesirler halkasi R'nin kesirler cismine esittir.

Tanim 1.10.15 R sifir bolensiz bir halka olsun. R'nin sifirdan farkli elemanlar: bir sag
(sol) Ore kiime olusturuyorsa R've sag (sol) Ore bélge denir.

Ornek 1.10.16 Her tamlik bolgesi sag ve sol Ore bolgedir.

Tamm 1.10.17 M bir R-modiil olsun. M, sifir olmayan altmodiillerin sonsuz bir dik top-
lamint kapsamiyorsa M 've sonlu diizgiin boyutlu modiil denir.
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Teorem 1.10.18 M sifirdan farkli sonlu diizgiin boyutlu bir modiil olsun. Bu durumda M
diizgiin bir altmodiil kapsar. Ustelik, éyle bir n pozitif tamsayisi ve U;(1 < i < n) diizgiin
altmodiilleri vardir ki Uy @ .... ® U,, <. M 'dir ve bu n tamsaysi tek tiirlii belirlidir.

Tanim 1.10.19 M sifirdan farkli sonlu diizgiin boyutlu bir modiil olsun. Teorem 1.10.18'deki
n pozitif tamsayisina M 'nin diizgiin boyutu denir.

Onerme 1.10.20 R sifir bélensiz bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) R sag Ore bélgedir.
(2) Rpg diizgtin modiildiir.
(3) Rg sonlu diizgiin boyutludur.

Sonug 1.10.21 Sag Noether ve sifir bolensiz bir halka sag Ore bolgedir.

Teorem 1.10.22 R halkas igin asagidaki ifadeler denktir.

(1) R'nin regiiler elemanlarindan olugan dyle bir X sag Ore kiimesi vardir ki
RX ! bolimlii bir halkadr:

(2) R'nin boliimlii halka olan bir klasik sag kesirler halkasi vardir.
(3) R sag Ore bolgedir.

Onerme 1.10.23 Q, R halkasinin sag Noether olan bir klasik sag kesirler halkasi olsun. O
zaman, Ry sonlu diizgiin boyutludur ve R sag sifirlayanlar iizerinde artan zincir kosulunu
saglar. Ayrica Q) yari-basit ise R yari-asal halkadur.

Tanim 1.10.24 Ry modiilii sonlu diizgiin boyutlu ise ve R sag sifirlayanlar iizerinde artan
zincir kosulunu sagliyorsa R've sag Goldie halka denir. Eger r R modiilii sonlu diizgiin
boyutlu ve R sol sifirlayanlar iizerinde artan zincir kosulunu sagliyor ise R'ye sol Goldie
halka denir.

Ornek 1.10.25 Her tamlik bolgesi sag ve sol Goldie halkadur:
Ornek 1.10.26 Her sag Noether halka sag Goldie halkadir

Onerme 1.10.27 R yari-asal sag Goldie bir halka ve v € R olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

(1) x regiiler elemandur.
(2) r.anng(x) = (0)'dwr
(3) xR <. Rp'dir.
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Onerme 1.10.28 R yari-asal sag Goldie bir halka ve I, R'nin bir sag ideali olsun. O
zaman, I esas bir sag idealdir ancak ve ancak I regiiler bir eleman kapsar.

Sonu¢ 1.10.29 R asal sag (va da sol) Goldie bir halka olsun. O zaman, R'nin sifirdan
farkl her ideali regiiler bir eleman kapsar.

Teorem 1.10.30 R halkas: yari-basit bir klasik sag kesirler halkasina sahiptir ancak ve
ancak R yari-asal sag Goldie bir halkadur.

Sonug 1.10.31 Her yari-asal sag Noether halka yari-basit bir klasik sag kesirler halka-
sina sahiptir.

Teorem 1.10.32 R halkasi basit Artin bir klasik sag kesirler halkasina sahiptir ancak ve
ancak R asal sag Goldie bir halkadr.

Teorem 1.10.30 gosterir ki; R degismeli bir halka ise, R'nin her P asal ideali i¢in
R/ P sag ve sol Goldie halkadir.

Onerme 1.10.33 X, R icinde bir sag Ore kiime ve M bir sag R-modiil olsun. O zaman,
tx(M)={m € M : birx € X igin mx = 0} kiimesi M 'nin bir altmodiiliidiir.

Tamm 1.10.34 X, R icinde bir sag Ore kiime ve M bir sag R-modiil olsun. tx (M)
altmodiiliine M 'nin X -burkulmali (X -torsion) altmodiilii denir. tx (M) = M ise M'ye
X-burkulmali modiil, tx (M) = (0) ise M 've X-burkulmasiz (X -torsion-free) modiil de-
nir.

R yari-asal sag Goldie bir halka ve X, R'nin tiim regiiler elemanlarinin kiimesi
ise X-burkulmali ve X -burkulmasiz ifadeleri yerine kisaca burkulmali ve burkulmasiz
ifadeleri kullanilacaktir.

Onerme 1.10.35 R yari-asal sag Goldie bir halka ve M burkulmasiz bir sag R-modiil
olsun. O zaman, M boliinebilirdir ancak ve ancak M injektiftir.

Onerme 1.10.36 R yari-asal sag ve sol Goldie bir halka olsun. O zaman, her sonlu iire-
tilmis burkulmasiz sag R-modiil, sonlu tiretilmis bir serbest sag R-modiiliin icine gomii-
lebilir.

1.11. Sag ve Sol Simirhh Halkalar

Bu kesimde, ¢alismamizin sonraki béliimlerinde bahsi gegecek olan halka sinifla-
rindan sag ve sol siirli halkalar1 inceleyecegiz. Bu kesimde verilen bilgiler Goodearl ve
Warfield (2004) kaynagindan alinmigtir.

Tamm 1.11.1 R halkasinin her esas sag (sol) ideali, sag (sol) ideal olarak esas olan bir
ideal kapsiyorsa R've sag (sol) sinirli halka denir.
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Ornek 1.11.2 Her degismeli halka sag ve sol sinirlidur:
Ornek 1.11.3 Her yari-basit halka sag ve sol sinirhdir.

Sonug¢ 1.11.4 R asal bir halka olsun. O zaman, R sag (sol) sinirlidir ancak ve ancak R'nin
her esas sag (sol) ideali sifirdan farkli bir ideal kapsar.

Tanim 1.11.5 R halkasinin her asal boliim halkasi sag (sol) sinirli ise R'ye sag (sol) tiim-
den sinirli halka denir.

Dikkat edilirse, sag (sol) tiimden sinirl1 bir halka sag (sol) sinirli bir halka olmak
zorunda degildir.

Tanim 1.11.6 R sag (sol) Noether ve sag (sol) tiimden sinirli bir halka ise R'ye sag (sol)
FBN halka denir. Hem sag hem de sol FBN bir halkaya kisaca FBN halka denir.

Onerme 1.11.7 R sag (sol) FBN bir halka olsun. P, R'nin sag (sol) ilkel bir ideali ise
R/ P basit Artin bir halkadhr.

1.12. Lokal ve Yari-lokal Halkalar

Bu kesimde, halka teoride 6nemli bir halka sinifi olan lokal halkalarin ve bunlarin
bir genellemesi olan yari-lokal halkalarin tez ¢alismamizda kullanilacak olan baz1 6zellik-
leri verilecektir. Bu kesimde verilen bilgiler Lam (1991) kaynagindan alinmstir.

Teorem 1.12.1 R halkas: i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) R'nin tek bir maksimal sol ideali vardur.
(2) R'nin tek bir maksimal sag ideali vardir.
(3) R/J(R) boliimlii bir halkadr.
(4) R\U(R), R'nin bir idealidir.
(5) R\U(R), R'nin bir toplamsal altgrubudur.

(6) n bir pozitif tamsay: olmak iizere a; + ... + a, € U(R) ise, a; € U(R) olacak
sekilde bir i (1 < i <n) vardr.

(Ma+beU(R)isea € UR) veyab e U(R)'dir.

Tanim 1.12.2 Teorem 1.12.1'deki kosullarin herhangi birini saglayan bir R halkasina
lokal halka denir.

Dikkat edilirse; her boliimlii halka bir lokal halkadar.
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R degismeli bir halka ve p, R'nin bir asal ideali olsun. R'nin, p asal idealindeki
yerellestirmesi olan I?,, halkasi, tek maksimal ideali p[?,, olan bir lokal halkadir.

Ornek 1.12.3 R bir lokal halka ve A = R|[[x]], R iizerinde = degiskenine bagh kuvvet
serilerinin halkast olsun. J(A), sabit terimleri J(R)'de olan tiim kuvvet serilerinin kiime-
sidir ve A/ J(A) ~ R/J(R)'dir. Buna gore, A da bir lokal halkadr.

R bir halka ve e € R olsun. ¢ = e ise e'ye, R'nin bir eskare (idempotent) elemani
denir.

Onerme 1.12.4 R bir lokal halka olsun. Asagidakiler saglanir:

(1) R'nin tek bir maksimal ideali vardr.

(2) R'nin, Og ve 1g'den baska eskare elemani yoktur.
Teorem 1.12.5 R lokal bir halka ise, her projektif R-modiil serbest R-modiildiir.
Tamm 1.12.6 R/J(R) yari-basit bir halka ise R'ye yari-lokal (semilocal) halka denir.

Dikkat edilirse; her lokal halka yari-lokaldir. Sag ya da sol Artin halkalar da yari-
lokal halkalardir.

Onerme 1.12.7 A yari-lokal bir halka ve n pozitif bir tamsay: olsun. O zaman, R =
M, (A) matris halkast da yari-lokal bir halkadur.

Onerme 1.12.8 Lokal halkalarin sonlu bir dik carpumi yari-lokal bir halkadir:

Onerme 1.12.9 R halkas: i¢in asagidaki ifadeleri goz oniine alalim.
(1) R'nin sonlu sayida maksimal sag ideali vardr:
(2) R yari-lokal bir halkadr.
Genel olarak, (1) = (2) gerektirmesi dogrudur.
R/ J(R) degismeli bir halka ise, (2) = (1) gerektirmesi de dogru olur.
Onerme 1.12.9'daki (2) = (1) gerektirmesi genel olarak dogru degildir. Ornegin

bir cisim tizerindeki herhangi bir matris halkas1 yari-lokaldir ancak bdyle bir halkanin
sonsuz ¢oklukta maksimal sag ideali bulunabilir (Lam 1991).
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1.13. PI Halkalar

Bu kesimde, degismeli halkalara en yakin halka sinifi olarak bilinen PI halkalar1
inceleyecegiz. Literatiirde PI halkalarin ¢ok genis bir teorisi vardir. Bu kesimde, PI halka-
larin tez calismamizin sonraki boliimlerinde kullanilacak olan 6zelliklerine yer verilecek-
tir. Bu kesimde verilen bilgiler McConnell ve Robson (1987) kaynagindan alinmaistir.

Z izerinde x4, T, ... degiskenlerine bagli degismeli olmayan polinomlarin halkasi
7 < x1,%9,... > 1le gosterilecektir.

Tanim 1.13.1 f(xq,...,2,) € Z < x1,%3, ... > olsun. Her r; € R i¢in f(r1,...,75) = 0
oluyorsa” R halkast f polinomunu saglar” ve"” f, R'nin bir polinom ozdesligidir” denir.

Tamm 1.13.2 R halkasi Z < x1, %o, ... > iginde en az bir tane monik polinomu sagliyorsa
R'ye PI halka denir.

Ornek 1.13.3 Her degismeli halka PI halkadur. Clinkii degismeli bir R halkast, f(t1,t;) =
t1ty — toty polinom ozdesligini saglar.

Onerme 1.13.4 PI bir halkamn her althalkasi ve her homomorf goriintiisii PI halkadur:

Onerme 1.13.5 R halkasi degismeli bir althalkasi iizerinde sonlu iiretilmis bir sag modiil
ise R bir PI halkadr.

Ornek 1.13.6 R degismeli bir halka ve n € Z olsun. M, (R) bir PI halkadur.
Teorem 1.13.7 R ilkel bir PI halka ise, R basit Artin bir halkadr.
Teorem 1.13.8 R asal bir PI halka ise, R sag ve sol simirli, sag ve sol Goldie halkadir.
Teorem 1.13.9 R Noether bir Pl halka ise, R FBN halkadir.
1.14. Dar Boyut ve Tiimlenmis Modiiller

Bu kesimde, diizgiin boyut kavraminin duali olan dar boyut kavrami incelenecektir.
Ayrica tiimlenmis ve yeterli timlenmis modiiller ile ilgili baz1 sonuglara yer verilecektir.

Bu kesimde verilen bilgiler Clark vd (2006) kaynagindan alinmaistir.

[lk olarak, bagimsiz altmodiiller ailesi kavraminin duali olan esbagimsiz altmodiil-
ler ailesi kavraminin tanimini verecegiz.

Tamm 1.14.1 M bir R-modiil ve N;(i € I) M 'nin altmodiillerinin bostan farkli bir ailesi
olsun. Her j € I ve J C I\{j} sonlu altkiimesi i¢in N; + (e N;) = M ise N;(i € I)
altmodiiller ailesine M 'nin esbagimsiz (coindependent) altmodiillerinin bir ailesi denir.

Onteorem 1.14.2 M bir R-modiil, Ly, Lo, Ls, M 'nin altmodiilleri, M = L, + Lo ve
M = (Ly N Ly) + L3 olsun. O zaman, M = (L, N L3) + Ly olur.
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Ispat. L, = Ly N ((Ly N Ly) + L) = (L1 N Ly) + (L1 N Ls) olur. Buradan da, M =
Ll -+ LQ = (L1 N LQ) -+ (Ll N Lg) -+ L2 = (Ll N Lg) -+ LQ elde edilir. 1

Sonug 1.14.3 M bir R-modiil ve n > 2 pozitif bir tamsayi olmak iizere, L;(1 < i < n),
M 'nin altmodiillerinin bostan farkl bir ailesi olsun. Her 1 < i < n—1i¢in M = (L1N...N
L;) + Ly ise, Li(1 < i < n) ailesi M 'nin esbagimsiz altmodiillerinin bir ailesidir.

Ispat. n iizerine tiimevarim uygulayalim. M = (L, N...N L,_;) + L,, oldugu verilmistir.
1<i<n-—-1,J={1,...,n—1}\{i} ve L = NjesL; olsun. Timevarim varsayimmdan
dolay, M = L + L;dir. Ayrica M = (L N L;) + L,,'dir. Onteorem 1.14.2'den dolay,
M = (LNL,)+L; olur. Buna gére L;(1 < i < n) ailesi M 'nin esbagimsiz altmodiillerinin
bir ailesidir. g

Tamm 1.14.4 M sifirdan farkl bir R-modiil olsun. M modiilii sonsuz elemanli bir esba-
gimsiz altmodiiller ailesi kapsamiyorsa, M 've sonlu dar boyutlu modiil denir.

Teorem 1.14.5 M sonlu dar boyutlu bir R-modiil olsun. Bu durumdan =sup{k : k € Z*
ve M, k elemanli bir esbagimsiz altmodiiller ailesine sahip} olacak sekilde bir n pozitif
tamsayisi vardir.

Tanim 1.14.6 M sonlu dar boyutlu bir R-modiil olsun. Teorem 1.14.5'deki n pozitif tam-
sayisina M 'nin dar boyutu denir. M modiiliiniin dar boyutu h.dim (M) ile gosterilir.

Onerme 1.14.7 M 'nin dar boyutu n'dir ancak ve ancak Hi, ..., H, dar modiiller olmak
tizere 6yle bir p : M — H, & ... ® H,, epimorfimasi vardwr ki Ceky, M 'nin atik altmo-
diiliidiir.

Dikkat edilirse; M dar bir modiil ise h.dim (M) = 1'dir.

Onerme 1.14.8 M bir sag R-modiil ve N, M 'nin bir altmodiilii olsun. Asagidakiler sag-
lanir.

(1) h.dim(M/N) < h.dim(M)dir
(2) M =M & ... & My, ise h.dim(M) = h.dim(M;) + ... + h.dim(My,) olur.

(3) N << M ise h.dim(M/N) = h.dim(M)'dir. h.dim(M) sonlu ve
h.dim(M/N) = h.dim(M) ise N << M 'dir.

Onerme 1.14.9 Her Artin modiil sonlu dar boyutludur.

Tamm 1.14.10 M bir R-modiil ve L, M 'nin bir altmodiilii olsun. M = N + L ézelligine
gore minimal olan bir N altmodiiliine, L'nin M i¢indeki bir tiimleyeni ya da M 'nin bir
tiimleyen (supplement) altmodiilii denir.

Dikkat edilirse; N, L' nin tiimleyenidir ancak ve ancak M = N+ Lve NNL <<
N'dir.
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Tamm 1.14.11 M bir R-modiil olsun. M 'nin her altmodiiliiniin bir tiimleyeni varsa M 'ye
tiimlenmiys (supplemented) modiil denir.

Tamm 1.14.12 M bir R-modiil olsun. M = A + B olacak sekilde, M 'nin A ve B alt-
modiilleri icin A'min B i¢inde kalan bir tiimleyeni varsa M 've yeterli tiimlenmis (amply
supplemented) modiil denir.

Dikkat edilirse; yeterli timlenmis modiiller timlenmis modiillerdir. Ayrica her Ar-
tin modiil yeterli tiimlenmis bir modiildiir.

Onerme 1.14.13 M yeterli timlenmis bir modiil olsun. O zaman, M 'nin her tiimleyen
altmodiilii yeterli tiimlenmis modiildiir.

Onerme 1.14.14 M bir R-modiil, L ile N, M 'nin altmodiilleri ve L, N'nin M icindeki
bir tiimleyeni olsun. O zaman,

h.dim(M) = h.dim(M/N) + h.dim(M /L) = h.dim(M /L) + h.dim(L)

Onerme 1.14.15 M tiimlenmis bir R-modiil ve n pozitif bir tamsayt olsun. O zaman,
M 'nin dar boyutu n'dir ancak ve ancak M, n tane dar altmodiiliin fazlaliksiz bir dik top-
lami seklinde yazilabilir.

Teorem 1.14.16 R yari-lokal bir halkadir ancak ve ancak her sonlu tiretilmis sag R-modiil
sonlu dar boyutludur.

1.15. Asamali Halkalar ve Modiiller

Bu kesimde, tez ¢alismamizin besinci boliimiine temel olusturan agsamali halka-
lar ve modiiller ile ilgili baz1 temel bilgiler ve sonuglar verilecektir. Bu kesimde verilen
bilgiler Nastasescu ve Oystaeyen (1983), (2004) kaynaklarindan alinmistir.

Tamim 1.15.1 G bir grup ve R bir halka olsun. {R,} e, R'nin toplamsal altgruplarimin
bir ailesi olmak iizere R = ©ycq Ry ise ve her g, h € G igin RyR;, C R, oluyorsa R'ye
G-asamali (G-graded) halka (va da kisaca asamall halka) denir.

R = ®4ec Ry G-asamali bir halka olsun. Her g, h € G i¢in RyR), = Ry, ise R'yve
kuvvetli asamalr (strongly graded) halka denir.

R = ®4ecRy G-asamali bir halka olsun. g € G icin R,'nin elemanlarinin her

birine derecesi g olan bir homojen eleman (va da kisaca homojen eleman) denir. R'nin
tiim homojen elemanlarinin kiimesi kisaca h(R) ile gosterilir, yani h(R) = Uyeq R, 'dir.

Bu boliimiin geri kalan kisminda aksi belirtilmedikge, G bir grup olarak alinacaktir
ve e, G grubunun birim elemanini gosterecektir.

Ornek 1.15.2 (1) R bir halka ve G bir grup olsun. R, = R ve her g # e i¢in R, =
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(0) olarak alimirsa, R G-asamali bir halka olur. Boylece her R halkast bir G grubu igin
G-asamalr halkadir.

(2) R bir halkave S := R|[x| Riizerindeki bir degiskenli polinomlar halkasi olsun.
i € Z olmak iizere, i < 0i¢in S; = (0) vei > 0i¢in S; = {az' : a € R} olarak alinirsa,
S = @iczSive heri,j € Zigin S;5; C Siy; olur. Boylece S Z-asamal bir halkadir.

(3) R degismeli bir halka ve R|x| R iizerindeki bir degiskenli polinomlar halkasi
olmak iizere S = {x™ : n € Z"} kiimesi R|x]'in ¢arpimsal kapali bir altkiimesidir. R|x]'in
S'ye gore yerellestirmesi olan ST Rz] = {@F0Ltattnt g0 gy .. a, € R, n,m €
7} halkasina Laurent polinomlar halkasi denir. Bu halka kisaca Rz, x| ile gosterilir:
n € Zigin (Rlz,x7 '), = {az" : a € R} olmak iizere R[z, 2 '] = ®pey (R[z, 27 1])
Z~asamalr bir halkadr.

n

Onerme 1.15.3 R = Dgea Ry G-asamali bir halka olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
(1) Re, R'nin bir althalkasidwr ve 1y € R, 'dir.

(2) g € Gigin, r € R, ve r birimsel bir eleman ise r—' € R, dir.

Tanim 1.15.4 R = @ycq Ry G-asamali bir halka olsun. Her g € G i¢in, R, birimsel bir
eleman kapsiyorsa R've ¢capraz ¢arpim (crossed product) denir.

Onerme 1.15.5 Her capraz carpim kuvvetli asamali bir halkadur:

Tanim 1.15.6 R = ©ycq Ry asamal bir halka ve I R'nin bir sag (sol) ideali olsun. 1 =
Bgec(I N Ry) ise I'va sag (sol) asamalr ideal denir.

Tanim 1.15.7 R = ©,cq Ry asamali bir halka ve P, R'nin asamali bir 6z ideali olsun. A
ve B, R'nin agamall idealleri olmak iizere AB C P iken A C P veya B C P oluyorsa
P'ye asamali asal ideal (ya da kisaca gr-asal ideal) denir. (0), R'nin bir asamall asal
ideali ise R've asamali asal halka (va da kisaca gr-asal halka) denir.

Onerme 1.15.8 R = @gea Ry asamalr bir halka ve P, R'nin asamali bir 6z ideali olsun.
P, R'nin agsamali asal idealidir ancak ve ancak a,b € h(R) olmak iizere aRb C P olmasi
a € Pveyab € P olmasini gerektirir.

Asamali bir halka i¢inde, her asal idealin gr-asal ideal oldugu aciktir. Ancak asa-
gidaki ornek, her gr-asal idealin asal ideal olmadigini1 gosterir.

Ornek 1.15.9 (Refai ve Al-Zoubi 2004) R = Z[i] = {a +ib € C:a,b € Z} ve G = 7y
olsun. Ry = 7Z ve Ry = iZ olmak iizere; R = Ry & Ry G-asamali bir halkadir. I = 2R

ideali, R'nin gr-asal bir idealidir ancak asal ideali degildir.

Tamim 1.15.10 H bir grup olsun. H 'nin asagidaki ozellikleri saglayan bir S altkiimesi
varsa H'ye sirali (ordered) grup denir.
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(OH,y) e ¢ S'dir.
(OHy) a € H iseya a € S'dir ya a = e'dir ya da a™' € S'dir.
(OH3) a,b € Sise ab € S'dir.

(OH,) Her a € H igin aSa™' C S'dir.

Onerme 1.15.11 (1) H swrali bir grup ve S, Tanum 1.15.10'daki (O H,-OH,) kosullarin
saglayan kiime olsun. a,b € H olmak iizere, b < a <= b 'a € S seklinde tanimli
< bagwntist ile, H lineer sirall bir kiimedir ve a,b € H i¢cin a < b ise her ¢ € H igin
ac < bc'dir.

(2) H grubu, tizerinde tanimli bir < bagintist ile lineer sirali bir kiime olsun. a,b €
H i¢in a < bolmasi her ¢ € H igin ac < bc olmasini gerektiriyorsa, S = {x € H :
ey < x} kiimesi Tamm 1.15.10'daki (OH,-OHy) kosullarini saglar, yani H sirali bir
gruptur.

Ornek 1.15.12 Her serbest grup bir siralt gruptur.

Onerme 1.15.13 G sirali bir grup olmak iizere R, G-asamali bir halka ve P, R'nin asa-
mali bir ideali olsun. P, R'nin bir asal idealidir ancak ve ancak P, R'nin bir gr-asal
idealidir.

Tamim 1.15.14 R = & e R, G-asamali bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. { M} ,ec,
M 'nin toplamsal altgruplarinin bir ailesi olmak iizere M = ©gc M, ise ve her g, h € G
icin MyRy, C My, oluyorsa, M've G-asamali R-modiil (ya da kisaca asamali R-modiil)
denir.

M = ®yjeaMy G-asamali bir R-modiil olsun. g € G i¢in M,'nin elemanlarinin
her birine derecesi g olan bir homojen eleman (va da kisaca homojen eleman) denir. M 'nin
tiim homojen elemanlarinin kiimesi h(M) ile gosterilir, yani h(M) = Uy M, dir.

Dikkat edilirse; R G-asamali bir halka ve M = @, M, G-asamal1 bir R-modiil
ise her g € G i¢in M, bir R.-modiildiir.

Onerme 1.15.15 R = @gea Ry kuvvetli asamali bir halka ve M = @ e M, asamalr bir
R-modiil olsun. Asagidakiler saglantr.

(1) M = (0)'dir ancak ve ancak M;, = (0) olacak sekilde bir h € G varduwr.

(2) I, R'nin agsamali bir sol ideali ise, I = RI,'dir:
Tanim 1.15.16 R = ©ycq Ry G-asamali bir halka, M = ©,ccM, asamalr bir R-modiil

ve N, M'nin bir altmodiilii olsun. N = @4cc(N N M,) ise, N've M 'nin asamali bir
altmodiilii denir.
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R G-asamal1 bir halka, M = @ ,cc M, asamal1 bir R-modiil ve N, M'nin asamali
bir altmodiilii olsun. O zaman, her g € G igin (M /N), = (M, + N) /N olmak tzere;
M /N, G-asamali bir R-modiildiir.

R G-asamali bir halka, M = @,cc M, asamal1 bir R-modiil ve N, M'nin bir alt-
modiilii olsun. N'nin tiim homojen elemanlari tarafindan iiretilen altmodiil asamali bir
altmodiildiir ve bu altmodiil N* ile gosterilir. Dikkat edilirse; N*, N i¢inde kapsanan en
biiyiik asamali altmodiildiir ve N* = @ e (N N M,)'dir.

Onerme 1.15.17 R = Dgec Ry asamali bir halka, M = ©yecq M, asamal bir R-modiil
ve I, R'nin asamali bir ideali olsun. O zaman,

(1) anng(M), R'nin asamali bir idealidir.
(2) (0 :ps 1), M'nin asamal bir altmodiiliidiir.

(3) M1, M 'nin asamali bir altmodiiliidiir.

Ispat. (1) x € anng(M) olsun. x = r,, + ... +r,, olacak sekilde ,, € R, (1 <i < n)
homojen elemanlari ve n € Z* vardir. Her m € h(M) i¢in, 0 = mx = mry, + ... +mry,
olur. Buradan; her m € h(M) igin mry, = 0 (1 <4 < n) elde edilir. M asamali R-modiil
oldugundan bu sonug, her i = 1,...,n igin 7y, € anng(M) oldugunu gosterir. Béylece
T € Gyec(anng(M) N R,) ve dolayisiyla anng(M) = @yeq(anng(M) N R,) olur. Su
halde anng(M), R'nin asamali bir idealidir.

(2) m € (0 :pr I) olsun. m = my, + ... +my, olacak sekilde m,, € M, (1 <i<
n) homojen elemanlar1 ve n € Z* vardir. Her r € h(I) i¢in, mr = mg,r + ...+
myg,r = 0'dir. Buradan, her » € h([) igin m,,r = 0 (1 < i < n) elde edilir. / asamal1 bir
ideal oldugundan, i = 1, ..., nig¢in m,, € (0 :p; I) olur. Budam € Gyeq((0:ps 1) N My)
ve dolayisiyla (0 :ps 1) = Byee((0 :ar 1) N M,) oldugunu gosterir. Su halde (0 :p 1),
M'nin agamal1 bir altmodiiliidiir.

(3)me Mver e Iiginmr € @yeq(MI N M,) oldugunu gostermek yeterlidir.
m = mg, +...+m,, olacak sekilde m,, € M, (1 <i < n)homojen elemanlariven € Z*
vardir. [ agamal bir ideal oldugundan, r = ry, + ... + 3, olacak sekilde 7, € I N Ry,
(1 < j < t) homojen elemanlari ve t € Z* vardir. Buradan, mr = > Mg, Th; €

I

Bgec(My, N MI) olur. $u halde M I, M'nin asamali bir altmodiiliidiir.

Tamim 1.15.18 R asamali bir halka, M asamali bir R-modiil ve A, M 'nin asamali bir
altmodiilii olsun. M 'nin sifirdan farkl her C' agamali altmodiilii icin ANC' # (0) oluyorsa
A'ya M 'nin agamall esas (ya da kisaca gr-esas) altmodiilii denir.

Onerme 1.15.19 R asamali bir halka, M asamal bir R-modiil ve N, M 'nin asamali bir
altmodiilii olsun. O zaman; N, M 'nin bir esas altmodiiliidiir ancak ve ancak N, M 'nin
bir gr-esas altmodiiliidiir.
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Ispat. N, M'nin bir esas altmodiilii ise N'nin M i¢inde gr-esas altmodiil oldugu agiktr.
Tersine; N, M'nin bir gr-esas altmodiilii olsun. 0 # m € M alalim. m = mg + ... +
my, olacak sekilde 0 # m,, € M, (1 < i < n) homojen elemanlar1 ve n € Z*
vardir. n lizerine tiimevarim ile 0 # ma € N olacak sekilde bir a € h(R) bulundugunu
gosterecegiz.

n = lise; N, M icinde gr-esas altmodiil oldugundan 0 # ma € N olacak sekilde
bir a € h(R) bulunur.

n > 1 olsun. Tiimevarim hipotezinden dolayi, 0 # (mg,+...4+my, )b = (m—my, )b
€ N olacak sekilde bir b € h(R) vardir.

mg, b= 0ise; 0 # mb = (m —my, )b € N olur.

mg,b # 0 olsun. N, M iginde gr-esas altmodiil oldugundan, 0 # mg,bc € N
olacak sekilde bir ¢ € h(R) vardir. mbc = my, be+...+my, be olur. be € h(R) oldugundan
son esitligin sag tarafindaki toplam, mbc elemaninin homojen elemanlar cinsinden tek
tiirlii yazilimidir. Buna gore, mgy, bc # 0 oldugundan 0 # mbc € N'dir. Su halde N, M
i¢inde bir esas altmodiildiir. g

Tamm 1.15.20 R asamali bir halka, M asamali bir R-modiil ve S, M 'nin asamali bir
altmodiilii olsun. Eger M 'nin her T asamali 6z altmodiilii i¢in M # S + T oluyorsa S'ye
M 'nin asamali atik (va da kisaca gr-atik) altmodiilii denir.

R (G-asamali bir halka ve M asamali bir R-modiil olsun. M'nin her atik ve asamali
altmodiiliiniin gr-atik oldugu aciktir. Ancak asagidaki 6rnek her gr-atik altmodiiliin atik
altmodiil olmadigini gostermektedir.

Ornek 1.15.21 k bir cisim olmak iizere R = k[z] polinomlar halkasinda (x), Rg'nin
gr-atik bir altmodiiliidiir fakat atik altmodiilii degildir.

Tanim 1.15.22 R gr-asal bir halka olsun. R'nin her gr-esas sol (sag) ideali sifirdan farkl
bir asamall ideal kapsiyorsa R'ye sol (sag) asamali sinirlt halka denir.

Tamm 1.15.23 R asamali bir halka olsun. R'nin her P gr-asal ideali i¢in R/ P halkast
sol (sag) asamali simirly ise R'ye sol (sag) asamall tiimden sinirli halka denir.

Asagidaki ornek, her sol asamali timden sinirli halkanin, sol tiimden sinirli halka
olmadigini gostermektedir.

Ornek 1.15.24 D boliimlii bir halka ve o, D'nin bir otomorfizmast olmak iizere R =
D|x, ¢| yari-polinom halkasim goz éniine alalim. R sol asamali tiimden simirli bir halka-
duw;, ¢iinkii R'nin her agamall sol ideali ¢ift yonlii idealdir. Ancak p, D 'nin bir i¢ otomor-
fizmasi degilse, R sol tiimden simirly bir halka degildir.

Tamim 1.15.25 R asamali bir halka olsun. R, sifirdan farkli agsamali sol (sag) ideallerin
sonsuz bir dik toplamini kapsamiyorsa ve R, agamalli sol (sag) sifirlayanlar iizerinde artan

31



zincir kosulunu saglyyorsa R'ye sol (sag) asamali Goldie (va da kisaca sol (sag) gr-Goldie)
halka denir.

Asagidaki 6rnek, her sol gr-Goldie halkanin sol Goldie halka olmadigin1 goster-
mektedir.

Ornek 1.15.26 k bir cisim olmak iizere, x ve y ile iiretilen ve xy = yx = 0 bagintilarini
saglayan k cebiri R'yi goz oniine alalim. n > 0 i¢in R, = kx" ve m < 0 i¢in R, = ky™
olmak iizere R = @,z R, Z-asamal bir halkadir. R = @,z R, sol gr-Goldie halkadwr
ancak sol Goldie halka degildir.

Tamm 1.15.27 R asamali bir halka olsun. Her © € h(R) i¢in x = xyx olacak sekilde
bir y € R varsa R've agamali diizenli (ya da kisaca gr-diizenli) halka denir.

Onerme 1.15.28 R asamal: bir halka olsun. R gr-diizenli halkadir ancak ve ancak R'nin
her temel sol (va da sag) asamali ideali homojen bir eskare eleman tarafindan iiretilir.

Tamm 1.15.29 R gr-diizenli bir halka olsun. R'nin tiim homojen eskare elemanlart mer-
kezil ise, R've gr-abelyen diizenli halka denir.

Her diizenli (abelyen diizenli) asamali halkanin gr-diizenli (gr-abelyen diizenli)
halka oldugu agiktir. Ancak asagidaki 6rnek, bu ifadenin tersinin dogru olmadigini1 goste-
rir.

Ornek 1.15.30 & bir cisim olmak iizere, birinci Weyl cebiri S := A(k)'yt gbz éniine
alalim. Ay (k), k tizerinde x ve y ile tiretilmis ve xy — yx = 1 bagintisint saglayan cebirdir.
deg(x) = 1 ve deg(y) = —1 olmak iizere, S asamali bir halkadir. S'nin total asamal
kesirler halkasi QQ9(S) gr-abelyen diizenli bir halkadwr ancak diizenli bir halka degildir.

Tamm 1.15.31 R = @y Ry G-asamal bir halka, M = ®geaMg ile M = ©geaM,
asamalt R-modiiller ve f : M — M’ bir R-modiil homomorfizmast olsun. Her h € G
icin f(My,) C M ise f've asamali homomorfizma denir.

Tanim 1.15.32 R = ©yeq Ry G-asamalr bir halka, M = ©,ca M, asamalr bir R-modiil
ve o € G olsun. Her g € G igin ((0)M), = M,y olmak iizere (0)M = @4ec ((0)M)
asamalr R-modiiliine M 'nin o-siispansiyonu (o-suspension) denir.

9

Tanm 1.15.33 R = @ cq Ry G-asamal bir halka ve M = ©4cq M, sifirdan farkl asa-
mali bir R-modiil olsun. M 'nin sifirdan ve kendisinden baska bir asamali altmodiilii yoksa
M'ye asamali basit (ya da kisaca gr-basit) modiil denir.

Her basit agamali1 modiiliin gr-basit oldugu aciktir. Ancak asagidaki 6rnek, her gr-
basit modiiliin basit modiil olmadigini gosterir.

Ornek 1.15.34 k bir cisim olmak iizere R = k[x, v~ Laurent polinomlar halkasint géz
ontine alalim. R modiilii gr-basit modiildiir ancak basit modiil degildir.
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Tanim 1.15.35 R = ®,cc R, G-asamali bir halkave M = @ je M, asamali bir R-modiil
olsun. M, asamali altmodiilleri tizerinde artan (azalan) zincir kosulunu saglyyorsa M 'ye
asamall Noether (Artin) modiil (ya da kisaca gr-Noether (gr-Artin) modiil)denir.

Onerme 1.15.36 R asamali bir halka ve M asamali bir R-modiil olsun. Asagidaki ifade-
ler denktir.

(1) M asamalr Noether'dir.

(2) M'nin asamalr altmodiillerinin bostan farkli her altkiimesinin bir maksimal
elemani vardur.

(3) M 'nin her asamalr altmodiilii sonlu tiretilmistir:

Onerme 1.15.37 R asamali bir halka ve M asamali bir R-modiil olsun. Asagidaki ifade-
ler denktir.

(1) M asamalr Artin'dir.

(2) M 'nin asamal altmodiillerinin bostan farkli her altkiimesinin bir minimal ele-
mani vardir.

(3) { M4 }aca, M'nin asamal altmodiillerinin bir ailesi ise A'nin oyle bir sonlu F
altkiimesi vardir ki NoeaM, = NpepMg'dir.

Her Artin agamali modiiliin gr-Artin modiil oldugu agiktir. Ancak asagidaki 6rnek
her gr-Artin modiiliin Artin olmadigin1 gosterir.

Ornek 1.15.38 £ bir cisim olmak iizere R = k[x, v~ Laurent polinomlar halkasini géz
ontine alalim. Ry gr-Artin modiildiir ancak Artin modiil degildir.

Her Noether asamali modiiliin gr-Noether oldugu aciktir. Ancak asagidaki 6rnek,
her gr-Noether modiiliin Noether modiil olmadigini gosterir.

Ornek 1.15.39 J sonsuz bir kiime olmak iizere G = Z\7) grubunu géz éniine alalim. k
bir cisim olmak iizere R = k|G| grup halkasi G-asamali bir halkadir. Rr modiilii gr-
Noether'dir ancak Noether degildir.

Tamim 1.15.40 R asamali bir halka ve M asamali bir R-modiil olsun. A ve B asamall
R-modiiller olmak iizere, her g : A — B asamali R-monomorfizmasi ve her h : A —
M asamalt R-homomorfizmast i¢in h = fg olacak sekilde bir f : B — M asa-
mali R-homomorfizmast bulunabiliyorsa M 've asamali injektif (ya da kisaca gr-injektif)
R-modiil denir.

M

Th N f

0o — A % B
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Onerme 1.15.41 R asamali bir halka ve M asamali bir R-modiil olsun. M injektif bir
R-modiil ise M gr-injektiftir.

Asagidaki 6rnek, her gr-injektif modiiliin injektif modiil olmadigin1 gdsterir.

Ornek 1.15.42 k bir cisim olmak iizere R = k[x, x~'] Laurent polinomlar halkasint géz
oniine alalim. Ry, gr-injektif modiildiir ancak injektif modiil degildir.
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2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Asal ideal kavramimin modiil teorideki genellemesi olan asal altmodiil kavrama,
ilk olarak 1965 yilinda Feller ve Swokowski tarafindan tanimlanmustir. Literatlirde asal
altmodiiller ile ilgili olarak yer alan ilk ¢alismalar Feller ve Swokowski (1965), Kara-
kas (1972) ve Dauns (1978) tarafindan yapilmistir. Asal altmodiiller, son 30 yil i¢inde
bir¢ok cebirci tarafindan ¢alisilmis ve bu altmodiil sinifi ile ilgili birgok dnemli sonug
elde edilmistir (6rn. bkz. Lu 1984, 1989, 1990, 1995, 1997, McCasland ve Moore 1986,
1991, McCasland ve Smith 1993, Man 1999, Man ve Smith 2002, Pusat-Yilmaz ve Smith
2002, Alkan ve Tiras 2006, 2007, Azizi 2007, Behboodi 2009, Ceken ve Alkan 2011b,
2013a). M bir R-modiil olsun. M # (0) ve M'nin sifirdan farkli her N altmodiilii i¢in
anng(M) = anng(N) ise M'ye asal R-modiil denir. M asal bir R-modil ise anng(M)
idealinin R'nin bir asal ideali oldugu kolayca goriilebilir. M 'nin bir N altmodiiliiigin M / N
boliim modiilii asal R-modiil ise N'ye M'nin asal altmodiilii denir. N, M'nin bir asal alt-
modiilii ve P = anng(M /N) ise N'ye P-asal altmodiil denir.

Esasal altmodiiller, asal altmodiillerin dual kavrami olarak, 2001 yilinda Yassemi
tarafindan degismeli halkalar tizerinde tanimlanmistir. Yassemi degismeli bir halka {ize-
rindeki esasal modiil tanimini sdyle vermistir: R degismeli bir halka ve M sifirdan farkl
bir R-modill olsun. Her r € R i¢in, f, : M — M, f.(m) = mr (m € M) seklinde ta-
nimlanan f, endomorfizmasi sifir ya da orten ise, M'ye esasal R-modiil denir. M 'nin bir N
altmodiilii kendi basina esasal bir R-modiil ise, N'ye M'nin esasal altmodiilii denir (Yas-
semi 2001). Yassemi'nin yaptig1 esasal altmodiil tanimi, 2002 yilinda Annin tarafindan
degismeli olmayan halkalar iizerindeki modiillere de genellenmistir. Annin bu genelle-
meyi sO0yle vermistir: R (degismeli olmas1 gerekmeyen) bir halka ve M bir sag R-modiil
olsun. M # (0) ve M'nin her N 6z altmodiilii igin anng(M) = anng(M/N) ise, M'ye
esasal R-modiil denir (Annin 2002). Degismeli bir halka {izerinde Annin'in yaptig1 esa-
sal modiil tanimi ile Yassemi'nin yaptig1 esasal modiil tanim1 denk olmaktadir. Egasal alt
modiiller ile ilgili caligmalar asal alt modiillere gore oldukea yenidir. Son yillarda yapilan
caligmalar, bu altmodiil sinifinin, modiil ve halka karakterizasyonlarinda 6énemli bir rol
oynadigini gostermistir (6rn. bkz. Annin 2002, 2008, Abuhlail 2010, Ansari-Toroghy ve
Farshadifar 2011, 2012a, 2012b, 2013, Ceken ve Alkan 2011a, 2014, Ceken vd 2013a,
2013b).

M bir sag R-modiil ve P, R'nin bir ideali olsun. P = anng(N) ve N asal R-modiil
olacak sekilde M 'nin bir N altmodiilii varsa P'ye, M 'nin bir ilgili asali (associated prime)
denir (Lam 1999). 2002 yilinda, Annin degismesiz halkalar {izerinde, ilgili asal ideallerin
dual kavrami olan ekli asal idealleri s0yle tanimlamistir: M bir sag R-modiil ve (), R'nin
bir ideali olsun. ) = anng(T') olacak sekilde M'nin bir 7" esasal bolim modiilii varsa
(Q'ya, M'nin bir ekli asali (attached prime) denir (Annin 2002). M sag R-modiiliiniin tiim
ekli asallarinin kiimesi Att(Mp) ya da kisaca Att(M) ile gosterilecektir. Dikkat edilirse;
Att((0)) = (0'dir ve M esasal bir R-modiil ise, Att(M) = {anng(M)}'dir.
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Bu boliimde esasal modiiller ve ekli asal idealler i¢in literatiirde yer alan bazi so-
nuglar verilecektir.

2.1. Esasal Modiillerin Temel Ozellikleri

Onerme 2.1.1 (Abuhlail 2011) M sifirdan farkli bir sag R-modiil olsun. O zaman, M
esasal R-modiildiir ancak ve ancak R'nin her I ideali i¢in M I = (0) veya M1 = M 'dir.

Ispat. M esasal bir R-modiil ve I, R'nin bir ideali olsun. M # M oldugunu kabul edelim.
O zaman, anng(M) = anng(M/MI) olur. Bu da I C anng(M) olmasini gerektirir.
Boylece M1 = (0)'dr.

Tersine, R'nin her [ ideali i¢in M [ = (0) veya M I = M oldugunu kabul edelim.
N, M'nin bir 6z altmodiilii ve anng(M /N) = I olsun. O zaman, M # M'dir. Su halde
M1I = (0) yani I C anng(M) olmalidir. Boylece anng(M) = anng(M/N) olur. 1

Her basit modiiliin esasal modiil oldugu agiktir.

Tanim 2.1.2 (Abuhlail 2011) M sifirdan farkh bir sag R-modiil olsun. Her r € R igin
Mr = (0) veya Mr = M ise, M 've biitiiniiyle esasal (completely coprime) R-modiil
denir.

Dikkat edilirse; biitiiniiyle esasal bir modiil esasaldir.

R degismeli bir halka iken, M'nin esasal R-modiil olmasi ile biitiiniiyle esasal
R-modiil olmas1 denktir.

Ornek 2.1.3 (Abuhlail 2011) R bolimlii halka olmayan bir basit halka olsun. O zaman,
Rpr sag R-modiilii esasal bir modiildiir ancak biitiiniiyle esasal bir modiil degildir.

Ornek 2.1.4 (Abuhlail 2011) (1) Qg modiilii esasal bir modiildiir.

(2) p bir asal sayt olmak iizere, Z.(p™) Z-modiilii esasal bir modiildiir.

M bir sag R-modiil ve N, M'nin bir altmodiilii olsun. Her f € Endg(M) igin
f(N) C N oluyorsa N'ye, M'nin degismez (fully invariant) altmodiilii denir.

Onerme 2.1.5 (Abuhlail 2011) M bir sag R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(1) M esasal R-modiildiir.
(2) M 'nin her degismez L 6z altmodiilii i¢in anng(M) = anng(M /L) 'dir.
(3) M 'nin her L oz altmodiilii i¢in M / L esasal bir modiildiir.

(4) M 'nin her degismez L 6z altmodiilii i¢in M | L esasal bir modiildiir.
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(5) M 'nin her degismez L oz altmodiilii i¢cin R/anng(M) halkasi, M | L modiilii
ile estiretilir.

(6) M 'nin her L 6z altmodiilii i¢in R/anngr(M) halkasi, M | L modiilii ile esiire-

tilir.
Ispat. (1) = (2) Esasal modiil tanimindan agiktir.

(2) = (1) L, M'nin bir 6z altmodiilii ve I := anng(M /L) olsun. O zaman
M I, M'nin degismez bir altmodiiliidiir ve I C anng(M /M) = anng(M)'dir. Buradan,
anng(M) = anng(M /L) olur. Buna gore, M esasal R-modiildiir.

(1) = (3) L, M'nin bir 6z altmodiilii ve /, R'nin bir ideali olsun. N := MI+L ¢
M oldugunu kabul edelim. O zaman, I C anng(M/N) = anng(M) olur. Buna gore,
M1I = (0) C L'dir. Onerme 2.1.1'den, M /L esasal bir modiildiir.

(3) = (4) Aciktir.

(4) = (1) Ozel olarak, L := (0) degismez altmodiilii igin, M /L ~ M esasal bir
modiildiir.

"Herhangi bir halka iizerindeki bir N modiilii halkay1 esiiretir ancak ve ancak N
bu halka tizerinde faithful modiildiir.” ger¢egi kullanilarak, (2) = (5) ve (1) = (6)
gerektirmeleri elde edilir. §

Esasal modiiller ile ilgili baz1 basit sonuglar1 soyle siralayabiliriz:

* R basit bir halka ise, R tizerindeki her sag R-modiil esasaldir.

* R basit halkadir ancak ve ancak Ry esasal modiildiir.

* M bir sag R-modiil olsun. anng(M), R'nin bir maksimal ideali ise M esasal bir
R-modiildiir: 7, R'min bir ideali olsun. M1 # (0) ise anng(M) + I = R'dir.
Buradan, M I = M elde edilir. Bu da M 'nin esasal modiil oldugunu gosterir. Genel
olarak, M esasal bir R-modiil ise anng (M), R'nin bir maksimal ideali olmayabilir.
Ornegin, Q7 esasal bir Z-modiildiir ancak annz(Qz) = (0), Z'nin bir maksimal
ideali degildir.

Onerme 2.1.6 (Abuhlail 2011) M esasal bir sag R-modiil ise anng(M), R'nin bir asal
idealidir.

Ispat. M esasal bir R-modiil olsun. [ ve J, R'nin idealleri olmak iizere I.J C anny(M)
olsun. I € anng(M) oldugunu kabul edelim. O zaman, M1 # (0)'dir. M esasal ol-
dugundan, M1 = M'dir. Buradan, M (IJ) = (MI)J = MJ = (0) ve dolayisiyla
J C anng(M) olur. Bu da anng(M )'nin, R'nin bir asal ideali oldugunu gosterir. 1

M esasal bir sag R-modiil ve anng(M) = P ise bu durumda M'ye P-esasal modiil
denir.
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Onerme 2.1.6'nin tersi genel olarak dogru degildir. Ornegin, annz(Zz) = (0),
Z'min bir asal idealidir ancak Zz esasal bir modiil degildir.

Tanim 2.1.7 (Tuganbaev 2003) M bir sag R-modiil olsun. M 'nin her N altmodiilii igin
N = M1 olacak sekilde R'nin bir I ideali varsa M 've ¢carpimsal (multiplication) modiil
denir.

Onerme 2.1.8 (Tuganbaev 2003) M bir sag R-modiil olsun. M ¢arpimsal R-modiildiir
ancak ve ancak M 'nin her N altmodiilii i¢cin N = Manng(M /N)'dir.

R degismeli bir halka ise Ry ¢arpimsal modiildiir.

Asagida tanimi verilen escarpimsal modiil kavrami, ¢arpimsal modiillerin dual
kavrami olarak, 2007 yilinda Ansari-Toroghy ve Farshadifar tarafindan tanimlanmustir.

Tamm 2.1.9 (Ansari-Toroghy ve Farshadifar, 2007) M bir sag R-modiil olsun. M 'nin her
N altmodiilii icin N = (0 :p; I) olacak sekilde R'nin bir I ideali varsa M 'ye es¢arpimsal
(comultiplication) modiil denir.

Onerme 2.1.10 (4nsari-Toroghy ve Farshadifar, 2007) M bir sag R-modiil olsun. M 'nin
escarpimsal bir R-modiil olmast i¢cin gerek ve yeter kosul M 'nin her N altmodiilii igin
N = (0 :ps anng(N)) olmasidir.

Ornek 2.1.11 (Ansari-Toroghy ve Farshadifar, 2007) p bir asal say: olsun. Z.(p>), Z-mo-
diilii es¢arpimsal bir Z-modiildiir. Ciinkii 7.(p™) modiiliiniin her altmodiilii, i € N olmak
iizere, (1/p" + Z)Z seklindedir ve (1/p" + Z)Z = (0 :ps p'Z) esitligi saglanir.

Ornek 2.1.12 (4Ansari-Toroghy ve Farshadifar, 2007) M = Z; escarpimsal modiil de-
gildir. Ciinkii 27, Z'nin bir altmodiiliidiir ancak (0 :p; anng(27)) = Z # 27'dir.

Onerme 2.1.13 (Ansari-Toroghy ve Farshadifar, 2007) M escarpimsal bir sag R-modiil
ise, M 'nin her altmodiilii de es¢arpimsal R-modiildiir.

Teorem 2.1.14 (Ansari-Toroghy ve Farshadifar 2008) R degismeli bir halka, M sonlu
tiretilmis faithful escarpimsal bir R-modiil ve N, M 'min bir altmodiilii olsun. O zaman;
N, M 'nin esas altmodiiliidiir ancak ve ancak N = (0 :j; I) olacak sekilde R'nin bir I
atik ideali vardr.

Onerme 2.1.15 (4buhlail 2011) (1) M ¢arpimsal bir sag R-modiil olsun. O zaman, M
esasal modiildiir ancak ve ancak M basit modiildiir.

(2) M es¢arpimsal bir sag R-modiil ve N, M 'nin bir altmodiilii olsun. N, M 'nin
esasal bir altmodiiliidiir ancak ve ancak anngr(N), R'nin bir asal idealidir.

Ispat. (1) Her basit modiiliin esasal oldugu agiktir. Tersine, M garpimsal modiiliiniin esa-
sal oldugunu kabul edelim. N, M'nin bir 6z altmodiilii ve I := anng(M /N) olsun. O
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zaman N = M1 ve M1 # M'dir. M esasal modiil oldugundan, M [ = N = (0) olmali-
dir. Bu da M 'nin basit modiil oldugunu gosterir.

(2) N, M'nin esasal bir altmodiilii olsun. Onerme 2.1.6'ya gére anng (N ), R'nin bir
asal idealidir. Tersine, anng(/N ), R'nin bir asal ideali olsun. Onerme 2.1.13'den dolay1, N
escarpimsal bir modiildiir. /, R'nin bir ideali olsun. NI # (0) oldugunu kabul edelim. J :=
anng(NT)olsun. I.J C anng(N) ve anng(N) asal ideal oldugundan, J C anng(N)'dir.
Buradan, N = (0 :y anng(N)) C (0:5 J) = (0 :x anng(NI)) = NI ve dolayisiyla
N = NI olur. Onerme 2.1.1'den, N esasal bir R-modiildiir.

2.2. Modiillerin EKli Asallar1

Degismesiz halkalar tizerindeki modiillerin ekli asallari ile ilgili olarak literatiirde
yer alan bazi sonuglar1 vermeden 6nce, degismeli halkalar tizerindeki modiillerin ekli asal-
lar1 ile ilgili baz1 sonuglara yer verecegiz. Degismeli halkalar iizerindeki modiillerin ekli
asallari, 1973 yilinda Macdonald tarafindan asagida tanimi verilen sekonder gosterimler
yardimiyla tanimlanmuistir.

M bir sag R-modiil ve f € Endr(M) olsun. f™ = Ogpna, () olacak sekilde bir n
pozitif tamsayisi varsa f'ye bir tistel sifir endomorfizma denir.

Tamm 2.2.1 (Macdonald 1973) R degismeli bir halka ve M sifirdan farkl bir R-modiil
olsun. Her r € R icin, f. : M — M, f.(m) = mr seklinde tamml f, endomorfiz-
masi orten veya iistel sifir ise, M 've sekonder (secondary) modiil denir. M sekonder bir
R-modiil ise P := \/anngr(M), R'nin bir asal idealidir ve bu durumda M 've P-sekonder
modiil denir.

Kolayca goriilebilir ki; R degismeli halkasinin bir P asal ideali i¢in, herhangi iki
P-sekonder modiiliin toplam1 yine P-sekonderdir.

Tanim 2.2.2 (Macdonald 1973) R degismeli bir halka ve M bir R-modiil olsun. S, ..., .S,

birer sekonder modiil olmak iizere, M = Sy + ... + S, ise M 'nin bu sekildeki yazi-

hisina M 'nin bir sekonder gosterimi denir. M 'nin bu gekildeki bir gosterimi i¢in P, =
anng(S;) (1 < i < n) olmak iizere eger

(1) P, ..., P, idealleri birbirinden farkli ve

n
(it) heri=1,..,ni¢cinS; L >, S
j=Li#i
ise o zaman M = Sy + ...+ S, sekonder gésterimine bir minimal sekonder gosterim denir.

Dikkat edilirse; her sekonder gosterim bir minimal sekonder gosterime indirgene-
bilir.

R degismeli bir halka ve M sekonder gosterime sahip bir R-modiil olsun. M 'nin bir
M= 5S,+..+ S, (yVanng(S;) = P,,i = 1,...,n) minimal sekonder gosterimini alalim.
Buna gore n pozitif tamsayist ile { Py, ..., P, } kiimesi M 'nin minimal sekonder gosterim-
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lerinin se¢iminden bagimsizdir (Macdonald 1973). Bu kiimeyi Att* (M) ile gosterecegiz.
Macdonald (1973) Att*(M ) kiimesini M 'nin ekli asallarinin kiimesi olarak adlandirmistir.

Onerme 2.2.3 (Macdonald 1973) R degismeli bir halka, M sekonder gosterime sahip
bir R-modiil ve N, M 'nin bir 0z altmodiilii olsun. O zaman, M /N de sekonder gosterime
sahip bir modiildiir ve Att*(M /N) C Att*(M)'dir.

Onerme 2.2.4 (Macdonald 1973) R degismeli bir halka, P, R'nin bir asal ideali ve M
sekonder gosterime sahip bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) P € Att*(M)'dir.
(2) M 'nin, P-sekonder bir boliim modiilii vardr:
(3) M 'nin, \/anng(Q) = P olacak sekilde bir () boliim modiilii vardwr.

(4) M 'nin oyle bir Q béliim modiilii vardwr ki; P, anng(Q)'yu kapsayan asal ide-
aller arasinda minimaldir.

Ayrica, R/anng(M)'nin herhangi bir ilgili asali Att*(M) i¢indedir.

Teorem 2.2.5 (Annin 2008) R degismeli bir Noether halka, P, R'nin bir ideali ve M se-
konder gosterime sahip bir R-modiil olsun. O zaman, P € Att(M)'dir ancak ve ancak
P e Att*(M)'dir.

Ispat. P € Att(M) oldugunu kabul edelim. P = anng(Q) olacak sekilde, M'nin esa-
sal bir Q bdliim modiilii vardir. Onerme 2.1.6'dan P, R'nin bir asal idealidir. Onerme
2.2.4'den, P € Att*(M) oldugu goriiliir.

Tersine, P € Att*(M) olsun. Onerme 2.2.4'den dolay1, M'nin P-sekonder bir
@ bolim modiili vardir. Q # QP oldugunu gosterecegiz. Aksine, ) = QP oldugunu
kabul edelim. R Noether halka oldugundan, R/anng(Q)nun ilgili asallarinin kiimesi
Ass(R/anng(Q)) # ('dir. Onerme 2.2.4'den, () # Ass(R/anng(Q)) C Att*(Q) = {P}
olur. Boylece P € Ass(R/anng(Q))'dur. Buna gore, P = anng(I/anng(Q)) olacak
sekide bir I /anng(Q) asal R-modiilii vardir. Buradan, PI C anng(Q) ve Q = QP ol-
dugundan, QI = QPI C Qanng(Q) = (0) olur. Buda I = anng(Q) olmasini gerektirir
ki bu bir ¢eligkidir. Boylece () # @ P'dir.

Simdi Q' = Q/QP modiiliinii goz éniine alalm. (', M'nin sifirdan farkli bir
boliim modiiliidiir. Q" modiiliiniin P-esasal bir modiil oldugunu gosterecegiz. (', 'nun
stfirdan farkli bir b6liim modiilii oldugundan, P-sekonder bir R-modiildiir. Buna gore,
P C anng(Q') olmast P = anng(Q') olmasin gerektirir. Q”, @)’ modiiliiniin sifirdan
farkli bir boliim modiilii olsun. P C anng(Q") oldugu agiktir. )" P-sekonder oldugun-
dan, /anng(Q") = P ve dolayistyla P = anng(Q") olur. Bu da )’ modiiliiniin P-esasal
bir modiil oldugunu gosterir. Boylece P € Att(M) olur. 1

Onerme 2.2.6 (Annin 2008) n pozitif bir tamsayr ve M, M, ..., M, sag R-modiiller ol-
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sun. Asagidakiler saglanr.

(1) N, M 'nin bir altmodiilii ise, Att(M /N) C Att(M) C Att(N) U Att(M/N)
olur.

(2) S, M'nin bir atik altmodiilii ise, Att(M /S) = Att(M) olur.

Ispat. (1) N # M oldugunu kabul edebiliriz. Att(M/N) = { ise ilk kapsama agik-
tir. Bu yiizden, Att(M) # () oldugunu kabul edebiliriz. P € Att(M/N) olsun. P =
anng(M/T) ve N C T olacak sekilde M /N'nin esasal bir M /T bolim modiilii vardir.
Boylece P € Att(M)'dir.

Att(M) = () ise, ikinci kapsama agiktir. Bu yiizden, Att(M) # () oldugunu kabul
edebiliriz. P € Att(M) olsun. P = anng(M /T) olacak sekilde M'nin esasal bir M /T
béliim modiilii vardir. iki durumu g6z éniine alacagiz.

Durum 1: M = N +Tise M/T = (N+1T)/T ~ N/(NNT), Nnin P-esasal
bir boliim modiiliidiir. Boylece P € Att(NV)'dir.

Durum 2: M # N + T ise o zaman, (0) # M/ (N +T) ~ %, M /T'nin
bir boliim modiilii oldugundan, P-esasal bir modiildiir. Diger taraftan, M /(N + T') ~
%, M /N'nin P-esasal bir boliim modiilii oldugundan, P € Att(M /N )'dir.

Sonug olarak P € Att(N)UAtt(M /N) olur ve boylece ikinci kapsama elde edilir.

(2) Att(M/S) C Att(M) kapsamasi (1)'den dolay1 dogrudur. Att(M) = () ise
istenen esitlik saglanir. Bu yiizden Att(M) # () oldugunu kabul edebiliriz. P € Att(M)
olsun. anng(M/N) = P olacak sekilde, M'nin esasal bir M /N bolim modiili var-
dir. S, M'nin atik altmodiilii oldugundan, M # N + S'dit. M /(N + S) ~ %,
M /N'nin sifirdan farkli bir bolim modiilii oldugundan, P-esasal bir modiildiir. Diger
taraftan, M /(N + 5) =~ %, M /S'nin P-esasal bir bolim modiilii oldugundan,
P e Att(M/S)'dir. Buda Att(M) = Att(M/S) oldugunu gosterir.

(3) n tizerinde tiimevarim yapilarak, (1)'den elde edilir. §

Ornek 2.2.7 (Annin 2008) Onerme 2.2.6-(1)'deki kapsamalarin hepsi aym anda kesin
kapsama olabilir: R := 7, p ve q birbirinden farkli asal sayilar olmak iizere, N := 7/ pZ®
Z7/qZ ve M := E(Z/pZ) ® 7./qZ olsun. O zaman,

Att(M/N) = Att (%) ={(0)},

Att(M) = {(0), ¢Z}
Att(N) U Att(M/N) = {pZ,qZ} U{(0)} = {pZ,qZ,(0)}

olur.
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Asagidaki iki 6rnek, Onerme 2.2.6-(3)'lin sonsuz dik toplamlar ve dik ¢arpimlar
icin genel olarak dogru olmadigini gosterir.

Ornek 2.2.8 (Annin 2008) Sonsuz bir I indis kiimesi icin genel olarak, Att(®;c;M;)

# Ui Att(M;)'dir: R bir ayrik degerlendirme halkast olsun. R lokal bir halkadw: R'nin
maksimal ideali m olsun. O zaman, Att(Rg) = {m}'dir. K, R'nin kesirler cismi olsun. K
(0)-esasal bir R-modiildiir ve dolayisiyla Att(Kg) = {(0)}'dwr. K, serbest bir R-modiiliin
homomorf gériintiisii oldugundan, Onerme 2.2.6-(1)'den dolay1, sonsuz bir I indis kiimesi
i¢in, Att(Kr) C Att(®ier Rg)'dir. Buna gore, Att(®,c1RR) # Uie Att(RR) = Att(RRg)'
dir.

Ornek 2.2.9 (Annin 2008) Sonsuz bir I indis kiimesi icin genel olarak, Att([],., M;) #

Uics Att(M;) 'dir: R := Zve P(Z) asal sayilar kiimesi olmakii.zere, Mpg =[] ep(z) Z/PL
olsun. Ng = ®pecp(z)Z/pZ altmodiiliinii goz oniine alalim. Ilk olarak anng(M/N) =

(0) oldugunu gosterelim. 0 # o € Rigin, (1,1,1,..)a = (o, o, a, ...) elemaninin son-

suz ¢oklukta sifirdan farkl girdisi vardw. Ciinkii o'min sonlu sayida asal boleni vardiwr. Bu

nedenle oo ¢ N ve dolayisivla o ¢ anng(M /N)'dir. Boylece anng(M/N) = (0)'dur.

Simdi M /N 'nin esasal bir modiil oldugunu gosterelim. Np < Tgp < Mg olmak iizere,

a € anng(M/T) olsun. o = 0 oldugunu gosterecegiz. Aksine, o # 0 oldugunu kabul
edelim. p; (1 < i < k) farkli asal sayilar olmak iizere, « = pi* pZ’“ a'min asal ¢arpanla-

rina ayrilisi olsun. Buna gore Mo = Hp#pi ZpZ olur. Boylece, N+ H#m Z|pZ C Ty

kapsamas elde edilir. Ancak NR+Hp7épi Z7./pZ = Mpg, oldugundan, bu bir ¢eliskidir. Buna

gore o = 0 olmalidir. Bu da M /N 'nin (0)-esasal bir Z-modiil oldugunu gésterir. Sonug

olarak; (0) € Att(Mg) = Att([],cpz) Z/PZ)'dir, ancak (0) & Upep(z)Att(Z/pZL) =

{2z.

3Z,5Z, ...} oldugundan At ], p(z) Z/PZ) # UpepzyALL(Z/pZ) dir.

Onerme 2.2.10 (Annin 2008) M sifirdan farkh bir sag R-modiil ve anng(Qy), {annr(Q) :
Q), M 'nin sifirdan farkli bir boliim modiilii} kiimesinin bir maksimal elemani olsun. O za-

man @ esasal bir modiildiir ve anng(Qo) € Att(Mg)'dir. Ozel olarak R sol ya da sag
Noether bir halka ise, Att(Mpg) # 0'dir.

Asagidaki 6rnek, bir modiiliin ekli asallarinin kiimesinin bos kiime olabilecegini
gostermektedir.

Ornek 2.2.11 (4buhlail 2011) R tek asal ideali m olan bir halka olsun. m eskare bir ideal
ise, mpg'nin esasal bir boliim modiilii yoktur ve dolayisiyla Att(mpg) = 0'dir: Aksine bir
J & m altmodiilii i¢in m/J'nin esasal bir R-modiil oldugunu kabul edelim. O zaman
anng(m/J) asal ideal olacagindan anng(m/J) = m'dir. Buradan, m = m* C J olur
ki bu sonu¢ J # m olmast ile ¢elisir. Sonug olarak, Att(mg) = 0'dir.

Yukarida bahsedilen tiirden bir halka ornegi verelim: F bir cisim, p bir asal say1 ve
G = Z(p>) olmak iizere, R := F|G| grup halkasini goz oniine alalim. R, tek asal ideali
m =3 . R(g—1) olan degismeli bir halkadir ve m* = m'dir. Yukaridaki agiklamalara
gore Att(mg) = 0 olmalidur.
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Asagidaki 6rnek bir modiiliin ekli asallarinin kiimesinin sonsuz bir kiime olabile-
cegini gostermektedir.

Ornek 2.2.12 (Annin 2008) R := Z ve M := Zy olsun. Att(M) = {pZ : p bir asal say1}
olur. Béylece Att(M) sonsuz bir kiimedir.

Teorem 2.2.13 (Annin 2008) M Artin bir sag R-modiil ise, Att(M) sonlu bir kiimedir.

Ispat. F := {N < M :| Att(M/N) |< oo} kiimesini gbz oniine alahm. M € F
oldugundan, F # ()'dir. M Artin oldugundan, F kiimesinin bir minimal Ny eleman1 vardir.
Onerme 2.2.6-(1)'den, Att(M) C Att(Ny) U Att(M Ny)'dir. Buna gore, Att(Ny) = 0
ise Att(M) sonlu bir kiimedir. Att(Ny) # () oldugunu kabul edelim. P € Att(Ny) olsun.
No/N; P-esasal olacak sekilde bir N; < Ny vardir. Att(Ny/N;) = {P}'dir. Onerme
2.2.6-(1)'den,

AttH(M/Ny) C Att(No/Ny) U Att(M /No) = {P} U Att(M /Np)

olur. Buna gore, Att(M /N;) kiimesi sonludur ve dolayisiyla V; € F'dir. Bu ise, Ny'in
minimalligi ile gelisir. O halde Att(Ny) = () ve dolayisiyla Att(M) sonlu bir kiimedir. B

Teorem 2.2.13"in tersi genel olarak dogru degildir. Ornegin k bir cisim ve M son-
suz boyutlu bir k-uzay1 ise, Att(M;) = {(0)} sonlu bir kiimedir ancak M Artin bir
k-modiil degildir.

Onerme 2.2.14 (4Annin 2008) M dar bir sag R-modiil ise | Att(M) |< 1'dir.

Ispat. Att(M) = ) ise sonug aciktir. Att(M) # () oldugunu kabul edebiliriz.

P, P, € Att(M) olsun. i = 1,2 igin P, = anng(M /T;) olacak sekilde, M'nin esasal
M /T; bolim modilleri vardir. M dar modiil oldugundan 7' := T3 + T3, M'nin bir 6z
altmodiilidiir. @ := M /T olsun. Q modiili, M /T; ve M /T; esasal modiillerinin sifirdan
farkli bir bolim modiilii oldugundan anng(Q) = P, = P, elde edilir. §

Onerme 2.2.15 (Annin 2008) R, idealleri iizerinde artan zincir kosulunu saglayan bir
halka ve M dar bir sag R-modiil olsun. O zaman p := {r € R : MrR # M} olmak
iizere, Att(M) = {p}'dir.

Ispat. Onerme 2.2.10 ve Onerme 2.2.14'den dolay1, R'nin bir g asal ideali igin Att(M) =
{¢}'dur. p = ¢ oldugunu gosterelim. ¢ = anng(M /N) olacak sekilde M'nin esasal bir
M /N bolim modiili vardir. = € g olsun. O zaman, MxR C N # M ve dolayisiyla z €
p'dir. Tersine, z € p ise MxR # M'dir. M dar modiil oldugundan, M xR + N # M'dir.
M /N esasal modiil oldugundan, anng(M / (MzR + N)) = g olur. Buna gére x € ¢'dur.
Boylece p = ¢ elde edilir. &

Onerme 2.2.16 (Annin 2008) M bir sag R-modiil olsun. | Att(M) |< h.dim(M) dir.

Ispat. h.dim(M) = k < oo oldugunu kabul edebiliriz. H,, ..., H; dar modiiller olmak
tizere, Oyle bir p : M — H1 @ ... ® Hj, epimorfizmasi vardir ki; K :=Cek(p), M iginde
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atik altmodiildiir. Onerme 2.2.6-(2), (3) ve Onerme 2.2.14 sirastyla kullanilarak, su esit-
sizlikler elde edilir: | Att(M) |=| Att(M/K) |=| Att(H, & ... ® Hy) |=| UL Att(H;) |
< SO | Att(H;) |< k. Boylece | Att(M) |< h.dim(M) olur. g

Teorem 2.2.17 (Annin 2008) R, idealleri iizerinde artan zincir kosulunu saglayan bir
halka ve M sifirdan farkli bir Artin R-modiil olsun. O zaman, her bir M;/M,_, esasal
modiil olacak sekilde bir

(0)#Mo &M & ... & My =M

filtrasyonu vardur.

Ispat. ¥ .= {N & M : M/N teoremin ifadesinde belirtilen sekilde bir filtrasyona
sahiptir} kiimesini gdzoniine alalim. Onerme 2.2.10'dan dolay1, M'nin esasal bir M /N’
boliim modiilii vardir. (0) # M /N’ teoremin ifadesinde belirtilen sekilde bir filtrasyon
oldugundan, N’ € F ve dolayisiyla F # ()'dir. M Artin oldugundan, F'nin minimal bir
Ny elemani vardir. Ny = (0) oldugunu gostermek yeterlidir. Ny # (0) oldugunu kabul
edelim. Onerme 2.2.10'dan dolay1, Ny'mn esasal bir N /N1 bolim modiili vardir. M /Ny
modiiliiniin teoremin ifadesinde belirtilen sekildeki bir filtrasyonu

M/NO - Mn/NO 2 Mnfl/NO 2 2 MI/NO 2 NO/NO — (O)
olsun. Bu filtrasyon kullanarak,
M/Ny=M,/Ny 2 M, 1/N1 2 ... 2 Mi/Ny 2 No/N1 2 No/ Ny = (0)

filtrasyonunu elde ederiz. Bu filtrasyon da teoremin ifadesinde belirtilen sekilde bir filt-
rasyondur. Buna gore, N; € F olur. Bu ise /Ny'm minimal olmasi ile gelisir. Boylece
No = (0)'dir. n

Tanim 2.2.18 (Lam 1999) R bir halka ve M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. M 'nin her
oz altmodiilii bir maksimal altmodiil i¢inde kapsaniyorsa M "ve Bass modiil denir.

Teorem 1.9.4'e gore sag tam bir halka tizerindeki sifirdan farkl: her sag modiil Bass
modiildiir. Ayrica Tuganbaev'in (2002) kitabinda yer alan Uyar1 21.2 ve Teorem 21.4'e
gore, sag tam bir halkada her asal ideal maksimaldir.

Onerme 2.2.19 (Annin 2008) {M; : i € I} sag R-modiillerin bir ailesi olsun. ®;c;M;
bir Bass modiil ise Att(®;c;M;) = U;er Att(M;) olur.

Ispat. Onerme 2.2.6-(1)'den dolay1, U;c; Att(M;) C Att(®er M;)'dir.

Tersine, p € Att(P;e;M;) olsun. &, M;'nin, p-esasal olan bir (®;c; M;)/Q bolim
modiilii vardir. @;c;M; Bass modiil oldugundan, (®;c;M;)/() modiiliiniin maksimal bir
altmodiilii vardir. Bu maksimal altmodiil )’/ olsun. @', @;c;M; modiiliiniin bir 6z alt-
modiilii oldugundan M; € Q' olacak sekilde bir j € I vardir. Q"'niin maksimalliginden,
Q'+ M; = ®erM; ve dolayisiyla (©,e/M;)/Q" = (Q'+ M;) /Q" = M;/ (M; N Q')
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olur. M;/ (M; N Q') modiilii (®,crM;)/Q modiliniin sifirdan farkli bir homomorf go-
riintiisii oldugundan, p-esasal bir modiildiir. Boylece p € Att(M;) ve dolayisiyla p €
Uier Att(M;)'

dir. g

Onerme 2.2.20 (Annin 2008) R halkasimn tiim maksimal ideallerinin kiimesi, M az(R)
ile gosterilsin. Max(R) C Att(Rg)'dir. Ayrica, R degismeli ya da lokal ya da sag tam
bir halka ise Mazx(R) = Att(Rg)'dir.

Ispat. ilk kapsama igin, m € Max(R)alalm. m ¢ift yonlii ideal oldugundan, annp((R/m) ;)
= m'dir. (R/m) 5, Rgr'nin m-esasal bir boliim modiilii oldugundan, m € Att(Rp)'dir.

Ikinci kisim igin, p € Att(Rpg) olsun. ilk olarak, R'nin degismeli oldugunu ka-
bul edelim. m, Rmin p'yi kapsayan bir maksimal ideali olsun. R'nin, p-esasal olan bir
R/I bolim modiilii vardir. Buradan, anng(R/I) = I = p olur. R/I esasal oldugundan,
annr(R/I) = p = anng(R/m) = m olur. Béylece p € Max(R) olur.

Simdi, R'nin lokal halka oldugunu kabul edelim. m, R'nin maksimal ideali olsun.
Rpg'nin p-esasal olan bir R/I boliim modiilii vardir. R/m, R/I esasal modiiliiniin sifirdan
farkli bir homomorf goriintiisii oldugundan, R/m de p-esasal bir R-modiildiir. Buna gore,
anng(R/m) = m = p olur. Béylece p € Maz(R)'dir.

Son olarak, R'min sag tam halka oldugunu kabul edelim. Sag tam bir halkada her
asal ideal maksimal oldugundan, p € Maxz(R) oldugu agiktir. §

Onerme 2.2.21 (4nnin 2008) R sag tam bir halka ve M sifirdan farkl bir sag R-modiil
olsun. O zaman, ) # Att(M) C Maz(R)'dir.

Ispat. R sag tam bir halka oldugundan, M 'nin bir N maksimal altmodiilii vardir. Buna
gore, anng(M /N) € Att(M) ve dolayistyla Att(M) # ()'dir. R'nin her asal ideali mak-
simal oldugundan, Att(M) C Max(R) oldugu agiktir. n

Sonug 2.2.22 (Annin 2008) R sag tam bir lokal halka, m, R'nin maksimal ideali ve M
sifirdan farkl bir sag R-modiil olsun. O zaman, Att(M) = {m} olur.

Onerme 2.2.23 (4Annin 2008) P sifirdan farkli bir projektif sag R-modiil olsun. Asagidaki
ifadeler denktir.

(1) P, basit bir sag R-modiiliin projektif ortiistidiir.

(2) P'nin her maksimal altmodiilii atik altmodiildiir.

(3) P dar projektif bir sag R-modiildiir.

R sag tam bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. M 'nin projektif ortiisii P(M)

ile, dar projektif sag R-modiillerin izomorfizma siniflarinin kiimesi H P(R) ile ve dar
projektif bir P modiiliiniin izomorfizma sinifi [ P] ile gosterilecektir.
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Asagidaki teorem, R sag tam bir halka iken dar projektif sag R-modillerin izo-
morfizma siniflar ile R'nin maksimal idealleri arasinda birebir bir esleme oldugunu gos-
termektedir.

Teorem 2.2.24 (Annin 2008) R sag tam bir halka olsun. O zaman,
a: HP(R) — Max(R), o([P]) = Att(P)

seklinde taniml bir birebir esleme vardir. {V1, ..., V,, } basit sag R-modiillerin bir tam tem-
silciler kiimesiise { P(V1), ..., P(V},) } de izomorfizma farkwyla, dar projektif sag R-modiil-
lerin bir tam temsilciler kiimesidir.

Ispat. P dar projektif bir sag R-modiil olsun. Onerme 2.2.21 ve Onerme 2.2.14'den dolayn,
birm € Max(R) igin Att(P) = {m}'dir. & doniigiimiinii ([ P]) := m olarak tanimlariz.

a'nin drten oldugunu gosterelim. m € Maxz(R) olsun. anng((R/m)g) = m bir
maksimal ideal oldugundan, (R/m)p esasal bir R-modiildiir. m C I olacak sekilde bir [
maksimal sag ideali vardir. (R/m), esasal oldugundan, anng(R/I) = m'dir. R/ basit
sag R-modiil oldugundan, Att(R/I) = {m} olur. R sag tam halka oldugundan, R/I
modiiliiniin bir projektif ortiisti vardir. (P, 6), R/I modiiliiniin bir projektif ortiisti olsun.
Onerme 2.2.23'den, P dar projektif bir modiildiir. Ayrica Onerme 2.2.6'dan, Att(P) =
Att(P/Cek(0)) = Att(R/I) = {m} olur. Buna gére, o([P]) = m'dir. Bu da a'nin 6rten
oldugunu gosterir.

a'nin birebir esleme oldugunu gostermek i¢in H P(R) ve M ax(R)'nin ayni eleman
sayisina sahip sonlu kiimeler oldugunu gostermek yeterlidir. R sag tam halka oldugundan,
R/J(R) yari-basittir. Dolayistyla R/.J(R)nin basit sag modiillerinin izomorfizma sinif-
larinin sayis1 sonludur. Bu say1 n olsun. Buna goére, R'nin basit sag modiillerinin izomor-
fizma smiflarinin sayist da n'dir. {V4, ..., V},} basit sag R-modiillerin izomorfizma sinifla-
rmnin bir tam temsilciler kiimesi olsun. Onerme 2.2.23'den dolay, { P(V}), ..., P(V},)} kii-
mesi izomorfizma farkiyla, dar projektif sag R-modiillerin bir tam temsilciler kiimesidir.
Boylece | HP(R) |< nve | Max(R) |> n'dir. o'nin 6rtenligi | HP(R) |=| Maz(R) |=
n olmasini gerektirir. Buna gore, o birebir eslemedir. &

Sonug 2.2.25 (Annin 2008) R sag tam bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. O zaman,
Att(M) sonlu bir kiimedir.

Ispat. Teorem 2.2.24'{in ispati sag tam R halkas1 i¢in | Maxz(R) |< oo oldugunu goster-
mektedir. Onerme 2.2.21'den, Att(M) C Max(R)'dir. Boylece | Att(M) |< oo olur. §
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3. DEGISMESiIZ HALKALAR UZERINDEKi ESASAL MODULLER

Esasal modiiller ve altmodiiller, bugiine kadar genellikle degismeli halkalar lize-
rinde ele alinarak ¢alisilmistir (bkz. Yassemi 2001, Atani 2001, 2002, Ansari-Toroghy ve
Farshadifar 2011, 2012a, 2012b, 2013, Ceken ve Alkan 2011a). Degismeli olmas1 gerek-
meyen halkalar lizerindeki arastirmalar ise bunlarla karsilastirildiginda literatiirde daha az
yer almistir (bkz. Abuhlail 2010, Annin 2002, 2008). Ancak esasal modiiller degismesiz
halkalar tizerinde degismeli duruma gore oldukea farklilik gostermektedirler. Bu boliimde
degismeli halkalar iizerindeki esasal modiiller i¢in saglanan bazi sonuglarin degismesiz
halkalar iizerindeki modiillere genellestirmeleri verilecek ve bu genellemelerde gozlenen
farkliliklar ortaya konulacaktir. Bunun yanisira ekli asallar ve degismeli halkalar iizerin-
deki esasal modiiller i¢in de baz1 yeni sonuglar verilecektir.

Bu boliim ¢ alt bagliktan olusmaktadir. Birinci kisimda degismesiz halkalar tize-
rindeki esasal modiillerin bazi karakterizasyonlar1 verilerek farkli modiil siniflariyla olan
iligkileri arastirilacaktir. Ayrica asal modiiller i¢in saglanan birtakim sonuglarin benzerle-
rinin esasal modiiller i¢in de saglandig1 gosterilecektir. Ikinci kistmda bir modiiliin ekli
asallar ile ilgili Annin'in (2008) makalesinde yer alan bazi sonuclar genellestirilecek ve
esasal modiiller ile ekli asallar arasindaki iliskiler ile ilgili birtakim sonuglar verilecektir.
Ucgiincii kisimda ise esasal modiiller ile dar boyut kavrami arasindaki iliskiler arastirila-
caktir ve esasal modiil kavramindan yararlanilarak max 6zelligine sahip olan modiiller ig¢in
bazi sonuglar verilecektir.

3.1. Esasal Modiillerin Bazi Ozellikleri ve Karakterizasyonlar

Onteorem 3.1.1 R, her asal ideali maksimal olan bir halka ve M bir sag R-modiil olsun.
Asagidakiler saglanir.

(1) M asal R-modiildiir ancak ve ancak M esasal R-modiildiir.

(2) R degismeli halka ise; M esasal R-modiildiir ancak ve ancak M homojen
yari-basit R-modiildiir.

Ispat. (1) ilk olarak, M'nin asal R-modiil oldugunu kabul edelim. O zaman, M # (0)'dir
ve P = anng(M ), R'nin bir asal idealidir. Hipotezden dolay1 P, R'nin bir maksimal ideali
olur. N, M'nin bir 6z altmodiilii olsun. O zaman, P C anngr(M/N) C R ve dolayisiyla
P = anng(M/N) olur. Buna gore M esasal bir R-modiildiir. Tersine, M 'nin esasal bir
R-modiil oldugunu kabul edelim. O zaman, yine hipotez dolayisiyla P = anng (M), R'nin
bir maksimal idealidir. M 'nin sifirdan farkli her L altmodiilii i¢in P C anng(L) C R ve
dolayisiyla P = anng(L) olur. Buna gore, M asal bir R-modiildiir.

(2) M esasal bir R-modiil ise, hipotezden dolay1 M P = (0) olacak sekilde bir P
maksimal ideali vardir. Bu da M 'nin homojen yari-basit olmasini gerektirir. Diger taraftan
her homojen yari-basit modiiliin esasal modiil oldugu aciktir. §

Sonug 3.1.2 R degismeli diizenli bir halka ve M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. O
zaman, M esasal R-modiildiir ancak ve ancak M homojen yari-basit R-modiildiir.
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Ispat. Teorem 1.8.21'den dolay1, degismeli diizenli bir halkada her asal ideal maksimaldir.
Buna gore Onteorem 3.1.1'den istenen sonug elde edilir. §

R degismeli bir halka, 7" C R ve M bir R-modiil olsun. Her » € T igin f, :
M — M, f.(m) = mr seklinde tamimli f, endomorfizmasi birebir ve orten ise "7 'nin
tiim elemanlart M fiizerine birebir ve drten olarak etki eder” denir.

Onteorem 3.1.3 (Zoschinger 1990) R degismeli bir Noether halka, M bir R-modiil ve
S, R'nin ¢arpimsal kapali bir altkiimesi olsun. S'nin tiim elemanlart M iizerine birebir
ve orten olarak etki ediyor ise o zaman; M sekonder R-modiildiir ancak ve ancak S=' M

sekonder S™! R-modiildiir.

Asagidaki 6nermede, degismeli bir Noether halka tizerindeki esasal bir modiiliin
yukaridaki Onteoremde ifade edilen tiirden yerellestirmesi ile ilgili bir sonug verecegiz.

Onerme 3.1.4 R degismeli bir Noether halka, M bir R-modiil ve S, R'nin ¢arpimsal
kapalr bir altkiimesi olsun. S'nin tiim elemanlari M iizerine birebir ve orten olarak etki
ediyor ise o zaman; M esasal R-modiildiir ancak ve ancak S~ M esasal S~ R-modiildiir.

Ispat. {1k olarak, anng-1z(S™ M) = S~ (anng(M)) oldugunu gdsterelim.

S~ anng(M)) C anng-1x(S™'M) oldugu agiktir. z € anng-1(S~' M) olsun.
r = * olacak sekilde r € R, s € S vardir ve her m € M igin T2 = Og-1,,'dir. Buna
gore, mrt = 0 olacak sekilde bir ¢ € S vardir. S'nin tiim elemanlar1 M {izerine birebir
olarak etki ettiginden dolayr mr = 0 olur. Boylece r € anng(M) ve dolayisiyla x =
L e S Yanng(M))'dir. Bu da anng-1(S™'M) = S~ (anng(M)) esitligininin dogru
oldugunu gosterir.

Onteorem 3.1.3'den dolay1; R'nin bir p asal ideali i¢in, M p-sekonderdir ancak
ve ancak S~*M S~1p-sekonderdir. Ayrica sekonder modiil tanimindan goriilebilir ki; M
p-sekonder bir R-modiil ise; M p-esasaldir ancak ve ancak anng(M ), R'nin bir asal ide-

alidir. Bu nedenle M p-esasaldir ancak ve ancak S~!M S~ !p-esasaldir. Ciinkii anngz (M),
R'nin bir asal idealidir ancak ve ancak S~'(anng(M)), S~' R'nin bir asal idealidir. n

Onerme 3.1.5 R, tiim sag ilkel faktorleri Artin olan bir halka ve M bir sag R-modiil
olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) M basit bir altmodiil kapsayan bir asal modiildiir.
(12) M maksimal bir altmodiil kapsayan esasal bir modiildiir.

(13i) M homojen yari-basit modiildiir.
Ispat. (i) = (4ii) L, M asal modiiliiniin basit bir altmodiilii olsun. O zaman P =
anng(L), R'nin bir sag ilkel idealidir. Hipotezden dolayr R/P Artin bir asal halkadir.
Sag ya da sol Artin bir halkada her asal ideal maksimal oldugundan P, R'nin bir maksi-
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mal idealidir. M asal R-modiil oldugundan, anng(M) = P olacaktir. anng (M )'nin bir
maksimal ideal olmasi, M 'nin homojen yari-basit oldugunu gosterir.

(i1) = (i17) K, M esasal modiiliniin maksimal bir altmodiilii olsun. O zaman
P = anngr(M/K), R'nin bir sag ilkel idealidir. Hipotezden dolay1 R/P Artin bir asal
halkadir ve dolayisiyla P, R'nin bir maksimal idealidir. M esasal oldugundan anng(M) =
P'dir. Bu da M 'nin homojen yari-basit modiil oldugunu gosterir.

(1i1) = (1), (1) gerektirmeleri agiktir. §

Sag tam halkalar Onerme 3.1.5'deki hipotezi saglar. Buna gore asagidaki sonucu
verebiliriz.

Sonu¢ 3.1.6 R sag tam bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. O zaman, M esasal
R-modiildiir ancak ve ancak M homojen yari-basit R-modiildiir.

Ispat. M homojen yari-basit ise M "nin esasal oldugu aciktir. Tersine, M 'nin esasal R-modiil
oldugunu kabul edelim. Teorem 1.9.4'den, M 'nin bir maksimal altmodiilii vardir. Boylece
Onerme 3.1.5'den, M homojen yari-basit bir modiildiir. &

Onteorem 3.1.7 M sifirdan farkli bir sag R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M esasal R-modiildiir.
(17) R'nin her A ideali icin M A = (0) yada M = M A'dwr.
(¢ii) R'nin, A € annp(M) olacak sekildeki her A ideali i¢in M = M A'dur.
(1v) R'nin anng(M) C A olacak sekildeki her A ideali i¢in M = M A'dwr:
Ispat. (i) <= (ii) Onerme 2.1.1'in ifadesidir.
(i1) = (iii) = (iv) Agiktir.
(iv) = (i) N, M'nin bir 6z altmodilii ve C' = anng(M /N) olsun. O zaman,

anng(M) C Cve MC C N # M'dir. (iv)'den dolay1 C' = anng(M ) olmalidir. Boylece
M esasal R-modiildiir. 1

Onerme 3.1.8 P, R halkasinin bir asal ideali, M bir sag R-modiil, N, M 'nin bir alt-
modiilii ve N ile M /N P-esasal R-modiiller olsun. O zaman, M P-esasal R-modiildiir
ancak ve ancak M P = (0)'dwr:

Ispat. Gereklilik kism1 agiktir. Tersine, M P = (0) oldugunu kabul edelim. A, R'nin bir
ideali olsun. A C P ise, MA = (0)'dir. A € P olsun. Onteorem 3.1.7'den, N = N A ve
M /N = (M /N)A'dir. Buna gore,

M=MA+N=MA+NA=MA
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olur. Onteorem 3.1.7'den, M P-esasal modiildiir. &

Onerme 3.1.9 P, R halkasinin bir asal ideali ve M P-esasal bir sag R-modiil olsun. O
zaman, M 'nin sifirdan farkl her piir altmodiilii P-esasaldur.

Ispat. N, M'nin sifirdan farkli bir piir altmodiilii olsun. M P = (0) olmast NP = (0)
olmasimi gerektirir. A, R'nin bir ideali olsun. A C P ise NA = (0)'di. A € Pise o
zaman, M = MA ve dolayisiyla N = NN M = NN MA = NA olur. Onteorem
3.1.7'den, N P-esasaldir.

Onerme 3.1.10 A, R halkasinn bir ideali, M bir sag R-modiil ve M A = (0) olsun. O
zaman, M esasal R-modiildiir ancak ve ancak M esasal (R/A)-modiildiir.

Ispat. M'nin esasal R-modiil oldugunu kabul edelim. O zaman, M # (0)'dir. B, R'nin
A C B olacak sekilde bir ideali olsun. O zaman, M (B/A) = M B'dir. Onteorem 3.1.7'den
dolay1 M (B/A) = (0) yada M(B/A) = M olur. Bu da M'nin esasal (R/A)-modiil
oldugunu gosterir.

Tersine, M 'nin esasal (R/A)-modiil oldugunu kabul edelim. O zaman, M # (0)'dur.
C, R'nin bir ideali olsun. MC' = M(C' + A) = M((C + A)/A) olmas1 MC = (0) yada
M = MC' olmasini gerektirir. Onteorem 3.1.7'den, M esasal bir R-modiildiir. g

Onerme 3.1.11 P, R halkasinin bir asal ideali olsun.

(1) P-esasal sag R-modiillerin bos olmayan herhangi bir ailesinin dik toplami
P-esasaldir.

(17) X bir sag R-modiil olsun. O zaman, X 'in P-esasal altmodiillerinin bos olma-
yan herhangi bir ailesinin toplami P-esasaldir.

Ispat. (i) M;(i € I), P-esasal sag R-modiillerin bos olmayan bir ailesi ve M = P,_; M;
olsun. P = Micyannp(M;) = annp(M) oldugu agiktir. A, R'nin bir ideali ve A ¢ P
olsun. Onteorem 3.1.7'den, her i € I igin M; = M;A ve dolayistyla M = M A olur. Yine
Onteorem 3.1.7'den, M P-esasal modiildiir.

(i1) X;(j € J), X'in P-esasal altmodiillerinin bos olmayan bir ailesi olsun. O
zaman, ). ; X; modiili Y = P, ; X; modiiliiniin bir homomorf gdriintiisiidiir. (i)'den
dolay1 Y P-esasal modiildiir. Buna gore » jes X; modiili de esasal olur. §

Onerme 3.1.11'e gore bir R halkasinin verilen bir P asal ideali i¢in, P-esasal mo-
dillerin herhangi bir dik toplam1 P-esasaldir. Ancak p ve ¢ farkli asal sayilar ise (Z/pZ)®
(Z/qZ) Z-modiiliniin esasal bir modiil olmadig: agiktir. Genel olarak P-esasal modiille-
rin dik ¢arpimlarinin P-esasal olup olmadigi bilinmemektedir. Ancak asagidaki 6nerme,
Yassemi'nin (2001) makalesinde degismeli halkalar tizerindeki modiiller i¢in ispatlanan
Onerme 2.2'yi genellemektedir.

Onerme 3.1.12 Her a € R icin RaR idealinin sol ideal olarak sonlu tiretilmis oldugunu
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kabul edelim. P, R'nin bir asal ideali ve M;(i € 1) P-esasal sag R-modiillerin bir ailesi
olsun. O zaman, 11;c; M; sag R-modiilii P-esasaldur.

Ispat. M = TI;c; M; olsun. M P = (0) olur. A, R'nin A P olacak sekilde bir ideali ve
a € A\P olsun. RaR = Ray + ...+ Ray, olacak sekilde a; € RaR(1 < j < k) elemanlari
ve bir k pozitif tamsayis1 vardir. Hipotezden dolay, her i € [ igin M; = M;(RaR) olur.
m; € M; olmak tizere m = (m;) € M olsun. Heri € [ i¢in,m; € M;RaR = M;a;+ ...+
M;ay'dir. Buna gore,

m; = Ty0a1 + ... + Tiap

olacak sekilde x;; € M;(1 < j < k) vardir. Buradan,
m = (xil)al + ...+ (Zlflk)a,]f € MRaR g MA

olur. Béylece R'nin, A € P olacak sekildeki her A ideali i¢in M = M A'dir. Onteorem
3.1.7'den dolay1 M P-esasal bir R-modiildiir. g

P, R halkasiin bir asal ideali, M bir sag R-modiil ve K ile L, M'nin 6z altmo-
diilleri olsun. M /K ve M /L modiilleri P-esasal modiiller ise M /(K N L) modiiliintiniin
ne zaman P-esasal olacagini arastiracagiz.

Onerme 3.1.13 P, R halkasinn bir asal ideali, n pozitif bir tamsayi ve Li(1 < i < n),
M 'nin esbagimsiz altmodiillerinin bir ailesi olsun. Her i (1 < i < n)i¢in M /L; P-esasal
modiil ise, M /(N}_, L;) modiilii de P-esasaldr.

Ispat. n iizerine tiimevarim uygulayalim. n = 1 i¢in sonug aciktir. n > 2 olsun ve sonug
n — 1 tane esbagimsiz altmodiil i¢in saglansin. L = Ly N ... N L,,_; altmodiiliinii géz
oniine alalim. Tiimevarim hipotezinden dolay1r M /L P-esasal modiildir. L;(1 < i < n)
altmodiilleri esbagimsiz oldugundan M = L+ L, olur. M /L = (L + L,) /L ~ L,/(LN
L,) ve M /L, P-esasal modiillerdir ve (M /(LN L,))P = (0)'dir. Onerme 3.1.8'den
dolayr M /(N!_, L;) modiilii de P-esasaldir. i

Onerme 3.1.14 R asal bir sag ya da sol Goldie halka olsun. O zaman, sifirdan farkl her
boliinebilir sag R-modiil esasal R-modiildiir.

Ispat. X sifirdan farkli bir béliinebilir sag R-modiil ve A = annp(X) olsun. A # (0) ise
A, R'nin bir esas sag ve sol idealidir. Sonug 1.10.29'a goére A, R'nin bir ¢ regiiler elemanin
kapsar. Bu durumda X = X¢ C X A = (0) geligkisi bulunur. O halde A = (0) olmalidir.
B, R'nin sifirdan farkli bir ideali olsun. O zaman B, R'nin bir d regiiler elemanini kapsar.
Buna gore, X = Xd C X B ve dolayisiyla X = X B olur. Onteorem 3.1.7'den, X esasal
bir R-modiildiir. n

Sonug¢ 3.1.15 R asal bir sag ya da sol Goldie halka olsun. O zaman, sifirdan farkli her
injektif sag R-modiil esasaldir.

ispat. Onerme 3.1.14 ve Onerme 1.8.11'den elde edilir. g
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Onerme 3.1.16 R bir Dedekind bolgesi olsun. O zaman, esasal bir R-modiil homojen
yari-basit veya boliinebilir bir R-modiildiir.

Ispat. M esasal bir R-modiil olsun. M 'nin homojen yari-basit olmadigim kabul edelim.
O zaman, R'nin her P maksimal ideali i¢in M P # (0)'dir. R Krull boyutu 1 olan bir
tamlik bolgesi ve M esasal R-modiil oldugundan, R'nin sifirdan farkli her () asal ideali
icin M) = M olmalidir.

0 # a € Rolsun. aR = P,...P, olacak sekilde P; (1 < i < n) maksimal idealleri
vardir. Buradan, Ma = MaR = M P,...P,, = M olur. Bu da M'nin boliinebilir R-modiil
oldugunu gosterir. 1

Asagidaki rnek, Onerme 3.1.16'da, halkanin Dedekind olmasi kosulunun kaldiri-
lamayacagini ve Onerme 3.1.14'iin tersinin genel olarak dogru olmadigini gosterir.

Ornek 3.1.17 M sifirdan farkl boliinebilir bir Z-modiil olsun. m € M, f(z) € Z[x]

olmak iizere, mf(x) = mf(0) skaler ¢carpimi ile, M aymi zamanda bir Z[z)-modiildiir.
f(z) € Z[z] olsun. O zaman,

(0) f(0)=0ise
Mf(x):{ M f(0) # 0 ise

olur. Bu da M 'nin esasal Z[x)-modiil oldugunu gosterir. Ancak, 0 # x € Z|x] igin Mx =
(0) # M oldugundan, M boliinebilir Z|x)-modiil degildir.

Z[x'in maksimal idealleri kiimesinin, {(p, f(x)) : p bir asal say1 ve f(z), p mo-
duna gore indirgenmez bir polinom} kiimesi oldugu bilinmektedir. Buna gore, Z[x|'in her
Q) maksimal ideali icin Q N 7Z # (0)'dw. P, Z[z)'in bir maksimal ideali olsun. P N Z'den,
stfirdan farkl bir a elemant alalim. O zaman, 0 # Ma = M C M P ve béylece M =
MP #

(0)'dir. Bu da M 'nin homojen yari-basit Z[x|-modiil olmadigini gosterir.

Onerme 3.1.18 P, R halkasimin bir asal ideali, R/ P sag ya da sol Goldie bir halka ve X,
sifirdan farkl bir injektif sag R-modiil olsun. O zaman; X, P-esasal bir altmodiil kapsar
ancak ve ancak x P = (0) olacak sekilde bir 0 # x € X vardir.

Ispat. Gereklilik kism1 agiktir. Tersine, #P = (0) olacak sekilde bir 0 # = € X bulundu-
gunu kabul edelim. Y := (0 :x P), X'inY P = (0) olacak sekilde sifirdan farkli bir altmo-
diiliidiir. Onerme 1.8.12'den, Y injektif bir sag (R/P)-modiildiir. Sonug 3.1.15'den, Y esa-
sal (R/P)-modiildiir. Onerme 3.1.10'dan dolay1, Y esasal bir R-modiil olur. anng(Y) =
P oldugu da aciktir. Boylece Y, X'in P-esasal bir altmodiiliidiir. §

Asagidaki teorem Yasseminin (2001) makalesindeki Teorem 1.3'{in bir genelle-
mesidir.

Teorem 3.1.19 R, her asal faktorii sol simirli sol Goldie olan bir halka ve M bir sag
R-modiil olsun. O zaman, M esasal R-modiildiir ancak ve ancak Q = anng(M), R'nin

bir asal idealidir ve M béliinebilir bir sag (R/Q))-modiildiir.
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Ispat. M'nin esasal R-modiil oldugunu kabul edelim. O zaman, Q = anng(M) R'nin
bir asal idealidir. Hipotezden, R/Q sol sinirli sol Goldie bir halkadir. Bu halkay1 R ile
gosterelim. c, R'in regiiler bir elemani olsun. R sol swnirl1 bir asal halka oldugundan, Re

esas sol ideali i¢inde kapsanan sifirdan farkli bir Aideali vardir. A = A /@ olacak sekilde,
R'nin Q'yu kesin olarak kapsayan bir A ideali vardir. Onteorem 3.1.7'den, M = M A C

M(Rc + Q) = Mc olur. Béylece R-modiil M igin, M = Mc esitligi saglanir. Bu da

M'nin béliinebilir bir sag R-modiil oldugunu gésterir. Yeterlilik kismi Onerme 3.1.10 ve
Onerme 3.1.14'den elde edilir. &

Asagidaki teorem Yassemi'nin (2001) makalesindeki Teorem 2.3'in bir genelle-
mesidir.

Teorem 3.1.20 R, her asal faktorii sag ve sol simirli, sag ve sol Goldie olan bir halka ve
M bir sag R-modiil olsun. O zaman, M asal ve esasal R-modiildiir ancak ve ancak () =
anng(M), R'nin bir asal idealidir ve M burkulmasiz bir injektif sag (R/Q)-modiildiir.

Ispat. M asal ve esasal bir R-modiil olsun. O zaman, McCasland ve Smith'in (1993) ma-
kalesindeki Onerme 2.2 ve Onteorem 2.6'ya gére, Q = anng(M ), R'nin bir asal idealidir
ve M burkulmasiz bir sag (R/Q)-modiildiir. Teorem 3.1.19'dan dolay1 da M boliinebilir
bir sag (R/Q)-modiildiir. Béylece Onerme 1.10.35'den, M injektif sag (R/Q)-modiildiir.
Yeterlilik kismi Onerme 3.1.10, Sonug 3.1.15 ve McCasland ve Smith'in (1993) makale-
sindeki Onerme 2.1'den elde edilir. §

Onerme 3.1.21 R, her asal faktorii sag ve sol simirly, sag ve sol Goldie olan bir halka ve
M esasal bir sag R-modiil olsun. M 'nin her homomorf goriintiisii diiz ise, o zaman M
yari-basit modiildiir.

Ispat. Onerme 1.8.24'den dolay1, M 'nin her altmodiilii piirdiir. P = anng(M) olsun.
Onerme 3.1.9'dan dolay1 M'nin sifirdan farkli her altmodiilii P-esasaldir. Buna gore M
ve M'nin sifirdan farkli her altmodiilii asaldir. L, M 'nin sifirdan farkli bir altmodiilii olsun.
Teorem 3.1.20'den dolay1, L injektif bir sag ( R/ P)-modiildiir. Buna gore L, M 'nin bir dik
toplananidir. Bu da M'nin yari-basit R-modiil oldugunu gosterir. §

Sonu¢ 3.1.22 R, her asal faktorii sag ve sol simirly, sag ve sol Goldie olan diizenli bir
halka olsun. O zaman, her esasal sag R-modiil yari-basit modiildiir.

Ispat. Teorem 1.8.22'den dolay1, her sag R-modiil diizdiir. Boylece, Onerme 3.1.21'e gore
her esasal sag R-modiil yari-basittir. i

R bir PI halka ise Teorem 1.13.8'den dolay1 R'min her asal faktorii sag ve sol si-
nirl, sag ve sol Goldie halkadir. Bu nedenle, Teorem 3.1.19, Teorem 3.1.20 ve Onerme
3.1.21'deki kosullar1 saglayan ve degismeli halkalardan ¢ok daha genis olan bir halka sinifi
vardir.
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Onerme 3.1.23 M bir sag R-modiil ve N;(i € I), M 'nin esasal altmodiillerinin bir zin-
ciri olsun. O zaman N = U;c;N;, M 'nin esasal bir altmodiiliidiir.

Ispat. N # (0) oldugu agiktir. her bir i € I igin P; = anng(N;) olsun. Her i,j € I
icin N; € N; veya N; C N;'dir ve bu durumda sirasiyla P; C P; veya P; C P; olur.
A, R'nin bir ideali ve NA # (0) olsun. O zaman, N A # (0) olacak sekilde bir k € I
vardir ve bu durumda N, = Ny A C NAolur. i € [ olsun. P; C P ise, A ¢ P, olmasi
A & P; olmasmi gerektirir ve boylece N; = N; A C N A olur. Diger taraftan, P, < Py
ise, N; C N, ve dolayisiyla N; C N A olur. Boylece her i € [ igin N; C N A'dir. Bu da
N = N A oldugunu gésterir. Onteorem 3.1.7'den dolay1, N esasal bir modiildiir. u

L, M'nin esasal bir altmodiilii olsun. M'nin L'yi kesin kapsayan bir esasal altmo-
diilii yoksa L'ye M 'nin bir maksimal esasal altmodiilii denir.

Sonug¢ 3.1.24 M sifirdan farkli bir modiil olsun. O zaman, M 'nin her esasal altmodiilii
M 'nin bir maksimal esasal altmodiilii i¢inde kapsanir.

Ispat. Onerme 3.1.23'den ve Zorn Onteoreminden elde edilir. §

McCasland ve Smith'in (1993) makalesinde yer alan Teorem 4.2'de sifirdan farkl
her Noether modiiliin sonlu sayida minimal asal altmodiil kapsadigi kanitlanmistir. Asa-
g1daki teorem bu sonucun dualidir ve Ansari-Toroghy ve Farshadifar'in (2012a) makale-
sindeki Sonug 2.6'y1 genellemektedir.

Teorem 3.1.25 Sifirdan farkli her Artin modiil sonlu sayida maksimal esasal altmodiil
kapsar.

Ispat. M sifirdan farkli bir Artin R-modiil olsun. M'nin sonlu sayida maksimal esa-
sal altmodiil kapsamadigini kabul edelim. M'nin her U basit altmodiilii esasal bir alt-
modiildiir ve Sonug 3.1.24'den dolay1 U, maksimal bir esasal altmodiil i¢inde kapsanir.
U ={0# N < M : N sonlu sayida maksimal esasal altmodiil kapsamaz} kiimesini g6z
oniine alalim. M € W ve dolayisiyla W # @'dir. Buna gore W'nin bir N minimal eleman
vardir. N'nin esasal altmodiil olmadig1 aciktir. Onteorem 3.1.7'den dolayi, NA # (0)
ve NA # N olacak sekilde R'nin bir A ideali vardir. L = (0 :5 A) olsun. L, N'nin
LA = (0) olacak sekilde bir altmodiiliidiir ve dolayisiyla L # N'dir. L # (0) oldugunu
kabul edelim. N'nin se¢iminden dolayi, L sonlu sayida maksimal esasal altmodiil kapsar.
n bir pozitif tamsay1 olmak tizere { L1, ..., L,,}, L'nin maksimal esasal altmodiillerinin kii-
mesi olsun. Yine N'nin se¢ciminden dolay1 VA, sonlu sayida maksimal esasal altmodiil
kapsar. ¢ bir pozitif tamsay1 olmak tizere { K1, ..., K; }, N A'nin maksimal esasal altmodiil-
lerinin kiimesi olsun. H, N'nin bir maksimal esasal altmodiilii olsun. Onteorem 3.1.7'den
dolay1t HA = (0) veya HA = H'dir. HA = (0) ise H C L'dir ve bdylece H C L; olacak
sekilde bir i (1 < ¢ < n) vardir. Buna gére H = L; olur. Diger taraftan H = H A ise,
H C NA'dir ve boylece H C K olacak sekilde bir j (1 < j < t) vardir. Bu durumda
H = K olur. Buna gére N'nin her maksimal esasal altmodiilii {Ly, ..., L, Ki, ..., K;}
kiimesine aittir. Boylece /V en fazla n + ¢ tane maksimal esasal altmodiile sahip olur ki bu
bir geliskidir. L = (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda H = K olacak sekilde bir j
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(1 < j <'t)vardir ve bu da N'nin sonlu sayida maksimal esasal altmodiile sahip olmasini
gerektirir ki bu bir celigkidir.

3.2. Esasal Modiiller ve EKli Asal idealler

Bu kisimda, sifirdan farkl bir M/ modiiliiniin ekli asallarinin kiimesi At¢t(M )'nin
hangi kosullar altinda bos kiimeden farkli oldugunu arastiracagiz ve Att(M ) kiimesinin
sonlulugu ile ilgili baz1 sonuclar verecegiz.

Asagidaki 6nerme, Annin'in (2008) makalesindeki Sonug 3.6'nin bir genellemesi-
dir.

Onerme 3.2.1 R yari-lokal bir halka olsun. O zaman, her Bass R-modiil sonlu sayida
ekli asala sahiptir.

Ispat. M bir Bass R-modiil ve P, M'nin bir ekli asali olsun. O zaman, M /N bdlim mo-
diilii P-esasal olacak sekilde M'nin bir N 6z altmodiilii vardir. L, M'min N C L olacak
sekilde bir maksimal altmodiilii olsun. P = anng(M/N) = anng(M /L) olacagindan
P, R'nin bir sag ilkel idealidir. Boylece, M 'nin her ekli asali R'nin bir sag ilkel ideali-
dir. R yari-lokal bir halka oldugundan, R/J(R)'nin sonlu sayida sag ilkel ideali vardir
(Lam 1990: Teorem 3.5). R/ J(R) ile R iizerindeki basit sag modiiller aynidir (Lam 1990:
Onerme 4.8). Buna gére, R'nin sonlu sayida sag ilkel ideali vardir. Su halde M sonlu
sayida ekli asala sahiptir. 1

Onerme 3.2.2 M sifirdan farkli bir sag R-modiil ve P, ¥ = {A < R : A, R'nin bir ideali
ve M # M A} kiimesinin bir maksimal elemani olsun. O zaman; P, M 'nin bir ekli asal
idealidir ve M /M P P-esasal bir modiildiir. Ayrica M P, M /L P-esasal modiil olacak
sekildeki tiim L 6z altmodiillerinin arakesitidir.

Ispat. B ve C, R'nin P'yi kesin olarak kapsayan idealleri olsun. O zaman M = M B ve
M = MC olur. Buradan, M BC' = M C = M ve dolayisiyla BC' € P'dir. Buda P'nin bir
asal ideal oldugunu gosterir. Ayrica (M /MP)B = (MB + MP)/MP = MB/MP =

M /M P olcagindan Onteorem 3.1.7'den dolay1 M / M P esasal bir modiildiir. M /M P'nin
P-esasal oldugu agiktir. Boylece P, M 'nin bir ekli asalidir. M 'nin bir NV 6z altmodiilii i¢in
M /N P-esasal bir modiil ise M P C N olacagindan, M P C (N Lolur. M/MP

M /L P-esasal
P-esasal bir modiil oldugundan, (1 L € MP oldugu agiktir. Boylece M P, M /L
M /L P-esasal
P-esasal modiil olacak sekildeki tiim L 6z altmodiillerinin arakesitidir. §

Tamim 3.2.3 (Nicholson ve Yousif 2003) M bir sag R-modiil ve {N,};c;, M 'nin altmo-
diillerinin bir ailesi olsun. Her i, j € I i¢cin N;, € N; N N, olacak sekilde bir k € I varsa,
{N;}ier altmodiiller ailesine ters aile (inverse family) denir.

M modiiliiniin her L altmodiilii ve N;(i € I) ters altmodiiller ailesi icin L +

(NierN;i)
= Mier(L 4+ N;) oluyorsa, " M modiilii AB5* kosulunu saglar’ denir. AB5* kosulunu
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saglayan modiillere kisaca AB5* modiil denir.

Ornek 3.2.4 (Nicholson ve Yousif 2003) (1) Her Artin modiil AB5* kosulunu saglar. Alt-
modiilleri lineer siralt olan modiiller AB5* kosulunu saglar. AB5* bir modiiliin her alt-
modiilii ve her homomorf goriintiisii AB5* modiildiir.

(2) Zz, modiilii AB5* kosulunu saglamaz.

M bir sag R-modiil ve P, M'nin bir ekli asal1 olsun. Onerme 3.2.2'de gordiik ki;
belirli kosullar altinda M P, M /K P-esasal modiil olacak sekildeki K 6z altmodiilleri
arasinda tek minimal altmodiildiir. Asagidaki teorem, benzer bir minimallik 6zelliginin,
AB5* kosulunu saglayan modiiller igin de gecerli oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.5 M, AB5* kosulunu saglayan bir sag R-modiil, N, M 'nin bir 6z altmodiilii
ve M /N P-esasal bir modiil olsun. O zaman, S = {H < M : H C N ve M /H P-esasal
modiil} kiimesinin bir L minimal elemani vardir.

Ispat. N € S oldugu aciktir. K;(i € I), S iginde bir zincir ve K = M;c; K; olsun. K,
M'nin bir altmodiiliidiir ve K C N'dir. Ayricaher: € [ i¢in M P C K; olmas1t MP C K
olmasini gerektirir. A, R'nin P'yi kesin olarak kapsayan bir ideali olsun. O zaman, her
i € Iigin M /K; = (M/K;)A ve dolayistyla M A + K; = M'dir. Boylece,

M =Nies(MA+ K;) = MA+ Nt K; = MA+ K

ve dolayisiyla, M /K = (M /K)A olur. Onteorem 3.1.7'den, M /K P-esasal modiildir.
Boylece K € S olur. Zorn Onteoremine gore S kiimesinin bir L minimal elemant vardir.

Teorem 3.2.5'de L = M P olup olmadig bilinmemektedir. Fakat M P C L oldugu
aciktir.

Onerme 3.2.6 M sifirdan farkli bir sag R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir
(1) M /N esasal modiil olacak sekilde M 'nin bir N 6z altmodiilii vardr.

(12) M 'nin oyle bir L 0z altmodiilii ve R'nin oyle bir P asal ideali vardwr ki P,
M # M A + L olacak sekildeki A idealleri arasinda maksimaldir.

Ispat. (i) = (ii) Q = anng(M/N) olsun. @, R'nin bir asal idealidir ve M # MQ +
N'dir. B, R'nin Q'yu kesin olarak kapsayan bir ideali olsun. Hipotezden dolay1 M /N =
(M /N)B ve dolayisiyla M = M B + N olur. Bu da (i7)'yi kanitlar.

(i) = (i) L ve P'nin belirtilen 6zelliklere sahip olduklarini kabul edelim. K =
M P + L olsun. K, M'nin bir 6z altmodiilidiir ve (M /K)P = (0)'dir. C, R'nin P'yi kesin
olarak kapsayan bir ideali olsun. O zaman, M = MC'+ L C MC+ K C M olacagindan
M = MC + K ve dolaysiyla M /K = (M /K)C olur. Onteorem 3.1.7'den dolay1, M / K
esasal bir modiildiir. g
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Sonug 3.2.7 R, idealleri iizerinde artan zincir kosulunu saglayan bir halka olsun. O za-
man sifirdan farkll her sag (ya da sol) R-modiil M bir ekli asala sahiptir.

Ispat. M # M (0) oldugundan, ¥ = {A < R : A, R'nin bir ideali ve M # MA} #
('dir. Dolayistyla ¥ kiimesinin bir P maksimal elemani vardir. Onerme 3.2.2'den dolayi
M /M P esasal modiildiir. n

Sonug 3.2.7 farkli yollarla genellenebilir. R, idealleri iizerinde artan zincir kosu-
lunu saglayan bir halka ise R, asal idealleri iizerinde de artan zincir kosulunu saglar ve
R'nin her A 6z ideali i¢in @);...Q0,, € A C @1 N ... N Q,, olacak sekilde bir n pozitif
tamsayisi ve Q;(1 < i < n) asal idealleri vardir (Smith 1981: Onteorem 1).

Teorem 3.2.8 R, asal idealleri iizerinde artan zincir kosulunu saglayan bir halka ve M
sifirdan farkl bir sag R-modiil olsun. R'nin her A 6z ideali i¢in Q1...Q0, C A C Q1 N
... N Q,, olacak sekilde bir n pozitif tamsayisinin ve Q;(1 < i < n) asal ideallerinin
bulundugunu kabul edelim. O zaman;

(i) M esasal R-modiildiir ancak ve ancak R'nin her P asal ideali icin M P = (0)
va da M P = M 'dir.

(i1) Att(M) # O'dir.

Ispat. (i) Gereklilik kism1 Onteorem 3.1.7'den agiktir. Tersine R'nin her P asal ideali
icin MP = (0) yada MP = M oldugunu kabul edelim. A, R'nin bir 6z ideali olsun.
Hipotezden dolay1, Q;...Q0,, € A C Q1N ...NQ,, olacak sekilde bir n pozitif tamsayis1 ve
Qi(1 < i < n) asal idealleri vardir. M(Q); = (0) olacak sekilde bir j (1 < j < n) varsa,
M A = (0) olur. Diger durumda her 1 < ¢ < ni¢in M = M@Q);'dir. Buna gére,

M=MQ,=MQ, 1Q, = ...= MQ,..Q, C MAC M

ve boylece M = M A olur. O halde R'nin her A ideali icin M A = (0) veya M A = M'dir.
Onteorem 3.1.7'den dolay1 M esasal bir modiildiir.

(77) Hipotezden dolay1, P;...P, = (0) olacak sekilde bir ¢ pozitif tamsayist ve P
(1 <4 < t) asal idealleri vardir. Her 1 < ¢ < nigin M = MP; ise, M = MP, =
MP,_1F
= .. = MP,...P, = (0) geliskisi elde edilir. Buna goére M # M P; olacak sekilde bir 4
(1 <i < t)vardir. P, R'nin M # MQ) olacak sekildeki asal idealleri arasinda maksimal
olan bir asal ideali olsun. M # M P'dir. T', R'nin P'yi kesin olarak kapsayan bir asal ide-
ali olsun. P'nin se¢iminden dolay1 M = MT"dir. Buna gére M /M P = (M /M P)(T/P)
olur. (7)'den dolay1 M / M P, esasal bir (R/ P)-modiildiir. Onerme 3.1.10'dan, M / M P esa-
sal bir R-modiildiir. P & anng(M /M P) olsaydi; P'nin se¢iminden dolay1 M anng(M /M P)
= M ve buradan da M = M P ¢eliskisi ¢ikardi. O halde anng(M /M P) = P ve dolayi-
styla P, M'nin bir ekli asalidir. Boylece Att(M) # ('dir. n

Onerme 3.2.9 A, R halkasimin sag T-iistel sifir bir ideali olsun. O zaman, sifirdan farkl

her sag R-modliil bir ekli asala sahiptir ancak ve ancak sifirdan farkly her sag (R/ A)-modiil
bir ekli asala sahiptir.
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Ispat. ilk olarak sifirdan farkli her sag R-modiiliin bir ekli asala sahip oldugunu kabul
edelim. M sifirdan farkli bir sag (R/A)-modiil olsun. O zaman, M sifirdan farkli bir
sag R-modiildir. Hipotezden dolay1, M /N esasal R-modiil olacak sekilde, M 'nin bir N
6z altmodiilii vardir. Onerme 3.1.10'dan, M /N esasal (R/A)-modiildiir. Tersine sifirdan
farkli her sag (R/A)-modiiliin bir ekli asala sahip oldugunu kabul edelim. X sifirdan farkli
bir sag R-modiil olsun. Teorem 1.9.3'den, X # X A'dir ve boylece X /X A sifirdan farkli
bir sag (R/A)-modiildiir. Hipotezden dolayi, X /Y esasal (R/A)-modiil olacak sekilde
X'in X A'y1 kapsayan bir Y 6z altmodiilii vardir. Onerme 3.1.10'dan , X /Y esasal bir
R-modildiir. g

Asagidaki sonug, Sonug 3.2.7'nin bir genellemesidir.

Sonug 3.2.10 A, R'nin sag T-iistel sifir bir ideali ve R/ A, idealleri iizerinde artan zincir
kosulunu saglayan bir halka olsun. O zaman sifirdan farkli her sag R-modiil bir ekli asala
sahiptir.

Ispat. Onerme 3.2.2'den, sifirdan farkli her sag (R/ A)-modiiliin bir ekli asali vardir. Onerme
3.2.9'dan dolay1 da sifirdan farkli her sag R-modiil bir ekli asala sahiptir. n

3.3. Esasal Altmodiiller ve Dar Boyut

Teorem 3.3.1 M bir sag R-modiil ve Att(M) # 0 olsun. M /N; esasal bir R-modiil ve
anng(M /N;) = P, olmak iizere P; (i € I), M 'nin farkli ekli asallarimin bir ailesi olsun.
O zaman, N;(i € I) altmodiilleri esbagimsizdr.

Ispat. Kanit1, / sonlu bir kiime iken yapmak yeterlidir. n bir pozitif tamsay1 olmak iizere,
I ={1,...,n} olsun. n = 1 ise, sonug agiktir. n > 2 oldugunu kabul edelim. Genelligi
kaybetmeden P,  P;,(1 < i < j < n) oldugunu kabul edebiliriz. M # N; + N,
oldugunu kabul edelim. N; C N;+ N, olmast P; C anng(M/ (N + Nz)) = P, olmasini
gerektirir, ¢linkii M /Ny P,-esasaldir. Bu geliski M = N; + N, oldugunu gésterir. M #
(N1 N Ny) 4+ N3 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

PN Py, Canng(M/(Ny N Ny)) Canng(M/((N1 N Ny)+ N3)) = P,

olurkibuda P, C P; veya P, C P; olmasini gerektirir. Bu ¢eliski M/ = (N; N Ny) + N
olmasini gerektirir. Bu sekilde devam edilerek, her 1 < i < n—1i¢in M = (N;N...NN;)+
N, 11 oldugu goriiliir. Sonug 1.14.3'den dolay1 N;(i € I) altmodiilleri esbagimsizdir. 1

Asagidaki sonug¢ dar boyut tanimindan ve Teorem 3.3.1'den direkt olarak elde edi-
lir. Bu sonug Annin'in (2008) makalesindeki Onerme 2.19'da da verilmistir. Ancak burada,
farkli bir yolla elde edilmistir.

Sonuc 3.3.2 M dar boyutu n olan bir sag R-modiil olsun. O zaman, M 'nin en fazla n
tane ekli asal ideali vardir.

Genel olarak, sonlu dar boyutlu bir modiiliin ekli asala sahip olup olmadig: bilin-
memektedir.
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Sonug 3.3.2 gostermektedir ki; dar boyut, bir modiiliin ekli asallarinin sayisi igin
bir sinir belirlenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Asagidaki teoremde projektif ortiiye
sahip sonlu iiretilmis bir modiiliin ekli asallarinin sayis1 i¢in daha ileri bir sonug verecegiz.

Teorem 3.3.3 M projektif ortiiye sahip sonlu iiretilmis bir sag R-modiil olsun. O zaman,
| Att(M) |< h.dim(Rg)dir.

Ispat. (P, f), M'nin bir projektif ortiisii olsun. Cek(f) << P ve P/Cek(f) sonlu iire-
tilmis oldugundan, P de sonlu iiretilmistir. P projektif oldugundan, ' = P ¢ A olacak
sekilde sonlu iiretilmis bir F' serbest sag R-modiilii ve F'nin bir A altmodiilii vardir. Onte-
orem 2.2.6-(3)'den dolay1, Att(F) = Att(Rp)'dir. P/Cek(f) modiiliinii P ile gdsterelim.
Onteorem 2.2.6'min (1) ve (2) siklar, Att(M) = Att(P) C Att(F) = Att(Rg) olma-
sin1 gerektirir. Onerme 2.2.16'dan, | Att(Rg) |< h.dim(Rp)'dir. Boylece | Att(M) |<
h.dim(Rg) olur. 1

Tamim 3.3.4 (Smith 2011) M bir sag R-modiil olsun. M 'nin tiim maksimal altmodiille-
rinin kiimesi, M 'nin esbagimsiz altmodiillerinin bir ailesi ise, " M max ozelligine sahip-
tir denir.

M 'nin tiim basit altmodiillerinin kiimesi, M 'nin bagimsiz altmodiillerinin bir ailesi
ise, " M min ozelligine sahiptir’ denir.

M /Rad(M) modiiliiniin her maksimal altmodiilii bir dik toplanan ise, " M dik
toplam ozelligine sahiptir’ denir.

Simdi, ekli asal idealleri kullanarak, max 6zelligine sahip modiillere iliskin bazi
sonuglar verecegiz. Bunun i¢in ilk olarak, max 6zelligine sahip modiillere iligkin Smith'in
(2011) makalesinde yer alan baz1 sonuglar1 ifade edecegiz.

Onteorem 3.3.5 (Smith 2011) R, her sag ilkel faktérii Artin olan bir halka ve U ile V' iki
basit sag R-modiil olsun. Bu durumda, U ile V 'nin birbirine izomorfik olmasi igin gerek
ve yeter kosul anng(U) = anngr(V') olmasidr.

Onteorem 3.3.6 (Smith 2011) M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M max ézelligine sahiptir:
(2) M 'nin her N altmodiilii i¢in M / N modiilii max ézelligine sahiptir:
(3) M /Rad(M) max ézelligine sahiptir.

Onteorem 3.3.7 (Smith 2011) R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(1) R yari-lokal halkadur.

(2) Her sol R-modiil dik toplam ozelligine sahiptir.
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(3) rR modiilii dik toplam ozelligine sahiptir.
(4) Her sag R-modiil dik toplam ozelligine sahiptir.
(5) Rr modiilii dik toplam ézelligine sahiptir.

Onteorem 3.3.8 (Smith 2011) M bir sag R-modiil olsun. M max ozelligine sahiptir ancak
ve ancak M 'nin herhangi K ve L maksimal altmodiilleri icin M /K ~ M /L olmasi K =
L olmasini gerektirir.

Onteorem 3.3.9 (Smith 2011) R degismeli bir halka ve F sifirdan farkli bir serbest R-modiil
olsun. O zaman, F max ézelligine sahiptir ancak ve ancak F ~ R'dir.

Onteorem 3.3.10 (Smith 2011) M dik toplam ozelligine sahip bir R-modiil olsun. O za-
man, M max ozelligine sahiptir ancak ve ancak M | Rad(M ) min ozelligine sahiptir.

Simdi, ekli asal idealleri kullanarak, max 6zelligine sahip modiillere iligskin elde
ettigimiz sonuglar1 verelim.

Onerme 3.3.11 R bir lokal halka, M sifirdan farkls sonlu iiretilmis ve projektif ortiiye
sahip olan bir sag R-modiil olsun. M max ozelligine sahip ise M 'nin tek bir maksimal
altmodiilii vardir.

Ispat. R lokal halka oldugundan, h.dim(Rg) = 1'dir. Teorem 3.3.3'den dolay1, Att(M)
tek elemanli bir kiimedir. Buna gdre, M 'nin herhangi NV ve K maksimal altmodiilleri i¢in,
anng(M/N) = anng(M/K) olur. Onteorem 3.3.5'den, M /N ~ M /K ve Onteorem
3.3.8'dende, N = K oldugu goriiliir. Béylece M nin tek bir maksimal altmodiilii vardir. 1

Asagidaki dnerme, R degismeli bir lokal halka ise Onerme 3.3.11'in sonlu iiretilmis
olmayan modiiller i¢in de gegerli oldugunu gostermektedir.

Onerme 3.3.12 R degismeli bir lokal halka ve M, projektif ortiiye sahip olan sifirdan
Sfarkli bir R-modiil olsun. M max ozelligine sahip ise M ~ R/ olacak sekilde R'nin bir
I ideali vardir. Sonuc¢ olarak, M 'nin tek bir maksimal altmodiilii vardir.

Ispat. (P, f), M'nin bir projektif rtiisii olsun. O zaman, M ~ P/Cek(f) ve Cek(f) <<
Pl

dir. Onteorem 3.3.6'dan dolay1, P/Rad(P) ve dolayistyla P max 6zelligine sahiptir. R
lokal halka oldugundan, Teorem 1.12.5'e gére, P serbest R-modiil olmalidir. Onteorem
3.3.9'dan dolay1, P ~ R olur. Boylece M ~ R/I olacak sekilde bir I ideali vardir. §

Teorem 3.3.13 R, her sag ilkel faktorii Artin olan bir halka ve M, max ozelligine sahip bir
sag R-modiil olsun. Att(M) sonlu bir kiime ise M 'nin sonlu sayida maksimal altmodiilii

vardur.

Ispat. M'nin bir maksimal altmodiile sahip oldugunu kabul edebiliriz. Att(M) sonlu bir
kiime oldugundan, anng(M /N;) # anng(M /N;) olacak sekilde sonlu sayida N; (i € I)
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maksimal altmodilleri vardir. M'nin, N ve L maksimal altmodiilleri i¢in anng (M /N) =
anng(M /L) oldugunu kabul edelim. Onteorem 3.3.5'den dolay1, M /N ~ M /L olur. M
max dzelligine sahip oldugu i¢in, Onteorem 3.3.8'den dolay1 N = L olmalidir. Buna géore,
M sonlu sayida maksimal altmodiile sahiptir. §

Onerme 3.3.14 R yari-lokal bir halka ve M sonlu iiretilmis bir sag R-modiil olsun.
M /Rad(M) min ozelligine sahip ise M 'nin sonlu sayida maksimal altmodiilii vardir.

Ispat. R yari-lokal bir halka oldugundan Onteorem 3.3.7'den dolayi, her sag R-modiil dik
toplam 6zelligine sahiptir. Onteorem 3.3.10'a gore, M max dzelligine sahiptir. R yari-lokal
ve M sonlu iiretilmis oldugundan Teorem 1.14.16'ya gore, M sonlu dar boyutludur. Bu
durumda Sonug 3.3.2'den dolay1, Att(M ) sonlu bir kiime olmalidir. Teorem 3.3.13'e gore,
M'nin sonlu sayida maksimal altmodiilii vardir. §

Asagidaki 5nerme McCasland ve Smith'in (1993) makalesindeki Onerme 1.4-(ii)'nin
dualidir.

Onerme 3.3.15 P, R halkasinin bir asal ideali ve M P-esasal bir sag R-modiil olsun. O
zaman, M 'nin sifirdan farkl her tiimleyen altmodiilii P-esasaldir.

Ispat. L, M iginde sifirdan farkli bir tiimleyen altmodiil olsun. L, M 'nin bir N altmo-
diiliiniin tiimleyeni olsun. A, R'nin A € P olacak sekildeki bir ideali olsun. Onteorem
3.1.7'den, M = M A olur. Buradan,

M=MA=(N+LA=NA+LACN+LACM

ve boylece M = N + LA elde edilir. L, N'nin M igindeki bir tiimleyeni oldugundan
L = LA olur. Boylece A Z P olacak sekildeki her A ideali i¢in L. = L A'dir. Buna gore
P = anng(L) olur. Onteorem 3.1.7'den, L P-esasal bir modiildiir. §

Onteorem 3.3.16 P, R halkasimin bir asal ideali ve M, P-esasal yeterli tiimlenmig bir
sag R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) M dar modiildiir.

(13) M iki esasal 6z altmodiiliin toplamina esit degildir.

(1ii) M iki P-esasal tiimleyen altmodiiliin toplamina egit degildir.
Ispat. (i) = (i) = (iii) Agiktir.

(i4i) = (i) M'nin dar modiil olmadigini kabul edelim. O zaman M = N + L
olacak sekilde N ve L 6z altmodiilleri vardir. L', N'nin M i¢inde L' C L olacak sekilde
bir tiimleyeni olsun. M = N + L’ olur. N’, L"ntin M iginde N’ C N olacak sekilde bir
tiimleyeni olsun. A/ = N'+ L’ olur. N’ ve L', M'nin 6z altmodiilleridir. Boylece N’ # (0)
ve [/ # (0)'dir. Onerme 3.3.15'den dolay1, N’ ve L’ P-esasal modiillerdir. Bu ise (i44) ile
celigir. Buna gore M dar modiil olmalidir. g
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Asagidaki teorem Ansari-Toroghy ve Farshadifar'in (2012a) makalesindeki Te-
orem 6.12'yi genellemektedir.

Teorem 3.3.17 P, R halkasinin bir asal ideali ve M sonlu dar boyutlu yeterli tiimlen-
mis P-esasal bir sag R-modiil olsun. O zaman M, dar P-esasal altmodiillerin sonlu bir
toplamina esittir.

Ispat. M'nin dar boyutu n olsun. n iizerine tiimevarim uygulayalm. n = 1 ise M/ dar
modiildiir. n > 2 oldugunu ve teoremin dar boyutu n'den kii¢iik olan modiiller i¢in dogru
oldugunu kabul edelim. Bu durumda M dar degildir. Onteorem 3.3.16'dan dolay1 M =
K + L olacak sekilde, M'nin K ve L P-esasal tiimleyen 6z altmodiilleri vardir. Onerme
1.14.13'den dolay1 K ve L yeterli tiimlenmis modiillerdir ve Onerme 1.14.14'den dolay1
da K ve L'nin dar boyutlar1 n'den kiigiiktiir. Tiimevarim hipotezinden dolay1 K ve L dar
P-esasal altmodiillerin sonlu bir toplamina esittir. Boylece M de dar P-esasal altmodiil-
lerin sonlu bir toplam1 seklinde yazilabilir. i

Sonug¢ 3.3.18 P, R halkasimin bir asal ideali ve M Artin bir sag R-modiil olsun. O zaman
M 'nin her P-esasal altmodiilii dar P-esasal altmodiillerin sonlu bir toplamidir.

Ispat. Artin modiiller yeterli timlenmis ve sonlu dar boyutlu oldugundan, ifade edilen
sonu¢ Teorem 3.3.17'den elde edilir. g
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4. ASAL RADIKALIN DUAL KAVRAMI: ESASAL RADIKAL

Bir altmodiiliin asal radikali kavramu, ilk olarak 1986 yilinda McCasland ve Mo-
ore tarafindan tanimlanmistir. M bir R-modiil ve N, M'nin bir altmodiilii olsun. M 'nin
N'yi kapsayan tiim asal altmodiillerinin arakesitine N'nin M igindeki asal radikali denir
ve rady (N) (ya da rad(N)) ile gosterilir. M i¢inde N'yi kapsayan bir asal altmodiil bu-
lunmuyorsa, rady; (N) = M olarak tanimlanir (McCasland ve Moore 1986). R degismeli
bir halka ve I, R'nin bir ideali ise I'nin asal radikalinin, {r € R : In € Z*, " € I}
kiimesine esit oldugu bilinmektedir. Bu durumu modiiller icin genellemek iizere, R de-
gismeli bir halka alinarak, herhangi bir M R-modiilii i¢in M 'nin bir N altmodiiliiniin M
icindeki zarfi tanimlanmustir: Ey(N) = {mr € M : r € R,m € M ve 3k € ZT%,
mr® € N} kiimesine N'nin M igindeki zarfi denir. Fj;(N) genel olarak M'nin bir alt-
modiilii degildir. Bu nedenle M'nin (V) tarafindan iiretilen £,,(N)R altmodiili ile
calisilir. Burada N C Ej/(N)R C rady (N) kapsamasi her zaman saglanmaktadir. Eger
Ey(N)R = rady(N) ise bu durumda ” N radikal formiiliinii sagliyor” denir. Eger M 'nin
her altmodiilii radikal formiiliinii sagliyor ise o zaman "M radikal formiiliinii sagliyor”
denir. Ayrica, eger R lizerindeki her modiil radikal formiiliinii sagliyor ise bu durumda da
"R (halka olarak) radikal formiiliinii sagliyor” denir (McCasland ve Moore 1991). Buna
gore her degigmeli halka kendisi {izerinde modiil olarak diisliniildiigiinde radikal formii-
liinii saglar. Fakat her degismeli halka (halka olarak) radikal formiiliinii saglamak zorunda
degildir. Son 20 y1l i¢inde radikal formiiliinii saglayan modiil siniflarinin belirlenmesi, ra-
dikal formiiliinii saglayan degismeli halkalarin karakterizasyonu ve baz1 modiil siniflarinin
radikal formiiliinii saglamasindan yararlanilarak, halkanin 6zelliklerinin elde edilmesi ko-
nularinda pek ¢ok calisma yapilmistir. Son yillarda yapilan ¢alismalardan elde edilen bazi
onemli sonuglar séyledir: 1996'da Krull boyutu sifir olan degismeli bir halka iizerindeki
her modiiliin radikal formiiliinii sagladig1 gosterilmistir (Sharif vd 1996). Leung ve Man
(1997), radikal formiiliinii saglayan Noether degismeli halkalar1 karakterize etmisler ve
bu karakterizasyondan yararlanarak bir Noether tamlik bdlgesinin radikal formiiliinii sag-
lamasi ile Dedekind halka olmasinin denk oldugu gdstermislerdir. Pusat-Yilmaz ve Smith
(2002), degismeli bir halka tizerindeki yari-Artin bir modiiliin radikal formiiliinii sagla-
digin1 ve cisim olmayan bir Noether tamlik bolgesinin Krull boyutunun 1 olmasi ile bu
halka iizerindeki tiim burkulmali modiillerin radikal formiiliinii saglamasinin denk oldu-
gunu gostermislerdir. Azizi (2007), Noether olmayan degismeli halkalar {izerinde radikal
formiiliinti calismis ve Krull boyutu 1 olan aritmetik halkalarin radikal formiiliinii sagla-
digin1 géstermistir. Son olarak, Sarag¢ ve Tiras (2013), degismeli halkalar iizerinde radikal
formtiliinii saglayan modillerin sinifini, Artin modiillerin sinifindan, sekonder gosterime
sahip olan modiillerin sinifina genisletmislerdir.

Yukarida bazilarini siraladigimiz ¢aligmalar, asal radikal kavraminin, halka ve mo-
diil karakterizasyonlarinin belirlenmesinde ne kadar 6nemli oldugunu ortaya koymakta-
dir. Bu boliimde asal radikalin dual kavrami olan esasal radikal kavrami ele alinacak ve
bu kavramdan yararlanilarak modiil ve halkalar i¢in yeni karakterizasyonlar verilecektir.

Bu boliim ii¢ alt basliktan olusmaktadir. Birinci kisimda, ilk olarak esasal radika-

lin temel 6zellikleri verilecek ve bir modiiliin sokulu ile esasal radikali arasindaki iligkiler
incelenecektir. Daha sonra, halkalardaki m-sistem kavraminin modiiller i¢in duali olan
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m*-sistem kavrami tanimlanarak, bir altmodiiliin esasal radikali m*-sistem kiimeleri va-
sitastyla karakterize edilecektir. Ikinci kisimda, belirli modiil siniflar1 icerisinde yer alan
modiillerin esasal radikalleri belirlenecektir. Bunun yanisira, radikal formiile benzer ola-
rak, bir modiiliin sokulu ile esasal radikalinin ne zaman esit olacagi sorusu ele alinacak
ve bir halka tizerindeki her modiiliin bu esitligi saglamasinin halka i¢in ne anlama geldigi
arastirilacaktir. Ayrica belirli modiillerin esasal radikallerinden yararlanilarak, basit hal-
kalarin ve sag Artin halkalarin yeni karakterizasyonlar1 verilecektir. Ugiincii kisimda ise
esasal radikal modiiller iizerinde durularak bu modiiller i¢in bazi sonuglar verilecektir.

4.1. Esasal Radikalin Baz1 Ozellikleri ve Karakterizasyonlari

Tamm 4.1.1 M bir sag R-modiil olsun. M 'nin tiim esasal altmodiillerinin toplamina
M 'nin esasal radikali denir ve sec(Mpg) ya da sec(M) ile gosterilir. M 'nin esasal alt-
modiilii yoksa sec(M) = (0) olarak tamimlanir. M = sec(M) ise M 've esasal radikal
modiil denir.

Ornek 4.1.2 (1) sec(Zz) = (0)'dw
(2) sec(Qz) = Q'dur.

Simdi, esasal radikal kavramu ile ilgili, tezin li¢lincli béliimiinde yer alan bilgiler
yardimiyla elde edilen bazi sonuglari ifade edelim:

* A, R halkasmin bir 6z ideali, M bir sag R-modiil ve M A = (0) olsun. Onerme
3.1.10'a gore, sec(Mp) = sec(Mp4)'dir.

* Her basit modiil esasal modiil oldugundan, herhangi bir M/ modiili igin Soc(M)
C sec(M)'dir.

* R sag tam bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. Sonug 3.1.6'ya gore, sec(M) =
Soc(M)'dir.

* R, her asal faktorii sag ve sol sinirli, sag ve sol Goldie olan diizenli bir halka ve M
bir sag R-modiil olsun. Sonug 3.1.22'ye gére, sec(M) = Soc(M)'dir. Ozel olarak,
R diizenli bir PI halka ise sec(M) = Soc(M)'dir.

* Herhangi bir M modiilii i¢in, sec(M) = Soc(M) esitligi genel olarak dogru degil-
dir. Ornegin; p bir asal say1 olmak iizere, sec(Z(p™)) = Z(p*) fakat Soc(Z(p>)) =
(0 :pr pZ)'dir. Yani, sec(Z(p>)) # Soc(Z(p™))'dur.

* M bir sag R-modiil olsun. R'nin bir () asal ideali i¢in M'nin tim ()-esasal alt-
modiillerinin toplamini secq (M) ile gosterelim. A/'nin ()-esasal altmodiilii yoksa
seco(M) = (0) olarak tamimlayalim. Onerme 3.1.11-(44)'den dolay1, secq(M) =
(0)
diryada secg (M) Q-esasal bir modiildiir. R'nin her () asal ideali i¢in secq (M )Q =
(0) olacagindan, sec(M )N (R) = (0)'dir. Buna gére,

sec(M) = PEZ(R) secp(M) C QEZ(R)(O v Q) C(0: N(R))

olur, burada 7m(R), R'nin tim asal ideallerinin kiimesini ve p(R) de R'nin tiim
minimal asal ideallerinin kiimesini gostermektedir.
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» M sifirdan farkli bir sag R-modiil olsun. Sonug 3.1.24'den dolay1 M 'nin her esasal
altmodiilii bir maksimal esasal altmodiil tarafindan kapsanir. Buna gore, M esasal
altmodiil kapsayan bir sag R-modiil ise

sec(M)= > L
LeM

olur; burada M, M'nin tiim maksimal esasal altmodiillerinin kiimesidir.

Simdi herhangi bir modiiliin esasal radikalinin temel 6zelliklerini verelim.

Onerme 4.1.3 M bir sag R-modiil ve N = sec(M) olsun. O zaman, R'nin her A ideali
icinn, N = NA+ (0:5 A)'dir.

Ispat. N = (0) ise istenen esitligin saglandig1 agiktir. N # (0) oldugunu kabul edelim. A,
R'nin bir ideali olsun. N = Zie ; L; olacak sekilde, M'nin L;(i € I) esasal altmodiilleri
vardir. i € I olsun. Onteorem 3.1.7'den dolay1 ;A = (0)'dir veya L; = L;A C N A'dw.
[k durumda L; C (0 :y A), ikinci durumda L; C N A olur. Boylece N = NA+ (0 :x A)
esitligi elde edilir. B

Onteorem 4.1.4 M bir sag R-modiil ve N ile L, M 'nin altmodiilleri olsun. Asagidakiler
saglanir.

(1) Soc(M) C sec(M).
(2) N C L ise sec(N) C sec(L) dir

(3) sec(sec(N)) = sec(N).

(4) sec(N) + sec(L) C sec(N + L).

(5) sec(N N L) = sec(sec(N) N sec(L)).

(6) ¢ : M — M’ bir R-modiil homomorfizmasi ise p(sec(M)) C sec(M') olur.

Ispat. (1) — (5) Agiktir.

(6) Esasal bir modiiliin sifirdan farkli her homomorf goriintiisii esasal oldugundan
o(sec(M)) C sec(M') olur. §

Onteorem 4.1.5 S tiim esasal sag R-modiillerin sinifi ve M bir sag R-modiil olsun. Asa-
gidaki ifadeler saglanir.

(1) sec(M) = Try(S).

(2) M esasal radikal modiildiir ancak ve ancak M esasal modiiller tarafindan
liretilir.
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(3) ¢ : M — N bir R-modiil monomorfizmast ve sec(N) C Gor(p) ise,
o(sec(M)) = sec(N)'dir.

(4) (M;)ier sag R-modiillerin bir ailesi olsun. sec(@ierM;) = @;ersec(M;) dir

Ispat. (1) Esasal bir modiiliin sifirdan farkli her homomorf gériintiisii de esasal oldugun-
dan, sec(M) = Trp(S) olur.

(2) — (4) Sonug 1.2.5, Onerme 1.2.7, Onerme 1.2.8 ve (1)'in sonuglaridir. g

Onteorem 4.1.5-(4) dik olmayan toplamlar igin genel olarak gegerli degildir. Orne-
gin M := Z(p™) Z-modiilii igin M = >";° (0 :p; p*Z) oldugu bilinmektedir. M esasal
bir modiil oldugundan sec(M) = sec(d> (0 :p p*Z)) = M'dir. Fakat
S sec((0 :a pFZ)) = (0 :ar pZ) # sec(d pe (0 :ar p*Z))'dir.

Bu kisimda verecegimiz sonuglarin biiyiik bir boliimiinde tiim sag ilkel faktorleri
Artin olan halkalar1 gdz 6niine alacagiz. Onerme 1.11.7'ye gore sag FBN halkalar; Teorem
1.13.7'ye gore de PI halkalar (6zel olarak degismeli halkalar) tiim sag ilkel faktorleri Artin
olan halkalardir. Yari-lokal halkalarin da bu 6zelligi sagladig: agiktir.

Onteorem 4.1.6 R, tiim sag ilkel faktorleri Artin olan bir halka ve M esasal bir sag
R-modiil olsun. O zaman, M yari-basittir ya da Rad(M) = M 'dir.

Ispat. Bu onteorem, Onerme 3.1.5'in direkt bir sonucudur. &

Onerme 4.1.7 R, tiim sag ilkel faktorleri Artin olan bir halka ve M bir sag R-modiil

olsun. O zaman, sec(M) = T @ L olacak sekilde, M 'nin yari-basit bir T  altmodiilii ve
Rad(L) = L olan bir L altmodiilii vardr.

Ispat. M 'nin esasal bir altmodiil kapsadigini kabul edebiliriz. sec(M) = 3", _; N; olacak
sekilde (NV;);cr esasal altmodiiller ailesi vardir. Her i € I i¢in N; yari-basit ise sec(M) =
Soc(M) olur ve boylece istenen esitlik saglanir. En az bir j € [ igin N;'nin yari-basit
olmadigini kabul edelim ve J = {j € I : N, yari-basit degil } kiimesini gz 6niine alalim.
S = Soc(M)ve L =} ..; N;olsun. Onteorem 4.1.6'dan dolay1, sec(M) = S + L'dir.
L = Rad(L) oldugu agiktir. Ayrica, S = T'@® (SN L) olacak sekilde S'nin bir 7" altmodiilii
vardir. Boylece sec(M) =T @ L olur. 1

Sonuc 4.1.8 R, tiim sag ilkel faktorleri Artin olan bir halka ve M Noether bir sag R-modiil
olsun. O zaman, sec(M) = Soc(M)'dir.

Ispat. M modiiliiniin her altmodiilii sonlu iiretilmistir. Sonlu iiretilmis modiiller en az bir
tane maksimal altmodiil kapsadigindan, M'nin her L altmodiilii i¢in Rad(L) # L'dir.
Onerme 4.1.7'ye gore sec(M) = Soc(M) olur. 1

M bir sag R-modiil olsun. M'nin, G/Rad(M) = Soc(M /Rad(M)) olacak sekil-
deki G altmodiiliinii soc/ Rad(M) ile gosterecegiz.
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Onerme 4.1.7 gosterir ki; tiim sag ilkel faktdrleri Artin olan bir halka iizerindeki
bir M sag R-modiilii i¢in Rad(M) = (0) ise sec(M) = Soc(M)'dir. Asagidaki dnerme
ise bu sonucu genellemektedir.

Onerme 4.1.9 R, tiim sag ilkel faktorleri Artin olan bir halka ve M bir sag R-modiil
olsun. O zaman, Soc(M) C sec(M) C soc/Rad(M) olur.

Ispat. Onteorem 4.1.4-(1)'den, Soc(M) C sec(M)'dir. J = Rad(M) olsun.
Rad(M/J) = (0) oldugundan sec(M /.J) = Soc(M /J)'dir. Onteorem 4.1.4-(6) ve Onerme
4.1.7'den asagidaki kapsamay1 elde ederiz.

(sec(M)+ J)/J C sec(M/J) = Soc(M/J) = soc/Rad(M)/J.
Boylece sec(M) C soc/Rad(M) olur. B

Degismeli halka teorisinde ¢arpimsal kapali kiimeler asal idealler ile yakindan ilis-
kilidir. Degismeli bir halkadaki bir asal idealin tiimleyeni ¢arpimsal kapalidir ve verilen
herhangi bir carpimsal kapali S kiimesi i¢in, S ile ayrik olan ve bu 6zelligi saglayan ide-
aller arasinda maksimal olan bir ideal her zaman asal idealdir (Matsumara 1986). De-
gismesiz halka teorisinde ise m-sistem kiimeleri ¢arpimsal kapali kiimelerin degismesiz
halkalardaki karsiligidir. S, R halkasinin bostan farkli bir altkiimesi olsun. Her a,b € S
icin arb € S olacak sekilde bir » € R varsa, S'ye m-sistem kiimesi denir. P C R ideali
asaldir ancak ve ancak R\ P bir m-sistem kiimesidir. Verilen bir S m-sistem kiimesi i¢in .S
ile ayrik olan ve bu 6zelligi saglayan idealler arasinda maksimal olan bir ideal her zaman
asal idealdir (Lam 1991). Asagidaki tanimda halkalardaki m-sistem kiimelerinin modiiller
icin duali olan m*-sistem kiimelerini tanimlayacagiz. Sonraki iki 6nermede ise, yukarida
m-sistem kiimeleri i¢in ifade ettigimiz sonuglarin benzerlerini m*-sistem kiimeleri igin
kanitlayacagiz.

Tanim 4.1.10 M bir sag R-modiil ve S & M\{0} olsun. Eger R'nin her A ideali ve
M 'nin tiim K, L altmodiilleri igin, (0 :xnp A)US # M ve (KN L)YAUS # M olmasi
(KN L)US # M olmasint gerektiriyorsa S'ye m*-sistem denir.

Onerme 4.1.11 M bir sag R-modiil ve (), M 'nin bir altmodiilii olsun. O zaman, QQ M 'nin
esasal bir altmodiiliidiir ancak ve ancak M\Q bir m*-sistemdir.

Ispat. Q, M'nin esasal bir altmodiilii ve S = M\Q olsun. O zaman S # M\{0}'dr.
A, R'nin bir ideali ve K ile L, M'nin altmodiilleri olmak tizere, (0 :xnp A) U S # M
ve (KNL)AUS # M olsun. (K N L)U S = M oldugunu varsayalim. O zaman,
Q) C K N L'dir. @ esasal oldugundan, QA = (0) veya QA = Q'dur. QA = (0) ise,
Q C (0 :xnz A) ve dolayisiyla (0 :xnr A) U S = M olur ki bu bir geliskidir. QA = @
ise, @ C (KN L)Avedolayisiyla (K N L)AUS = M olur ki bu da bir ¢eliskidir. O halde
(KN L)US # M olmaldir. Béylece S bir m*-sistemdir.

Tersine, S = M\Q kiimesinin M iginde bir m*-sistem oldugunu kabul edelim.
S # M\{0} oldugundan ) # (0)'dir. Q'nun esasal olmadigim varsayalim. O zaman
QA # (0) ve QA # @ olacak sekilde R'nin bir A ideali vardir. m*-sistem taniminda,
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K = Qve L = Qalalim. O zaman (0 :xny A)US = (0:9 A)US # M ve (KNL)AUS =
QAUS # M olur. Fakat (K N L)US = QU .S = M oldugundan, bu iki esitsizlik S"nin
m*-sistem olmasi ile ¢elisir. O halde () esasal olmalidir. g

Onerme 4.1.12 M bir sag R-modiil ve S G M\{0} bir m*-sistem olsun. K U S = M
ozelligini saglayan K < M altmodiilleri arasinda minimal olan bir () altmodiilii M 'nin
esasal bir altmodiiliidiir.

Ispat. S # M\{0} oldugundan, Q # (0)'dir. Q'nun esasal olmadigim kabul edelim. O
zaman, QA # (0) ve QA # (@ olacak sekilde, R'nin bir A ideali vardir. Q)'nun minimalli-
ginden dolayt, (0 :g A)US = (0 :gnnr A)US # M ve QAUS = (QNM)AUS # M'dir.
S m*-sistem oldugundan, (Q N M) U S = Q U S # M olur ki bu bir ¢eliskidir. O halde
(2, M'nin esasal bir altmodiiliidiir. n

Sonug 4.1.13 M birsag R-modiil ve N, M 'nin bir altmodiilii olsun. O zaman, ya sec(N) =
(0)'dr ya da
sec(N) = > {Q < N : Q,QU S = M ozelligine gore minimal olacak sekilde bir S

m*-sistemi var} esitligi saglanr.
Ispat. Onerme 4.1.11 ve Onerme 4.1.12'nin sonucudur. §

R halkasindaki bir I ideali i¢in, v/ = {s € R : s'yi kapsayan her m-sistemin 7 ile
kesisimi bos kiimeden farklidir} esitliginin saglandigi bilinmektedir. Bir sonraki teorem
halka teorisindeki bu sonucun modiiller i¢in dual versiyonudur.

Tamm 4.1.14 M bir sag R-modiil ve N, M 'nin bir altmodiilii olsun. N 'nin esasal bir
altmodiilii varsa, \/N kiimesi,

VN ={zeN:z¢&SveNUS = M olacak sekilde bir S m*-sistemi var}

olarak tamimlanwr. N 'nin esasal bir altmodiilii yoksa, /N = (0) olarak tanimlanir.

Teorem 4.1.15 M bir sag R-modiil ve N, M 'nin bir altmodiilii olsun. O zaman, /N =
sec(N)'dir.

ispat. V esasal bir altmodiil kapsamiyorsa v/ N = sec(N) = (0)'dir. /N # (0) oldugunu
kabul edelim. z € /N olsun. O zaman, z ¢ S ve N U S = M olacak sekilde bir S
m*-sistemi vardir. ¥ = {Q) C N : Q U S = M} kiimesini géz Oniine alalm. N €
U oldugundan ¥ # @'dir. ¥ ters kapasama bagintisina gore kismi siral bir kiimedir.
{Qi}iea, ¥V iginde bir zincir olsun. N;epaQ; € W'dir ve Niea @y, ¥ kiimesi igin bir st
sinirdir. Zorn Onteoreminden dolay1 ¥ kapsama bagmtisina gore bir minimal elemana
sahiptir. Bu eleman @ olsun. Onerme 4.1.12'ye gére (9, N'nin bir esasal altmodiiliidiir ve
z € Q'dur. Béylece vVN C sec(N) olur.

Q, N'nin bir esasal altmodiilii olsun. Onerme 4.1.11'den dolay1 S = M\Q bir
m*-sistemdir. Her z € Q i¢inz & S ve NUS = M 'dir. Béylece Q C v/N ve dolayisiyla
sec(N) C /N olur. §
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4.2. Bazi1 Modiillerin Esasal Radikalleri

Ansari-Toroghy ve Farshadifar'in (2013) makalesinde, degismeli bir halka {ize-
rinde sonlu iiretilmis escarpimsal bir modiiliin esasal radikali i¢in asagidaki sonug veril-
mistir.

Teorem 4.2.1 (Ansari-Toroghy ve Farshadifar 2013) R degismeli bir halka ve M sonlu
tiretilmis escarpimsal bir R-modiil olsun. O zaman,

sec(M) = (0 :p /anng(M))
olur.

Asagidaki 6nermede, degismeli bir halka tizerinde faithful Noether olan bir escar-
pimsal modiiliin esasal radikali i¢in daha ileri bir karakterizasyon verecegiz.

Onerme 4.2.2 R degismeli bir halka ve M faithful Noether escarpimsal bir R-modiil
olsun. O zaman,

sec(M) = Soc(M) = (0 :pr J(R))
olur.
Ispat. M Noether R-modiil oldugundan, Sonug 4.1.8'e gore, sec(M) = Soc(M)'dir.
Soc(M) C (0 :p J(R)) oldugu agiktir. Teorem 2.1.14'den dolay1, M'nin her NV; esas
altmodiilii i¢in, N; = (0 :j; I;) olacak sekilde R'nin bir I; atik ideali vardir. Buna gore,
A = {i: N; <. M} olmak iizere, Soc(M) = MieaN; = Niea(0 :ar L;) = (0 :ar D sep L)
olur. >, I; < J(R) oldugundan, (0 :p; J(R)) € (0 :ps >, £i) = Soc(M ) kapsamasi
elde edilir. Boylece sec(M) = Soc(M) = (0 :ps J(R)) olur. 1

Tamm 4.2.3 (Maani-Shirazi ve Smith 2007) P, R'nin bir asal ideali ve M sifirdan farkl
bir sag R-modiil olsun. M 'nin her N 6z altmodiilii igin,

P Canng(M)C(N:g M)C P

olacak sekilde bir n € 7" varsa M'ye P-esasalimst ( P-coprimary) modiil denir. R'nin
bir P asal ideali icin M, P-esasalimsi modiil ise M 've esasalims1 modiil denir.

My, ..., M, birer esasalimsit modiil olmak tizere eger M = My + ... + M, ise,
M'ye esasalimsi ayrisima sahiptir denir. M 'nin bu sekildeki bir gosterimi i¢in her bir
M;(1 < i < n) Pi-esasalimst olmak iizere eger,

(1) Py, ..., P, asal idealleri birbirinden farkli ve

ise o zaman M normal bir egalimsi ayrigima sahiptir denir.

Esasalims1 modiil tanimindan gériilebilir ki; M, P-esasalimsi bir modiil ise \/anng (M)
= P'dir.
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Esasal bir modiiliin esasalims1 oldugu tanimlardan agiktir.

Simdi, esasalimsi1 ayrigima sahip modiillerin esasal radikalleri i¢in baz1 karakteri-
zasyonlar verecegiz.

Onteorem 4.2.4 (Maani-Shirazi ve Smith 2007) P, R'nin bir asal ideali ve M bir sag
R-modiil olsun. O zaman M, P-esasalimsi modiildiir ancak ve ancak R'nin her A ideali
icin, A € Pise, M = MA'di;, A C P ise, MA" = (0) olacak sekilde bir h pozitif

tamsay:isi vardir.

Onerme 4.2.5 R, sifirdan farkli her asal ideali maksimal olan bir asal halka ve M, esasal
bir altmodiil kapsayan esasalimst bir sag R-modiil olsun. O zaman sec(M ), M 'nin esasal
bir altmodiiliidiir.

Ispat. P, R'nin bir asal ideali olmak iizere; M, P-esasalims1 bir sag R-modiil olsun. M #
(0)'dur. Ilk olarak, anng(M) = (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda, \/annz(M)

= P = (0) olur. A, R'nin sifirdan farkl bir ideali olsun. Onteorem 4.2.4'den, M = M A
olur. Bu da M'nin esasal modiil oldugunu gosterir. Simdi, anng(M) # (0) oldugunu
kabul edelim. K, M'nin bir esasal altmodiilii olsun. O zaman, (0) # P C anng(K)
ve P maksimal ideal oldugundan, anng(K) = P olur. Buna gore, M'nin tiim esasal
altmodiillerinin sifirlayanlar1 P'ye esittir. Buradan, anng(sec(M)) = P bir maksimal
ideal oldugundan sec(M), M'nin esasal bir altmodiiliidir. §

Onerme 4.2.6 P, R'nin bir maksimal ideali, M bir sag R-modiil ve N, M 'nin, esasal
bir altmodiil i¢eren P-esasalimst bir altmodiilii olsun. O zaman sec(N), M 'nin esasal bir
altmodiiliidiir ve sec(N) = sec((0 :y P)) = (0 :x P)'dir.

Ispat. {1k olarak, sec(IN) = sec((0 :x P)) oldugunu gosterelim. sec((0 :y P)) C sec(N)
oldugu agiktir. K, N'nin Q-esasal bir altmodiilii olsun. O zaman, \/anngr(N) = P C Q)
ve P maksimal ideal oldugundan, P = () olur. Buradan, K C (0 :y @) = (0 :x P) ve
dolayisiyla sec(N) C sec((0 :y P)) elde edilir. Boylece sec(N) = sec((0 :y P)) olur.

Ayrica N'nin her esasal altmodiiliiniin sifirlayan1 P'ye esit oldugundan sec(N), M'nin

P-esasal bir altmodiiliidiir.

sec(N) = sec((0:x P)) C (0:5 P)oldugundan, P C anng((0 :xy P)) C anng(sec(N))
= P ve dolayisiyla anng((0 :x P)) = P elde edilir. P, R'nin bir maksimal ideali oldu-

gundan (0 : P), N'nin esasal bir altmodiiliidiir. Boylece sec(N) = sec((0 :y P)) =

(0 :y P)olur. §

Teorem 4.2.7 R, sifirdan farkli her asal ideali maksimal olan bir halka ve M, esasa-
limst ayrisima sahip olan bir sag R-modiil olsun. her bir i (1 < i < n) i¢in M;, M 'nin
Pi-esasalimst altmodiilii olmak tizere; M = Z?Zl M;, M 'nin bir normal esasalimsi ay-
risimi ve anng(M) # (0) ise, ya sec(M) = (0)'dw ya da birt (1 < t < n) igin,
sec(M) = &'_,(0 :nr B)'dir

Ispat. M = >, M; toplaminin bir dik toplam oldugunu gosterelim. Hipotezden dolayi,
her i (1 <i < n)i¢in P;, R'nin bir maksimal idealidir ve dolayisiyla P, + (| P; = R'dir.
i#]
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Buna gore her i (1 < ¢ < n) igin, anng(M;) + () anng(M;) = R olur. Boylece,
i#]

M; 0 (30 M;) = (Mi N Mj)) (a“”R(Mi) + CmnR(Mj)> = (0)
] i) i#]

elde edilir. Onteorem 4.1.5-(4)'den, sec(M) = @7 sec(M;) olur. Her i (1 < i < n)

i¢in, M; modiilii esasal bir altmodiil kapsamiyorsa, sec(M) = (0) olur. Gerekirse yeniden

siralama yapilarak, i = 1,...,¢ (1 < ¢ < n) i¢in her bir M; modiiliniin esasal bir altmodiil

kapsadigini kabul edebiliriz. Onerme 4.2.6'dan, her biri (1 < i < t) igin sec(M;) = (0 1y,

P,)'dir. Boylece sec(M) = &t_;(0 :ps P;) olur. n

Asagidaki teorem, tiim sag ilkel faktorleri Artin olan bir halka tizerindeki Noether
bir modiiliin esasal radikalinin ve maksimal esasal altmodiillerinin karakterizasyonunu
vermektedir.

Teorem 4.2.8 R, tiim sag ilkel faktorleri Artin olan bir halka ve M bir Noether sag
R-modiil olsun. sec(M) # (0) ise o zaman, R'nin dyle P, ..., P, maksimal idealleri var-
dir ki M 'nin tiim maksimal esasal altmodiilleri (0 :pr Py), ..., (0 1z Py) altmodiilleridir,
bu durumda Soc(M) = sec(M) = @ (0 :ps P;) olur.

i=1

Ispat. sec(M) # (0) olsun. Ilk olarak M'nin her esasal altmodiiliiniin R'nin bir P maksi-
mal ideali i¢in (0 :; P) seklinde bir esasal altmodiil iginde kapsandigini gosterelim. @),
M'nin egasal bir altmodiilii ve anng(Q)) = P olsun. M Noether modiil oldugundan )
sonlu iiretilmistir ve dolayisyla Q) bir X maksimal altmodiilii kapsar. anng(Q/X) = P’
olsun. Hipotezden dolay1r R/ P’ Artin bir halkadir. Buna gore P’, R'nin bir maksimal ide-
alidir. () esasal bir R-modiil oldugundan P = P’ olur. Béylece P, R'nin bir maksimal
idealidir ve Q C (0 :p; P)'dir. anng((0 :py P)) = P ve P maksimal ideal oldugundan
(0 :pr P), M'nin bir esasal altmodiiliidiir.

Diger taraftan, Sonug 4.1.8'e gore, sec(M) yari-basit bir modiildiir. sec(M) Noet-
her ve yari-basit oldugundan Artin bir modiil olmalidir. Teorem 3.1.25'den dolay1, M 'nin
sonlu sayida maksimal esasal altmodiilii vardir. Boylece Soc(M) = sec(M) = > (0 :p

i=1
P,) olacak sekilde, R'nin Py, ..., P,, maksimal idealleri vardir. Simdi bu toplamin bir dik
toplam oldugunu gosterelim. P;'ler farkli maksimal idealler oldugundan,

(020 PO (S(0 20 By) = ((o  P) (0 P»)) (H + Qﬂ) = 0)

olur. Buda sec(M) = Soc(M) = @(0 :pr P;) oldugunu gosterir.

i=1

Simdi bir P maksimal idealiigin (0 :; P), M 'nin bagka bir maksimal esasal altmo-
diilii olsun. O zaman (0 :p; P) C sec(M) veanng((0:p P)) = Polur. anng(sec(M)) =

() P; € P oldugundan, P, C P olacak sekilde bir i (1 < i < n) vardir. P, maksimal
i=1
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ideal oldugundan P, = P elde edilir. Boylece M 'nin tiim maksimal esasal altmodiilleri
(0:pr P1), ..., (0 :ps P,) altmodilleridir. m

Onerme 4.2.9 R, tiim sag ilkel faktorleri Artin olan sag Noether bir halka olsun. O za-
man, serbest bir sag R-modiiliin her M altmodiilii i¢in sec(M) = Soc(M)'dir.

Ispat. I serbest bir sag R-modiil ve M, F'nin bir altmodiilii olsun. Sonug 4.1.8'den dolay1
sec(Rgr) = Soc(Rg)'dir. F, Rp'nin kopyalarmin bir dik toplam1 oldugundan Onteorem
4.1.5-(4)'den, sec(F) = Soc(F)'dir. Buna gore, sec(M) C Soc(F) N M = Soc(M) ve
boylece sec(M) = Soc(M) olur. 1

Onerme 4.2.10 R asal bir sag ya da sol Goldie halka ve M bir sag R-modiil olsun. O
zaman, div(Mpg) C sec(Mpg)'dir.

Ispat. Onerme 3.1.14'e gore, M'nin sifirdan farkli her boliinebilir altmodiilii esasaldur.
Boylece div(Mg) C sec(Mg) olur. 1

Teorem 4.2.11 R, her asal faktorii sol sinmirll, sol Goldie olan bir halka ve M bir sag

R-modiil olsun. O zaman, sec(M) = > div((0 :as P)g/p) olur, burada (R), R'nin
Pern(R)
tiim asal ideallerinin kiimesini géstermektedir.

Ispat. Ik olarak, sec(M) = (0) oldugunu kabul edelim. P € 7 (R) igin div((0 :ps P)g/p)
# (0) ise Onerme 3.1.14'den dolay1, div((0 :as P)r/p) esasal bir sag (R/P)-modiildiir.
Onerme 3.1.10'a gére, div((0 :ps P)g,p) esasal bir sag R-modiildiir. Bu da sec(M) = (0)

olmast ile gelisir. O halde sec(M) = (0)ise > div((0 :pr P)gr/p) = (0) olur.
Pern(R)

sec(M) # (0) oldugunu kabul edelim. L, M'nin esasal bir altmodiilii olsun. Te-
orem 3.1.19'a gore () = anng(L), R'nin bir asal idealidir ve L boliinebilir bir sag (R/Q)-

modiildiir. Boylece L C div((0 :p Q)ryo) ve dolayisiyla sec(M) € >~ div((0 :p
Pen(R)
P)R/p) olur.

Simdi, bir P asal ideali i¢in D = div((0 :aps P)g/p) olsun. D # (0) oldugunu
kabul edelim. DP = (0)'dir ve ayrica P & A olacak sekilde her A ideali i¢in D =

DA'dir. Buna gore P = anng(D)'dir. Teorem 3.1.19'a gore, D esasal bir R-modiildiir

ve dolayisiyla D C sec(M)'dir. Bu da sec(M) = ) div((0 :pr P)g/p) oldugunu
Pen(R)
gosterir. 1

Sonug¢ 4.2.12 R, Krull boyutu 1 olan bir Noether tamlik bolgesi ve M bir R-modiil olsun.
O zaman K, M 'nin yari-basit bir altmodiilii olmak iizere, sec(M ) = Soc(M)+div(M) =
K & div(M) seklinde yazilabilir.

Ispat. Onerme 4.2.10'dan, Soc(M) + div(M) C sec(M)'dir. R'nin sifirdan farkli her asal
ideali maksimaldir. Buna gore, sifirdan farkli her P € w(R) i¢in div((0 :p P)r/p) =
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(0 :pr P) olur. Ayrica (0 :py P) = (0)'dir ya da (0 :p; P) basit R-modiildiir. Teorem
4.2.11'den dolay1, sec(M) C Soc(M) + div(M) olur. S = Soc(M) ve D = div(M) ise,
S = (SN D)® K olacak sekilde S'nin bir K altmodiilii vardir. Béylece sec(M) = K& D
olur. g

Teorem 4.2.11 injektif modiiller i¢in daha da genellestirilebilir. Bu genellemeyi
vermek i¢in ilk olarak bazi dnteoremler ispatlayacagiz.

Onteorem 4.2.13 X injektif bir sag R-modiil olsun. O zaman, her n pozitif tamsayisi ve
Ai(1 <i <n)idealleri icin (0 :x NI A;) = > i (0 :x A;) esitligi saglanr.

Ispat. x € (0 :x N, A;) olsun. p : R/(NP_ A;) — X,
o(r+ N A;) =ar (r € R)

doniisiimiinii tanimlayalim. ¢ doniisiimii iyi tanimlidir ve bir R-modiil homomorfizmasi-
dir. Diger taraftan, o : R/(N}_ A;)) — @, (R/A;)

alr+NA) =(r+ Ay, ....,r+ A,) (r €RR)

ile taniml1 o doniigiimiiniin bir monomorfizma oldugu aciktir. X injektif sag R-modiil
oldugundan, ¢ = O« olacak sekilde bir 0 : © ;(R/A;) — X homomorfizmasi vardir.
Ozel olarak,

r=p(l+NA4)=01+A,.,1+A4,) =0(1+A4,0,....0)+...+0(0,.... 1+ A,) €
> (0 :x A;) olur. Buna gore, (0 :x N1 A;) € > (0 :x A;) kapsamast elde edilir.
Ters kapsama aciktir. B

Onteorem 4.2.14 P, R halkasinin bir asal ideali ve R/ P sag ya da sol Goldie bir halka
olsun. M sifirdan farkl bir injektif sag R-modiil ise, secp(M) = (0 :py P) olur.

Ispat. secp(M) C (0 :3; P) oldugu agiktir. (0 :3; P) # (0) oldugunu kabul edebiliriz.
Onerme 1.8.12'ye gore, (0 :3; P) injektif bir sag (R/P)-modiildiir. Sonug 3.1.15'den
dolay1 (0 :p; P) esasal (R/P)-modiildiir. Onerme 3.1.10'a gore, (0 :p; P) P-esasal
R-modiildiir. Béylece (0 :pr P) C secp(M) olur. 1

Onteorem 4.2.15 R, her asal faktorii sag ya da sol Goldie olan bir halka, X sifirdan
farkli bir injektif sag R-modiil ve A = anng(X) olsun. O zaman, A € Q) olacak sekildeki
her Q) asal ideali igin (0 :x Q) = (0)'dur.

Ispat. Q, R'nin bir asal ideali ve A Z  olsun. Onerme 1.8.12'ye gore, Y = (0 :x Q)
injektif bir sag (R/Q)-modiildiir. Bu da Y'nin boliinebilir bir sag (R/(Q)-modiil olmasin
gerektirir. Sonug 1.10.29'a gore, (A + Q) /@ ideali regiiler bir eleman kapsadigindan, Y =

Y((A+Q)/Q) =Y (A+Q) = (0)olur. n

Sifirdan farkli bir X injektif sag R-modiilii i¢in, R'nin anng(X)'i kapsayan tim
minimal asal ideallerinin kiimesini p (R) gosterecegiz.

Simdi injektif modiiller i¢in Teorem 4.2.11'in daha genel halini verelim.
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Teorem 4.2.16 R, her asal faktorii sag ya da sol Goldie olan bir halka ve X sifirdan farkl
bir injektif sag R-modiil olsun. O zaman,

sec(X)= > (0:xP)= > (0:x0Q)

Peu(R) Qepx (R)

olur. Ayrica bir n pozitif tamsayist ve Q;(1 < i < n) asal idealleri igin puy(R) =
{Q1,...,Qn} ise, sec(X) = (0:x NI, Q;) olur.

Ispat. sec(X) C >, u(r)(0 ix P) oldugunu bu bdliimiin basinda belirtmistik. Diger
taraftan, Onteorem 4.2.14'e gore, her P € u(R) igin (0 :x P) = (0) yada (0 :x P)

esasal bir R-modiildiir. Béylece her P € u(R) igin (0 :x P) C sec(X) olur. Onteorem
4.2.15'den,

sec(X)= > (0:x P)= > (0:xQ)

Peu(R) Qerx(R)
esitligi saglanir. Teoremin son kisiminda ifade edilen sonug, Onteorem 4.2.13'den elde

edilir.

Sonug¢ 4.2.17 R sag ya da sol Noether halka ve X sifirdan farkl bir injektif sag R-modiil
olsun. O zaman, sec(X) = (0 :x N(R)) olur.

Ispat. Teorem 4.2.16'nin direkt bir sonucudur. §

Sonug¢ 4.2.18 R sag Noether bir halka ve M, R'nin bir minimal injektif esiireteci olsun.
sec(M) = Soc(M) ise N(R) = J(R)'dir.

Ispat. R sag Noether bir halka olsun. Teorem 1.8.8'e gére, (S))rea basit sag R-modiiller

sinifinin fazlaliksiz bir temsilciler kiimesi olmak tizere, M = E( @ S,)'dir. Sonug 4.2.17'den,
AEA

sec(M) = (0:y N(R)) = Soc(M) = SOC(E(/\GG?\S)\)) = SOC(,\GQA Sy) = )\EEBAS,\

olur. Faith'in (1995) makalesindeki 7. Teorem kullanilarak;
anng(sec(M)) = anng((0 :pr N(R))) = N(R) = anng(€D Sy) = [) anng(Sy) =

AEA AEA
J(R) esitlikleri elde edilir. Boylece N(R) = J(R) olur. n
R halkasiin her maksimal sag (sol) ideali ¢ift yonlii bir ideal ise R'ye sag (sol)

quasi-duo halka denir. Asagidaki teoremde, injektif bir modiiliin esasal radikalini kullana-
rak sag quasi-duo Artin halkalarin bir karakterizasyonunu verecegiz.

Teorem 4.2.19 R sag Noether ve sag quasi-duo bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denk-
tir.

(1) R sag Artin halkaduwr.
(2) Her sag R-modiil M igin sec(M) = Soc(M)'dir.
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(3) Her injektif sag R-modiil M igin sec(M) = Soc(M)'dir.

(4) R'nin minimal injektif esiireteci M i¢in sec(M) = Soc(M)'dir.
(5) Her basit sag R-modiil M i¢in sec(E(M)) = M 'dir.

(6) R'nin her Q) maksimal ideali i¢in sec(E(R/Q)) = R/Q'dur.

Ispat. (1) = (2) Sonug 3.1.6'ya gore, sag tam bir halka {izerindeki her sag R-modiil
M igin sec(M) = Soc(M)'dir. Her sag Artin halka sag tam halka oldugundan her sag
R-modiil M i¢in sec(M) = Soc(M)'dir.

(2) = (3) = (4) Agikti.

(4) = (5) Teorem 1.8.8'e gore, (S))rca basit sag R-modiiller sinifinin fazlalik-

s1z bir temsilciler kiimesi olmak tizere, M = E(&D S,)'dir. R sag Noether oldugundan,
AEA

hipotezden ve Onteorem 4.1.5-(4)'den dolay1

P Soc(E(S))) = Soc( E(S))) = Soc(E(P Sy)) = sec(E(P Sy))

A€A AEA A€A AEA

= sec( E(S))) = @\sec(E(SA))

AEA
elde edilir. Bu da her A € A i¢in Soc(E(Sy)) = S\ = sec(E(Sy)) olmasini gerektirir.

Boylece her basit sag R-modiil M i¢in sec(E(M)) = M'dir.

(5) = (6) R sag quasi-duo halka oldugundan, R'nin her () maksimal ideali igin
R/Q) basit sag R-modiildiir. (5)'den dolay1 sec(E(R/Q)) = R/Q'dur.

(6) = (1) P, R'nin bir asal ideali olsun. P C () olacak sekilde, R'nin bir @
maksimal sag ideali vardir. M = FE(R/Q) sag R-modiliini gozoniine alahm. R sag
quasi-duo halka oldugundan, @ bir idealdir ve dolayisiyla R/Q C (0 :j Q)'dur. Bu
da (0 :p; P) # (0) olmasin1 gerektirir. Onteorem 4.2.14'den dolayi, (0 :j; P) P-esasal bir
R-modiildiir. Buna gore hipotezden dolay1, (0 :5; P) C sec(E(R/Q)) = R/Q olur. Bu-
radan, (0 :p; P) = R/Q ve dolayisiyla P = @ esitligi elde edilir. Boylece, R'nin her asal
ideali maksimal idealdir. Bu da N(R) = J(R) olmasini ve her P asal ideali i¢in R/P'nin
basit halka olmasin1 gerektirir. R sag quasi-duo halka oldugundan, her P asal ideali i¢in
R/ P basit sag R-modiil olur. R sag Noether halka oldugundan N (R), R'nin istel sifir
bir idealidir. Ayrica R'nin sonlu sayida P, ..., P, minimal asal ideali vardir. R/J(R)'yi,
@ R/P; R-modiili i¢ine gomebiliriz. Boylece R/J(R) yari-basit modiildiir. Sonug ola-
i=1
rak; R sag Noether bir halka, J(R) tistel sifir bir ideal ve R/J(R) yari-basit bir halkadur.
Teorem 1.7.10'a gore, R sag Artin halkadir. §

Teorem 4.2.20 R asal, sol simirli, sag ve sol Goldie bir halka olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

(i) R basit halkadr:
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(i) Oyle bir serbest sag R-modiil F ve F'nin bir M altmodiilii vardr ki sec(M) #
(0)'dwr:

(i17) sec(Rg) # (0)'dwr.

Ispat. (i) = (i1) ve (i) = (i4i) gerektirmeleri agiktir ¢iinkii bu durumda sifirdan farkl
tiim sag R-modiiller esasaldir. (iii) == (i7) gerektirmesi de agiktir.

(1) = (i) F serbest bir sag R-modiil ve M, F'nin sec(M) # (0) olan bir altmo-
diilii olsun. L, M 'nin bir esasal altmodiilii olsun. L # (0)'dir ve L, F serbest R-modiiliiniin
bir altmodiilii oldugundan, dyle bir ¢ : F© — R homomorfizmasi vardir ki p(L) #
(0)'dir. P = anng(L) olsun. O zaman, ¢(L)P = (0)'dir. R asal halka oldugundan
P = (0) olur. Teorem 3.1.19'a gore, L boliinebilir bir sag R-modildiir ve dolayisiyla
©(L), R'nin sifirdan farkli bolinebilir bir sag idealidir. B, R'nin tiim boliinebilir sag ide-
allerinin toplamini gostersin. C, boliinebilir bir sag ideal ve € R ise, rC"nin boliinebilir
bir sag ideal oldugu agiktir. Buna gore »C' C B'dir. Boylece B, R'nin sifirdan farkli ¢ift
yonlii bir idealidir. Ayrica B modiiliiniin béliinebilir oldugu agiktir. Onerme 1.10.35'e
gore, B injektif bir sag R-modiildiir. Ayrica, B = eR olacak sekilde bir e € R eskare
elemani vardir. Buna gore (1 — ¢)B = (0) ve dolayisiyla e = 1 olur. Béylece B = R'dir
ve dolayisiyla Rz modiili béltinebilirdir. D, R'nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Sonug
1.10.29'a gore, D regiiler bir eleman kapsar. Buda R = RD = D olmasi gerektirir.
Boylece R basit halkadir. §

Sonug¢ 4.2.21 R, basit olmayan asal, sol sinirli sag ve sol Goldie bir halka olsun. O za-
man,

(i) Bir F serbest sag R-modiiliiniin her M altmodiilii i¢in sec(M) = (0)'dur.

(1) Her sonlu iiretilmis burkulmasiz sag R-modiil M i¢in sec(M) = (0)'dwr:

Ispat. (i) Teorem 4.2.20'nin direkt bir sonucudur.

(4i) Onerme 1.10.36'ya gére, M sonlu iiretilmis bir burkulmasiz sag R-modiil ise
M, serbest bir sag R-modiil igine gomiilebilir. (7)'ye gore, sec(M) = (0) olur. &

4.3. Esasal Radikal Modiiller
Onteorem 4.3.1 M bir sag R-modiil ve sec(M) # (0) olsun. Asagidaki ifadeler saglantr.
(1) Att(sec(M)) # O'dir.

(2) Att(sec(M)) sonlu bir kiime ise sec(M ), M 'nin esasal altmodiillerinin sonlu
bir toplami seklinde yazilabilir.

Ispat. (1) her bir K;, M 'nin esasal bir altmodiilii olmak iizere, sec(M) = Y, , K; yaza-
lim. Bu toplamin fazlaliksiz oldugunu ve her i # j i¢in anng(K;) # anng(K;) oldugunu
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kabul edebiliriz. j € I olsun. Bu durumda,

see(M) /(X Ki) = (Kj+ Y K Y Ko~ K /(K0 ()0 K))

] i#] ]

K; /(K30 (32, i) modiili, K; esasal modiiliiniin sifirdan farkli bir homomorf
goriintiisi oldugundan, esasal bir modiildiir. Bu da Att(sec(M)) # () oldugunu gosterir.

(2) Att(sec(M)) sonlu bir kiime olsun. her bir K;, M'nin esasal bir altmodiilii ol-
mak {izere, sec(M) = .., K; seklinde yazalim. Her i # j igin anng(K;) # anng(Kj;)
oldugunu ve her j € [ i¢in sec(M) # _,,; K; oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda,
I sonsuz bir kiime ise (1)'in ispatindan dolay1, Att(sec(M)) sonlu bir kiime olamaz. Su
halde, I sonlu bir kiime olmalidir. g

Teorem 4.3.2 M yeterli tiimlenmis esasal radikal bir sag R-modiil olsun. Asagidaki ifa-
deler denktir.

(1) M, dar esasal altmodiillerin sonlu bir toplami seklinde yazilabilir.

(13) M sonlu dar boyutludur.
Ispat. (i) = (ii) Onerme 1.14.8'in sonucudur.

(ii) = (i) M sonlu dar boyutlu oldugundan, Onerme 2.2.16'ya gore, Att(M)
sonlu bir kiimedir. Onteorem 4.3.1'e gore, M sonlu sayida esasal altmodiiliin bir top-
lamu seklinde yazilabilir. her bir K, M'nin P;-esasal altmodiilii ve n € Z* olmak tizere,
M = Z?:l K olsun. Bu toplamin fazlaliksiz oldugunu kabul edebiliriz. K5 +-...4+ K ,'nin,
M iginde K] C K olacak sekilde bir K tiimleyeni vardir. K7, K; i¢inde de tiimle-
yen bir altmodiildiir. Onerme 3.3.15'den, K| P;-esasal modiildiir. Onerme 1.14.14'¢ gére
h.dim(M/K}{) + h.dim(K}]) = h.dim(M) oldugundan, K| sonlu dar boyutludur. Ay-
rica K|, M'nin tiimleyen bir altmodiilii oldugundan, Onerme 1.14.13'e gére, K/ yeterli
timlenmis bir modiildiir. Teorem 3.3.17'ye gore K, dar P;-esasal altmodiillerin sonlu bir
toplamidir ve M = K| + K + ... + K, 'dir. Benzer sekilde K| + K3 + ... + K, 'nin,
K} C K, olacak sekilde bir K/ tiimleyeni vardir dyle ki K dar P-esasal altmodiillerin
sonlu bir toplamidir. Bu sekilde devam edilerek sonlu adim sonra, her bir K dar P;-esasal
altmodiillerin sonlu bir toplam1 olmak tizere, M = K+ ...+ K/ seklinde yazilir. Boylece,
M sonlu sayida dar esasal altmodiiliin bir toplamidir. 1

Tamim 4.3.3 P, R'nin bir asal ideali, M bir sag R-modiil ve K, M 'nin P-esasal bir alt-
modiilii olsun. K, kendisinden baska bir P-esasal bir altmodiil kapsamiyorsa, K've M 'nin
bir minimal P-esasal altmodiilii denir.

K, M 'nin bir minimal Q-esasal altmodiilii olacak sekilde, R'nin bir () asal ideali
varsa, K've M 'nin bir minimal esasal altmodiilii denir.

K, M'nin, anng(H) = P olacak sekildeki H altmodiilleri arasinda minimal ise,
K'ye M 'nin bir P-minimal altmodiilii denir.
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Tamm 4.3.4 (Clark vd 2006) M bir sag R-modiil olsun. M od-R i¢inde, M << L olacak
sekilde bir L sag R-modiilii varsa, M've Mod-R iginde bir atik (small) modiil (ya da
kisaca atik modiil) denir.

Onerme 4.3.5 (Clark vd 2006) M bir sag R-modiil olsun. M, Mod-R icinde atik bir
modiildiir ancak ve ancak M, E(M) i¢inde bir atik altmodiildiir.

Teorem 4.3.6 P, R'nin bir asal ideali, M bir sag R-modiil ve K, M 'nin bir altmodiilii
olsun. Asagidaki ifadeleri goz oniine alalim.

(1) K, M 'nin bir P-minimal altmodiiliidiir.

(17) K, M 'nin bir minimal P-esasal altmodiiliidiir.
(131) K, M 'nin bir dar P-esasal altmodiiliidiir.
Genel olarak, (i) = (i1) gerektirmesi saglanir.

K, M 'nin yeterli tiimlenmis bir altmodiilii ise, (i) => (ii) = (ii1) gerektirmeleri
saglanr.

R Dedekind bolgesi ise (iii) = (i) gerektirmesi saglanir.

Ispat. (i) = (ii) K, M'nin bir P-minimal altmodiilii olsun. anng(K) = P ve dolayi-
styla K # (0)'dir. I, R'nin birideali ve A = anng(K1) olsun. K1 # K ise K, P-minimal
oldugundan, P & A olur. Buna gore, /A C P olmasi I C P olmasim gerektirir. Boylece
K1 = (0) olur. Bu da K'nin P-esasal oldugunu gosterir. 'nin minimal P-esasal oldugu
da agiktir.

Simdi, K'nin yeterli tiimlenmis bir altmodiil oldugunu kabul edelim.

(17) = (¢it) L, K'nin bir 6z altmodiilii olsun. N + L = K olacak sekilde K'nin
bir NV altmodiilii bulundugunu kabul edelim. H, L'nin K i¢ginde H C N olacak sekide bir
tiimleyeni olsun. O zaman Onerme 3.3.15'den dolay1 H, K'nin P-esasal bir altmodiiliidiir.
K'nin minimalliginden, H = K ve dolayisiyla N = K elde edilir. Boylece K dar P-esasal
modiildiir.

Simdi R'nin bir Dedekind bolgesi oldugunu kabul edelim.

(17i) = (1) K'mmn bir P-esasal 6z altmodiilii bulundugunu kabul edelim. Bu
P-esasal altmodiil G olsun. Teorem 3.1.19'dan dolay1, G boliinebilir bir (R/ P)-modiildiir.
R/ P Dedekind bolge oldugundan, G injektif (R/P)-modildiir. K dar modiil oldugundan
G M od-R iginde atik bir modiildir. G, K iginde (R/ P)-altmodiil olarak da atik altmodiil-
diir. Buna gore G, M od-(R/ P) iginde bir atik modiildiir. Bu ise, Onerme 4.3.5'den dolay?,
G'nin (R/P)-modiil olarak injektif olmasi ile ¢elisir. Buna gore K, M'nin bir minimal
P-esasal altmodilidiir. g
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Sonug¢ 4.3.7 R bir Dedekind bolgesi ve M sonlu dar boyutlu yeterli tiimlenmis esasal
radikal bir sag R-modiil olsun. O zaman, M sonlu sayida minimal esasal altmodiiliin bir
toplami seklinde yazilabilir.

Ispat. Teorem 4.3.2'ye gore, her bir K (1 <i < n), M'nin dar P;-esasal altmodiilii olmak
uzere, M = Z?:l K; seklinde yazilabilir. Teorem 4.3.6'dan, her bir K;, M 'nin bir minimal
P;-esasal altmodiiliidiir. Boylece M sonlu sayida minimal esasal altmodiiliin bir toplami1
seklinde yazilabilir. g
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5. ASAMALI ESASAL, ESASALIMSI ALTMODULLER ve ASAMALI
SEKONDER GOSTERIMLER

Tez calismamizin bu boliimii asamal1 halkalar ve modiiller iizerinedir. Bu boliim
ii¢ alt basliktan olusmaktadir. Birinci kisimda asamali modiillerin asamali esasal altmo-
diilleri ele alinacaktir. Asamali esasal altmodiil tanimu, ilk olarak Ansari-Toroghy ve Fars-
hadifar'in (2012c) makalesinde degismeli halkalar {izerinde verilmistir. Bu ¢aligmada ise
bu tanim herhangi bir birimli halka {izerindeki modiillere genellestirilerek verilecektir. Bu
boliimiin ilk kisminda, asamali esasal altmodiillerin birtakim 6zellikleri incelenecek ve
bu altmodiiller farkli bicimlerde karakterize edilecektir. ikinci kisimda asamali esasalims1
altmodiil ve asamali esasalimsi ayrigim kavramlari tanimlanacak ve bu kavramlar iize-
rine bazi1 sonuglar verilecektir. Ugiincii kisimda ise degismeli asamal1 halkalar {izerindeki
asamal1 injektif modiillerin asamali sekonder gosterimleri arastirilacaktir.

Bu boliimde aksi belirtilmedikge, G bir grup ve R = ®4cq Ry G-asamali bir halka
olacaktir. e, G grubunun birim elemanini gosterecektir.

5.1. Asamah Esasal Altmodiiller

Tamm 5.1.1 M asamali bir sag R-modiil olsun. M # (0) ve M 'nin her N asamali 6z alt-
modiilii igin anng(M) = anng(M /N) ise, M 've asamali esasal (ya da kisaca gr-esasal)
modiil denir.

K, M'nin asamalr bir altmodiilii olsun. K, kendi basina gr-esasal bir R-modiil
oluyorsa K'ye, M 'nin gr-esasal altmodiilii denir.

Gr-esasal modiil tanim1 kullanilarak gosterilebilir ki; M gr-esasal bir R-modiil ise
anng(M), R'nin gr-asal bir idealidir. Bu durumda M'ye gr- P-esasal modiil denir.

Onerme 5.1.2 M sifirdan farkh asamali bir sag R-modiil olsun. O zaman, M gr-esasal
R-modiildiir ancak ve ancak R'nin her I asamali ideali i¢cin M1 = (0) veya M1 = M 'dir.

Ispat. M'nin gr-esasal bir R-modiil oldugunu kabul edelim. 7, R'nin asamali bir ideali
olsun. M I # M oldugunu kabul edelim. M I, M 'nin asamali bir 6z altmodiilii oldugundan
anng(M) = anng(M/MI) olur. Buda I C anng(M) olmasin gerektirir. Bylece
M1I = (0)'dmw.

Tersine, R'nin her [ agamali ideali i¢in M I = (0) veya M [ = M oldugunu kabul
edelim. N, M'nin asamali bir 6z altmodiilii olsun. O zaman, anng(M/N) = I, R'nin
asamali bir idealidir ve M1 C N'dir. N # M oldugundan M [ # M'dir. O halde M I =
(0) yani I C anng(M) olmalidir. Boylece anng(M) = anng(M/N) olur. 1

Yukaridaki 6nermeyi kullanarak, gr-esasal modiiller ile ilgili asagida siralanan so-
nuclar1 elde ederiz.

* Degismeli asamal1 bir R halkas1 iizerindeki agamali bir M modiilii gr-esasaldir
ancak ve ancak her r € h(R) igin Mr = (0) veya Mr = M'dir.
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* Her gr-basit modiil gr-esasaldir.

* Esasal ve asamali1 bir modiiliin gr-esasal oldugu aciktir. Ancak her gr-esasal modiil
esasal olmayabilir. Ornegin k bir cisim olmak iizere, R = k[x, z~!] Laurent poli-
nomlar halkasi i¢in Ry gr-esasal modiildiir ancak esasal degildir (Ansari-Toroghy
ve Farshadifar 2012c).

Asamali bir R halkasinin tiim homojen birimsel elemanlarinin kiimesi U9"(R) ile
gosterilecektir.

Teorem 5.1.3 M = ©,ca My asamali bir sag R-modiil olsun. Asagidakiler saglanir.

(1) M gr-esasal R-modiil ise, M, # (0) olacak sekildeki her g € G i¢in M, esasal
R.-modiildriir.

(2) R kuvvetli asamalr bir halka ve her g € G icin M, esasal R.-modiil olsun. O
zaman, M gr-esasal R-modiildiir.

(3) R bir ¢apraz ¢arpim, U9"(R) C Z(R) ve M, esasal bir R.-modiil ise, her
g € G igin M, esasal R.-modiildiir.

(4) R agsamali bir tamlik bolgesi, M burkulmasiz asamali bir R-modiil ve N, M 'nin
esasal bir altmodiilii olsun. N sifirdan farkli bir homojen eleman igeriyor ise N*, M 'nin
gr-esasal altmodiiliidiir.

Ispat. (1) J, R.'nin bir ideali olsun. O zaman, I = @, R,J, R'nin asamali bir idealidir.
M gr-esasal oldugundan M [ = (0) veya M = M olmalidir. g € G ve M, # (0) olsun.
MI = (0) ise, MyJ = MyR.J € MI = (0) ve dolayistyla M,J = (0) olur. M1 = M
ise, M,J = M, elde edilir. Boylece M, esasal R.-modiildiir.

(2) M # (0) oldugu agiktir. I = @,ecl,, R'nin asamali bir ideali olsun. O zaman
I., R.'min bir idealidir. Onerme 1.15.15-(2)'den dolay1 I = RI,'dir. Buna gore, M1 =
MRI, = M1, = ®yec(M,I.) olur. M,I. = (0) olacak sekilde bir g € G varsa, Onerme
1.15.15-(1)'e gore M1 = (0)'dir. Her g € G igin M, I, # (0) ise, M,I. = M, olur. Bu da
M1 = M olmasimi gerektirir.

(3) R kuvvetli agamali bir halka oldugundan Onerme 1.15.15-(1)'e gore, her g € G
i¢in M, # (0)'dir. /, R.'nin bir ideali ve g € G olsun. O zaman, M.I = (0) veya M.[ =
M. olur. R ¢apraz ¢arpim oldugundan, R -1 bir x tersinir elemani kapsar. M./ = (0)
ise, My;I = Myzaz™'1 C M1 = M.JIz~" = (0) ve dolaysiyla M,I = (0) olur.
M.I = M, ise, M, = Myzz~' C M.z~ = M. Iz~ = M,a'T C M,I ve dolayisiyla
M,I = M, olur. Buna gére M, esasal bir [2.-modiildiir.

(4) Hipotezden dolay1, N* # (0)'dir. 0 # r € h(R) olsun. M burkulmasiz oldu-
gundan, N*r # (0)'dir. € N* olsun. herbir¢ (1 < ¢ < t)ig¢inz,, € NN M, vex, #0
olmak iizere, v = x4, + ... + x4, seklinde yazabiliriz. Nr = N oldugundan, n,,, € h(M)
Ve Npy + oo+, € N olmak iizere, z,, = (np,, + ... + 1y, )r seklinde yazabiliriz.
Buna gore, x,, = ny,;r ve k # j icin ny,, v = 0 olacak sekilde bir j (1 < j < t;) vardir.
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M burkulmasiz oldugundan, & # j igin ny,,, = 0'dir. Bdylece ny,,; € (V) ve dolayisiyla
her i (1 < i <t)igin z, € N*r'dir. Buda N*r = N* oldugunu gosterir. Buna gore N*,
M'nin gr-esasal bir altmodiiliidiir. §

Onerme 5.1.4 M asamali bir sag R-modiil, A, R'nin agamalr bir ideali ve M A = (0)
olsun. O zaman, M gr-esasal R-modiildiir ancak ve ancak M gr-esasal (R/ A)-modiildiir.

Ispat. M gr-esasal R-modiil olsun. O zaman, M # (0)'di. B/A R/A'min asamal1 bir
ideali olsun. O zaman, B = A + (®,e¢(B N R,)) olur. Buna gore B, R'nin asamali bir
idealidir. Ayrica, M (B/A) = M B'dir. Buna gore, M (B/A) = (0) veya M (B/A) = M
olur. Bu da M'nin gr-esasal (R/A)-modiil oldugunu gosterir.

Tersine M'nin gr-esasal (R/A)-modiil oldugunu kabul edelim. O zaman, M #
(0)'dir. C, R'nin agamal1 bir ideali olsun. O zaman (C'+ A)/ A, R/ A halkasinin agsamali bir
idealidir. MC' = M(C'+ A) = M((C + A)/A) oldugundan, M C = M veya MC = (0)
olur. Buna gore, M gr-esasal bir R-modiildiir. 1

R asal bir sag Goldie halka olsun. O zaman, Onerme 1.10.28'den dolay1 R'nin her
esas sag ideali regiiler bir eleman kapsar. 2000 yilinda, Goodearl ve Stafford bu 6nermenin
asamal1 versiyonunu kanitlamiglardir.

Teorem 5.1.5 (Goodearl ve Stafford, 2000) G bir Abel grubu ve R G-asamali, gr-asal,
sag gr-Goldie bir halka olsun. O zaman, R'nin her esas asamali sag ideali homojen bir
regiiler eleman kapsar.

Tamim 5.1.6 (Nastasescu ve Oystaeyen 1983) M asamali bir sag R-modiil olsun. R'nin
her ¢ homojen regiiler elemani i¢in M = M c oluyorsa, M 've asamall béliinebilir (va da
kisaca gr-boliinebilir) modiil denir.

Her boéliinebilir asamali modiiliin gr-bdliinebilir oldugu agiktir. Ancak asagidaki
ornek gosterir ki; her gr-boliinebilir modiil bdliinebilir modiil degildir.

Ornek 5.1.7 k bir cisim olmak iizere, R = k|x, ™' Laurent polinomlar halkasim goz
ontine alalim. Rr modiilii gr-boliinebilirdir fakat boliinebilir degildir.

Teorem 5.1.8 G bir Abel grubu ve R G-asamali bir halka olsun. Asagidakiler saglanr.

(1) R, gr-asal sag ya da sol gr-Goldie bir halka ise, sifirdan farkiy her gr-béliinebilir
sag R-modiil (0)-gr-esasaldir.

(2) R sol asamalr tiimden simirli bir halka, R'nin her P gr-asal ideali i¢in R/P
sol gr-Goldie bir halka ve M asamalr bir sag R-modiil olsun. O zaman, M gr-esasal
R-modiildiir ancak ve ancak () = anng(M), R'nin gr-asal bir idealidir ve M gr-boliinebilir
bir sag (R/Q)-modiildiir.

Ispat. (1) X sifirdan farkli bir gr-béliinebilir sag R-modiil ve A = annp(X) olsun.
A # (0) oldugunu kabul edelim. O zaman A, R'nin gr-esas sag ve sol idealidir. Onerme
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1.15.19'a gore A, R'nin sag ve sol esas idealidir. Teorem 5.1.5'den dolay1 A, homojen re-
giiler bir eleman kapsar. Bu eleman c olsun. Budurumda, X = X¢ C XA = (0) olurki bu
bir ¢eliskidir. O halde A = (0) olmalidir. B, R'nin sifirdan farkl bir agamali ideali olsun.
R gr-asal halka oldugundan B, R'nin esas sag ve sol idealidir. Teorem 5.1.5'den dolay1, B
homojen regiiler bir eleman kapsar. Bu eleman d olsun. Bu durumda, X = Xd C X B ve
dolayisiyla X = X B olur. Bu da X'in (0)-gr-esasal bir R-modiil oldugunu gésterir.

(2) M gr-esasal bir R-modiil ve Q) = anng(M) olsun. Q'nun, R'nin gr-asal bir
ideali oldugunu Tanim 5.1.1'den hemen sonra belirtmistik. R:=R /@ olsun. Hipotezden
dolay1, R sol gr-smirly, sol gr-Goldie halkadir. c, R'in homojen regiiler bir elemani olsun.

O zaman, Rec gr-esas sol ideali sifirdan farkli bir asamali ideal kapsar. Bu ideal A olsun.

A= A/Q olacak sekilde R'min bir A agsamali ideali vardir. Buna gore, M = MA C
M(Rc + Q) = Mc ve dolayisiyla M = Mc olur. Buda M = M c olmasin gerektirir.

Boylece M gr-boliinebilir sag R-modiildiir.

Tersine ) = anng(M ), R'nin bir gr-asal ideali ve M gr-bolinebilir bir sag (R/Q)-
modiil olsun. Onerme 5.1.4 ve (1)'den dolay1, M gr-esasal R-modiildiir. &

Onteorem 5.1.9 R, gr-asal idealleri iizerinde artan zincir kosulunu saglayan asamali bir
halka ve M sifirdan farklh bir asamali sag R-modiil olsun. R'nin her I asamali oz ideali
icin Q1..Q, € I C Q1N ...NQ, olacak sekilde Q;(1 < i < n) gr-asal ideallerinin
bulundugunu kabul edelim. O zaman,

(i) M gr-esasal R-modiildiir ancak ve ancak R'nin her P gr-asal ideali i¢cin M P =
(0) yada M P = M 'dir.

(13) M 'nin gr-esasal bir boliim modiilii vardir.

Ispat. (i) Gereklilik kismi agiktir. Tersine R'nin her P gr-asal ideali igin M P = (0) ya
da M P = M oldugunu kabul edelim. /, R'nin asamal1 bir 6z ideali olsun. Hipotezden
dolay1, @1...Q, € I C QN ...NQ, olacak sekilde n € Z* ve Q;(1 < i < n) gr-asal
idealleri vardir. M Q); = (0) olacak sekilde bir i (1 < ¢ < n) varsa, M I = (0) olur. Diger
durumda heri (1 < ¢ < n) i¢in M = M(Q),'dir. Buna gore,

M=MQ,=MQy 1Qn=..=MQ..Q, C MI C M

ve boylece M = M olur. O halde R'nin her / asamali ideali igin M [ = (0) veya M [ =
M'dir. Buna gore M gr-esasal R-modiildiir.

i < n) gr-asal idealleri vardir. Bu da M P;...P, = (0) olmasini gerektirir. Her i (1 <1 <
n)i¢in M P, = M ise, (0) = MP,...P, = ... = M P, = M olur ki bu bir ¢eligkidir. O
halde M # M P; olacak sekilde bir 7 (1 < i < t) vardir. Hipotezden dolay1, M # M@
olacak sekildeki gr-asal () idealleri arasinda maksimal olan bir P gr-asal ideali vardir.
M # MP'dir. T, R'nin gr-asal bir ideali ve P & 7T olsun. P'nin se¢iminden dolayi,

(i7) Hipotezden dolay1 P;...P,, C anng(M) C Py N...N P, olacak sekilde P;(1 <
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M = MT'dir. Boéylece M /MP = (M/MP)(T/P) olur. (1)'e gore, M /M P gr-esasal
(R/P)-modiildiir. Onerme 5.1.4'den dolay1, M /M P gr-esasal R-modiildiir. &

R, asamali idealler lizerinde artan zincir kosulunu saglayan bir halka ise Jianliang
vd'nin (2002) makalesindeki Onerme 1.1'e gére, Onteorem 5.1.9'da R halkasi iizerinde
verilen kosullar saglanir.

Tanim 5.1.10 M sifirdan farkl bir asamalt R-modiil olsun. M 'nin her asamali 6z altmo-
diilii gr-atik ise M "yve asamali dar (va da kisaca gr-dar) modiil denir.

Dar ve asamal1 bir modiiliin gr-dar oldugu aciktir. Ancak asagidaki 6rnek gr-dar
bir modiiliin dar modiil olmayabilecegini géstermektedir.

Ornek 5.1.11 k bir cisim olmak iizere, R = k|[x] polinomlar halkasini gz éniine alalim.
R'nin her agamali 6z ideali n € 7" olmak iizere, (x™) seklindedir. Buna gore Ry gr-dar
modiildiir ancak dar modiil degildir.

Teorem 5.1.12 M gr-dar bir R-modiil olsun. Asagidakiler saglanir.
(1) Ty ve Ty, M 'nin gr-esasal boliim modiilleri ise anng (1) = anng (1) dir

(2) R, gr-asal idealler iizerinde artan zincir kosulunu saglayan asamal bir halka
olsun. R'nin her I asamali oz ideali icin ()1...QQ,, € I C Q1 N ... N Q, olacak sekilde
Qi(1 < i < n) gr-asal ideallerinin bulundugunu kabul edelim. O zaman, M 'nin gr-esasal
bir béliim modiilii vardir ve M 'nin her T gr-esasal boliim modiilii i¢in anng(T) = P =
{2 gecrg € R:Vg € G, MryR # M} esitligi saglanr.

Ispat. (1) Ty ~ M /N, ve Ty ~ M /N, olacak sekilde, M'nin N; ve N, asamali 6z alt-
modiilleri vardir. anng(Ty) = Py ve anng(Ty) = P, olsun. M gr-dar oldugundan N; +
Ny, M'nin bir agsamal1 6z altmodilidiir. M/ (N + Ny), hem M /N; modiiliiniin hem de
M / Ny modiiliiniin agsamali bir homomorf goriintiistidiir. Buna gore, anng(M / (N7 + N2))
= anng(M/Ny) = P, ve anng(M/ (N1 + Ny)) = anng(M/Ny) = P, olur. Boylece
P, = P, elde edilir.

(2) Onteorem 5.1.9'dan dolay1 M'nin gr-esasal bir boliim modiilii vardir. 7', M'nin
gr-()-esasal bir bolim modiilii olsun. 7' ~ M /N olacak sekilde, M'nin bir N agamal1 6z
altmodiilii vardir. Q = P oldugunu gosterecegiz. © = > gec g € Q olsun. Q) asamali
ideal oldugundan, her g € G'iginz, € ()'dur. Buna gére, herg € Gigin Mx,R C N # M
olur. Bu da z € P oldugunu gosterir. Tersine © = ) gec Ty € Pise, her g € G igin
Mz,R # M'dir. M gr-dar oldugundan, her g € G i¢in, Mz, R + N # M olur. M /N
gr-Q-esasal oldugundan, anng(M /N) = anng(M /(Mz,R+ N)) = Q'dur. Boylece her
g € Gicinz, € (olur. Buda x € () ve dolayisiyla () = P oldugunu gosterir. §

M sifirdan farkli bir asamali R-modiil ve L, M'nin asamal1 bir altmodiilii olsun.
L, M'nin gr-esasal altmodiilii ise ve L'yi kesin olarak kapsayan bagka bir gr-esasal altmo-
dil yoksa L'ye, M'nin bir maksimal gr-esasal altmodiilii denir. (/N;);c;, M'nin gr-esasal
altmodiillerinin bir zinciri olsun. Onerme 3.1.23'deki asamasiz halka durumunda yapilan
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kanittaki yontemler kullanilarak, U;c;/V;'nin M'nin gr-esasal bir altmodiilii oldugu gos-
terilebilir. Bu sonug¢ ve Zorn Onteoremi kullanilarak, M/'nin her gr-esasal altmodiiliiniin
M'nin bir maksimal gr-esasal altmodiilii i¢inde kapsandig1 goriiliir.

Teorem 5.1.13 Sifirdan farkly her gr-Artin R-modiil sonlu sayida maksimal gr-esasal alt-
modiil kapsar.

Ispat. M sifirdan farkli bir gr-Artin R-modiil olsun. M'nin sonlu sayida maksimal gr-
esasal altmodiil kapsamadigini kabul edelim. M 'nin her U gr-basit altmodiilii gr-esasal bir
altmodiildiir ve dolayistyla U, maksimal bir gr-esasal altmodiil i¢inde kapsanir.

U = {(0) # N < M : N asamali altmodiil ve N sonlu sayida maksimal gr-
esasal altmodiil kapsamaz} kiimesini goz oniine alalim. M € W ve dolayisiyla ¥ # &'dir.
Buna gore U'nin bir N minimal eleman1 vardir. N'nin gr-esasal altmodiil olmadig: acik-
tir. Bu ylizden, NA # (0) ve NA # N olacak sekilde R'nin bir A agamali ideali vardur.
L = (0 :y A) olsun. L, N'nin agamali bir altmodiliidir. Ayrica L, N'nin LA = (0)
olacak sekilde bir altmodiiliidiir ve dolayisiyla L # N'dir. L # (0) oldugunu kabul ede-
lim. N'nin se¢iminden dolayi, L sonlu sayida maksimal gr-esasal altmodiil kapsar. n bir
pozitif tamsay1 olmak tizere { L, ..., L,,}, L'nin tiim maksimal gr-esasal altmodiillerinin
kiimesi olsun. Yine N'nin se¢iminden dolay1 NV A, sonlu sayida maksimal gr-esasal altmo-
dil kapsar. ¢ bir pozitif tamsay1 olmak tizere { K1, ..., K; }, N A'nin tim maksimal gr-esasal
altmodiillerinin kiimesi olsun. H, N'nin bir maksimal gr-esasal altmodiilii olsun. O zaman,
HA = (0) veya HA = H'dir. HA = (0) ise H C L'dir ve boylece H C L; olacak se-
kilde bir i (1 < i < n) vardir. Buna gére H = L; olur. Diger taraftan H = H A ise,
H C NA'dir ve boylece H C K olacak sekilde bir j (1 < j < ¢) vardir. Bu durumda
H = K olur. Buna gére N'nin her maksimal gr-esasal altmodiilii { L1, ..., L, K7, ..., K}}
kiimesine aittir. Boylece N en fazla n + ¢ tane maksimal gr-esasal altmodiile sahip olur
ki bu bir ¢eliskidir. L = (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda H = K olacak sekilde
bir j (1 < j < t) vardir ve bu da N'nin sonlu sayida maksimal gr-esasal altmodiile sahip
olmasini gerektirir ki bu bir ¢eliskidir. 1

5.2. Asamah Esasalims1 Altmodiiller

Bu kisimda, gr-esasal modiillerin bir genellemesi olan gr-esasalimsi modiiller ta-
nimlanacak ve bu modiil sinifinin bazi 6zellikleri arastirilacaktur.

Tamm 5.2.1 P, R'nin bir gr-asal ideali ve M sifirdan farkl bir asamali sag R-modiil
olsun. M 'nin her N asamalr 6z altmodiilii icin,

P"QannR(M)g(N RM)QP

olacak sekilde bir n € 7" varsa M 've asamali P-esasalimsi (va da kisaca gr- P-esasalimsi)
modiil denir. R'nin bir P gr-asal ideali i¢in, M gr-P-esasalimsi ise, M 'ye gr-esasalimsi
modiil denir.

My, ..., M, birer gr-esasalimsi modiil olmak iizere eger M = My + ... + M, ise,
M'ye gr-esasalimsi ayrisima sahiptir denir. M 'nin bu sekildeki bir gosterimi igin her bir

M;(1 < i < n) gr-Pi-esasalumsi olmak iizere eger,
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(1) Py, ..., P, gr-asal idealleri birbirinden farkli ve

ise o zaman M normal bir gr-esalimst ayrisima sahiptir denir.

Gr-esasal bir modiiliin gr-esasalimsi oldugu agiktir.

Gr-esasalimsi bir modiiliin her agamali boliim modiiliiniin de gr-esasalimsi oldugu
tanimlar kullanilarak gosterilebilir.

Onteorem 5.2.2 P, R'nin bir gr-asal ideali ve M sifirdan farkl bir asamali sag R-modiil
olsun. O zaman, M gr- P-esasalimsidir ancak ve ancak R'nin her A agamali 6z ideali igin
A& Pise MA = M'dir, A C Pise M A" = (0) olacak sekilde bir h € 7.+ vardir.

Ispat. Gr-esasalims1 modiil tanimindan agiktir. §

Gr-esasalims1 modiil tanimi kullanilarak gosterilebilir ki; R asamali halkasinin bir
P gr-asal ideali i¢in herhangi iki gr- P-esasalims1 modiiliin toplam1 yine gr- P-esasalimsidir.
Buna gore, M asamali modiilii gr-esasalimsi bir ayrigima sahip ise, M normal bir gr-
esalimst ayrisima sahiptir.

Tamm 5.2.3 M asamali bir R-modiil ve N, M 'nin asamall bir altmodiilii olsun. R'nin
her I asamali ideali icin NI = M1 N N oluyorsa, N 've asamali piir altmodiil denir.

Onerme 5.2.4 P, R'nin bir gr-asal ideali, M asamali bir R-modiil ve N, M 'nin sifirdan
farkly bir agamali piir 6z altmodiilii olsun. O zaman, M gr- P-esasalimsi modiildiir ancak
ve ancak N ve M /N gr-P-esasalimst modiillerdir.

ispat. M gr-P-esasalims1 modiil olsun. O zaman, P"* C anng(M) olacak sekilde bir
h € Z7% vardir. A, R'nin asamali bir ideali olsun. A C P ise, NA" = (0)'dir. A €
Pise, NA = MANN = M NN = N olur. Béylece N gr-P-esasalims1 modiildiir.
M gr-P-esasalimsi oldugundan, M'nin sifirdan farkli asamali boliim modiilii M /N de
gr- P-esasalims1 modiildiir.

Tersine N ve M /N gr-P-esasalimst modiiller olsun. O zaman, P"* C anng(N)
ve P C annr(M/N) olacak sekilde hy, hy € ZT vardir. h = max{hy, hy} olsun. O
zaman, MP" C N ve (0) = NP" = MP"N N = MP" olur. A, R'nin agamali bir
ideali olsun. A C P ise, M A" = (0)'di. A € Pise, NA= Nve MA+ N = M olur.
Buradan, MA+ NA=MA+ N =M = MA+ (MANN) = MA olur. Buda M'nin
gr- P-esasalimsi bir modiil oldugunu gosterir. 1

Tamm 5.2.5 (Jianliang vd 2002) M sifirdan farkli asamali bir sag R-modiil olsun. M 'nin
sifirdan farkli her N asamali altmodiilii icin anng(N) = anng(M) ise M 've asamali asal
(va da kisaca gr-asal) modiil denir.

K, M'nin asamali bir altmodiilii ve M | K gr-asal bir modiil ise, K'ye M 'nin asa-
mali asal (va da kisaca gr-asal) bir altmodiilii denir. Bu tanimlar kullanilarak gosterilebi-
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lir ki; K, M 'nin gr-asal bir altmodiilii ise, P = anng(M /K), R'nin gr-asal bir idealidir.
Bu durumda K'ye, M 'nin gr-P-asal altmodiilii denir.

Asamali asal altmodiiller ile ilgili daha fazla bilgi Jianliang vd'nin (2002), Atani'nin
(2006) ve Oral vd'nin (2011) makalelerinde bulunabilir.

Teorem 5.2.6 R = ©ycq Ry asamali halkasimin her a homojen elemani igin aR asamali
sag idealinin, merkezil bir homojen eleman tarafindan iiretildigini kabul edelim. M =
Dgeca My asamali bir sag R-modiil olsun. Asagidakiler saglanr.

(1) M gr-esasalimsi bir R-modiil ve N, M 'nin sifirdan farkly bir gr-P-asal altmo-
diilii ise N gr-P-esasalimsidir.

(2) N, M'nin gr-P-esasalumsi bir altmodiilii ve K, M 'nin gr-asal bir altmodiilii
ise o zaman N N K gr-P-esasalims1 modiildiir.

(3) M gr-esasalimst ayrisima sahip bir modiil ve N, M 'nin gr-asal bir altmodiilii
ise N gr-esasalimsi ayrisima sahiptir.

Ispat. (1) M gr-Q-esasalims1 bir modiil olsun. O zaman, annz(M/N) = P C Q'dur ve
Q" C anng(M) C P olacak sekilde bir h € Z* vardir. Buna gére, Q = P olur.

Ph C anng(M) C anng(N) olacak sekilde bir b € Z* vardir. A, R'nin asamali
bir ideali olsun. A C P ise NA" = (0)'dir. A € P olsun. a € A\P olacak sekilde bir
a € h(R) vardir. Hipotezden dolay1, aR = bR = Rb olacak sekilde bir b € h(R) N Z(R)
vardir. Buna gére M = M(RaR) = Mb olur. n € N olsun. n = mb olacak sekilde
birm = Yi_ my, € M (0 # m, € M,,) vardir. N asamali altmodiil oldugundan, her
1 <i <tiginmyb € N'dir. i € {1,...,t} olsun. my,bR = my, Rb C N ve dolayistyla
b € anng((N +myR)/N)'dir. N +mg, R # N ise, anng (N +m,R)/N) = P ve
dolayisiyla b € P olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde N + m, R = N yani m,, € N
olmalidir. Budan € Nb C N(RaR) C N A oldugunu gosterir. Boylece N = N A olur.
Bu da N'nin gr- P-esasalimst modiil oldugunu gosterir.

(2) Gr-asal altmodiil tanim1 kullanilarak gosterilebilir ki; N N K, N'nin gr-asal bir
altmodiiliidiir. (1)'den dolay1 N N K gr- P-esasalimsidir.

(3) her bir S; gr- P-esasalims1 modiil olmak iizere M = S°F | S;, M'nin normal bir
gr-esasalimsi ayrisimi olsun. N, M'nin gr- P-asal bir altmodiilii olsun. O zaman, S; € N
olacak sekilde bir i (1 < i < k) vardir. Genelligi kaybetmeden S; Z N oldugunu kabul
edebiliriz. P = Py oldugunu gosterecegiz. y, € S1\N olacak sekilde bir y;, € h(M) var-
dir. P"" C anng(S) olacak sekilde birn; € Z* vardir. y, P{"* = (0) C N ve N gr-P-asal
oldugundan P, C P olur. ¢ € P\ P, olacak sekilde bir ¢ homojen elemani bulundugunu
kabul edelim. RcR € P, ve S gr-P;-esasalimsi oldugundan, S; = Sy (RcR) C M (RcR)
= M(cR) C N olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde P, = P olmalidir. Benzer sekilde, j # 1
icin S; N ise, P = P, = P; olur ki bu da M'nin gr-esasalims1 ayrigiminin normal ol-
mast ile gelisir. O halde 2 < j < ni¢in .S; C N'dir. Buna gére N = Nﬂ(Sl—l—ZfZQ S;) =
Zfﬁ S; + (N N Sy) olur. (2)'den dolay1 N N Sy gr-P;-esasalimsidir. Boylece N gr-
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esasalimsi ayrigima sahiptir. i

Sonug¢ 5.2.7 R gr-abelyen diizenli bir halka ve M gr-esasalimsi ayrigima sahip olan asa-
mali bir sag R-modiil olsun. O zaman, M 'nin her gr-asal altmodiilii gr-esasalimsi bir
ayrisima sahiptir.

Ispat. R gr-abelyen diizenli bir halka oldugundan, Onerme 1.15.28'e gore, Teorem 5.2.6'daki
kosullar saglanir. Bu da sonucu kanitlar. g

5.3. Asamali Injektif Modiiller icin Asamah Sekonder Gosterimler

Bu kisimda, degismeli agsamal1 halkalar tizerindeki gr-injektif modiillerin gr-sekonder
gosterimlerini arastiracagiz.

Tamm 5.3.1 (Refai ve Al-Zoubi 2004) R degismeli asamali bir halka ve I, R'nin agamali
bir ideali olsun. I'mn asamal radikali Gr(I) ile gosterilir ve Gr(I) = {x = 3_ ;4 €
R : Her g € Gigin xy° € I olacak sekilde bir ng € Z* var} olarak tanimlanir.

Dikkat edilirse; » € h(R) oldugunda, » € Gr(I)'dir ancak ve ancak r" € [ olacak
sekilde n € Z™" vardur.

Tanim 2.2.2'nin agamal1 versiyonu, Sharp (1986) tarafindan asagidaki sekilde ve-
rilmistir.

Tanim 5.3.2 (Sharp 1986) R degismeli asamali bir halka ve M sifirdan farkl bir asamali
bir R-modiil olsun. Herr € h(R) i¢in f, : M — M, f,.(m) = mr seklinde taniml1 f, en-
domorfizmasi érten veya iistel sifir ise M 've asamali sekonder (ya da kisaca gr-sekonder)
modiil denir.

M gr-sekonder bir R-modiil ise Gr(anng(M)) = P, R'nin gr-asal bir idealidir.
Bu durumda M 've gr- P-sekonder modiil denir.

S1, ..., Sy birer gr-sekonder modiil olmak iizere, eger M = S1+ ...+ .S, ise M 'nin
bu sekildeki yazilisina M 'nin bir gr-sekonder gosterimi denir.

Degismeli asamal1 bir halka iizerindeki her gr-esasal modiiliin gr-sekonder oldugu
aciktir.

Onerme 5.3.3 R asamali bir tamlik bolgesi ve M sekonder gisterime sahip olan burkul-
masiz asamali bir R-modiil olsun. O zaman, M gr-sekonder gosterime sahiptir.

Ispat. ilk olarak gosterecegiz ki; N; ve Ny, M'nin altmodiilleri ise (N, + Ny)* = Ny + N3
olur. Nf + Ny C (N; + Ny)* oldugu agiktir. x € h ((Ny + Ny)*) olsun. z = ny + ny
olacak sekilde n; € N; ve ny € N, vardir.  homojen bir eleman oldugundan n; ve ns,
x ile ayn1 dereceden homojen elemanlardir. Béylece n; € Ny, ny € N; ve dolayisiyla
r € N{ + Ny olur.
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S1, ..., Sg birer sekonder modiil olmak tizere M = S;+...+ .Sy, M'nin bir sekonder
gosterimi olsun. O zaman, M = S} + ... + S} olur. Teorem 5.1.3-(4)'lin ispatiyla ayn1
sekilde gosterilebilir ki; Her i (1 < ¢ < k) igin S} = (0) veya S}, M'nin gr-sekonder bir
altmodiiliidiir. Bu da M'nin gr-sekonder bir gosterime sahip oldugunu gosterir. 1

Tanim 5.3.4 (Refai ve Al-Zoubi 2004) R degismeli asamali bir halka ve I, R'nin agamal
bir 6z ideali olsun. a,b € h(R) i¢in ab € I olmasi a € I veya b € Gr(I) olmasim
gerektiriyorsa 1'va, R'nin asamali asalimst (va da kisaca gr-asalimst) bir ideali denir.

I, R'nin gr-asalimsi bir ideali ise Gr(I) = P, R'nin gr-asal bir idealidir. Bu
durumda 1'yva G-P-asalimsi ideal denir.

Eger I asamali ideali, R'nin gr-asalimsi ideallerinin sonlu bir arakesiti olarak
vazilabiliyorsa I'va agamali asalimsi G-ayrisima sahip bir ideal denir. ()1, ..., Q),, birer
gr-asalimst ideal ve 1 < i < n i¢in Gr(Q;) = P; olmak iizere [ = Q1 N ... N Qy, ['min
bir agamalr asalims1 G-ayrigimi olsun. Eger,

(1) P, ..., P, asamalr asal idealleri birbirinden farkli ve

(i) her j = 1,...,n igin Q; ,7_5ﬂ 1622

iseozaman I = Q1 N...NQ, asamall asalzmsz G-ayrisimina, 1'min bir minimal asamali
asalimst G-ayrigimi denir. I asamali ideali bir asamalr asalimsi G-ayrisima sahip ise I 'va
R'nin G-ayrisabilir bir asamalr ideali denir.

Tanimlar kullanilarak gosterilebilir ki; R'min her G-ayrisabilir agamali ideali bir
minimal asamali asalims1 G-ayrisima sahiptir.

Teorem 5.3.5 (Refaive Al-Zoubi 2004) R degismeli gr-Noether bir halka olsun. O zaman,
R'nin her asamali oz ideali asamali asalimsi1 G-ayrisima sahiptir.

Asagidaki iki dnteorem sirastyla Sharp'in (1976) makalesindeki Onteorem 2.1 ve
Onteorem 2.2'nin asamali versiyonlaridir. Bu 6nteoremler, bir A/ asamali modiiliiniin o-siis-

pansiyonu (o) M kavrami kullanilarak kanitlanmistir.

Onteorem 5.3.6 R = Dgec Ry degismeli asamal bir halka, (), R'nin gr-P-asalimst bir
idealive E = @ 4ec By gr-injektif bir R-modiil olsun. O zaman (0 : 5 Q) modiilii ya sifirdir
va da E'nin gr- P-sekonder bir altmodiiliidiir.

Ispat. (0 :z Q) # (0) oldugunu kabul edelim. a € h(R) olsun. a € R, olacak sekilde bir
o € G vardr.

a € Pise a™ € @ olacak sekilde bir n € Z* vardir. Buna gore, (0 :p Q)a™ = (0)
olur.

a g Pise (0:5 Q)= (0:g Q)a oldugunu gosterecegiz. z € (0 :p Q) derecesi &
olan bir homojen eleman olsun. ¢ : (67')(R/Q) — E, ¢(b+ Q) = 2b (b+ Q € R/Q)
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doniisiimiinii tanimlayalim. ¢'nin bir R-modiil homomorfizmas: oldugu agiktir. 7 € G
icinb +Q € (67" (R/Q), olsun. b = bs-1, + ¢ olacak sekilde bs;—1. € Rs;1_ve q €
Q) vardir. zb = z(bs-1, + q) = xbs-1, € E, olur. Buna gore, ¢ asamali bir R-modiil
homomorfizmasidir. f, : (67') (R/Q) — (66 ") (R/Q), faly+Q) =ya+Q (y+Q €
R/(Q) doniigiimiini tanimlayalim. f,'nin bir R-modiil homomorfizmasi oldugu agiktir.
T€Giginy+Q € (5" (R/Q)., olsun. y = ys-1, + ¢ olacak sekilde ys-1, € Rs-1, ve
¢’ € Q vardir. Buna gére, ya+Q = (y5-1,+¢)a+Q = ay;-1,+Q € (06 ) (R/Q), olur.
Boylece f, bir asamali R-modiil homomorfizmasidir. y = X7, y,,, (v, # 0) olmak iizere,
y + Q €Cek(f,) olsun. O zaman, ya = X" ,y,.a € () olur. () asamali ideal oldugundan,
heri (1 <i <m) igin y,a € Q'dur. () gr-P-asalimsi oldugundan her i (1 < ¢ < m) i¢in
Yg, € Q ve dolayisiyla y € @ olur. Boylece f, asamali bir R-monomorfizmasidir. Buna
gore asagidaki diyagrami elde ederiz.

FE
61
0 — (FH(R/Q) L% (067" (R/Q)

E gr-injektif modiil oldugundan, bu diyagram bir ) : (06~ ') (R/Q) — E asamah
R-modiil homomorfizmasi ile 1 f, = ¢ olacak sekilde tamamlanabilir. Boylece x = ¢(1)
= f.(1) = ¥(1a) = ¥(1)a esitligi elde edilir. (1) € (0 :x Q) oldugundan, z € (0 :
Q)a olur. (0 :g Q) homojen elemanlar tarafindan firetildiginden, (0 :x Q) = (0 :p Q)a
esitligi elde edilir.

I, ..., I, Rminidealleri ve M bir R-modiil olsun. Y (0 :p ;) = (0 :ar iy i)
esitligi her zaman dogru degildir. Ancak M injektif bir R-modiil ise Onteorem 4.2.13'den
dolay1 bu esitlik dogrudur. Simdi, Onteorem 4.2.13'iin asamali versiyonunu inceleyecegiz.

Onteorem 5.3.7 R = Dgec Ry degismeli asamali bir halka, I, ..., I, R'nin asamall ide-
alleri ve F = @4cq By gr-injektif bir R-modiil olsun. O zaman,

n

Y (06 L)=(0:5 N, 1)

i=1

olur.

Ispat. 7 € (0 :p N, I;) derecesi o olan bir homojen eleman olsun.
7 : (6)R — (¢7)(R/N, ;) ve herbiri = 1,..,niginm : (¢c7' )R —
(o71) (R/I;) dogal asamali homomorfizmalarolsun. f : (671) (R/ N, I;) — &, (oY) (R/T;),
f(r(a)) = (m(a),...,mn(a)), (a € R) seklinde tanimli bir f R-monomorfizmasi vardr.
7€ Giginm(a) = a+ NI € (oY) (R/ N, I;)_ ise, a = r,-1, + y olacak sekilde
Te—1r € Ry—1, ve y € NI, I; vardir. Buna gore,
(mi(a),....mn(a)) = (ro—1, +y+ 11,y o1 +y+ 1) = (ro—1, + Iy, oy 7o-1, + I,) €
" (oY (R/L). = (@ (c7) (R/L;)), olur. Boylece f asamali bir R-modiil homo-
morfizmasidir.

Ayrica, p : (o7 (R/ N, I) — E, p(m(a)) = za (a € R) seklinde tanimlh
bir R-modiil homomorfizmasi da vardir. 7 € G igin a + NP, I; € (7)) (R/ NIy L),
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ise, a = s,-1, + z olacak sekilde s,-1, € R,-1, ve z € NI, I; vardir. Buna gore, za =
(Sg-1, + 2) = xS,-1, € E. olur. Boylece ¢ asamali bir R-modiil homomorfizmasidir.
E gr-injektif oldugundan,

FE
e?
0 — (e (R/M L) 5 @ny (oY) (R/L)

diyagrami bir ¢ : &7, (¢ ') (R/I;) — F, asamali R-modiil homomorfizmasi ile ¢ f =
¢ olacak sekilde tamamlanabilir. Buna gore, x = ¢(7(1)) = ¢ f(7(1)) € Gor(y)'d.
Ayrica, Gor(y) C X (0 :g I;) oldugu agiktir. Bu sonug (0 :5 NP, 7;) € X7 (0 :g [;)
oldugunu gosterir. Diger kapsama her zaman saglandigindan (0 :x N, [;) = X" ,(0 :p
I;) esitligi elde edilir. n

Teorem 5.3.8 R, sifir ideali asamalr asalims1 G-ayrisima sahip olan bir degismeli asa-
malt halka ve E gr-injektif bir R-modiil olsun. O zaman, E gr-sekonder bir gosterime
sahiptir.

Daha acgik olarak; i = 1, ...,n icin her bir Q; asamali G-P;-asalimsi ideal olmak
iizere, (0) = Q1 N ... N Q,, sifir idealin bir minimal asamal asalims1 G-ayrisimi ise,

E=0:50Q1)+ ..+ (0:5 Q) olur, buradai = 1,...,n i¢in (0 :p Q;) modiilii
va sifirdir ya da gr- P;-sekonder modiildiir.

Ispat. Onteorem 5.3.7'ye gére, E = (0 :5 0) = (0 :x N",Q;) = >.1 (0 :5 Q;) olur.
Onteorem 5.3.6'dan dolay1 1 < i < n i¢in (0 :g Q;) ya sifirdir ya da gr-P;-sekonderdir.
Boylece E gr-sekonder bir gsterime sahiptir. i

Sharp'in (1976) makalesinde yer alan Teorem 2.3'de, degismeli Noether bir halka

tizerindeki her injektif modiiliin bir sekonder gdsterime sahip oldugu kanitlanmistir. Asa-
gidaki sonug bu teoremin agamali versiyonudur.

Sonuc 5.3.9 R degismeli gr-Noether bir halka ve E gr-injektif bir R-modiil olsun. O za-
man, E bir gr-sekonder gosterime sahiptir.

Ispat. Teorem 5.3.5'e gore, R'nin sifir ideali asamali asalims1 G-ayrisima sahiptir. Teorem
5.3.8'den dolay1, F gr-sekonder bir gosterime sahiptir. i
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