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ÖZET

BAZI APPELL POLİNOM AİLELERİNİN MATRİS İFADELERİ ÜZERİNE

Levent KARGIN

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dalı
Danışman : Prof. Dr. Veli KURT

Haziran 2014, 72 sayfa

Bu tez çal�³mas�nda, baz� klasik özel fonksiyon ailelerinin matris geni³lemeleri
üzerine çal�³�lacakt�r. Hermite matris polinomlar�n�n sa§lad�§� toplam ve çarp�m
formülleri, sahip oldu§u di§er üreteç fonksiyonlar� ve hipergeometrik matris
fonksiyonlar� gösterimleri elde edilecektir.

Genelle³tirilmi³ Hermite matris polinomlar� tan�mlanarak, sa§lad�§�
özeliklerde uygun parametre seçimleriyle Hermite matris polinomlar� için Burchnall
operatör formülü ve Nielsen ba§�nt�s� ispatlanacakt�r.

Laguerre matris polinomlar�n�n üreteç fonksiyonu modi�ye edilerek modi�ye
Laguerre matris polinomlar� tan�mlanacak, sa§lad�§� üç terimli rekürans ba§�nt�s�,
Rodrigues formülü, matris diferansiyel denklemi ve sahip oldu§u bilineer ve bilateral
üreteç fonksiyonlar� incelenecektir. Ayr�ca, Laguerre-tipli matris polinomlar� için
yeni bir genelle³tirme verilecektir.

II. tip Chebyshev matris polinomlar� genelle³tirilerek, özellikleri
ara³t�r�lacakt�r. Sa§lad�§� bir integral gösterimi kullan�larak bu matris polinomlar�
için baz� operatör formülleri ispatlanacakt�r. Ayr�ca, II. tip Chebyshev matris
polinomlar�n�n sa§lad�§� bir matris diferansiyel denklem elde edilecektir.

Genelle³tirilmi³ Humbert matris polinomlar� için baz� rekürans ba§�nt�lar�,
matris diferansiyel denklemi, integral gösterimi gibi özellikler ara³t�r�lacakt�r.
Ayr�ca, Gegenbauer matris polinomlar� için bir seri dönü³üm formülü ispatlanarak
birkaç uygulamas� verilecektir.

Gamma matris fonksiyonunun bir fonksiyonel e³itli§i ispatlanacakt�r.
Bununla birlikte, sinüs matris fonksiyonu için bir sonsuz çarp�m formülü elde
edilecektir.

Riemann zeta matris fonksiyonu tan�mlanarak baz� matris integralleri
hesaplanacakt�r. Son olarak, Riemann zeta matris fonksiyonun bir fonksiyonel
e³itli§i ispatlanacakt�r.
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ABSTRACT

ON MATRIX EXPRESSIONS OF SOME FAMILIES OF APPELL
POLYNOMIALS

Levent KARGIN

PhD Thesis, in Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Veli KURT

June 2014, 72 pages

In this thesis, we study on matrix extension of some classical special functions.
We give addition and multiplication formulas for Hermite matrix polynomials. We
obtain other generating functions for Hermite matrix polynomials and write Hermite
matrix polynomials as a hypergeometric matrix functions.

We introduce generalized Hermite matrix polynomials. We obtain Burchnall
operational formula and Nielsen identity for Hermite matrix polynomials by
choosing appropriate parameters from the properties of generalized Hermite matrix
polynomials.

We de�ne modi�ed Laguerre matrix polynomials by modi�ying the generating
function of Laguerre matrix polynomials. We obtain three term matrix recurrence
relation, Rodrigues formula, second-order matrix di�erential equation and several
families of bilinear and bilateral generating matrix functions for modi�ed Laguerre
matrix polynomials. Moreover a new generalization of the Laguerre-type matrix
polynomials is introduced.

We generalize the second kind Chebyshev matrix polynomials and focus on
their properties. Using their integral representation we investigate operational rules
associated with operators corresponding to these matrix polynomials. Furthermore
we obtain a matrix di�erential equation of second kind Chebyshev matrix
polynomials.

We obtain some properties of generalized Humbert matrix polynomials
such as matrix recurrence relations, matrix di�erential equation and an integral
representation. Moreover, we obtain a series transformation formula involving
Gegenbauer matrix polynomials. Then we provide a number of applications.

We get a functional equation of the gamma matrix function. Moreover we
give the in�nite product expansion of sin matrix function.

We de�ne Riemann zeta matrix function and evaluate some matrix integrals.
Finally we prove a functional equation of Riemann zeta matrix function.
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ÖNSÖZ

Bu çal�³ma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar� ile Bulgular
olmak üzere iki bölümden olu³maktad�r. Çal�³man�n temel kavramlar� olan baz� özel
matris fonksiyonlar� Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar� bölümünde tan�t�lm�³
ve bunlar�n genel özellikleri verilmi³tir.

Bulgular bölümü yedi ana ba³l�k alt�nda toplanm�³t�r. �lk olarak Hermite
matris polinomlar�n�n sa§lad�§� ba§�nt�lar verilmi³tir. �kinci olarak genelle³tirilmi³
Hermite matris polinomlar� tan�mlanarak özellikleri incelenmi³, özel halde Hermite
matris polinomlar� için Burchnall operatör formülü ve Nielsen ba§�nt�s� elde
edilmi³tir. Üçüncü kesimde Laguerre matris polinomlar�n�n bir genelle³tirilmesi
verilerek sa§lad�§� matris diferansiyel denklemi, Rodrigues formülü ve baz� üreteç
fonksiyonlar� elde edilmi³tir. Dördüncü kesimde genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev
matris polinomlar� tan�mlanarak Hermite matris polinomlar�n� içeren bir integral
gösterimi elde edilmi³tir. Be³inci kesimde genelle³tirilmi³ Humbert matris
polinomlar�n�n sa§lad�§� rekürans ba§�nt�lar� ve bir matris diferansiyel denklemi
ara³t�r�lm�³t�r. Gegenbauer matris polinomlar�n� içeren seri dönü³üm formülü
ispatlanarak baz� uygulamas� verilmi³tir. Alt�nc� kesimde gamma matris fonksiyonun
fonksiyonel e³itli§i elde edilmi³, bu e³itlik ile gamma matris fonksiyonun tan�m
kümesi geni³letilmi³tir. Yedinci ve son kesimde ise Riemann zeta matris fonksiyonu
tan�mlanarak baz� matris integralleri hesaplanm�³ ve sa§lad�§� bir fonksiyonel e³itlik
verilmi³tir.

Bu tez çal�³mas�n�n, bu alandaki çal�³malara önemli katk�lar sa§layaca§�
kan�s�nday�m.

Bana bu konuda çal�³ma imkan� sa§layan ve çal�³malar�m süresince yak�n ilgi
ve deste§ini hiç esirgemeyen dan�³man�m Say�n Prof.Dr. Veli KURT' a, yard�mlar�n�
gördü§üm Doç. Dr. Mehmet CENKC�, Yrd. Doç. Dr. Mümün CAN, Yrd. Doç.
Dr. Gültekin SOYLU ve Yrd. Doç. Dr. Ayhan D�L' e te³ekkürlerimi sunar�m.
Ayr�ca, doktora yapt�§�m süre boyunca maddi manevi anlamda her zaman yan�mda
olan aileme ve e³ime de sayg� ve sevgilerimi sunar�m.

v
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1. GİRİŞ

{An (x)}∞n=0 Appell polinomlar ailesi

d

dx
An (x) = An−1 (x) , n = 0, 1, 2, . . .

özelli§ini ya da
A (t) =

∑
k≥0

akt
k, a0 6= 0

formal serisi için

A (t) exp (xt) =
∑
n≥0

An (x)
tn

n!

formal seri e³itli§ini sa§layan polinomlara denir. A (t) fonksiyonuna, {An (x)}∞n=0

ailesinin belirleyici fonksiyonu da denir. Appell polinomlar� teorik ve uygulamal�
matematik alanlar�n�n farkl� uygulamalar�nda s�k olarak kullan�lmaktad�r ve en
bilinen üyeleri

t

et − 1
ext =

∑
n≥0

Bn (x)
tn

n!

üreteç fonksiyonu ile tan�mlanan Bernoulli polinomlar�,

e2xt−t
2

=
∑
n≥0

Hn (x)
tn

n!

üreteç fonksiyonu ile tan�mlanan Hermite polinomlar� ve

(1− t)α ext =
∑
n≥0

(−1)n L(α−n)
n (x) tn

üreteç fonksiyonu ile tan�mlanan Laguerre polinomlar�d�r.

Karma³�k say� girdili r × r tipinde olan matrislerin kümesi Cr×r olsun. t bir
karma³�k de§i³ken ve n negatif olmayan tam say� olmak üzere n. dereceden matris
polinomu Aj ∈ Cr×r, 0 ≤ j ≤ n ve An 6= 0 için

Pn (t) = A0 + A1t+ . . .+ Ant
n

ifadesi ile verilir.

Matris polinomlar�n�n uygulama alanlar�ndan birisi diferansiyel denklemler
teorisidir. Denklem sistemlerinin matris gösterimi kullan�larak

A (t)X
′′

(t) +B (t)X
′
(t) + C (t)X (t) = 0

tipindeki ikinci dereceden matris diferansiyel denklemleri �zik, kimya ve mekanik
problemlerinin çözümlerinde kar³�m�za ç�kmaktad�r. Burada A (t) , B (t) ve C (t)
matris de§erli fonksiyonlard�r.

1



Her t de§i³keni ve Cr×r'deki herhangi bir A matrisi için

eAt =
∞∑
k=0

Aktk

k!

olarak tan�mlanan ve Cr×r'deki herhangi iki A ve B matrisleri için

i. e0 = I,

ii. eA üstel matrisi her zaman tersinir ve
(
eA
)−1

= e−A,

iii. AB = BA ise e(A+B) = eAeB,

iv. B tersinir bir matris olmak üzere eB
−1AB = B−1eAB,

v. t ∈ R için eIt = Iet,

v�. d
dt
eAt = AeAt

özelliklerini sa§layan üstel matris fonksiyonunun Lie grubu, Lie cebiri ve
grup teorisinde önemli uygulamalar� vard�r. Bu bak�mdan, üstel matris hesaplamas�
oldukça önemlidir ve matematikçiler ve say�sal analizciler taraf�ndan yo§un olarak
çal�³�lmaktad�r. Üstel matris hesaplamas�nda birkaç yöntem verelim.

D bir kö³egen matris olsun. Bu durumda

D =


d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . dn


için

eD =


ed1 0 . . . 0
0 ed2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . edn


olarak hesaplan�r. A kö³egenlenebilir bir matris ise A = CDC−1 ve (iv) özelli§inden

eA = C


ed1 0 . . . 0
0 ed2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . edn

C−1
dir.
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N nilpotent bir matris ise N q = 0 olacak ³ekilde q do§al say�s� vard�r. Bu
durumda üstel matris fonksiyonu

eN =

q∑
k=0

Nk

k!
= I +

N

1!
+ . . .

N q−1

(q − 1)!

³eklinde hesaplan�r.

Herhangi bir X matrisi, X = A + N olacak ³ekilde kö³egenlenebilir A ve
nilpotent N matrisi cinsinden yaz�labilir ve AN = NA'd�r. Dolay�s�yla

eX = eA+N = eAeN

olarak hesaplan�r.

Krein 1949'da matris polinomlar�n�n

〈P,Q〉W =

∫
R

P (x)Q (x)W (x) dx

olarak tan�mlanan iç çarp�m ile ortogonallik özelli§ini inceleyerek matris de§erli
ortogonal matris polinomlar� kavram�n� tan�mlam�³t�r. Burada P,Q ∈ Cr×r [x] ve
W (x) ∈ Cr×r a§�rl�k fonksiyonudur. Duran, {Pn}n≥0 ba³katsay�s� birim matris olan
matris polinomlar� (monik matris polinomlar�) olmak üzere

〈Pn, Pm〉W =

∫
R

Pn (x)Pm (x)W (x) dx = δn,mSn, n,m ≥ 0

matris integralinin

xPn (x) = Pn+1 (x) + Pn (x)An + Pn−1 (x)Bn, n ≥ 0

üç terimli rekürans ba§�nt�s�na denk oldu§unu ispatlam�³t�r (Duran 1997).

Hermite, Laguerre, Jacobi polinomlar� gibi klasik ortogonal polinomlar
1900'lü y�llardan itibaren matematikçiler için önemli bir çal�³ma alan� olmu³tur. Bu
polinomlar, Fizik, Astronomi ve �statistik gibi bilim dallar�nda da önemli kullan�m
alanlar�na sahiptir. Bu tip polinomlar�n matris geni³lemelerini incelemek için,
1994'de Jódar ve Company ilk olarak Hermite matris polinomlar�n� tan�mlayarak

(−∞,∞) aral�§�nda w (x,A) = exp
(
−Ax2

2

)
a§�rl�k fonksiyonuna göre

∞∫
−∞

Hn (x,A)Hm (x,A)W (x) dx =

{
0 , n 6= m

2nn! (2πA−1)
1/2

, n = m

integrali ile ortogonal oldu§unu göstermi³lerdir (Jódar ve Company 1994). Böylece
klasik ortogonal polinomlar�n matris geni³lemeleri çal�³�lmaya ba³lanm�³ ve ³u ana

3



kadar Laguerre matris polinomlar� (Jódar vd 1994), özde§erlerinin reel k�sm� −1'den
büyük olan Cr×r'deki A ve B matrisleri için

P (A,B)
n (x) =

(−1)n

n!
2F1

(
A+B + (n+ 1) I,−nI;B + I;

1 + x

2

)
×Γ−1 (B + I) Γ (B + (n+ 1) I)

olarak tan�mlanan Jacobi matris polinomlar� (Defez ve Jódar 2004), I. tip Chebyshev
matris polinomlar� (Defez ve Jódar 2002), II. tip Chebyshev matris polinomlar�
(Batahan 2006), Gegenbauer matris polinomlar� (Sayyed vd 2004), çok de§i³kenli
Humbert matris polinomlar� (Akta³ vd 2011), Cr×r'deki herhangi A ve tersinir B
matrisleri için

Yn (x,A,B) =
n∑
k=0

(
n

k

)
(A+ (n+ 1) I)k

(
zB−1

)k
olarak tan�mlanan Bessel matris polinomlar� (Kishka vd 2012), Legendre matris
polinomlar� (Upadhyaya 2011), Pincherle matris polinomlar� (Khammash 2012a)
tan�mlanarak temel özellikleri verilmi³tir. Bunlarla birlikte klasik özel fonksiyonlar
ailesinin önemli üyeleri olan gamma, beta ve hipergeometrik fonksiyonlar�n matris
geni³lemeleri incelenmi³tir (Jódar ve Cortes 1998a, Jódar ve Cortes 1998b). Ayr�ca,
bu tip matris polinomlar�n�n genelle³tirmeleri üzerine birçok çal�³ma yap�larak özel
matris fonksiyonlar� ailesi hakk�nda baz� önemli sonuçlar elde edilmi³tir (Metwally
vd 2008, Metwally vd 2010, Shehata 2011).

Bu tezde, baz� klasik özel fonksiyonlar ailesinin sa§lad�§� hangi özelliklerin
hangi ko³ullar alt�nda özel matris fonksiyonlar� ailesine aktar�labilece§i dü³üncesiyle,
Hermite matris polinomlar�n�n özellikleri incelenmi³ ve klasik gamma fonksiyonun

√
πΓ (2z) = 22z−1Γ (z) Γ

(
z +

1

2

)
ve Γ (z) Γ (1− z) =

π

sin πz

özellikleri gamma matris fonksiyonuna geni³letilmeye çal�³�lm�³t�r. Böylece, gamma
matris fonksiyonun tan�m kümesi geni³letilmi³tir. II. tip Chebyshev matris
polinomlar� ve Hermite matris polinomlar� genelle³tirilerek sa§lad�§� özelliklerde
uygun parametre seçimleriyle II. tip Chebyshev matris polinomlar� ve Hermite
matris polinomlar� için baz� önemli sonuçlar elde edilmi³tir. Bununla birlikte,
modi�ye Laguerre matris polinomlar� tan�mlanarak sa§lad�§� üç terimli rekürans
ba§�nt�s�, bir matris diferansiyel denklemi, Rodrigues formülü bulunmu³ ve sahip
oldu§u baz� üreteç fonksiyonlar� gösterilmi³tir. Ayr�ca, genelle³tirilmi³ Humbert
matris polinomlar� ele al�narak sa§lad�§� üç terimli rekürans ba§�nt�s�, bir matris
diferansiyel denklemi, ve klasik Hermite polinomlar�n� içeren bir integral gösterimi
ispatlanm�³t�r. Özel hali olan Gegenbauer matris polinomlar� için orijinal sonuçlara
ula³�lm�³t�r. Son olarak say�lar teorisinde önemli bir çal�³ma alan� olan ve klasik
gamma fonksiyonu ile yak�n ili³kisi oldu§u bilinen klasik Riemann zeta fonksiyonun
matris geni³lemesi ele al�narak baz� özellikleri ispatlanm�³t�r.
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2. KURAMSAL BİLGİLER VE KAYNAK TARAMALARI

Matris polinomlar�na giri³ yapmadan önce ilk olarak tez boyunca kullan�lacak
olan temel kavram ve özellikleri verelim. Matris teorisinin temeli olan herhangi bir
A matrisinin özde§er kavram�, x s�f�rdan farkl� (r × 1) boyutlu bir vektör ve 0 s�f�r
matris olmak üzere

Ax = λx ya da (A− λI)x = 0

e³itli§ini sa§layan λ de§erleri, ya da di§er bir ifadeyle, λ'ya göre r. dereceden bir
denklem olan

det (A− λI) = 0

³eklindeki A matrisinin karakteristik denkleminin kökleri olarak tan�mlan�r. A
matrisinin tüm özde§erlerinin kümesi σ (A) ile gösterilir ve σ (A)'ya A'n�n spektrumu
denir. E§er, ∀z ∈ σ (A) için Re (z) > 0 ise A ∈ Cr×r matrisine pozitif kararl� matris
denir ve pozitif kararl� her matris tersinirdir (Jódar ve Cortes 1998a). Ba³ka bir
önemli kavram da matris fonksiyonlar�n�n tan�ml� olduklar� bölgeleri incelemek için
kullan�lacak olan 2-norm kavram�d�r. S�f�rdan farkl� x = (x1, . . . xr) vektörünün
2-normu (Euclid normu);

‖x‖2 =

[
r∑

k=1

|xk|2
]1/2

olmak üzere A matrisinin 2-normu (spektral norm);

‖A‖2 = sup
x 6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

veya
‖A‖2 = max

‖x‖2=1
‖Ax‖2

olarak tan�mlan�r (Golub ve Van Loan 1983). Bu norm tez boyunca ‖A‖ ile
gösterilecektir. Dolay�s�yla, Cr×r'deki herhangi bir A matrisi için

α(A) = max{Re(z) : z ∈ σ(A)} ve β(A) = min{Re(z) : z ∈ σ(A)}

olmak üzere t ≥ 0 için

∥∥eAt∥∥ ≤ eα(A)t
r−1∑
j=0

(‖A‖
√
rt)

j

j!
(2.0.1)

dir (Golub ve Van Loan 1983).

f (z) ve g (z) karma³�k düzlemin Ω aç�k alt bölgesinde analitik iki fonksiyon
olmak üzere σ(A) ⊂ Ω olan herhangi bir Amatrisinin, f (z) ve g (z) fonksiyonlar�nda
f (A) ve g (A) matris de§erleri için

f(A)g(A) = g(A)f(A) (2.0.2)
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d�r. Ayr�ca, B, Cr×r'de σ(B) ⊂ Ω ko³ulunu sa§layan bir matris olmak üzere AB =
BA ise

f(A)g(B) = g(B)f(A) (2.0.3)

olacak ³ekilde matris fonksiyonlar� için de§i³me özelli§i vard�r (Dunford ve Schwartz
1963). Bu özellikler yard�m�yla

√
A = A1/2 = exp

(
1
2

logA
)
matris fonksiyonu pozitif

kararl� matrisler için (Jódar ve Company 1994),

(1− y)−A =
∞∑
n=0

(A)n
n!

yn, |y| < 1 (2.0.4)

geometrik matris fonksiyonu herhangi bir A matrisi için (Jódar ve Cortes 1998a) ve

(I − A)−c =
∑
n≥0

(c)n
n!

An (2.0.5)

matris fonksiyonu da ‖I‖ = 1 iken ‖A‖ < 1 ve herhangi bir c tamsay�s� için iyi
tan�ml�d�r (Lancaster 1969). Ayr�ca, f (P ) iyi tan�ml� ve S, Cr×r'de tersinir bir
matris ise

f
(
SPS−1

)
= Sf (P )S−1 (2.0.6)

özelli§i sa§lan�r (Golub ve Van Loan 1983).

Son olarak, n ≥ 0 ve k ≥ 0 için A (k, n) , Cr×r'de herhangi bir matris olmak
üzere

∞∑
n=0

∞∑
k=0

A (k, n) =
∞∑
n=0

[n2 ]∑
k=0

A (k, n− 2k) , (2.0.7)

∞∑
n=0

∞∑
k=0

A (k, n) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

A (k, n− k) (2.0.8)

ve
∞∑
n=0

∞∑
k=0

A (k, n) =
∞∑
n=0

[ nm ]∑
k=0

A (k, n−mk) (2.0.9)

d�r (Defez ve Jódar 1998, Metwally vd 2009).

2.1. Hermite Matris Polinomları

A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere Hn (x,A) Hermite matris
polinomlar�

Y
′′

(x)− xAY ′ (x) + nAY (x) = 0

ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir çözümü olarak tan�mlan�r ve

Hn (x,A) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k n!
(
x
√

2A
)n−2k

k! (n− 2k)!
(2.1.1)
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ifadesi ile verilir (Jódar vd 1996a).

Bu tip matris polinomlar�n�n Hermite matris polinomlar� olarak
adland�r�lmas�n�n nedeni A = [2]1×1 özel durumunda klasik Hermite
polinomlar�na indirgenmesidir. Hermite matris polinomlar�, (−∞,∞) aral�§�nda
w (x,A) = exp

(
−A

2
x2
)
a§�rl�k fonksiyonu olmak üzere∫ ∞

−∞
exp

(
−A

2
x2
)
Hn (x,A)Hs (x,A) =

{
0 , n 6= s

2nn! (2πA−1)
1/2

, n = s

ortogonallik özelli§ini gerçekler. Ayr�ca, Hermite matris polinomlar�

∞∑
n=0

Hn (x,A)
tn

n!
= exp

(
xt
√

2A− t2I
)

x, t ∈ C (2.1.2)

fonksiyonu taraf�ndan üretilip,

Hn+1 (x,A)− x
√

2AHn (x,A)− 2nHn−1 (x,A) = 0 (2.1.3)

üç terimli rekürans ba§�nt�s� ve

Hn (x,A) = (−1)n e
Ax2

2

(
A

2

)−n
2 dn

dxn

[
e−

Ax2

2

]
Rodrigues formülünü gerçekler (Jódar vd 1996a). Bu matris polinomlar�n�n, Jódar
vd taraf�ndan 1996b y�l�nda verilen

∞∑
n=0

Hn (x,A)Hn (y, A)
tn

n!
=
(
1− 4t2

)− 1
2 exp

(
2A (xyt− (x2 + y2) t2)

1− 4t2

)
, |t| < 1

2

üreteç fonksiyonu bu çal�³mada farkl� bir yoldan elde edilecektir.

Batahan, Hermite matris polinomlar�n�, üreteç fonksiyonu yard�m�yla iki
de§i³kenlilere geni³letmi³tir. �ki de§i³kenli Hermite matris polinomlar�

∞∑
n=0

Hn (x, y, A)
tn

n!
= exp

(
xt
√

2A− yt2I
)
, x, y, t ∈ C

³eklinde tan�mlan�r (Batahan 2006). Bununla birlikte, iki de§i³kenli Hermite matris
polinomlar�

Hn (x, y, A) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k n!
(
x
√

2A
)n−2k

yk

k! (n− 2k)!
(2.1.4)

e³itli§ini,

Hn+1 (x, y, A)− x
√

2AHn (x, y, A)− 2nyHn−1 (x, y, A) = 0
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üç terimli rekürans ba§�nt�s�n�,

Hn (x, y, A) = (−1)n eAx
2/2yn/2

(
A

2

)−n/2
dn

dxn

[
e−

Ax2

2

]
Rodrigues formülünü ve

Hn (x, y, A) = exp

(
−y (2A)−1

∂2

∂x2

)(
x
√

2A
)n

operatör formülünü sa§lar. Bu polinomlar ayr�ca[
y
∂2

∂x2
− xA ∂

∂x
+ nA

]
Hn (x, y, A) = 0 (2.1.5)

ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir çözümüdür.

�ki de§i³kenli Hermite matris polinomlar� exp (Ax) , cos (Ax) ve sin (Ax)
matris fonksiyonlar�n�n seri aç�l�mlar�nda ortaya ç�kar (Batahan 2006, Defez ve Jodar
1998).. Gerçekten, A, Cr×r'de ∀z ∈ σ (A) için |Re (z)| > |Im (z)| spektral ko³ulunu
sa§layan bir matris olmak üzere

exp (Ax) = exp (y)
∑
n≥0

1

n!
Hn

(
x, y,

A2

2

)
,

cos (Ax) = exp (−y)
∑
n≥0

1

(2n)!
H2n

(
x, y,

A2

2

)
ve

sin (Ax) = exp (−y)
∑
n≥0

1

(2n+ 1)!
H2n+1

(
x, y,

A2

2

)
dir.

Hermite matris polinomlar� için baz� genelle³tirmeler yap�larak baz�
problemler için çözümler elde edilmeye çal�³�lm�³t�r (Metwally vd 2008, Metwally
vd 2010, Shehata 2011, Shehata 2012). Bu genelle³tirmelerin en önemlilerinden
biri Bölüm 3.4.1'de II. tip Chebyshev matris polinomlar�n�n bir genelle³tirmesinde
kullan�lacak olan iki indisli iki de§i³kenli Hermite matris polinomlar�d�r. �ki indisli
iki de§i³kenli Hermite matris polinomlar�

∞∑
n=0

Hn,m (x, y, A)
tn

n!
= exp

(
xt
√
mA− ytmI

)
, x, y, t ∈ C

üreteç fonksiyonu ile tan�mlan�r. Bununla birlikte,

Hn,m (x, y, A) =

[ nm ]∑
k=0

(−1)k n!
(
x
√
mA

)n−mk
yk

k! (n−mk)!
(2.1.6)
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e³itli§ini,

Hn+1,m (x, y, A)− x
√
mAHn,m (x, y, A) +my

n!

(n+ 1−m)!
Hn−m,m (x, y, A) = 0

rekürans ba§�nt�s�n� sa§lar ve[
y
∂m

∂xm
− x

m

(√
mA

)m ∂

∂x
+
n

m

(√
mA

)m]
Hn,m (x, y, A) = 0

m. dereceden matris diferansiyel denkleminin bir çözümüdür (Metwally vd 2009).
Ayr�ca,

Hn,m (x, y, A) = exp

(
−y
(√

mA
)−m ∂m

∂xm

)(
x
√
mA

)n
ve

Hn,m (x, y, A) =

[
x
√
mA−my

(√
mA

)−m−1 ∂m−1

∂xm−1

]n
(I) (2.1.7)

operatör formüllerini gerçekler (Metwally 2011). (2.1.7) ba§�nt�s�nda özel olarak
m = 2 ve y = 1 al�n�rsa Hn,2 (x, 1, A) = Hn (x,A) oldu§undan Hermite matris
polinomlar�n�n

Hn (x,A) =

x√2A−

(√
A

2

)−1
∂

∂x

n (I)

gösterimi elde edilir. Bu e³itli§in Bölüm 3.2'de farkl� bir ispat� verilecektir.

2.2. Gamma ve Beta Matris Fonksiyonları

Pochhammer sembolü ya da artan faktoriyel olarak bilinen

(z)n = z (z + 1) (z + 2) . . . (z + n− 1) , n ≥ 1, (z)0 = 1

fonksiyonuna P matrisini uygulayarak elde edilen

(P )n = P (P + I) . . . (P + (n− 1) I) , n ≥ 1

ba§�nt�s� iyi tan�ml�d�r. Burada (P )0 = I'd�r. Dolay�s�yla,

(P )2n = 22n

(
P

2

)
n

(
P + I

2

)
n

(2.2.1)

dir. Ayr�ca, Γ−1 (z) = 1/Γ (z) ile gösterilen gamma fonksiyonunun çarpmaya göre
tersi olan fonksiyon tüm kompleks düzlemde analitik bir fonksiyondur. Böylece,
Cr×r'deki herhangi bir P matrisinin ters gamma fonksiyonu alt�ndaki görüntüsüne
kar³�l�k gelen Γ−1 (P ) matrisi iyi tan�ml�d�r. Bu durumda

∀n ≥ 0 tam say�s� için C + nI matrisleri tersinir (2.2.2)
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ise Γ (P ) matrisinin Γ−1 (P ) ile gösterilen tersi vard�r ve

P (P + I) . . . (P + (n− 1) I) Γ−1 (P + nI) = Γ−1 (P )

dir (Hille 1969). Gamma ve ters gamma fonksiyonlar� analitik oldu§undan (2.0.2)
özelli§i kullan�larak

P (P + I) . . . (P + (n− 1) I) = Γ (P + nI) Γ−1 (P )

elde edilir ve
(P )n = Γ (P + nI) Γ−1 (P ) (2.2.3)

³eklinde de yaz�labilir.

Beta matris fonksiyonu, klasik gamma ve beta fonksiyonlar� aras�ndaki

B (x, y) =
Γ (x) Γ (y)

Γ (x+ y)
, Re (x) > 0,Re (y) > 0

ba§�nt�s�ndan, pozitif kararl� P matris için

B (A, yI) = Γ (A) Γ (yI) Γ−1 (A+ yI) (2.2.4)

ifadesi ile tan�mlanabilir. Burada y ∈ C için Re (y) > 0'd�r. Bu ko³ullar alt�nda
Beta matris fonksiyonu

B (A, yI) = 2

∫ π
2

0

sin2A−1 θ cos2y−1 θdθ, Re (y) > 0

integral gösterimini sa§lar (Jódar vd 1995). P , Cr×r'de pozitif kararl� bir matris
olmak üzere gamma matris fonksiyonu

Γ (P ) =

∫ ∞
0

e−ttP−Idt, tP−I = exp ((P − I) ln t) (2.2.5)

³eklinde tan�mlanarak,

Γ (P ) = lim
n→∞

(n− 1)! (P )−1n nP (2.2.6)

limit gösterimi ispatlanm�³t�r (Jódar ve Cortes 1998b). Bununla birlikte, gamma
matris fonksiyonun (2.2.5)' deki integral gösterimi motivasyonu ile Beta matris
fonksiyonu, Cr×r'deki pozitif kararl� P ve Q matrisleri için

B (P,Q) =

∫ 1

0

tP−I (1− t)Q−I dt

ifadesi ile de tan�mlanabilir (Jódar ve Cortes 1998b).
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P ve Q, Cr×r'de de§i³meli matrisler ise B (P,Q) = B (Q,P )'dir. P ve Q

matrisleri de§i³meli de§il ise bu özellik sa§lanmaz. Örne§in, P =

[
1 0
1 2

]
ve Q =[

1 1
0 2

]
olsun. PQ 6= QP ve σ (P ) = σ (Q) = {1, 2}'dir. Buradan

tP−I =

[
1 0

t− 1 t

]
, (1− t)P−I =

[
1 0
−t 1− t

]
ve

tQ−I =

[
1 t− 1
0 t

]
, (1− t)Q−I =

[
1 −t
0 1− t

]
elde edilir. Dolay�s�yla,

B (P,Q) =

∫ 1

0

tP−I (1− t)Q−I dt =

∫ 1

0

[
1 0

t− 1 t

] [
1 −t
0 1− t

]
dt

=

[
1 −1

2

−1
2

1
3

]
ve

B (Q,P ) =

∫ 1

0

tQ−I (1− t)P−I dt =

∫ 1

0

[
1 t− 1
0 t

] [
1 0
−t 1− t

]
dt

=

[
7
6
−1

3

−1
3

1
6

]
dir. O halde, PQ 6= QP ise B (P,Q) 6= B (Q,P )'dir. Ayr�ca, (2.2.4) ba§�nt�s�n�n, P
ve Q, Cr×r'de pozitif kararl�, kö³egenlenebilir ve de§i³meli matrisler olmak üzere

B (P,Q) = Γ (P ) Γ (Q) Γ−1 (P +Q) (2.2.7)

olacak ³ekilde genelle³tirilmesi verilmi³tir (Jódar ve Cortes 1998b). Jódar ve Cortes
P ve Q matrisleri için kö³egenlenebilirlik ko³ulunu kald�r�p Cr×r'deki de§i³meli P ve
Q matrisleri için

∀n ≥ 0 tam say�s� için P + nI,Q+ nI, P +Q+ nI matrisleri tersinir

ise (2.2.7) e³itli§inin sa§land�§�n� ispatlam�³lard�r (Jódar ve Cortes 1998a).

Ayr�ca, P, Cr×r'de (2.2.2) ko³ulunu sa§layan bir matris olmak üzere

PΓ (P ) = e−γP

[
∞∏
n=1

(
I +

P

n

)
e−

P
n

]−1
(2.2.8)

ba§�nt�s� kullan�larak Laguerre matris polinomlar�n�n asimptotik ifadeleri
incelenmi³tir (Jodar ve Sastre 2000).
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Bu motivasyonla, klasik gamma fonksiyonunun sa§lad�§�

√
πΓ (2z) = 22z−1Γ (z) Γ

(
z +

1

2

)
ve Γ (z) Γ (1− z) =

π

sin πz

Legendre çift kat formülü ve Euler yans�ma formülü gamma matris fonksiyonuna
geni³letilecektir. Ayr�ca, sinüs matris fonksiyonu için sonsuz çarp�m formülü
verilecektir.

2.3. Hipergeometrik Matris Fonksiyonları

A ve B, Cr×r'de herhangi iki matris ve C, Cr×r'de (2.2.2) ko³ulunu sa§layan
bir matris olmak üzere hipergeometrik matris fonksiyonlar�

2F1(A,B;C; z) =
∑
k≥0

(A)k (B)k [(C)k]
−1

k!
zk, |z| < 1 (2.3.1)

ifadesi ile tan�mlan�r (Jódar ve Cortes 1998a).

Bu tip matris fonksiyonlar�n�n hipergeometrik matris fonksiyonlar� olarak
adland�r�lmas�n�n nedeni A = [a]1×1 , B = [b]1×1 ve C = [c]1×1 özel durumunda
klasik hipergeometrik fonksiyonlar�na indirgenmesidir. Hipergeometrik matris
fonksiyonlar� A,B ve C Cr×r'de pozitif kararl� matrisler olmak üzere

β(C) > α(A) + α(B)

ko³ulunu sa§l�yor ise |z| = 1 için mutlak yak�nsakt�r. Bununla birlikte, C, Cr×r'de
(2.2.2) ko³ulunu sa§layan bir matris ve CB = BC ise 2F1(A,B;C; z)

z (1− z)Y ′′ − zAY ′ + Y ′ (C − z (B + I)) + AY B = 0, 0 ≤ |z| < 1

ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir çözümüdür (Jódar ve Cortes
1998a).

n, j ∈ N olmak üzere özel olarak A = −nI matrisi için (A)n+j = 0
oldu§undan (2.3.1) e³itli§i

2F1(−nI,B;C; z) =
n∑
k=0

(−nI)k (B)k [(C)k]
−1

k!
zk (2.3.2)

³eklinde olan n. dereceden bir matris polinomudur. Cr×r'deki B ve C matrisleri için

(i) CB = BC,

(ii) B ve C −B pozitif kararl�,

(iii) ∀n ≥ 0 do§alsay�s� için C + nI tersinir
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ko³ullar�n� sa§l�yor ise her n için

2F1(−nI,B;C; z) = Γ (C −B + nI) Γ−1 (C + nI) Γ−1 (C −B) Γ (C)

ba§�nt�s�n� gerçekler. Ayr�ca, B,C ∈ Cr×r matrisleri için B pozitif kararl�, CB = BC
ve

∀k ≥ 0 tam say�s� için C + kI ve C −B + kI matrisleri tersinir

ise |z| < 1 ve n = 0, 1, . . . için

2F1(−nI,B;C; z) = (1− z)n 2F1(−nI, C −B;C;
−z

1− z
)

dir (Defez ve Jódar 2002).

2.4. Laguerre Matris Polinomları

A, Cr×r'de her k > 0 tamsay�s� için −k /∈ σ(A) spektral ko³ulunu sa§layan
bir matris ve λ ∈ C için Re (λ) > 0 olmak üzere

xY
′′

+ ((A+ I)− λxI)Y
′
+ λnY = 0 (2.4.1)

ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir çözümü olarak

L(A,λ)
n (x) =

n∑
k=0

(−1)k (A+ I)n [(A+ I)k]
−1 λkxk

k! (n− k)!

ifadesiyle tan�mlan�r (Jódar vd 1994).

Bu tip matris polinomlar�n�n Laguerre matris polinomlar� olarak
adland�r�lmas�n�n nedeni A = [α]1×1 özel durumunda klasik Laguerre polinomalar�na
indirgenmesidir. Laguerre matris polinomlar�, (0,∞) aral�§�nda w (x, λ) =
exp (−xλ) a§�rl�k fonksiyonuna göre∫ ∞

0

exp (−xλ)L(A,λ)
n (x)L(A,λ)

s (x) =

{
0 , n 6= s

λ−A−I

n!
Γ (A+ (n+ 1) I) , n = s

ortogonallik özelli§ini gerçekler. Ayr�ca, Laguerre matris polinomlar�

(1− t)−(A+I) exp

(
−λxt
1− t

)
=
∞∑
n=0

L(A,λ)
n (x) tn, t ∈ C, |t| < 1, x ∈ C

fonksiyonu taraf�ndan üretilir,

L(A,λ)
n (x) =

x−A exp (λx)

n!
Dn
[
xA+nI exp (−λx)

]
, n ≥ 0 (2.4.2)
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Rodrigues formülünü ve

(n+ 1)L
(A,λ)
n+1 (x) + [xI − (A+ (2n+ 1) I)]L(A,λ)

n (x) + (A+ nI)L
(A,λ)
n−1 (x) = 0

(2.4.3)
üç terimli rekürans ba§�nt�s�n� sa§lar (Jódar vd 1994).

Ayr�ca, Laguerre matris polinomlar�

∞∑
n=0

(n+ k)!

k!n!
L
(A,λ)
n+k (x) tn = (1− t)−(A+(k+1)I) exp

(
−λxt
1− t

)
L
(A,λ)
k

(
x

1− t

)
üreteç fonksiyonu sa§lar ve

∞∑
n=0

[(A+ I)n]−1 L(A,λ)
n (x) tn = exp (t)0 F1 (−;A+ I;−λxt) ,

∞∑
n=0

n!Γ−1 (A+ (n+ 1) I)L(A,λ)
n (x)L(A,λ)

n (y) tn

= (1− t)−(A+I) exp

(
−λ (x+ y) t

1− t

)
0F1

(
−;A+ I;

λ2xyt

(1− t)2

)
hipergeometrik matris fonksiyonlar� cinsinden ifadeleri vard�r (Jódar ve Sastre 1998).

Laguerre matris polinomlar� ile Hermite matris polinomlar� aras�nda A,
Cr×r'de

∀z ∈ σ (A) için Re (z) > −1

2

spektral ko³ulunu sa§layan bir matris olmak üzere

n∑
k=0

xk

k!

(
λI − 1

2
A

)k
L
(A+kI,λ)
n−k (x)

=
(−1)n Γ (A+ (n+ 1) I) Γ−1

(
A+ 1

2
I
)

√
π (2n)!

∫ 1

−1

(
1− t2

)(A−(1/2)I)
H2n

(
t
√
x,A

)
dt

ba§�nt�s� vard�r (Jódar ve Defez 1998). Bu ba§�nt� yard�m�yla

Π(A,λ)
n (x) = λ(A+I)/2Γ (n+ 1) Γ−1 (A+ (n+ 1) I)1/2 L(A,λ)

n (x)

olarak tan�mlanan normalle³tirilmi³ Laguerre matris polinomlar�n�n asimptotik
ifadesi incelenmi³tir (Jódar ve Sastre 2000). Laguerre matris polinomlar�n�n ba³ka
asimptotik ifadeleri de ara³t�r�lmaktad�r (Sastre ve Jódar 2006, Sastre ve Defez
2006). Ayr�ca, bu matris polinomlar�

n∑
k=0

L
(A,λ)
k (x) = L(A+I,λ)

n (x)

fonksiyonel e³itli§ini sa§lar (Sastre vd 2006).
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Çekim ve Alt�n, Laguerre matris polinomlar�n�n

n∑
k=0

(A+ (k + 1) I)n−k
k!

L
(A,λ)
k (x)

tk

(1− t)k
= (1− t)n L(A,λ)

n (xt)

toplam formülünü, C, Cr×r'de herhangi bir matris olmak üzere

∞∑
n=0

(C)n [(A+ I)]−1 L(A,λ)
n (x) tn = (1− t)−C 1F1

(
C;A+ I;

−λxt
1− t

)
,

∞∑
n=0

L
(A+nI,λ)
n (x)

n!
tn = exp (t)L(A,λ)

n (λx− t)

üreteç fonksiyonlar�n� ve A, Cr×r'de ∀z ∈ σ (A) için Re (z) > −1 ko³ulunu sa§layan
bir matris olmak üzere

lim
s→∞

P (A,Is)
n

(
1− 2xλs−1

)
= L(A,λ)

n (x)

limit gösterimini sa§lad�§�n� göstermi³lerdir (Çekim ve Alt�n 2013). Burada,
P

(A,B)
n (z) Jacobi matris polinomlar�d�r (Defez ve Jódar 2004).

2.5. Chebyshev Matris Polinomları

A, Cr×r'de her z ∈ σ (A) için 0 < Re (z) < 1 spektral ko³ulunu sa§layan bir
matris olmak üzere herhangi n ≥ 0 tam say�s� için n. dereceden I. tip Chebyshev
matris polinomlar�

Tn (x,A) =
n∑
k=0

(−1)k n (n+ k − 1)!

2kk! (n− k)!
Γ (A) Γ−1 (A+ kI) (1− x)k

ya da hipergeometrik matrix fonksiyonlar� ile

Tn (x,A) = 2F1

(
−nI, nI;A;

1− x
2

)
e³itli§i ile tan�mlan�r (Defez ve Jódar 2002).

Özel olarak r = 1 için A = 1
2
al�n�rsa Tn

(
x, 1

2

)
Tn (x) =

n∑
k=0

(−1)k 2kn (n+ k − 1)!

(2k)! (n− k)!
(1− x)k

olarak bilinen klasik I. tip Chebyshev polinomlar�na indirgenir.

n. dereceden I. tip Chebyshev matris polinomlar�,(
1− x2

)
T
′′

n (x,A) + (−2A+ (1− x) I)T
′

n (x,A) + n2Tn (x,A) = 0, − 1 < x < 1
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ikinci dereceden matris diferensiyel denklemini,

Tn (x,A) =
(−1)n

2n
[(A)n]−1 (1 + x)A (1− x)I−ADn

[
(1 + x)−A (1− x)A−I

(
1− x2

)n]
Rodrigues formülünü ve∫ 1

−1
(1− x)A−I (1 + x)−A Tn (x,A)Tm (x,A) dx

=


0 ;n 6= m

Γ (I − A) Γ (A) ;n = m = 0
1
2
Γ (−A+ (n+ 1) I) Γ2 (A) Γ−1 (A+ nI) ;n = m 6= 0

ortogonallik özelliklerini sa§lar (Defez ve Jódar 2002).

A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere herhangi n ≥ 0 tam say�s�
için n. dereceden II. tip Chebyshev matris polinomlar�

Un (x,A) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k (n− k)!
(
x
√

2A
)n−2k

k! (n− 2k)!

e³itli§i ya da Hermite matris polinomlar� cinsinden

Un (x,A) =
1

n!

∞∫
0

e−ttnHn

(
x,

1

t
, A

)
dt (2.5.1)

integral gösterimi ile tan�mlan�r (Batahan 2006).

n. dereceden II. tip Chebyshev matris polinomlar�

∞∑
n=0

Un (x,A) tn =
(
I − xt

√
2A+ t2I

)−1
,

∥∥∥xt√2A− t2I
∥∥∥ < 1

fonksiyonu taraf�ndan üretilir ve n ≥ 1 için

Un+1 (x,A)− x
√

2AUn (x,A) + Un−1 (x,A) = 0

üç terimli rekürans ba§�nt�s�n� sa§lar (Alt�n ve Çekim 2012a).

Bu tez çal�³mas�nda II. tip Chebyshev matris polinomlar� ele al�nacak ve
sa§lad�§� ikinci dereceden matris diferansiyel denklemi ile birlikte baz� operatör
formülleri elde edilecektir.

2.6. Humbert Matris Polinomları
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Humbert matris polinomlar� ile ilgili ilk çal�³ma Akta³ vd taraf�ndan
2011 y�l�nda çok de§i³kenli Humbert polinomlar�n�n matris geni³lemesi konusunda
yap�lm�³t�r. Çok de§i³kenli Humbert matris polinomlar�

r∏
i=1

{
(ci −mixit+ yit

mi)−Ai
}

=
∞∑
n=0

P (A1,...,Ar)
n (m,x, y, c) tn (2.6.1)

ifadesiyle tan�mlan�r. Burada i = 1, 2, . . . r için Ai ∈ Cr×r, |mixit− yitmi | < |ci| ,
x = (x1, . . . xr) , y = (y1, . . . yr) , c = (c1, . . . cr) , m = (m1, . . .mr) ko³ullar�n� sa§lar.
(2.6.1) ba§�nt�s�nda verilen matris üreteç fonksiyonu kullan�larak çok de§i³kenli
Humbert matris polinomlar�n�n

P (A1,...Ar)
n (m,x, y, c)

=
∑

m1k1+...mrkr+n1+...nr=n

r∏
p=1

(Ap)np+kp c
−Ap−(np+kp)I
p

np!kp!
mnp
p (−1)kp xnpp y

kp
p


aç�k gösterimini,

Λµ,υ (z;w) =
∞∑
k=0

akΩµ+υk (z)wk

için

Θn,p,µ,υ (x, y; z; ζ) =

[n/p]∑
k=0

akP
(A1,...,Ar)
n−pk (m,x, y, c) Ωµ+υk (z) ζk

olmak üzere
∞∑
n=0

Θn,p,µ,υ

(
x, y; z;

η

tp

)
tn =

r∏
i=1

{
(ci −mixit+ yit

mi)−Ai
}

Λµ,υ (z; η)

matris üreteç fonksiyonunu ve

Ξn,p
µ,υ,c,m (x, y; z;w) =

[n/p]∑
k=0

akP
(A1+B1,...,Ar+Br)
n−pk (m,x, y, c) Ωµ+υk (z)wk

için

n∑
k=0

[k/p]∑
l=0

alP
(A1,...,Ar)
n−k (m,x, y, c)P

(B1,...,Br)
k−pl (m,x, y, c) Ωµ+υl (z)wl = Ξn,p

µ,υ,c,m (x, y; z;w)

ba§�nt�s�n� sa§lad�§� ispatlanm�³t�r (Akta³ vd 2011).

Özel olarak r = 1 al�n�rsa (2.6.1) ba§�nt�s�ndan, genelle³tirilmi³ Humbert
matris polinomlar�n�n (G-HMP)

F (x, y, t, c, A) = (c−mxt+ ytm)−A =
∞∑
n=0

PA
n (m,x, y, c) tn (2.6.2)
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üreteç fonksiyonu elde edilir.

Bu tez çal�³mas�nda (2.6.2)'deki üreteç fonksiyonu ile tan�mlanan
genelle³tirilmi³ Humbert matris polinomlar�n�n sa§lad�§� rekürans ba§�nt�lar�, bir
matris diferansiyel denklemi ve bir integral gösterimi elde edilecektir.

2.7. Gegenbauer Matris Polinomları

A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere Gegenbauer matris
polinomlar�

∞∑
n=0

CA
n (x) tn =

(
1− 2xt+ t2

)−A
,

∣∣2xt− t2∣∣ < 1

biçiminde tan�mlan�r (Sayyed vd 2004).

Bu tip matris polinomlar�n�n Gegenbauer matris polinomlar� olarak
adland�r�lmas�n�n nedeni A = [α]1×1 özel durumunda klasik Gegenbauer
polinomlar�na indirgenmesidir. Gegenbauer matris polinomlar�

CA
n (x) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k (A)n−k (2x)n−2k

k! (n− 2k)!
,

CA
n (x) =

[n2 ]∑
k=0

(2A)n

[(
A+ I

2

)
k

]−1
k! (n− 2k)!22k

(
x2 − 1

)k
xn−2k

e³itliklerini ve

CA
n (x) =

(2A)n
n!

2F1

(
−nI, 2A+ nI;A+

I

2
;
1− x

2

)
,

CA
n (x) =

(2x)n (A)n
n!

2F1

(
−nI

2
,
(1− n) I

2
; I − A− nI;

1

x2

)
,

CA
n (x) =

(2A)n
n!

(x− 1)n 2F1

(
−nI, I

2
− A− nI;−2A− (2n− 1) I;

2

1− x

)
hipergeometrik matris fonksiyonu gösterimlerini sa§larlar (Sayyed vd 2004, Alt�n ve
Çekim 2013). Ayr�ca, Gegenbauer matris polinomlar�∑

n≥0

[(A)n]−1CA
n (x) tn = exp (xt) 0F1

(
−;A+

I

2
;
t2 (x2 − 1)

4

)
,

∑
n≥0

(n+ k)!

k!n!
CA
n+k (x) tn = ρ−(2A+nI)CA

k

(
x− t
ρ

)
(2.7.1)

ve ∑
n≥0

CA
n (x) 2F1 (−nI, γI; 2A; y) tn (2.7.2)

= ρ2γI−2A
(
ρ2 + xyt− yt2

)−γ
2F1

(
γI

2
,
(γ + 1) I

2
;A+

I

2
;

(yt)2 (x2 − 1)

(ρ2 + xyt− yt2)2

)
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matris fonksiyonlar� taraf�ndan da üretilir (Khammash 2009). Burada ρ =

(1− 2xt+ t2)
1/2'dir. Bununla birlikte, Gegenbauer matris polinomlar� için

CA
n (x) =

n∑
k=0

(A)n−k (A)k
k! (n− k)!

(
x+
√
x2 − 1

)n−k (
x−
√
x2 − 1

)
toplamsal gösterimi vard�r (Alt�n ve Çekim 2013).

Shehata, iki de§i³kenli Gegenbauer matris polinomlar�n� A, Cr×r'de pozitif
kararl� bir matris olmak üzere

∞∑
n=0

CA
n (x, y) tn =

(
1− 2xt+ yt2

)−A
,

∣∣2xt− yt2∣∣ < 1

üreteç fonksiyonu ile tan�mlayarak,

(n+ 1)CA
n+1 (x, y)− 2x (A+ nI)CA

n (x, y) + y [2A+ (n− 1) I]CA
n−1 (x, y) = 0

üç terimli rekürans ba§�nt�s� ve[(
y − x2

) ∂2

∂x2
− (2A+ I)x

∂

∂x
+ n (2A+ nI)

]
CA
n (x) = 0

matris diferansiyel denklemi gibi baz� temel özelliklerini incelemi³tir (Shehata
2012b).

2.8. Pincherle Matris Polinomları

A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere Pincherle matris polinomlar�

∞∑
n=0

hAn (x) tn =
(
1− 3xt+ t3

)−A
,

∣∣3xt− t3∣∣ < 1

üreteç fonksiyonu ile tan�mlan�r (Khammash ve Shehata 2012a). Bu tip matris
polinomlar�

hAn (x) =

[n3 ]∑
k=0

(−1)k (A)n−2k (3x)n−3k

k! (n− 3k)!

e³itli§ini ve

(n+ 1)hAn+1 (x)− 3x (A+ nI)hAn (x) + [3A+ (n− 2) I]hAn−2 (x) = 0

üç terimli rekürans ba§�nt�s�n� gerçekler. Ayr�ca, Pincherle matris polinomlar� ile
Hermite matris polinomlar� aras�nda

hAn (x) =
Γ−1 (A)

n!

∫ ∞
0

exp (−t) tA+(n−1)IHn

(
x
√

3
(√

A
)−1

,
1

t2
, A

)
dt

integral gösterimi vard�r (Khammash ve Shehata 2012a).
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3. BULGULAR

3.1. Hermite Matris Polinomlarının Sağladığı Özellikler

Bu bölümde, Hermite matris polinomlar� için çarp�m ve toplam formülleri
ispatlanacakt�r. Ayr�ca hipergeometrik matris fonksiyonlar� cinsinden ifadeleri ve
sa§lad�§� üreteç fonksiyonu elde edilecektir. Bu özelliklerin önemli bir k�sm� Karg�n
ve Kurt taraf�ndan bir makalede verilmi³tir (Karg�n ve Kurt 2013). Bölüm boyunca
A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olarak al�nacakt�r.

Önerme 3.1.1 Hermite matris polinomlar� a³a§�daki çarp�m ve toplam formüllerini
sa§lar.

Hn (µx,A) = µn
[n2 ]∑
k=0

n!

k! (n− 2k)!

(
1− 1

µ2

)k
Hn−2k (x,A) , (3.1.1)

(λ2 + µ2)
n
2Hn

(
λz1 + µz2

(λ2 + µ2)
1
2

, A

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)
λkµn−kHk (z1, A)Hn−k (z2, A) . (3.1.2)

Burada λ, µ ∈ C'dir.

�spat. (2.1.2)'de t yerine t
µ
, x yerine µx al�n�rsa

∞∑
n=0

Hn (µx,A)

µn
tn

n!
= exp

(
xt
√

2A− t2

µ2
I

)
= exp

(
xt
√

2A− t2I + t2I − t2

µ2
I

)
=

[
∞∑
n=0

Hn (x,A)
tn

n!

][
∞∑
n=0

(
1− 1

µ2

)n
tn

n!

]
elde edilir. (2.0.7) ba§�nt�s� kullan�l�p tn

n!
terimlerinin katsay�lar� kar³�la³t�r�ld�§�nda

(3.1.1)'deki Hermite matris polinomlar� için çarp�m formülü elde edilir. (3.1.2)
ba§�nt�s� da benzer ³ekilde ispatlan�r.

Sonuç 3.1.2 Hermite matris polinomlar� a³a§�daki e³itlikleri gerçekler.

2
n
2Hn

(
z1 + z2√

2
, A

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)
Hk (z1, A)Hn−k (z2, A) , (3.1.3)

2
n
2Hn

(√
2x,A

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)
Hk (x,A)Hn−k (x,A) , (3.1.4)

2
n
2Hn (x+ y, A) =

n∑
k=0

(
n
k

)
Hk

(√
2x,A

)
Hn−k

(√
2y, A

)
. (3.1.5)
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(3.1.5) e³itli§i, klasik Hermite polinomlar�n�n sa§lad�§� Runge toplama
formülünün (Runge 1914) matris geni³lemesidir. Ayr�ca (3.1.5) ba§�nt�s� Alt�n ve
Çekim taraf�ndan farkl� bir yolla ispatlanm�³t�r (Alt�n ve Çekim 2012b).

Önerme 3.1.3 Hermite matris polinomlar�

Hn (x,A)Hm (x,A) = m!n!

min(m,n)∑
k=0

2kHm+n−2k (x,A)

(m− k)! (n− k)!k!
(3.1.6)

ve x 6= y için

n∑
m=0

√
2AHm (x,A)Hm (y, A)

2m+1m!
=
Hn+1 (y, A)Hn (x,A)−Hn+1 (x,A)Hn (y, A)

2n+1n! (y − x)

(3.1.7)
ba§�nt�lar�n� sa§lar.

�spat. (2.1.2) ba§�nt�s� kullan�larak

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn (x,A)Hm (x,A)
un

n!

vm

m!
= exp

(√
2Ax (u+ v)− (u+ v)2 + 2uv

)
=

∞∑
N=0

∞∑
M=0

∑
r+s=N

2MHr+s (x,A)

r!s!M !
uM+rvM+s+r

elde edilir. N = 0, 1, 2, 3, . . . için r = m − N , s = n − N al�n�rsa, r, s ≥ 0'd�r ve
N de§erleri 0, 1, 2, . . . ,min (m,n) aras�nda de§er al�r. Buradan un

n!
vm

m!
terimlerinin

katsay�lar� kar³�la³t�r�ld�§�nda istenen elde edilir. (3.1.7)'in ispat� için (2.1.3)
ba§�nt�s�

x
√

2AHm (x,A) = Hm+1 (x,A) + 2mHm−1 (x,A)

ve
y
√

2AHm (y, A) = Hm+1 (y, A) + 2mHm−1 (y, A)

olarak yaz�l�r. Birinci denklem Hm (y, A) ile, ikinci denklem Hm (x,A) ile çarp�l�p
taraf tarafa farklar� al�n�rsa

√
2A (y − x)Hm (x,A)Hm (y, A)

= Hm+1 (y, A)Hm (x,A) + 2mHm−1 (y, A)Hm (x,A)

−Hm+1 (x,A)Hm (y, A)− 2mHm−1 (x,A)Hm (y, A)

elde edilir. Yukar�daki e³itli§in her iki taraf� 2m+1m! ile bölünüp ve m = 0, 1, . . . , n
üzerinden toplam al�nd�§�nda ilk n terim sadele³ir. Buradan istenen elde edilir.

Özel olarak (3.1.6)'da A = [2]1×1 al�n�rsa, klasik Hermite polinomlar� için
Feldheim ba§�nt�s� elde edilir.
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Önerme 3.1.4
∥∥∥xt√2A

∥∥∥ < 1 olmak üzere

∞∑
n=0

(c)nHn (x,A)

n!
tn =

(
I − xt

√
2A
)−c

2F0

(
cI

2
,
(c+ 1) I

2
;−;−4t2

(
I − xt

√
2A
)−2)

(3.1.8)
dir. Burada c ∈ Z+' d�r.

�spat. E³itli§in sol taraf�na (2.1.1) ba§�nt�s� yaz�l�p (2.0.7) ba§�nt�s� göz önüne
al�n�rsa

∞∑
n=0

(c)nHn (x,A)

n!
tn =

∞∑
n=0

[n2 ]∑
k=0

(−1)k (c)n

(
x
√

2A
)n−2k

k! (n− 2k)!
tn

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−1)k (c+ 2k)n (c)2k

(
xt
√

2A
)n
t2k

k!n!

elde edilir. Bu durumda, (2.0.5) ba§�nt�s� ve

(c)2k = 22k
( c

2

)
k

(
c+ 1

2

)
k

(3.1.9)

özelli§inden istenen sonuç elde edilir.

Önerme 3.1.5 Hermite matris polinomlar�n�n hipergeometrik matris fonksiyonlar�
cinsinden ifadesi

Hn (x,A) =
(
x
√

2A
)n

2F0

(
−nI

2
,
(1− n) I

2
;−;
−2A−1

x2

)
, |x| >

√
2 ‖A‖

(3.1.10)
d�r.

�spat. (2.1.1) ba§�nt�s�nda

n!

(n− 2k)!
I = (−nI)2k = 22k

(
−nI

2

)
k

(
(1− n) I

2

)
k

oldu§u kullan�l�p gerekli i³lemler yap�l�rsa istenen sonuç ispatlan�r.

Teorem 3.1.6 k ∈ Z+ için Hermite matris polinomlar�n�n di§er bir üreteç
fonksiyonu

∞∑
n=0

Hn+k (x,A)
tn

n!
= exp

(
xt
√

2A− t2I
)
Hk

xI −(√A

2

)−1
t, A

 (3.1.11)

d�r.
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�spat. k ∈ Z+ için

∞∑
k=0

∞∑
n=0

Hn+k (x,A)
tn

n!

uk

k!
=

∞∑
n=0

Hn (x,A)
(t+ u)n

n!

= exp
(√

2Ax (t+ u)− (t+ u)2
)

= exp
(
xt
√

2A− t2
) ∞∑
k=0

Hk

x−(√A

2

)−1
t, A

 uk

k!

dir. Her iki tarafta uk

k!
terimlerinin katsay�lar� kar³�la³t�r�ld�§�nda istenen sonuç elde

edilir.

(3.1.11) denkleminin bir uygulamas� olarak a³a§�daki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.1.7 |t| < 1
2
olmak üzere Hermite matris polinomlar�n�n bilineer üreteç

fonksiyonu

∞∑
n=0

Hn (x,A)Hn (y, A)
tn

n!
=
(
1− 4t2

)− 1
2 exp

(
2A (xyt− (x2 + y2) t2)

1− 4t2

)
(3.1.12)

dir.

�spat. (2.0.7) ve (3.1.11) ba§�nt�lar� kullan�ld�§�nda

∞∑
n=0

Hn (x,A)Hn (y, A)
tn

n!
=

∞∑
n=0

[n2 ]∑
k=0

(−1)k
(
x
√

2A
)n−2k

Hn (y, A) tn

k! (n− 2k)!

=
∞∑
k=0

exp (2Axyt− 2Ax2t2)H2k (y − 2xt, A) (−1)k t2k

k!

elde edilir. Yukar�daki seride

H2k (y − 2xt, A) =
k∑
s=0

(−1)s (2k)! (y − 2xt)2k−2s
(√

2A
)2k−2s

s! (2k − 2s)!

e³itli§i ve

(2k)! = (1)2k = 22kk!

(
1

2

)
k

ifadesi kullan�larak

∞∑
n=0

Hn (x,A)Hn (y, A)
tn

n!
=
(
1− 4t2

)− 1
2 exp

(
2Axyt− 2Ax2t2

)
exp

(
−2At2 (y − 2xt)2

1− 4t2

)
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bulunur. Üstel çarpanlar düzenlendi§inde istenen sonuç elde edilir.

(3.1.12) denkleminde t yerine t
2
al�n�rsa, Jódar ve Defez taraf�ndan ispatlanan

(41) denkleminin farkl� bir ispat� verilmi³ olur (Jódar ve Defez 1996).

Önerme 3.1.4'e (3.1.11) denklemi uygulan�rsa Hermite matris polinomlar� için
a³a§�daki bilateral üreteç fonksiyonu elde edilir.

Teorem 3.1.8 Hermite matris polinomlar� a³a§�daki bilateral üreteç fonksiyonunu
gerçekler.

∞∑
n=0

2F0 (−nI, cI;−; y)Hn (x,A)
tn

n!

= exp
(
xt
√

2A− t2
)(

I + xyt
√

2A− 2yt2I
)−c

× 2F0

(
cI

2
,
(c+ 1) I

2
;−;−4y2t2

(
I + xyt

√
2A− 2yt2I

)−2)
.

Burada
∥∥∥2yt2I − xyt

√
2A
∥∥∥ < 1 ve c ∈ Z+'d�r.

Bu ba§�nt�n�n özel olarak A = [2]1×1 için ispat� verilmi³tir (Brafman 1957).

3.2. Genelleştirilmiş Hermite Matris Polinomları

Bu bölümde genelle³tirilmi³ iki indisli Hermite matris polinomlar�
tan�mlanarak sa§lad�§� temel özellikler incelenecektir. Özel durumda Hermite matris
polinomlar� için Burchnall operatör formülü ve Nielsen ba§�nt�s� ispatlanacakt�r.

Tan�m 3.2.1 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere Hn,m (x,A) iki indisli
Hermite matris polinomlar�

F (x, u, v, A) = exp

(√
A

2
x (u+ v)− uv

)

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn,m (x,A)
un

n!

vm

m!
, |u| <∞, |v| <∞ (3.2.1)

üreteç fonksiyonu ile tan�mlan�r.

Buradan

exp

(√
A

2
x (u+ v)− uv

)
=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

∞∑
k=0

(−1)k
(
x

√
A

2

)n+m
un+kvm+k

k!n!m!
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dir ve (2.0.8)'den

exp

(√
A

2
x (u+ v)− uv

)
=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

min(m,n)∑
k=0

(−1)k
(
m
k

)(
n
k

)
k!

(
x

√
A

2

)m+n−2k
unvm

n!m!

(3.2.2)
elde edilir. (3.2.1) ve (3.2.2) ba§�nt�lar�nda unvm

n!m!
terimlerinin katsay�lar�

kar³�la³t�r�ld�§�nda iki indisli Hermite matris polinomlar�n�n

Hn,m (x,A) =

min(m,n)∑
k=0

(−1)k
(
m
k

)(
n
k

)
k!

(
x

√
A

2

)m+n−2k

(3.2.3)

aç�k ifadesi bulunur. (3.2.3) ba§�nt�s�ndan Hn,m (x,A) derecesi m + n olan bir
matris polinomu ve Hn,m (x,A) = Hm,n (x,A) oldu§u görülür. Ayr�ca, m = 0 için

Hn,0 (x,A) =
(
x
√

A
2

)n
'dir. (3.2.3) e³itli§inden

Hn,m (0, A) =

{
0 ;m 6= n

(−1)n n!I ;m = n
(3.2.4)

ve her m ≥ 1 tamsay�s� için

H1,m (x,A) =

(
x

√
A

2

)m+1

−m

(
x

√
A

2

)m−1

(3.2.5)

dir.

Hn,m (x,A)' n�n birkaç terimi a³a§�da verilmi³tir.

Hn,m (x,A) m = 1 m = 2

n = 1
(
x
√

A
2

)2
− I

(
x
√

A
2

)3
− 2

(
x
√

A
2

)
n = 2

(
x
√

A
2

)3
− 2

(
x
√

A
2

) (
x
√

A
2

)4
− 4

(
x
√

A
2

)2
+ 2I

n = 3
(
x
√

A
2

)4
− 3

(
x
√

A
2

) (
x
√

A
2

)5
− 6

(
x
√

A
2

)3
+ 6

(
x
√

A
2

)
(3.2.3)'den, Hn,m (x,A)'n�n

Hn,m (−x,A) = (−1)n+mHn,m (x,A)

simetri formülünü sa§lad�§� kolayl�kla görülür. Bu durumda, Hn,m (x,A) , n+m'nin
tek ya da çift olma durumuna göre tek ya da çift fonksiyondur. (3.2.1) ba§�nt�s�nda
u = v al�n�rsa (2.1.2)'den

Hn (x,A) =
n∑

m=0

(
n
m

)
Hn−m,m (x,A) (3.2.6)

elde edilir.
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�imdi, (3.2.1) matris serisinin |x| < a karma³�k bölgesinde sabit u ve v
de§erleri için düzgün yak�nsakl�§�n� inceleyelim. (3.2.3)'de 2-norm al�nd�§�nda

‖Hn,m (x,A)‖ ≤ Hn,m

(
a

∥∥∥∥∥
√
A

2

∥∥∥∥∥
)

olur. Burada, Hn,m (x)

Hn,m (x) =

min(m,n)∑
q=0

(−1)q q!
(
m
q

)(
n
q

)
xm+n−2q

ifadesi ile verilen klasik iki indisli Hermite polinomudur. Ayr�ca,

exp

(∥∥∥∥∥
√
A

2

∥∥∥∥∥ a |u+ v|+ |u| |v|

)
=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn,m

(
a

∥∥∥∥∥
√
A

2

∥∥∥∥∥
)
|u|n

n!

|v|m

m!

oldu§undan (3.2.1) matris serisi x'e göre terim terime türevlenebilirdir. Bu
durumda, (3.2.1) ba§�nt�s�nda x'e göre türev al�n�p, uygun indis de§i³iklikleri
yap�ld�§�nda

d

dx
Hn,m (x,A) =

√
A

2
[nHn−1,m (x,A) +mHn,m−1 (x,A)]

bulunur. Buradan yukar�daki e³itli§e tümevar�m uygulanarak a³a§�daki önerme elde
edilir.

Önerme 3.2.2 n,m ≥ 0 için Hn,m (x,A)'n�n türev formülü

ds

dxs
Hn,m (x,A) = s!

(√
A

2

)s s∑
r=0

(
n
s−r

)(
m
r

)
Hn−s+r,m−r (x,A) (3.2.7)

d�r.

Önerme 3.2.3 �ki indisli Hermite matris polinomlar�

Hn+1,m (x,A) = x

√
A

2
Hn,m (x,A)−mHn,m−1 (x,A) , (3.2.8)

Hn,m+1 (x,A) = x

√
A

2
Hn,m (x,A)− nHn−1,m (x,A) , (3.2.9)

(n−m)Hn,m (x,A) = x

√
A

2
(Hn+1,m (x,A)−Hn,m+1 (x,A)) (3.2.10)

rekürans ba§�nt�lar�n� sa§lar.
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�spat. (3.2.1)'de u de§i³kenine göre türev al�n�rsa

∂

∂u
F (x, u, v, A) =

(
x

√
A

2
− v

)
F (x, u, v, A)

elde edilir. Buradan

∞∑
n=1

∞∑
m=0

nHn,m (x,A)
un−1

n!

vm

m!

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

x

√
A

2
Hn,m (x,A)

un

n!

vm

m!
−
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn,m (x,A)
un

n!

vm+1

m!

bulunur. Uygun indis de§i³iklikleri ile (3.2.8) ba§�nt�s� elde edilir. (3.2.9)
ba§�nt�s�n�n ispat� için (3.2.1) ba§�nt�s�nda v de§i³kenine göre türev al�narak
benzer ispat yöntemi uygulan�r. Son olarak (3.2.10) ba§�nt�s�, (3.2.8) ve (3.2.9)
ba§�nt�lar�n�n taraf tarafa fark� al�narak elde edilir.

Önerme 3.2.4 �ki indisli Hermite matris polinomlar� için

Hn,m (µx,A) = µm+n

min(n,m)∑
k=0

(
n
k

)(
m
k

)
k!

(
1− 1

µ2

)k
Hn−k,m−k (x,A) (3.2.11)

çarp�m formülü ve

(
λ2 + µ2

)n+m
2 Hn,m

 λz1 + µz2(
λ2 + µ2

) 1
2

, A

 = λm+n
n∑
k=0

m∑
l=0

(
n
k

)(
m
l

) (µ
λ

)k+l
(3.2.12)

×Hn−k,m−l (z1, A)Hk,l (z2, A)

toplam formülü vard�r. Burada λ, µ ∈ C'dir.

�spat. (3.2.1)'de x yerine µx, u yerine u
µ
, v yerine v

µ
al�n�rsa,

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn,m (µx,A)

µm+n

un

n!

vm

m!
= exp

(√
A

2
x (u+ v)− uv

µ2

)

= exp

(√
A

2
x (u+ v)− uv + uv − uv

µ2

)

bulunur. Yukar�daki ba§�nt�da (2.0.8) kullan�larak e³itli§in her iki taraf�ndan un

n!
vm

m!

terimlerinin katsay�lar� kar³�la³t�r�ld�§�nda (3.2.11) elde edilir. (3.2.12) ba§�nt�s� da
benzer ³ekilde ispatlan�r.
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Sonuç 3.2.5 �ki indisli Hermite matris polinomlar� a³a§�daki e³itlikleri gerçekler.

2
n+m

2 Hn,m

(√
2x,A

)
=

n∑
k=0

m∑
l=0

(
n
k

)(
m
l

)
Hn−k,m−l (x,A)Hk,l (x,A) ,

2
n+m

2 Hn,m (x+ y, A) =
n∑
k=0

m∑
l=0

(
n
k

)(
m
l

)
Hn−k,m−l

(√
2x,A

)
Hk,l

(√
2y, A

)
,

2
n+m

2 Hn,m (x,A) =
n∑
k=0

m∑
l=k

(−1)k k!
(
n
k

)(
m
l

)
Hn−k,m−l

(√
2x,A

)
.

Teorem 3.2.6 �ki indisli Hermite matris polinomlar�n�n operatör formülü

Hn,m (x,A) =

x√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

n(
x

√
A

2

)m

(3.2.13)

dir.

�spat. A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere

exp

−u(√A

2

)−1
d

dx

 ex
√

A
2
v =

∞∑
n=0

(−u)n

n!

(√
A

2

)−n
dn

dxn
ex
√

A
2
v

= ex
√

A
2
v−uv

dir. Her iki taraf ex
√

A
2
u ile çarp�l�p gerekli i³lemler yap�ld�§�nda

∞∑
n=0

∞∑
m=0

x√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

n(
x

√
A

2

)m
un

n!

vm

m!
=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn,m (x,A)
un

n!

vm

m!

elde edilir. Yukar�daki ba§�nt�da un

n!
vm

m!
terimlerinin katsay�lar� kar³�la³t�r�ld�§�nda

istenen sonuç elde edilir.

A³a§�daki sonuçta iki indisli Hermite matris polinomlar� için yeni bir rekürans
ba§�nt�s� verilecektir.

Sonuç 3.2.7 �ki indisli Hermite matris polinomlar�

Hn+r,m (x,A) =

x√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

n

Hr,m (x,A)

rekürans ba§�nt�s�n� sa§lar.
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�spat. (3.2.13) kullan�larak kolayca ispatlan�r.

Teorem 3.2.8 n,m ≥ 0 için iki indisli Hermite matris polinomlar� için Rodrigues
formülü

Hn,m (x,A) = e
A
4
x2 (−1)n

(√
A

2

)m−n
dn

dxn

[
e−

A
4
x2xm

]
(3.2.14)

d�r.

�spat. Tümevar�m ilex√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

n

[f (x) g (x)] = e
A
4
x2 (−1)n

(√
A

2

)−n
dn

dxn

[
e−

A
4
x2f (x) g (x)

]
(3.2.15)

e³itli§i elde edilebilir. (3.2.15) e³itli§inde f (x) =
(
x
√

A
2

)m
, g (x) = 1 al�narak

Teorem 3.2.6 kullan�l�rsa istenilen sonuç elde edilir.

Bu ba§�nt�dan, iki indisli Hermite matris polinomlar�,

Hγ
n (x, α, p) = (−1)n x−αepx

γ dn

dxn
(
xαe−px

γ)
.

olarak tan�mlanan genelle³tirilmi³ Gould-Hopper Hermite polinomlar�n�n (Gould
1962) matris benzerleri için bir alt s�n�f olu³turur. Gerçekten γ = 2, α = m ve
p = A

4
al�n�rsa

Hn,m (x,A) = xm

(√
A

2

)m−n

H2
n

(
x,m,

A

4

)
elde edilir.

Bir sonraki önermede, iki indisli Hermite matris polinomlar�n�n çarp�mlar�n�n
a§�rl�kl� toplamlar�n� içeren bir formül verilecektir.

Önerme 3.2.9 n,m ≥ 0 olmak üzere iki indisli Hermite matris polinomlar� için

Hn+r,m (x,A) = (−1)n
n,k,s∑
k,s,l=0

(√
A

2

)s−m−k

s!
(
n
k

)(
s
k

)(
r
s−l

)(
m
l

)
(m)n−k

× xk

xm+n
Hn−k,m (x,A)Hr−s+k,m−l (x,A)

Nielsen ba§�nt�s� sa§lan�r.
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�spat. g (x) =
(
x
√

A
2

)m
için (3.2.15) ba§�nt�s�na Leibniz formülü uygulan�p (3.2.14)

ba§�nt�s� kullan�ld�§�ndax√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

n [
f (x)

(
x

√
A

2

)m]

=
n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)(√A

2

)−k
Hn−k,m (x,A)

dk

dxk
[f (x)]

bulunur. Yukar�daki ba§�nt�da da f (x) =
(
x
√

A
2

)−m
Hr,m (x,A) al�n�rsa Sonuç

3.2.7'ten

Hn+r,m (x,A) =
n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)(√A

2

)−k
Hn−k,m (x,A)

dk

dxk

[(
x

√
A

2

)−m
Hr,m (x,A)

]
.

elde edilir. Son olarak, yukar�daki denklemde tekrar Leibnitz formülü uygulanarak
(3.2.7) ba§�nt�s� kullan�l�rsa ispat tamamlan�r.

Teorem 3.2.6'n�n bir uygulamas� olarak a³a§�daki önermeyi verelim.

Önerme 3.2.10 �ki indisli Hermite matris polinomlar�n�n di§er üreteç
fonksiyonlar�

∞∑
n=0

Hn+r,m (x,A)
un

n!
= exp

u
x√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

Hr,m (x,A) , (3.2.16)

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn,m (x,A)Hn,m (y, A)
un

n!

vm

m!
(3.2.17)

= exp

u
x√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

y√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dy

 eyv√A
2

dir ve bu matris polinomlar�

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn,m (x,A)unvm (3.2.18)

=

∞∫
0

exp−t

I − x√A

2
(u+ v) + u

(x√A

2

)2

v +

(√
A

2

)−1
d

dx
− vx d

dx

 dt
matris integral gösterimini gerçekler.
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�spat. (3.2.17) denklemi

W (x, u, v, A) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn+r,m (x,A)
un

n!

vm

m!
(3.2.19)

³eklinde yaz�larak, Sonuç 3.2.7 kulan�l�rsa

W (x, u, v, A) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

un

n!

vm

m!

x√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

n

Hr,m (x,A)

=

 ∞∑
n=0

x√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

n

un

n!

[ ∞∑
m=0

Hr,m (x,A)
vm

m!

]

= exp

u
x√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

 ∞∑
m=0

Hr,m (x,A)
vm

m!

elde edilir. Benzer ³ekilde iki indisli Hermite matris polinomlar�n�n çarp�m�n� içeren
seri

G (x, u, v, A) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Hn,m (x,A)Hn,m (y, A)
un

n!

vm

m!

³eklinde yaz�larak Teorem 3.2.6 kullan�ld�§�nda (3.2.17) ba§�nt�s� elde edilir. (3.2.18)
ba§�nt�s�, (2.0.5) ba§�nt�s� ve Teorem 3.2.6 kullan�larak ispatlan�r.

Teorem 3.2.11 Hermite matris polinomlar� için Burchnall operatör formülü

Hn (x,A) =

x√2A−

(√
A

2

)−1
d

dx

n

(I) (3.2.20)

dir.

�spat. (3.2.13) ba§�nt�s�nda n yerine n−m al�narak her iki taraf
(
n
m

)
ile çarp�l�p m

de§erleri üzerinden 0'dan n'ye kadar toplam al�n�rsa

n∑
m=0

(
n
m

)
Hn−m,m (x,A) =

n∑
m=0

(
n
m

)x√A

2
−

(√
A

2

)−1
d

dx

n−m(
x

√
A

2

)m

=

x√2A−

(√
A

2

)−1
d

dx

n

elde edilir. Bu durumda (3.2.6) ba§�nt�s�ndan istenen sonuç ispatlan�r.

A = [2]1×1 özel durumunda (3.2.20) ba§�nt�s� Burchnall taraf�ndan klasik
Hermite polinomlar� için ispatlanan operatör formülüne indirgenir (Burchnall 1941).
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Sonuç 3.2.12 Hermite matris polinomlar� a³a§�daki rekürans ba§�nt�s�n� sa§lar.

Hn+r (x,A) =

x√2A−

(√
A

2

)−1
d

dx

n

Hr (x,A) .

Teorem 3.2.13 Hermite matris polinomlar� için Nielsen ba§�nt�s�

Hn+r (x,A) =

min(n,r)∑
k=0

(−2)k
(
n

k

)(
r

k

)
k!Hn−k (x,A)Hr−k (x,A) (3.2.21)

d�r.

�spat. Tümevar�m ilex√2A−

(√
A

2

)−1
d

dx

n

[f (x)] =
n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)(√A

2

)−k
Hn−k (x,A)

dk

dxk
[f (x)]

elde edilebilir. Bu durumda, f (x) = Hr (x,A) için

Hn+r (x,A) =
n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)(√A

2

)−k
Hn−k (x,A)

dk

dxk
[Hr (x,A)]

elde edilir. Dolay�s�yla H−1 (x,A) = 0 ve

dk

dxk
Hn (x,A) =

(√
2A
)k n!

(n− k)!
Hn−k (x,A)

oldu§undan (Jódar vd. 1996a) istenen sonuç elde edilir.

A = [2]1×1 özel durumunda (3.2.21) ba§�nt�s� Nielsen taraf�ndan klasik
Hermite polinomlar� için ispatlanan ba§�nt�ya indirgenir (Nielsen 1918).

3.3. Modifiye Laguerre Matris Polinomları

Bu bölümde, modi�ye Laguerre matris polinomlar� olarak adland�raca§�m�z
yeni bir matris polinomu tan�mlanarak sa§lad�§� temel özellikler incelenecektir.

Tan�m 3.3.1 B, Cr×r'de herhangi bir matris ve λ ∈ C için Re (λ) > 0 olsun.
Modi�ye Laguerre matris polinomlar�

G (x, t) = (1− t)−B exp (λxt) =
∞∑
n=0

f (B,λ)
n (x) tn, |t| < 1, x, t ∈ C (3.3.1)

üreteç fonksiyonu ile tan�mlan�r (Karg�n ve Kurt 2014b).
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(2.0.4) ve (2.0.8) ba§�nt�lar� kullan�larak

G (x, t) =
∞∑
n=0

(B)n
n!

tn
∞∑
n=0

λntn

n!

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

(B)n−k λ
kxk

k! (n− k)!
tn

elde edilir. tn terimlerinin katsay�lar� kar³�la³t�r�ld�§�nda f (B,λ)
n (x) matris polinomu

için

f (B,λ)
n (x) =

n∑
k=0

(B)n−k λ
kxk

k! (n− k)!
(3.3.2)

toplamsal gösterimi elde edilir.

Özel olarak A, Cr×r'de her k > 0 tamsay�s� için −k /∈ σ(A) spektral ko³ulunu
sa§layan bir matris olmak üzere B = −A− nI al�n�rsa

(−A− nI)n−k = (−1)n−k (A+ I)n [(A+ I)k]
−1

elde edilir. Bu ba§�nt� (3.3.2) ba§�nt�s�nda yerine yaz�l�rsa f
(−A−nI,λ)
n (x) =

(−1)n L
(A,λ)
n (x) dir. Bu nedenle (3.3.2) aç�k gösterimine sahip matris polinomlar�na

modi�ye Laguerre matris polinomlar� denir.

(3.3.2) ba§�nt�s�ndan f (B,λ)
n (x), ba³katsay�s� I

n!
olan n. dereceden bir matris

polinomudur ve ilk birkaç terimi

f
(B,λ)
0 (x) = I, f

(B,λ)
1 (x) = B + λxI, f

(B,λ)
2 (x) = (λx)2 I +Bλx+

B (B + I)

2

dir.

G (x, t) matris de§erli fonksiyonu t de§i³kenine göre |t| < 1 için analitik
oldu§undan t de§i³kenine göre türev al�n�p gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda

(1− t) ∂G (x, t)

∂t
− [B + λx (1− t) I]G (x, t) = 0

elde edilir. Buradan
∞∑
n=1

nf (B,λ)
n (x) tn−1 −

∞∑
n=1

nf (B,λ)
n (x) tn −

∞∑
n=0

Bf (B,λ)
n (x) tn

−
∞∑
n=0

λxf (B,λ)
n (x) tn +

∞∑
n=0

λxf (B,λ)
n (x) tn+1 = 0

d�r. Uygun indis de§i³iklikleri yap�larak tn terimlerinin katsay�lar�
kar³�la³t�r�ld�§�nda modi�ye Laguerre matris polinomlar�n�n

(n+ 1) f
(B,λ)
n+1 (x)− [λxI + (B + nI)] f (B,λ)

n (x) + λxf
(B,λ)
n−1 (x) = 0, n ≥ 1 (3.3.3)
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üç terimli rekürans ba§�nt�s� elde edilir.

�imdi, modi�ye Laguerre matris polinomlar�n�n sa§lad�§� matris diferansiyel
denklemini inceleyelim. G (x, t) matris de§erli fonksiyonu x de§i³kenine göre
tam fonksiyon oldu§undan x de§i³kenine göre türev al�n�p gerekli düzenlemeler
yap�ld�§�nda

DG (x, t)− λtG (x, t) = 0

elde edilir. D türev operatörü d/dx olmak üzere yukar�daki e³itlikte (3.3.1) ba§�nt�s�
kullan�larak gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda

Df (B,λ)
n (x) = λf

(B,λ)
n−1 (x) (3.3.4)

elde edilir. (3.3.3) ba§�nt�s�nda x'e göre türev al�n�p (3.3.4) ba§�nt�s� kullan�l�rsa

(n+ 1)Df
(B,λ)
n+1 (x)− [λxI + (B + nI)]Df (B,λ)

n (x)

+λxDf
(B,λ)
n−1 (x) +Df (B,λ)

n (x)− λf (B,λ)
n (x) = 0

elde edilir. (3.3.4)'de n yerine n− 1 al�n�p yukar�daki ba§�nt�da yerine yaz�ld�§�nda

(n+ 1)λf (B,λ)
n (x)− [λxI + (B + nI)]Df (B,λ)

n (x)

+λxDf
(B,λ)
n−1 (x) +Df (B,λ)

n (x)− λf (B,λ)
n (x) = 0

bulunur. Bununla birlikte λDf (B,λ)
n−1 (x) = D2f

(B,λ)
n (x)'dir. Bu durumda, modi�ye

Laguerre matris polinomlar�

xD2f (B,λ)
n (x)− (λxI + (B + (n− 1) I))Df (B,λ)

n (x) + λnf (B,λ)
n (x) = 0 (3.3.5)

ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir çözümüdür.

�imdi de modi�ye Laguerre matris polinomlar�n�n sa§lad�§� Rodrigues
formulünü inceleyelim. B, Cr×r'de herhangi bir matris olmak üzere

Dn−kx−B = (−1)n−k (B)n−k x
−B−(n−k)I

d�r. Bununla birlikte, Dk exp (−λx) = (−1)k λk oldu§undan Leibnitz formülü
kullan�larak

Dn
[
x−B exp (−λx)

]
= (−1)n n!x−B−nI exp (−λx)

n∑
k=0

(B)n−k λ
kxk

k! (n− k)!

elde edilir. O halde modi�ye Laguerre matris polinomlar�

f (B,λ)
n (x) =

(−1)n

n!
xB+nI exp (λx)Dn

[
x−B exp (−λx)

]
(3.3.6)

Rodrigues formülünü sa§lar.

�imdiye kadar elde etti§imiz ba§�nt�lar� a³a§�daki teoremde verelim.
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Teorem 3.3.2 B, Cr×r'de herhangi bir matris ve λ ∈ C için Re (λ) > 0 olsun.
Modi�ye Laguerre matris polinomlar� a³a§�daki özellikleri sa§lar.

(i) n ≥ 1 için

(n+ 1) f
(B,λ)
n+1 (x)− [λxI + (B + nI)] f (B,λ)

n (x) + λxf
(B,λ)
n−1 (x) = 0

d�r.

(ii) Modi�ye Laguerre matris polinomlar� (3.3.5)'de verilen ikinci dereceden matris
diferansiyel denkleminin bir çözümüdür.

(iii) Modi�ye Laguerre matris polinomlar� (3.3.6)'daki Rodrigues formülünü sa§lar.

Yukar�daki teoremde özel olarak B = −A − nI al�n�rsa Laguerre matris
polinomlar�n�n sa§lad�§� üç terimli rekürans ba§�nt�s� (2.4.3), ikinci dereceden matris
diferansiyel denklemi (2.4.1) ve Rodrigues formülü (2.4.2) elde edilir.

3.3.1. Modifiye Laguerre Matris Polinomları için Diğer Üreteç Fonksiyonları

Bu kesimde modi�ye Laguerre matris polinomlar�n�n di§er üreteç
fonksiyonlar� verilecektir.

Teorem 3.3.3 B ve C, Cr×r'de de§i³meli herhangi iki matris ve λ ∈ C için Re (λ) >
0 olmak üzere modi�ye Laguerre matris polinomlar� için

∞∑
n=0

(C)n f
(B,λ)
n (x) tn = (1− λxt)−C 2F0

(
C,B;−;

t

1− λxt

)
(3.3.7)

e³itli§i gerçeklenir.

�spat. Modi�ye Laguerre matris polinomlar�n�n (3.3.2)'de verilen aç�k gösterimi
kullan�ld�§�nda

∞∑
n=0

(C)n f
(B,λ)
n (x) tn =

∞∑
n=0

n∑
k=0

(C)n (B)n−k λ
kxk

k! (n− k)!
tn

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(C)n+k (B)n λ
kxk

k!n!
tn+k

elde edilir. (A)n+k = (A)n (A+ nI)k oldu§undan

∞∑
n=0

(C)n f
(B,λ)
n (x) tn =

∞∑
k=0

(C + nI)k (λxt)k

k!

∞∑
n=0

(C)n (B)n
n!

tn

dir. Buradan istenilen sonuç ispatlan�r.
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Teorem 3.3.4 B, Cr×r'de herhangi bir matris ve k negatif olmayan bir tamsay�
olsun. Bu durumda

∞∑
n=0

(n+ k)!

n!k!
f
(B,λ)
n+k (x) tn = exp (λxt) (1− t)−(B+kI) f

(B,λ)
k (x (1− t)) (3.3.8)

dir.

�spat. (3.3.1) ba§�nt�s�nda t yerine t+ v al�nd�§�nda

(1− (t+ v))−B exp (λx (t+ v)) =
∞∑
n=0

f (B,λ)
n (x) (t+ v)n (3.3.9)

bulunur. (t+ v)n'nin binom aç�l�m� yap�l�p gerekli düzenlemelerden sonra

∞∑
n=0

f (B,λ)
n (x) (t+ v)n =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(n+ k)!f
(B,λ)
n+k (x) tn

n!k!
vk

elde edilir. (3.3.9) ba§�nt�s�n�n sol taraf�n� tekrar ele alal�m. (1− t− v) =
(1− t)

(
1− v

1−t

)
oldu§undan

(1− t− v)−B exp (λx (t+ v)) = exp (λxt) (1− t)−B
[
exp (λxv)

(
1− v

1− t

)]
= exp (λxt) (1− t)−B

∞∑
k=0

f
(B,λ)
k (x (1− t))

(
v

1− t

)k
d�r. Yukar�daki iki seride vk terimlerinin katsay�lar� kar³�la³t�r�ld�§�nda istenen sonuç
elde edilir.

Teorem 3.3.5 B, Cr×r'de herhangi bir matris olmak üzere modi�ye Laguerre
matris polinomlar�n�n bilineer üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

n!f (B,λ)
n (x) f (B,λ)

n (y) tn (3.3.10)

= eλ
2xyt (1− λxt)−B (1− λyt)−B 2F0

(
B,B;−;

t

(1− λxt) (1− λyt)

)
dir.

�spat. Modi�ye Laguerre matris polinomlar� için (3.3.2) ba§�nt�s�nda verilen aç�k
gösterim kullan�larak

∞∑
n=0

n!f (B,λ)
n (x) f (B,λ)

n (y) tn =
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(n+ k)!f
(B,λ)
n+k (x) (λyt)n

n!k!
(B)k t

k
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elde edilir. Yukar�daki seride (3.3.8) ba§�nt�s� yerine yaz�l�rsa

∞∑
n=0

n!f (B,λ)
n (x) f (B,λ)

n (y) tn =
∞∑
k=0

eλ
2xyt (1− λyt)−(B+kI) f

(B,λ)
k (x (1− λyt)) (B)k t

k

= eλ
2xyt (1− λyt)−B

∞∑
k=0

(B)k f
(B,λ)
k (x (1− λyt))

(
t

1− λyt

)k
bulunur. C = B için (3.3.7) ba§�nt�s� kullan�larak (3.3.10)'da verilen üreteç
fonksiyonu elde edilir.

Teorem 3.3.6 B ve C, Cr×r'de de§i³meli herhangi iki matris olsun. Bu durumda
modi�ye Laguerre matris polinomlar� a³a§�daki bilateral üreteç fonksiyonunu
gerçekler.

∞∑
n=0

2F0 (C;−nI;−; y) f (B,λ)
n (x) tn (3.3.11)

= eλxt (1− t)−B (1 + λxyt)−C 2F0

(
C,B;−;

−yt
(1− t) (1 + λxyt)

)
.

�spat. (3.3.7) ba§�nt�s�nda x yerine x (1− t) ve t yerine yt
1−t al�n�rsa

∞∑
n=0

(C)n f
(B,λ)
n (x (1− t))

(
yt

1− t

)n
= (1− λxyt)−C 2F0

(
C,B;−;

t

(1− t) (1− λxyt)

)
(3.3.12)

elde edilir. (3.3.12) ba§�nt�s�nda her iki taraf eλxt (1− t)−B ile çarp�ld�§�nda

eλxt (1− t)−B (1− λxyt)−C 2F0

(
C,B;−;

yt

(1− t) (1− λxyt)

)
=
∞∑
k=0

(C)k y
ktk
[
eλxt (1− t)−B−kI f (B,λ)

k (x (1− t))
]

bulunur. (3.3.8) ba§�nt�s� yukar�da yerine yaz�l�d�§�nda

eλxt (1− t)−B (1− λxyt)−C 2F0

(
C,B;−;

yt

(1− t) (1− λxyt)

)
=
∞∑
k=0

(C)k y
ktk

∞∑
n=0

(n+ k)!

n!k!
f
(B,λ)
n+k (x) tn

elde edilir. Uygun düzenlemelerle y yerine −y al�narak ispat tamamlan�r.

(3.3.11) ba§�nt�s�, bilateral üreteç fonksiyonu olmas�na ra§men, bu ba§�nt� bir
sonraki sonuçta bilineer forma dönü³ür.
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Sonuç 3.3.7 B ve C, Cr×r'de de§i³meli herhangi iki matris olmak üzere modi�ye
Laguerre matris polinomlar�n�n bilineer üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

n!f (B,λ)
n (x) f (C,λ)

n (y) tn (3.3.13)

= eλxt (1− yt)−B (1− λxt)−C 2F0

(
C,B;−;

t

(1− yt) (1− λxt)

)
dir.

�spat. (3.3.2) ba§�nt�s�ndan modi�ye Laguerre matris polinomlar�n�n

f (C,λ)
n (y) =

(λy)n

n!
2F0

(
C;−nI;−;

−1

λy

)
hipergeometrik matris fonksiyonlar� gösterimini sa§lad�§� görülür. Bu durumda,
(3.3.11) ba§�nt�s�nda y yerine −1

y
ve t yerine yt al�narak istenen sonuç elde edilir.

Dolay�s�yla (3.3.10) ba§�nt�s�ndaki üreteç fonksiyonu (3.3.13) ba§�nt�s�ndaki
üreteç fonksiyonunun C = B özel durumudur.

3.3.2. Genelleştirilmiş Laguerre Matris Polinomları

Laguerre matris polinomlar� ve modi�ye Laguerre matris polinomlar� s�ras�yla

L(A,λ)
n (x) =

n∑
k=0

(−1)k (A+ I)n [(A+ I)k]
−1 λkxk

k! (n− k)!
,

ve

f (A,λ)
n (x) = (−1)n L(−A−nI,λ)

n =
n∑
k=0

(A)n−k
λkxk

k! (n− k)!

e³itliklerini sa§lar. Bu iki gösterimden m negatif olmayan bir tamsay� ve A, Cr×r'de
herhangi bir matris olmak üzere genelle³tirilmi³ Laguerre-tipli matris polinomlar�

p(A,λ)n (m;x) =
n∑
k=0

(−1)mk (A+ (mk + 1) I)n−k
λkxk

k! (n− k)!
(3.3.14)

ifadesiyle tan�mlan�r. Bu durumda, (3.3.14) ba§�nt�s�nda A, Cr×r'de her k > 0
tamsay�s� için −k /∈ σ(A) spektral ko³ulunu sa§layan bir matris olmak üzere m = 1
al�n�rsa

p(A,λ)n (1;x) = L(A,λ)
n (x)

ve A, Cr×r'de herhangi bir matris olmak üzere m = 0 al�n�rsa

p(A−I,λ)n (0;x) = (−1)n L(−A−nI,λ)
n = f (A,λ)

n (x)
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elde edilir. Ayr�ca, (3.3.14) ba§�nt�s�ndan genelle³tirilmi³ Laguerre-tipli matris
polinomlar�n�n üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

p(A,λ)n (m;x) tn = (1− t)−(A+I) exp

(
λxt

(1− t)m
)

dir.

3.4. Chebyshev Matris Polinomları

Bu bölümde, II. tip Chebyshev matris polinomlar� genelle³tirilerek
sa§lad�§� temel özelliklerde uygun parametre seçimleri ile II. tip Chebyshev
matris polinomlar�n�n sa§lad�§� matris diferansiyel denklemi ve baz� operatör
formülleri verilecektir. Ayr�ca, I. tip Chebyshev matris polinomlar�n�n farkl� bir
genelle³tirilmesi elde edilecektir.

3.4.1. Genelleştirilmiş II. tip Chebyshev Matris Polinomları

Bölüm 2.5'de belirtildi§i üzere II. tip Chebyshev matris polinomlar� ile
Hermite matris polinomlar� aras�ndaki ili³kiyi sa§layan integral gösterimi Batahan
taraf�ndan 2006 y�l�nda verilmi³tir. Biz de bu bölümde (2.5.1) ba§�nt�s�n� modi�ye
ederek II. tip Chebyshev matris polinomlar�n�n bir genelle³tirmesini a³a§�daki gibi
verelim.

Tan�m 3.4.1 A ve B, Cr×r'de pozitif kararl� matrisler olmak üzere AB = BA olsun.
Bu durumda genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar�

Un (x, y, A,B) =
1

n!

∞∫
0

e−BttnHn

(
x,
y

t
, A
)
dt (3.4.1)

gösterimi ile tan�mlan�r (Karg�n ve Kurt 2014a).

�ki de§i³kenli Hermite matris polinomlar�n�n aç�k gösterimi kullan�ld�§�nda
genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar�

Un (x, y, A,B) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k (n− k)!Bk−n−1
(
x
√

2A
)n−2k

yk

k! (n− 2k)!

toplamsal gösterimini sa§lar. Buradan, genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris
polinomlar�n�n ilk birkaç terimi

U−1 (x, y, A,B) = 0, U0 (x, y, A,B) = B−1, U1 (x, y, A,B) = x
√

2AB−2

dir. Ayr�ca,

Un (x, y, A, I) = Un (x, y, A) , Un (x, 1, A, I) = Un (x,A)

39



ve

Un (x, 0, A,B) = B−(n+1)
(
x
√

2A
)n
, U2n (0, y, A,B) = (−1)nB−(n+1)yn

dir.

Önerme 3.4.2 A ve B, Cr×r'de pozitif kararl� matrisler olmak üzere AB = BA
olsun. Bu durumda genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar�n�n üreteç
fonksiyonu

∞∑
n=0

Un (x, y, A,B) zn =
(
I − xz

√
2A+ yz2I

)−1
(3.4.2)

dir. Burada
∥∥∥xz√2A− yz2I

∥∥∥ < ‖B‖'dur.
�spat. (3.4.1) ba§�nt�s�nda her iki taraf zn ile çarp�l�p n üzerinden toplam al�n�rsa

∞∑
n=0

Un (x, y, A,B) zn =
∞∑
n=0

zn

n!

∞∫
0

e−BttnHn

(
x,
y

t
, A
)
dt

=

∞∫
0

e−Bt

[
∞∑
n=0

(zt)n

n!
Hn

(
x,
y

t
, A
)]

dt

=

∞∫
0

exp
[
−t
(
B − xz

√
2A+

y

t
z2tI

)]
dt

elde edilir. Yukar�daki integral
∥∥∥xz√2A− yz2I

∥∥∥ < ‖B‖ için yak�nsakt�r ve çözümü
istenen sonucu verir.

Önerme 3.4.3 A ve B, Cr×r'de pozitif kararl� matrisler olmak üzere AB = BA
olsun. Bu durumda genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar�n�n di§er
bir üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

(n+m)!

n!m!
Un+m (x, y, A,B) zn

=
(
B − x

√
2Az + yz2I

)−(m+1)

Um

xI − yz(√A

2

)−1
,
(
B − xz

√
2A+ yz2I

)
y, A


d�r. Burada

∥∥∥xz√2A− yz2I
∥∥∥ < ‖B‖'dur.
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�spat. (3.4.1) ba§�nt�s�ndan

∞∑
n=0

(n+m)!

n!m!
Un+m (x, y, A,B) zn =

∞∫
0

e−Bttm
∞∑
n=0

Hn+m

(
x,
y

t
, A
) (zt)n

n!
dt

bulunur. Yukar�daki integral dönü³ümünde (3.1.11) ba§�nt�s�n�n iki de§i³kenli
Hermite matris polinomlar�na geni³lemesi olan

∞∑
n=0

Hn+m (x, y, A)
tn

n!
= exp

(
x
√

2At− yt2I
)
Hm

xI −(√A

2

)−1
yt, y, A


kullan�ld�§�nda

∞∑
n=0

(n+m)!

n!m!
Un+m (x, y, A,B) zn

=

∞∫
0

e−t(B−x
√
2Az+yz2I)tmHm

xI −(√A

2

)−1
yz,

y

t
, A


matris integrali elde edilir. Burada gerekli i³lemler yap�ld�§�nda ispat tamamlan�r.

Sonuç 3.4.4 Cr×r'deki pozitif kararl� bir A matrisi için II. tip Chebyshev matris
polinomlar�

∞∑
n=0

(n+m)!

n!m!
Un+m (x, y, A) zn =

(
I − x

√
2Az + yz2I

)−(m+1)

×Um

xI − yz(√A

2

)−1
,
(
I − xz

√
2A+ yz2I

)
y, A


üreteç fonksiyonu taraf�ndan üretilir. Burada

∥∥∥xz√2A− yz2I
∥∥∥ < 1'dir.

�imdi genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar� için baz� rekürans
ba§�nt�lar� verelim.

Önerme 3.4.5 A ve B, Cr×r'de pozitif kararl� matrisler olmak üzere AB = BA
olsun. Bu durumda genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar�

y
∂

∂x
Un−1 (x, y, A,B) =

√
A

2

(
x
∂

∂x
− n

)
Un (x, y, A,B) (3.4.3)

ve

x
∂

∂x
Un (x, y, A,B) =

(
n− 2y

∂

∂y

)
Un (x, y, A,B) (3.4.4)

rekürans ba§�nt�lar�n� sa§lar.
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�spat. (3.4.1) ba§�nt�s�nda her iki taraf y ile çarp�l�p x de§i³kenine göre türev al�n�rsa

y
∂

∂x
Un−1 (x, y, A) =

1

(n− 1)!

∞∫
0

e−Bttn−1y
∂

∂x
Hn−1

(
x,
y

t
, A
)
dt

=

(√
2A
)−1

n!

∞∫
0

e−Bttn
y

t

∂2

∂x2
Hn

(
x,
y

t
, A
)
dt

elde edilir. (2.1.5)'de verilen ikinci dereceden diferansiyel denklem kullan�larak
istenilen sonuç elde edilir. (3.4.4) ba§�nt�s�n�n ispat� da benzer ³ekilde yap�l�r.

Önerme 3.4.6 A ve B, Cr×r'de pozitif kararl� matrisler ve AB = BA olmak üzere
genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar� için üç terimli rekürans ba§�nt�s�

BUn+1 (x, y, A,B) = x
√

2AUn (x, y, A,B)− yUn−1 (x, y, A,B) , n ≥ 1 (3.4.5)

dir.

�spat. (3.4.2) ba§�nt�s�nda z de§i³kenine göre türev al�nd�§�nda

∞∑
n=1

nUn (x, y, A,B) zn−1 =
(
x
√

2A− 2yzI
)(

B − xz
√

2A+ yz2I
)−2

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap�l�p zn'lerin katsay�lar� kar³�la³t�r�ld�§�nda ispat
tamamlan�r.

�imdi, elde edilen rekürans ba§�nt�lar� yard�m�yla genelle³tirilmi³ II. tip
Chebyshev matris polinomlar�n�n sa§lad�§� matris diferansiyel denklemini elde
edelim. (3.4.3) ve (3.4.4)'de verilen rekürans ba§�nt�lar�n�

Un−1 (x, y, A,B) =

√
A

2

1

y
D̂−1x

[
x
∂

∂x
− n

]
Un (x, y, A,B) (3.4.6)

ve

Un+1 (x, y, A,B) =

[
xB−1

√
2A−B−1

√
A

2
D̂−1x

[
x
∂

∂x
− n

]]
Un (x, y, A,B) (3.4.7)

olarak ifade edelim. Burada D̂−1x operatörü

D̂−nx [f (x)] =
1

(n− 1)!

x∫
0

(x− ξ)n−1 f (ξ) dξ
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ifadesi ile tan�mlanan ters türev operatörüdür (Ditkin 1965). Bu durumda f (x) = 1
için

D̂−nx [1] =
xn

n!

dir. (3.4.6) ve (3.4.7) ba§�nt�lar�n� genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris
polinomlar� için s�ras�yla indis artt�ran ve indis azaltan operatörler olarak

M̂ =

[
xB−1

√
2A−B−1

√
A

2
D̂−1x

[
x
∂

∂x
− n̂

]]
, (3.4.8)

P̂ =

[√
A

2

1

y
D̂−1x

[
x
∂

∂x
− n̂

]]
,

adland�ral�m. Burada n̂, n̂us (x, y, A,B) = sus (x, y, A,B) olarak tan�mlanan indis
sayma operatörüdür. Dolay�s�yla

M̂P̂Un (x, y, A,B) = P̂ M̂Un (x, y, A,B)

= P̂Un+1 (x, y, A,B)

= Un (x, y, A,B)

yani,

Un (x, y, A,B) =

√
A

2

1

y
D̂−1x

[
x
∂

∂x
− (n+ 1)

]
×

{
xB−1

√
2A−B−1

√
A

2
D̂−1x

[
x
∂

∂x
− n

]}
Un (x, y, A)

d�r. Yukar�daki denklemde
∂xD̂−1x = 1̂

oldu§u kullan�ld�§�nda a³a§�daki teorem elde edilir.

Teorem 3.4.7 A ve B, Cr×r'de pozitif kararl� matrisler olmak üzere AB = BA
olsun. Bu durumda genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar�[(

2yB − x2A
) ∂2

∂x2
− 3Ax

∂

∂x
+ An (n+ 2)

]
Un (x, y, A,B) = 0

ikinci dereceden matris diferansiyel denklemininin bir çözümüdür.

Sonuç 3.4.8 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere II. tip Chebyshev
matris polinomlar�[(

2yI − x2A
) d2

dx2
− 3Ax

d

dx
+ An (n+ 2)

]
Un (x, y, A) = 0

ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminini sa§lar.
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�imdi, genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar� ile Hermite matris
polinomlar� aras�ndaki integral dönü³ümünü farkl� bir bak�³ aç�s�yla inceleyelim.
Hn (x, y, A) ve Un (x, y, A,B) polinomlar� y = 1 için tek de§i³kenli forma indirgenir
ve y = 1 için (3.4.1) ba§�nt�s�ndan

Un (x,A,B) =
1

n!

∫ ∞
0

e−Btt
n
2Hn

(
x
√
t, A
)
dt (3.4.9)

elde edilir. Yukar�daki integral dönü³ümünde s = x
√
t de§i³ken de§i³tirmesi

yap�larak

Un (x,A;B) =
2

n!xn+2

∫ ∞
0

sn+1 exp

(
−Bs

2

x2

)
Hn (s, A) ds

bulunur. O halde, Un (x,A,B) tek de§i³kenli genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev
matris polinomlar�

f (ξ, A,B) = exp

(
−Bξ

2

x2

)
Hn (ξ, A)

matris fonksiyonunun Mellin dönü³ümüdür. Ayr�ca uygun f (x) fonksiyonu için
operatör teorideki

exp

(
λx

∂

∂x

)
f (x) = f (x expλ)

özelli§i kullan�larak (3.4.9) ba§�nt�s�

Un (x,A,B) =
1

n!

∫ ∞
0

e−Btt
n
2 t

1
2
x d
dxdtHn (x,A) (3.4.10)

biçiminde yaz�l�r. Euler taraf�ndan

Γ (s) =

∫ ∞
0

e−tts−1dt

integral gösterimi ile tan�mlanan gamma fonksiyonu yard�m�yla a³a§�daki önerme
elde edilir.

Önerme 3.4.9 A ve B, Cr×r'de pozitif kararl� matrisler ve AB = BA olsun. Bu
durumda genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar�

n!Un (x,A,B) = B−Q̂Γ
(
Q̂
)
Hn (x,A) (3.4.11)

ba§�nt�s�n� sa§lar. Burada Q̂ =
[
1 + 1

2

(
n+ x d

dx

)]
'dir.

Sonuç 3.4.10 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere II. tip Chebyshev
matris polinomlar� a³a§�daki operatör formülünü sa§lar.

n!Un (x,A) = Γ
(
Q̂
)
Hn (x,A) . (3.4.12)
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�imdi de genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar�n�n B = αI
özel durumunu inceleyelim.

Önerme 3.4.11 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris ve α > 0 olsun. Bu durumda

Un (x, y, A, αI) = exp

[
y (2A)−1 D̂−1α

∂2

∂x2

] (x√2A
)n

αn+1
(3.4.13)

dir.

�spat. E³itli§in sa§ taraf�ndaki üstel fonksiyon y = 0 kom³ulu§unda seriye
aç�ld�§�nda

exp

[
y (2A)−1 D̂−1α

∂2

∂x2

] (x√2A
)n

αn+1
=

∞∑
k=0

yk (2A)−k

k!
D̂−kα

[
1

αn+1

]
∂2k

∂x2k

[(
x
√

2A
)n]

=

bn2 c∑
k=0

yk
(√

2A
)n−2k

n!

k! (n− 2k)!
D̂−kα

[
1

αn+1

]
elde edilir. Ayr�ca,

D̂−kα

[
1

αn+1

]
=

(−1)k α−(n−k+1)

n (n− 1) . . . (n− k + 1)

oldu§undan istenen sonuç ispatlan�r.

3.4.2. Genelleştirilmiş I. Tip Chebyshev Matris Polinomları

Bu kesimde, Hermite matris polinomlar� kullan�larak integral dönü³ümü
yard�m�yla I. tip Chebyshev matris polinomlar�n�n farkl� bir genelle³tirmesi
verilecektir. I. tip Chebyshev polinomlar�

Tn (x) =
n

2

[n2 ]∑
k=0

(−1)k (n− k − 1)! (2x)n−2k

k! (n− 2k)!
(3.4.14)

e³itli§i ile tan�mlan�r (Davis 1975). Bu durumda Cr×r'deki pozitif kararl� A ve
B matrisleri için AB = BA olmak üzere genelle³tirilmi³ I. tip Chebyshev matris
polinomlar�

Tn (x,A,B) =

(√
2A
)−1

(n− 1)!

∞∫
0

e−Bttn−1Hn

(
x,

1

t
, A

)
dt
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integral gösterimi ile tan�mlan�r (Kargin ve Kurt 2014a). �ki de§i³kenli Hermite
matris polinomlar�n�n (2.1.4) e³itli§i kullan�larak genelle³tirilmi³ I. tip Chebyshev
matris polinomlar� için

Tn (x,A,B) = n
(√

2A
)−1 [n2 ]∑

k=0

(−1)k Bk−n (n− k − 1)!
(
x
√

2A
)n−2k

k! (n− 2k)!

toplamsal gösterimi elde edilir. Yukar�daki e³itlik A = [2]1×1 and B = [1]1×1
durumunda (3.4.14) ba§�nt�s�na indirgenir.

Benzer ³ekilde bu tan�m

Tn (x, y, A,B) = n
(√

2A
)−1 [n2 ]∑

k=0

(−1)k Bk−n (n− k − 1)!
(
x
√

2A
)n−2k

yk

k! (n− 2k)!

e³itli§i ya da

Tn (x, y, A,B) =

(√
2A
)−1

(n− 1)!

∞∫
0

e−Bttn−1Hn

(
x,
y

t
, A
)
dt

integral dönü³ümüyle genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli I. tip Chebyshev matris
polinomlar�na geni³letilir.

3.5. Genelleştirilmiş Humbert Matris Polinomları

Bu bölümde, genelle³tirilmi³ Humbert matris polinomlar�n�n (G-HMP)
toplamsal gösterimi, baz� rekürans ba§�nt�lar� elde edilecek ve G-HMP'n�n m.
dereceden matris diferansiyel denkleminin bir çözümü oldu§u gösterilecektir. Son
olarak Pincherle matris polinomlar�n�n sa§lad�§� bir üçüncü dereceden matris
diferansiyel denklemi verilecektir. Bölüm boyunca A, Cr×r'de herhangi bir matris
ve m pozitif bir tamsay� olarak al�nacakt�r.

Teorem 3.5.1 G-HMP'n�n toplamsal gösterimi

PA
n (m,x, y, c) =

[ nm ]∑
k=0

(−1)k c−(A+(n−mk+k)I) (A)n−mk+k
k! (n−mk)!

(mx)n−mk yk (3.5.1)

d�r.

�spat. (2.6.2) ba§�nt�s�

∞∑
n=0

PA
n (m,x, y, c) tn = c−A

(
1− c−1mxt+ c−1ytm

)−A
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biçiminde yaz�labilir. (2.0.4) ba§�nt�s� ve binom aç�l�m� kullan�larak

∞∑
n=0

PA
n (m,x, y, c) tn = c−A

∞∑
n=0

(A)n
n!

(
c−1mxt+ c−1ytm

)n
= c−A

∞∑
n=0

n∑
k=0

(A)n
k! (n− k)!

c−nI (mxt)n−k yktmk

elde edilir. (2.0.8) ve (2.0.9) ba§�nt�lar�ndan istenen sonuç ispatlan�r.

(3.5.1) ba§�nt�s�ndan

PA
n (m,x, y, c) = c−APA

n

(
m,

x

c
,
y

c

)
dir. Ayr�ca, x = 0 ve y = 0 de§erleri için s�ras�yla

PA
nm (m, 0, y, c) =

(−1)n c−(A+nI) (A)n y
n

n!
, PA

n (m,x, 0, c) =
c−(A+nI) (A)n (mx)n

n!

elde edilir.

G-HMP'n�n en önemli özelli§i, (3.5.1) aç�k gösteriminde uygun parametre
seçimleriyle a³a§�da verilen baz� matris polinomlar�na indirgenmesidir.

PA
n (2, x, y, 1) = CA

n (x, y) ,

P
[1]1×1
n

(
2, x

√
A

2
, y, 1

)
= Un (x, y, A) ,

P
[ 12 ]

1×1
n

(
2, x

√
A

2
, 1, 1

)
= Pn (x,A) ,

PA
n (3, x, 1, 1) = hAn (x) .

Burada CA
n (x, y): iki de§i³kenli Gegenbauer matris polinomlar� (Shehata 2012b),

Un (x, y, A): iki de§i³kenli II. tip Chebyshev matris polinomlar� (Batahan 2006),
Pn (x,A): Legendre matris polinomlar� (Upadhyaya ve Shehata 2011), hAn (x):
Pincherle matris polinomlar�d�r (Khammash ve Shehata 2012a).

�imdi G-HMP için baz� rekürans ba§�nt�lar� verelim. (2.6.2) ba§�nt�s�nda
s�ras�yla c, x, y, t de§i³kenlerine göre türev al�nacak olursa

∂

∂c
F (x, y, t, c, A) =

−A
c−mxt+ ytm

F (x, y, t, c, A) , (3.5.2)

∂

∂x
F (x, y, t, c, A) =

t

c−mxt+ ytm
mAF (x, y, t, c, A) , (3.5.3)

∂

∂y
F (x, y, t, c, A) =

−tm

c−mxt+ ytm
AF (x, y, t, c, A) , (3.5.4)

∂

∂t
F (x, y, t, c, A) =

(x− ytm−1)
c−mxt+ ytm

mAF (x, y, t, c, A) (3.5.5)
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elde edilir. (3.5.3) ve (3.5.4) ba§�nt�lar� s�ras�yla

mA (c−mxt+ ytm)−(A+I) =
∞∑
n=0

∂

∂x
PA
n+1 (m,x, y, c) tn (3.5.6)

ve

− A (c−mxt+ ytm)−(A+I) =
∞∑
n=0

∂

∂y
PA
n+m (m,x, y, c) tn (3.5.7)

³eklinde yaz�l�rsa (3.5.6) ve (3.5.7) ba§�nt�lar�n�n sol taraf�na (2.6.2) ba§�nt�s�
uyguland�§�nda

∞∑
n=0

mAPA+I
n (m,x, y, c) tn =

∞∑
n=0

∂

∂x
PA
n+1 (m,x, y, c) tn,

∞∑
n=0

−APA+I
n (m,x, y, c) tn =

∞∑
n=0

∂

∂y
PA
n+m (m,x, y, c) tn

bulunur. Burada tn terimlerinin katsay�lar� kar³�la³t�r�ld�§�nda

∂

∂x
PA
n (m,x, y, c) = mAPA+I

n−1 (m,x, y, c) , (3.5.8)

∂

∂y
PA
n (m,x, y, c) = −APA+I

n−m (m,x, y, c)

elde edilir ve tümevar�mla

∂r

∂xr
PA
n (m,x, y, c) = mr (A)r P

A+rI
n−r (m,x, y, c) , (3.5.9)

∂r

∂yr
PA
n (m,x, y, c) = (−1)r (A)r P

A+rI
n−mr (m,x, y, c) (3.5.10)

bulunur. O halde G-HMP için

∂r

∂xr
PA
n (m,x, y, c) + (−1)r−1mr ∂

r

∂yr
PA
n+(m−1)r (m,x, y, c) = 0 (3.5.11)

k�smi diferansiyel denklemi sa§lan�r.

Benzer ³ekilde, (3.5.2) ve (3.5.3) ba§�nt�lar�na ayn� yöntem uyguland�§�nda

∂r

∂xr
PA
n (m,x, y, c) = (−1)rmr ∂

r

∂cr
PA
n−r (m,x, y, c) , (3.5.12)

(3.5.3) ve (3.5.4) ba§�nt�lar�na ayn� yöntem uyguland�§�nda

∂r

∂yr
PA
n (m,x, y, c) =

∂r

∂cr
PA
n−mr (m,x, y, c) (3.5.13)

elde edilir.
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(3.5.3) ve (3.5.5) ba§�nt�lar�na (2.6.2) ba§�nt�s� uyguland�§�nda

(
x− ytm−1

) ∂

∂x
F (x, y, t, c, A)− t ∂

∂t
F (x, y, t, c, A) = 0

∞∑
n=0

x
∂

∂x
PA
n (m,x, y, c) tn −

∞∑
n=0

y
∂

∂x
PA
n (m,x, y, c) tn+m−1 =

∞∑
n=1

nPA
n (m,x, y, c) tn

elde edilir. ∂
∂x
PA
0 (m,x, y, c) = 0 oldu§undan tn terimlerinin katsay�lar�

kar³�la³t�r�ld�§�nda

x
∂

∂x
PA
n (m,x, y, c)− nPA

n (m,x, y, c) = y
∂

∂x
PA
n+1−m (m,x, y, c) (3.5.14)

bulunur. Bununla birlikte, s�ras�yla (3.5.3) ve (3.5.5) ba§�nt�lar�

mA (1−mxt+ ytm)−A

1−mxt+ ytm
=
∞∑
n=0

∂

∂x
PA
n (m,x, y, c) tn−1 (3.5.15)

ve

(x− ytm−1)mA (1−mxt+ ytm)−A

(1−mxt+ ytm)
=
∞∑
n=1

nPA
n (m,x, y, c) tn−1 (3.5.16)

³eklinde yaz�l�p, (3.5.15) ba§�nt�s� 1−y (m− 1) t ile, (3.5.16) ba§�nt�s� mt ile çarp�l�p
taraf tarafa farklar� al�narak uygun düzenlemeler yap�ld�§�nda

y (m− 1)
∂

∂x
PA
n+1−m (m,x, y, c) =

∂

∂x
PA
n+1 (m,x, y, c)−m (A+ nI)PA

n (m,x, y, c)

(3.5.17)
elde edilir. Yukar�daki ba§�nt�da (3.5.14) kullan�ld�§�nda

∂

∂x
PA
n+1 (m,x, y, c) = (m− 1)x

∂

∂x
PA
n (m,x, y, c) + (mA+ nI)PA

n (m,x, y, c)

(3.5.18)
bulunur. Son olarak, (3.5.8) ba§�nt�s�, s�ras�yla (3.5.17) ve (3.5.18) ba§�nt�lar�nda
kullan�ld�§�nda G-HMP için

m (A+ nI)PA
n (m,x, y, c) = mAPA+I

n (m,x, y, c)−m (m− 1)AyPA+I
n−m (m,x, y, c) ,

(3.5.19)
(mA+ nI)PA

n (m,x, y, c) = mAPA+I
n (m,x, y, c)−m (m− 1)AxPA+I

n−1 (m,x, y, c)
(3.5.20)

iki farkl� rekürans ba§�t�s� elde edilir.

(3.5.5) ba§�nt�s� ele al�n�p gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda

∞∑
n=1

(1−mxt+ ytm)nPA
n (m,x, y, c) tn−1 =

∞∑
n=0

(
x− ytm−1

)
mAPA

n (m,x, y, c) tn
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bulunur. Uygun indis de§i³iklikleri yap�larak tn terimlerinin katsay�lar�
kar³�la³t�r�ld�§�nda G-HMP için

c (n+ 1)PA
n+1 (m,x, y, c) = −mx (A+ nI)PA

n (m,x, y, c) (3.5.21)

−y [mA+ (n−m+ 1) I]PA
n+1−m (m,x, y, c)

üç terimli rekürans ba§�nt�s� elde edilir.

�u ana kadar elde edilen rekürans ba§�nt�lar�n� a³a§�daki teoremde verelim.

Önerme 3.5.2 G-HMP için (3.5.11)'deki türev formülü, (3.5.19), (3.5.20) ve
(3.5.21)'deki rekürans ba§�nt�lar� sa§lan�r.

�imdi, G-HMP'n�n sa§lad�§� matris diferansiyel denklemini inceleyelim.
(fr)

n
r=0 matris dizisi

ft = f (t) = (n− t)
(

(n− t) I +m (A+ tI)

m

)
m−1

ve ∆ fark operatörü ile E kayd�rma (shift) operatörleri

∆fr = fr+1 − fr ve Efr = fr+1

biçiminde tan�mlans�n. Dolay�s�yla bu iki operatörün k. katlar�

∆0fr = fr, ∆kfr = ∆
(
∆k−1fr

)
, Ekfr = fr+k

d�r.

Teorem 3.5.3 Genelle³tirilmi³ Humbert matris polinomlar�

cm−1y
∂m

∂xm
PA
n (m,x, y, c) +

m∑
s=0

asx
s ∂

s

∂xs
PA
n (m,x, y, c) = 0 (3.5.22)

m. dereceden matris diferansiyel denkleminin bir çözümüdür. Burada as katsay�lar�

as =
mm−1

s!
∆sf0 (3.5.23)

d�r.

�spat. p =
[
n
m

]
ve 0 ≤ q ≤ m−1 olmak üzere n = mp+q olsun. (3.5.1) ba§�nt�s�nda

x'e göre s defa türev al�n�p xs ile çarp�l�rsa

xs
∂s

∂xs
PA
n (m,x, y, c) =

[n−sm ]∑
k=0

(−1)k c−(A+(n−mk+k)I) (A)n−(m−1)k
k! (n−mk − s)!

(mx)n−mk yk
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elde edilir. Bu durumda s = m için

∂m

∂xm
PA
n (m,x, y, c) =

p−1∑
k=0

(−1)k c−(A+(n−mk+k)I) (A)n−(m−1)km
m

k! (n−m (k + 1))!
(mx)n−m(k+1) yk

d�r. Burada
[
n−s
m

]
=

{
p ; s ≤ q

p− 1 ; s > q
' dir. Yukar�daki iki ba§�nt�

(3.5.22) diferansiyel denkleminde yerine yaz�l�p katsay�lar kar³�la³t�r�ld�§�nda k =
0, 1, 2, · · · , p− 1 için

m∑
s=0

(
n−mk
s

)
s!as = mmk (A+ (n− (m− 1) k) I)m−1 (3.5.24)

ve
q∑
s=0

(
n−mp
s

)
s!as = mmp (A+ (n− (m− 1) k) I)m−1 (3.5.25)

elde edilir. Bu durumda, (3.5.25) ba§�nt�s�

q∑
s=0

(
q
s

)
mm−1∆sf0 = mm−1 (n− q)

(
A+

(
q +

n− q
m

)
I

)
m−1

biçiminde yaz�labilir, çünkü yukar�daki ba§�nt�

(1 + ∆)q f0 = Eqf0 = fq = f (q)

ba§�nt�s�na denktir. Ayr�ca, k = 0, 1, 2, . . . , p− 1 için (3.5.24) ba§�nt�s� da

m∑
s=0

(
n−mk
s

)
∆sf0 = fn−mk (3.5.26)

³eklinde yaz�labilir. Çünkü f (t) , m. dereceden bir matris polinomudur ve (3.5.26)
ba§�nt�s� f fonksiyonunun t = n−mk noktas�ndaki fark formülüdür.

Sonuç 3.5.4 Pincherle matris polinomlar�(
1− 32

27
x3
)

d3

dx3
hAn (x)− 16

9
(2A+ 3I)x2

d2

dx2
hAn (x)

− 8

27
(3n (2A+ (n+ 1) I)− (3A+ 2I) (3A+ 5I))x

d

dx
hAn (x)

+
8

27
n (3A+ nI) (3A+ (n+ 1) I)hAn (x) = 0

üçüncü dereceden matris diferansiyel denkleminin bir çözümüdür.

3.5.1. G-HMP için İntegral Gösterimi ve Bazı Uygulamaları
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Bu kesimde, G-HMP ile klasik genelle³tirilmi³ Hermite polinomlar� aras�nda
bir integral gösterimi elde edilerek, G-HMP'n�n sa§lad�§� toplam formülü ve baz�
operatör formülleri ispatlanacakt�r.

Klasik iki de§i³kenli genelle³tirilmi³ Lahiri Hermite polinomlar� (G-LHP)

Hn,m (x, y) = n!

[ nm ]∑
k=0

(−1)k yk (mx)n−mk

k! (n−mk)!
(3.5.27)

e³itli§i ile tan�mlan�r ve
∞∑
n=0

Hn,m (x, y)
tn

n!
= exp (mxt− ytm) (3.5.28)

üreteç fonksiyonuna sahiptir. Bu durumda

Hn,m (x, y) = y
n
mHn

(
x
m
√
y

)
ve Hn,m (x, 1) = Hn,m (x)

dir. Burada Hn,m (x) klasik genelle³tirilmi³ Lahiri Hermite polinomlar�d�r (Lahiri
1971). Hn (x) klasik Hermite polinomlar� için Hn,2 (x, 1) = Hn (x) ve gmn (x, y)
genelle³tirilmi³ Gould�Hopper Hermite polinomlar� (Gould 1962) olmak üzere
Hn,m (x, y) = gmn (mx,−y)'dir. Ayr�ca, (2.1.6) ba§�nt�s� A = [m]1×1 için (3.5.27)
ba§�nt�s�na indirgenir.

Genelle³tirilmi³ Gould�Hopper Hermite polinomlar�n�n toplam formülünde
(Khan ve Al�Saad 2011) x yerine mx, y yerine −y al�n�rsa, G-LHP için

Hn+s,m (w, y) =

n,s∑
k,r=0

(
n

k

)(
s

r

)
mk+r (w − x)k+rHn+s−k−r,m (x, y) (3.5.29)

toplam formülü elde edilir.

Bir sonraki teoremde bu kesimin ana sonucunu verelim.

Teorem 3.5.5 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris, m ∈ Z+ ve c ∈ C öyle ki
Re (c) > 0 olsun. Bu durumda G-HMP'n�n integral gösterimi

PA
n (m,x, y, c) =

Γ−1 (A)

n!

∫ ∞
0

e−cttA+(n−1)IHn,m

(
x,

y

tm−1

)
dt (3.5.30)

dir.

�spat. (3.5.30) ba§�nt�s�n�n sa§ taraf�nda (3.5.27) kullan�lacak olursa

Γ−1 (A)

n!

∫ ∞
0

e−cttA+(n−1)IHn,m

(
mx,

y

tm−1

)
dt

=

[ nm ]∑
k=0

(−1)k c−(A+(n−mk+k)I) (mx)n−mk yk

k! (n−mk)!
Γ−1 (A) Γ (A+ (n−mk + k))

= PA
n (m,x, y, c)
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elde edilir.

Teorem 3.5.5'in bir uygulamas� olarak a³a§�daki önermeyi verelim.

Önerme 3.5.6 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris, m ∈ Z+ ve c ∈ C öyleki
Re (c) > 0 olsun. Bu durumda genelle³tirilmi³ Humbert matris polinomlar�

PA
n+s (m,w, y, c) =

n,s∑
k,r=0

(
n
k

)(
s
r

)
(A)k+rm

k+r (w − x)k+r(
n+s
k+r

)
(k + r)!

P
A+(k+r)I
n+s−k−r (m,x, y, c)

(3.5.31)
toplam formülünü sa§lar.

�spat. (3.5.30) gösteriminde n yerine n + s al�n�p (3.5.29) ba§�nt�s�ndaki toplam
formülünde yerine yaz�l�rsa

PA
n+s (m,w, y, c) =

n,s∑
k,r=0

(−1)k+r
(
n
k

)(
s
r

)
(n+ s− k − r)!mk+r (w − x)k+r

(n+ s)!

× ∂k+r

∂ck+r
PA
n+s−k−r (m,x, y, c)

elde edilir ve (3.5.9) ba§�nt�s�ndan ispat tamamlan�r.

(3.5.31)'de k = 0 al�n�rsa a³a§�daki sonuca ula³�l�r.

Sonuç 3.5.7 Genelle³tirilmi³ Humbert matris polinomlar� a³a§�daki toplam
formülünü gerçekler.

PA
n (m,w, y, c) =

n∑
k=0

(A)km
k (w − x)k

k!
PA+kI
n−k (m,x, y, c) . (3.5.32)

Uyar� 3.5.8 (3.5.32)'de w yerine w + x al�n�rsa

PA
n (m,x+ w, y, c) =

n∑
k=0

(A)k (mw)k

k!
PA+kI
n−k (m,x, y, c)

elde edilir.

�imdi de, G-LHP ile G-HMP aras�ndaki integral dönü³ümünü farkl� bir
bak�³ aç�s�yla inceleyelim. Hn,m (x, y) ve PA

n (m,x, y, c) polinomlar� y = 1 için tek
de§i³kenli hale dönü³ürler ve (3.5.30)'dan

PA
n (m,x, c) =

Γ−1 (A)

n!

∫ ∞
0

e−cttA+( nm−1)IHn,m

(
xt
m
√
t

)
dt (3.5.33)
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dir. Herhangi bir f (x) fonksiyonu için

exp

(
λx

d

dx

)
f (x) = f (x expλ)

özelli§i kullan�l�rsa

PA
n (m,x, c) =

Γ−1 (A)

n!

∫ ∞
0

e−cttA+( nm+(1− 1
m)x d

dx
−1)IdtHn,m (x)

bulunur. Yukar�daki ba§�nt�da, (2.2.5) ba§�nt�s� kullan�larak a³a§�daki teorem elde
edilir.

Teorem 3.5.9 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris, m ∈ Z+ ve c ∈ C öyle ki
Re (c) > 0 olsun. Bu durumda genelle³tirilmi³ Humbert matris polinomlar� a³a§�daki
operatör formülünü sa§lar.

Γ (A)n!PA
n (m,x, c) = exp

(
−Q̂ ln c

)
Γ
(
Q̂
)
Hn,m (x) . (3.5.34)

Burada Q̂ =
[
A+

(
n
m

+
(
1− 1

m

)
x d
dx

)
I
]
'd�r.

Teorem 3.5.10 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris, m ∈ Z+ ve c ∈ C öyleki
Re (c) > 0 olsun. G-HMP için a³a§�daki ba§�nt� sa§lan�r.

PA
n (m,x, y, c) =

(A)n
n!

exp

[
y (−m)−m D̂−(m−1)c

∂m

∂xm

]
c−(A+nI) (mx)n . (3.5.35)

�spat. (3.5.12) ve (3.5.13) ba§�nt�lar�ndan

(−m)m
∂m

∂cm−1∂y
PA
n (m,x, y, c) =

∂m

∂xm
PA
n (m,x, y, c)

elde edilir. Bununla birlikte

PA
n (m,x, 0, c) =

(A)n
n!

c−(A+nI) (mx)n

oldu§undan istenen sonuç elde edilir.

A = [1]1×1, m = 2 al�n�p xI yerine x
√

A
2

al�n�rsa (3.5.34) ve (3.5.35)

ba§�nt�lar� s�ras�yla II. tip Chebyshev matris polinomlar� için elde edilen (3.4.11)
ve (3.4.13) ba§�nt�lar�na indirgenir.

3.5.2. Gegenbauer Matris Polinomlarının Bazı Özellikleri
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Bu kesimde, Gegenbauer matris polinomlar� ile klasik Hermite polinomlar�n�
içeren bir integral dönü³ümü kullan�larak iki de§i³kenli Gegenbauer matris
polinomlar� için farkl� bir üreteç fonksiyonu ve Gegenbauer matris polinomlar�n�
içeren bir seri dönü³üm formülü elde edilecektir. Ayr�ca, bu seri dönü³üm
formülünün baz� uygulamalar� verilecektir.

Teorem 3.5.5'de c = 1, m = 2 için n yerine n+ p al�nd�§�nda

CA
n+p (x, y) =

Γ−1 (A)

(n+ p)!

∫ ∞
0

e−ttA+(n+p−1)IHn+p

(
x,
y

t

)
dt

bulunur. Yukar�daki ba§�nt�da heriki taraf (n+p)!
n!p!

zn ile çarp�l�p n üzerinden toplam
al�n�rsa

∞∑
n=0

(n+ p)!

n!p!
CA
n+p (x, y) zn =

Γ−1 (A)

p!

∫ ∞
0

e−ttA+(p−1)I
∞∑
n=0

Hn+p

(
x,
y

t

) (zt)n

n!
dt

elde edilir. Burada

∞∑
n=0

Hn+p (x, y)
zn

n!
= exp

(
2xz − yz2

)
Hp (x− yz, y) (3.5.36)

ba§�nt�s� kullan�larak (Rainville 1960)

∞∑
n=0

(n+ p)!

n!p!
CA
n+p (x, y) zn =

Γ−1 (A)

p!

∫ ∞
0

e−t(1−2xz+yz
2)tA+(p−1)IHp

(
x− yz, y

t

)
dt

elde edilir. O halde, iki de§i³kenli Gegenbauer matris polinomlar� için a³a§�daki
teorem elde edilir.

Teorem 3.5.11 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris ve p ∈ Z+ olmak üzere iki
de§i³kenli Gegenbauer matris polinomlar�n�n di§er bir üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

(
n+ p

p

)
CA
n+p (x, y) zn =

(
1− 2xz + yz2

)−(A+pI)
CA
p

(
x− yz,

(
1− 2xz + yz2

)
y
)

(3.5.37)
dir. Burada |2xz − yz2| < 1'dir.

(3.5.37) ba§�nt�s� y = 1 durumunda Gegenbauer matris polinomlar� için
Khammash taraf�ndan farkl� bir yolla ispatlanan ba§�nt�ya indirgenir (Khammash
2009).

Bu kesimdeki ana teoreme geçmeden önce a³a§�daki önteoremi ifade edelim.
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Lemma 3.5.12 (Boyadzhiev ve Dil 2012) Klasik Hermite polinomlar� için seri
dönü³üm formülü

∞∑
n=0

anHn (x)
tn

n!
= e2xt−t

2
∞∑
n=0

(−1)nHn (x− t) t
n

n!

{
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k ak

}
d�r. Burada

f (t) =
∞∑
k=0

akt
k

olacak ³ekilde s�f�r�n kom³ulu§unda analitik bir fonksiyondur.

Teorem 3.5.13 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere Gegenbauer matris
polinomlar� için seri dönü³üm formülü
∞∑
n=0

anC
A
n (x) zn = ρ−A

∞∑
n=0

(−1)nCA
n

(
x− z
ρ

,
1

ρ

)
zn

{
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k ak

}
(3.5.38)

d�r. Burada ρ = 1− 2xz + yz2 olmak üzere |1− ρ| < 1'dir.

�spat. c = 1 ve m = 2 için (3.5.33) ba§�nt�s�

CA
n (x) =

Γ−1 (A)

n!

∫ ∞
0

e−ttA+(n2−1)IHn

(
x
√
t
)
dt

formuna indirgenir. Yukar�daki ba§�nt�da her iki taraf anzn ile çarp�l�p n üzerinden
toplam al�n�rsa

∞∑
n=0

anC
A
n (x) zn =

∞∑
n=0

(−1)nCA
n (x− z, ρ) zn

{
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k ak

}
elde edilir ve

CA
n (x, c) = c−ACA

n

(
x

c
,
1

c

)
oldu§u kullan�ld�§�nda ispat tamamlan�r.

(3.5.38) ba§�nt�s�nda dikkat edilmesi gereken önemli bir nokta, e³itli§in sol
taraf�nda tek de§i³kenli Gegenbauer matris polinomlar�n�n sa§ taraf�nda ise iki
de§i³kenli Gegenbauer matris polinomlar�n�n bulunmas�d�r.

Teorem 3.5.13'ün ilk uygulamas�n� a³a§�daki sonuçta verelim.

Sonuç 3.5.14 B ∈ Cr×r ve C, Cr×r'de (2.2.2) ko³ulunu sa§layan bir matris olsun.
Bu durumda hipergeometrik matris fonksiyonlar� ve Gegenbauer matris polinomlar�n�
içeren bilateal seri gösterimi
∞∑
n=0

CA
n (x) (B)n [(C)n]−1 (zy)n = ρ−A

∞∑
n=0

(−1)nCA
n

(
x− z
ρ

,
1

ρ

)
2F1(−nI,B;C; y)zn

(3.5.39)
dir.
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�spat. (3.5.38) ba§�nt�s�nda

2F1(−nI,B;C; y) =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k (B)k [(C)k]

−1 yk︸ ︷︷ ︸
ak

oldu§u kullan�l�rsa istenen sonuç elde edilir.

Yukar�daki sonuç kullan�larak, hipergeometrik matris fonksiyonlar� ile iki
de§i³kenli Gegenbauer matris polinomlar�n� içeren bilateal matris üreteç fonksiyonu
elde edilebilir. (3.5.39)'da verilen bilateral seri dönü³üm formülünde C = 2A al�n�p

∞∑
n=0

(B)n [(2A)n]−1CA
n (x) rn = (1− xr)−B 2F1(

B

2
,
B

2
+
I

2
;A+

I

2
;
(x2 − 1) r2

(1− xr)2
)

oldu§u kullan�l�rsa (Alt�n ve Çekim 2013)

∞∑
n=0

(−1)n 2F1(−nI,B; 2A; y)CA
n

(
x− z
ρ

,
1

ρ

)
zn

= (1− xyz)−B exp (A ln ρ) 2F1(
B

2
,
B

2
+
I

2
;A+

I

2
;
(x2 − 1) (yz)2

(1− xyz)2
)

bilateral üreteç fonksiyonu elde edilir. Burada AB = BA d�r.

Bir sonraki sonuç için

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

(
p+ k

k

)
= (−1)n

(
p

n

)
binom dönü³üm formülü kullan�lacakt�r (Riordan 1979). Burada p herhangi bir
karma³�k say�d�r ve ak =

(
p+k
k

)
'n�n üreteç fonksiyonu

(1− t)−p−1 =
∞∑
k=0

(
p+ k

k

)
tk

d�r.

Sonuç 3.5.15 Herhangi bir p karma³�k say�s� için

∞∑
n=0

(
p+ n

n

)
CA
n (x) zn = ρ−A

∞∑
n=0

(
p

n

)
CA
n

(
x− z
ρ

,
1

ρ

)
zn

dir.
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Bu formülün önemli taraf�, p pozitif tamsay� iken yukar�daki ba§�nt�n�n sa§
taraf�n�n sonlu hale dönü³mesidir. O halde, Gegenbauer matris polinomlar� için

∞∑
n=0

(
p+ n

n

)
CA
n (x) zn = ρ−A

p∑
n=0

(
p

n

)
CA
n

(
x− z
ρ

,
1

ρ

)
zn (3.5.40)

biçiminde kapal� bir formül elde edilir.

Karma³�k say�lara geni³letilmi³ ikinci tip Stirling say�lar� için

(−1)n n!

{
α

n

}
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k kα

ba§�nt�s� sa§lan�r (Butzer vd. 2003). Burada 0 6= α ∈ C'd�r. ak = kα için yukar�daki
ba§�nt� (3.5.38)'de kullan�lacak olursa a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.5.16 α 6= 0 karma³�k say�s� için
∞∑
n=0

nαCA
n (x) zn = ρ−A

∞∑
n=0

{
α

n

}
n!CA

n

(
x− z
ρ

,
1

ρ

)
zn

seri e³itli§i sa§lan�r.

Bu formülde α = m ∈ Z∪{0} al�nacak olursam < n için
{
m
n

}
= 0 oldu§undan

∞∑
n=0

nαCA
n (x) zn = ρ−A

m∑
n=0

{
m

n

}
n!CA

n

(
x− z
ρ

,
1

ρ

)
zn (3.5.41)

biçiminde Gegenbauer matris polinomlar� için Stirling say�lar�n� içeren ba³ka bir
ba§�nt� elde edilir.

(3.5.41) ba§�nt�s�nda özel olarak A = [γ]1×1 al�n�rsa klasik Gegenbauer
polinomlar� için Srivastava taraf�ndan farkl� bir yolla ispatlanan ba§�nt� elde edilir
(Srivastava 2000).

3.6. Gamma Matris Fonksiyonlarının Sağladığı Özellikler

Bu bölümde, gamma matris fonksiyonu için Legendre çift kat formülü ve
Euler yans�ma formülü verilecektir. Dolay�s�yla, gamma matris fonksiyonunun tan�m
kümesi geni³letilecektir. Ayr�ca, sinüs matris fonksiyonu için sonsuz çarp�m formülü
elde edilecektir.

Önerme 3.6.1 A, Cr×r'de pozitif kararl� bir matris olmak üzere gamma matris
fonksiyonu

√
πΓ (2A) = 22A−IΓ (A) Γ

(
A+

I

2

)
(3.6.1)

Legendre çift kat formülünü gerçekler.
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�spat. (2.2.1) ba§�nt�s�nda P = 2A al�n�rsa

(2A)2n = 22n (A)n

(
A+

I

2

)
n

elde edilir. (2.0.3) ve (2.2.3) ba§�nt�lar�ndan

Γ (2A) Γ−1 (A) Γ−1
(
A+

I

2

)
= 2−2nΓ (2A+ 2nI) Γ−1 (A+ nI) Γ−1

(
A+

I

2
+ nI

)
(3.6.2)

bulunur. Yukar�daki ba§�nt�da (2.2.6) ba§�nt�s� kullan�ld�§�nda

Γ (2A) Γ−1 (A) Γ−1
(
A+

I

2

)
= lim

n→∞

[
(2n)−2A Γ (2A+ 2nI)

(2n− 1)!

] [
(n− 1)!Γ−1 (A+ nI)nA

]
×
[
(n− 1)!Γ−1

(
A+

I

2
+ nI

)
nA+

I
2

]
.

[
(2n− 1)!22An−

I
2

22n (n− 1)! (n− 1)!

]
elde edilir ve uygun düzenlemelerle

Γ (2A) Γ−1 (A) Γ−1
(
A+

I

2

)
= 22A lim

n→∞

(2n− 1)!n−
I
2

22n (n− 1)! (n− 1)!

oldu§u gösterilir. Bununla birlikte, C, A'dan ba§�ms�z bir matris olmak üzere

2−2AΓ (2A) Γ−1 (A) Γ−1
(
A+

I

2

)
= C

dir. A = I
2
için Γ−1

(
I
2

)
= 1√

π
I oldu§undan

C =
2−I√
π

bulunur ve istenen sonuç elde edilir.

Lemma 3.6.2 A, Cr×r'de herhangi x de§i³keni için ∀k ∈ Z olmak üzere k /∈ σ (xA)
ko³ulunu sa§layan bir matris olsun. Bu durumda

Φ (xA) = Γ (xA) Γ (I − xA) sinπxA (3.6.3)

ise Φ (xA+ I) = Φ (xA)'d�r.

�spat. n = 1 için (2.2.3) ba§�nt�s�nda xA ve −xA de§erleri için

Γ (xA+ I) = xAΓ (xA) (3.6.4)
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Γ (I − xA) = −xAΓ (−xA) (3.6.5)

elde edilir. Ayr�ca,

Φ (xA+ I) = Γ (xA+ I) Γ (−xA) sinπ(xA+ I)

oldu§undan burada (3.6.4), (3.6.5) ba§�nt�lar� ve sin π(xA+ I) = − sin πxA oldu§u
kullan�l�rsa

Φ(xA+ I) = −xAΓ(xA) (xA)−1 Γ(−xA+ I)(− sin πxA)

= Γ(xA)Γ(I − xA) sinπxA = Φ (xA)

elde edilir.

(3.6.1) ba§�nt�s�

Γ

(
xA

2

)
Γ

(
xA+ I

2

)
= 2
√
π2−xAΓ(xA)

³eklinde yaz�l�r ve burada xA yerine I − xA al�n�p (3.6.3) ba§�nt�s� kullan�ld�§�nda

Φ

(
xA

2

)
Φ

(
xA+ I

2

)
= πΦ (xA)

elde edilir. (3.6.4) ba§�nt�s� ve sinxA'n�n seri aç�l�m�ndan

Φ (xA) = Γ (xA+ I) Γ(I − xA)

(
π − π3 (xA)2

3!
+
π5 (xA)4

5!
− . . .

)

bulunur. x = 0 için yukar�daki e³itli§in sa§ taraf� πI oldu§undan Φ (0) = πI'd�r.
g (xA), log Φ (xA)'n�n x de§i³kenine göre ikinci türevi olsun. Ayr�ca,

log Φ (xA) = log(Γ(xA)Γ(I − xA) sinπxA)

matris fonksiyonu periyodik oldu§undan g (xA) matris fonksiyonu da periyodiktir
ve

g (xA) =
1

4

[
g

(
xA

2

)
+ g

(
xA+ I

2

)]
(3.6.6)

biçiminde yaz�labilir. g (xA) , [0, 1] aral�§�nda sürekli oldu§undan, ‖g (xA)‖ ≤ M
olacak ³ekilde s�n�rl�d�r. g (xA), periyodik ve her x de§eri için bir pozitif M say�s�
ile s�n�rl� oldu§undan (3.6.6)'da her iki taraf�n 2-normu al�n�rsa

‖g (xA)‖ ≤ 1

4

(∥∥∥∥g(xA2
)∥∥∥∥+

∥∥∥∥g(xA+ I

2

)∥∥∥∥) ≤ M

2

elde edilir. Buradan g (xA) , M
2
ile s�n�rland�r�labilir. Benzer ³ekilde devam edilirse

g (xA) = 0 oldu§u görülür. log Φ (xA)'n�n ikinci türevi olarak tan�mlanan g (xA) =
0 oldu§undan log Φ (xA) do§ru denklemi belirtir. Ayr�ca, log Φ (xA) periyodik
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oldu§undan log Φ (xA) ve dolay�s�yla Φ (xA) sabittir. Bu durumda Φ (0) = πI
oldu§undan negatif olmayan her x de§eri için

Φ (xA) = Γ (xA) Γ (I − xA) sinπxA = πI (3.6.7)

d�r.

x = 1 al�n�rsa gamma matris fonksiyonu için a³a§�daki teorem elde edilir.

Teorem 3.6.3 A, Cr×r'de ∀k ∈ Z için k /∈ σ(A) ko³ulunu sa§layan matris olsun.
Bu durumda gamma matris fonksiyonu

Γ (A) Γ (I − A) = π [sinπA]−1 (3.6.8)

Euler yans�ma formülünü sa§lar.

Bu fonksiyonel e³itlik gamma matris fonksiyonu için önemli bilgiler
vermektedir. Jódar ve Cortes'in tan�m�yla özde§erleri s�f�rdan büyük matrislerin
gamma de§erleri hesaplanabilirken, (3.6.8) ba§�nt�s�

Γ (A) = π [Γ (I − A) sinπA]−1 (3.6.9)

biçiminde yaz�l�rsa bu formül ile özde§erleri s�f�rdan küçük ve tamsay� olmayan
matrislerin de gamma de§erleri hesaplanabilir. Örne§in;

A =

[
−7

2
0

3 −1
2

]
C2×2 de bir matris olsun. Bu durumda σ(A) =

{−7
2
, −1

2

}
'

dir. Ayr�ca,

Γ (I − A) =

∞∫
0

t−Ae−tdt =

∞∫
0

[
t
7
2 0

t
1
2 − t 72 t

1
2

] [
e−t 0
0 e−t

]
dt

=

[
Γ
(
9
2

)
0

Γ
(
3
2

)
− Γ

(
9
2

)
Γ
(
3
2

) ] =

[
105
16

√
π 0

−97
16

√
π 1

2

√
π

]
dir. Bununla birlikte,

sin (xA) =
exp (ixA)− exp (−ixA)

2i

oldu§undan

sinπA =

[
1 0
−2 −1

]
bulunur. Bu durumda (3.6.9) ba§�nt�s�ndan

Γ (A) =

[
16
105

√
π 0

−226
105

√
π −2

√
π

]
elde edilir.
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Sonuç 3.6.4 A, Cr×r'de herhangi bir matris olmak üzere xA matrisi tersinir ise
sinüs matris fonksiyonu

sin πxA = πxA

∞∏
p=1

(
I − (xA)2

p2

)

sonsuz çarp�m gösterimini sa§lar.

�spat. (3.6.5) ba§�nt�s�n�n tersi al�narak (3.6.7) ba§�nt�s�nda yerine yaz�l�rsa

sinπxA = πxΓ−1 (I − xA) Γ−1 (xA)

= −πxΓ−1 (−xA) (xA)−1 Γ−1 (xA)

elde edilir. Bu durumda, (2.2.8) ba§�nt�s�ndan ispat tamamlan�r.

3.7. Riemann Zeta Matris Fonksiyonu

Bu bölümde, Riemann zeta matris fonksiyonu tan�mlanarak, sa§lad�§�
integral gösterimleri ve bir fonksiyonel e³itlik verilecektir.

P , Cr×r'de her z ∈ σ (P ) için Re (z) > 1 spektral ko³ulunu sa§layan bir
matris olsun. (2.0.1) e³itsizli§i kullan�l�rsa

∞∑
n=1

∥∥n−P∥∥ =
∞∑
n=0

∥∥e−P lnn
∥∥

≤
∞∑
n=1

eα(−P ) lnn

r−1∑
k=0

(‖P‖
√
r lnn)

k

k!

≤
∞∑
n=1

e−β(P ) lnn

r−1∑
k=0

(‖P‖
√
r lnn)

k

k!

=
r−1∑
k=0

(‖P‖
√
r)
k

k!
ζ(k) (β (P )) <∞

bulunur. Burada ζ(k) (s) klasik Riemann zeta fonksiyonun k. türevidir. Bu durumda

ζ (P ) =
∞∑
n=1

n−P =
∞∑
n=1

exp (−P lnn)

olarak tan�mlanan Riemann zeta matrix fonksiyonu iyi tan�ml�d�r.

Gamma matris fonksiyonunda n ≥ 1 için t = nx al�n�rsa

Γ (P ) =

∫ ∞
0

e−tItP−Idt = nP
∫ ∞
0

e−nxxP−Idx
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veya

n−PΓ (P ) =

∫ ∞
0

e−nxIxP−Idx

elde edilir. n ≥ 1 de§erleri için toplam al�nd�§�nda

ζ (P ) Γ (P ) =
∞∑
n=1

∞∫
0

e−nxIxP−Idx (3.7.1)

bulunur. Her n ≥ 1 için (2.0.1) e³itsizli§i ve x > 0 için lnx ≤ x−1 oldu§u kullan�rsa

‖fn (x, P )‖ ≤
r−1∑
k=0

(‖P‖
√
r)
k

k!
e−xxk+α(P )−1 = f (x, P )

elde edilir. Burada fn (x, P ) = e−nxxP−I 'd�r. Bununla birlikte f (x, P ), [0,∞]
aral�§�nda integrallenebilir oldu§undan bask�n yak�nsakl�k teoreminden (3.7.1)
ba§�nt�s�ndaki toplam ile integraller yer de§i³tirebilir. Bu durumda

ζ (P ) Γ (P ) =

∞∫
0

∞∑
n=1

e−nxIxP−Idx

dir. Ayr�ca, x > 0 için 0 < |e−nx| < 1 oldu§undan

∞∑
n=1

e−nxI =
(
exI − I

)−1
=

1

ex − 1
I

d�r. Dolay�s�yla a³a§�daki teorem elde edilir.

Teorem 3.7.1 P, Cr×r'de her z ∈ σ (P ) için Re (z) > 1 spektral ko³ulunu sa§layan
bir matris olmak üzere Riemann zeta matrix fonksiyonunun bir integral gösterimi

ζ (P ) Γ (P ) =

∞∫
0

xP−I
[
exI − I

]−1
dx =

∞∫
0

xP−I

ex − 1
dx

dir.

Baz� matris integrallerinin Riemann zeta matris fonksiyonu cinsinden
ifadelerini a³a§�daki önermede verelim.

Önerme 3.7.2 P, Cr×r'de her z ∈ σ (P ) için Re (z) > 1 spektral ko³ulunu sa§layan
bir matris ve b ∈ C için Re (b) > 0 olsun. Bu durumda a³a§�daki matris integral
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gösterimleri sa§lan�r.
∞∫
0

xP−I

sinh bx
dx = 2b−PΓ (P )

(
I − 2−P

)
ζ (P ) , (3.7.2)

∞∫
0

xP−I (1− tanh bx) dx = 2 (2b)−P
(
I − 2I−P

)
Γ (P ) ζ (P ) , (3.7.3)

∞∫
0

xP−I (coth bx− 1) dx = 2 (2b)−P Γ (P ) ζ (P ) . (3.7.4)

�spat. b = 1 için ispatlay�p x → bx alarak genel duruma geni³letelim. �lk olarak
(3.7.2) ba§�nt�s�n� ispatlayal�m. Geometrik seri aç�l�m�ndan

1

sinhx
=

2e−x

1− e−2x
=
∞∑
n=0

e−(2n+1)x

dir. E³itli§in her iki taraf� xP−I ile çarp�l�p s�f�rdan sonsuza integral al�n�rsa
∞∫
0

xP−I

sinh bx
dx = 2Γ (P )

∞∑
n=0

(2n+ 1)−P

elde edilir. Ayr�ca,
∞∑
n=0

(2n+ 1)−P = 1−P + 3−P + 5−P + . . .

= ζ (P )− 2−P ζ (P )

oldu§undan ispat tamamlan�r. (3.7.3) ba§�nt�s�n�n ispat� için 1−tanhx fonksiyonunu
üstel fonksiyon cinsinden yaz�p geometrik seri aç�l�m� yap�ld�§�nda

1− tanhx = 1− ex − e−x

ex + e−x
=

2e−2x

1 + e−2x
= 2

∞∑
n=1

(−1)n−1 e−2nx

elde edilir. E³itli§in her iki taraf� xP−I ile çarp�l�p s�f�rdan sonsuza integral al�n�rsa
∞∫
0

xP−I (1− tanhx) dx = 2Γ (P ) 2−P
∞∑
n=1

(−1)n−1 n−P

= 2Γ (P ) 2−P
[
1−P − 2−P + 3−P − 4−P + 5−P − . . .

]
= 2Γ (P ) 2−P

[
ζ (P )− 2I−P ζ (P )

]
oldu§undan istenen sonuç elde edilir. (3.7.4) ba§�nt�s�n�n ispat� benzer ³ekilde
yap�l�r.

(3.7.3) ve (3.7.4) ba§�nt�lar�nda b de§i³kenine göre türev al�nd�§�nda iki farkl�
matris integrali elde edilir.
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Sonuç 3.7.3 P, Cr×r'de her z ∈ σ (P ) için Re (z) > −1 spektral ko³ulunu sa§layan
bir matris ve b ∈ C için Re (b) > 0 olsun. Bu durumda

∞∫
0

xP

cosh2 bx
dx = 4 (2b)−(P+I) (I − 2I−P

)
Γ (P + I) ζ (P ) , (3.7.5)

∞∫
0

xP

sinh2 bx
dx = 4 (2b)−(P+I) Γ (P + I) ζ (P ) (3.7.6)

dir.

Bu bölümdeki önemli ba§�nt�lardan biri de kosecant hiperbolik fonksiyonu
için kosinüs dönü³ümü olarak adland�r�lan

∞∫
0

t cosxt

sinh π
2
t

=
1

cosh2 x
(3.7.7)

integralidir (Widder 1971). Bu integralle birlikte bir sonraki önteorem ileride
Riemann zeta fonksiyonunun sa§lad�§� bir fonksiyonel e³itli§inin matris benzerinin
ispat�nda kullan�lacakt�r.

Lemma 3.7.4 P, Cr×r'de her z ∈ σ (P ) için Re (z) > −1 spektral ko³ulunu
sa§layan bir matris olsun. t > 0 için

∞∫
0

xP cos (xt) dx = −Γ (P + I) t−(P+I) sin
πP

2
(3.7.8)

integrali sa§lan�r.

�spat. (2.2.5) ba§�nt�s�nda b→ it ve b→ −it al�narak
∞∫
0

xP cos (xt) dx =
1

2

∞∫
0

xP
(
eixt + e−ixt

)
dx

=
1

2
Γ (P + I)

[(
1

−it

)P+I

+

(
1

it

)P+I
]

=
1

2
Γ (P + I) t−(P+I)i

[
e
π
2
iP − e−

π
2
iP
]

= −Γ (P + I) t−(P+I) sin
πP

2

elde edilir.
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Teorem 3.7.5 P, Cr×r'de 1 /∈ σ (P ) spektral ko³ulunu sa§layan bir matris olmak
üzere Riemann zeta matris fonksiyonu

ζ (I − P ) Γ (I − P ) sin
π

2
P = πζ (P ) (2π)−P (3.7.9)

fonksiyonel e³itli§ini sa§lar.

�spat. (3.7.5) integralini farkl� bir yoldan hesaplayal�m. (3.7.7) ba§�nt�s� ve Fubini
Tonelli Teoremi kullan�larak

∞∫
0

xP

cosh2 x
dx =

∞∫
0

xP

 ∞∫
0

t cosxt

sinh π
2
t
dt

 dx =

∞∫
0

 ∞∫
0

xP cosxtdx

 tdt

sinh π
2
t

elde edilir. Burada, (3.7.2) ve (3.7.8) ba§�nt�lar� kullan�larak

∞∫
0

xP

cosh2 x
dx = −2Γ (P + I) sin

πP

2

(π
2

)P−I (
I − 2P−I

)
Γ (I − P ) ζ (I − P )

elde edilir. Yukar�daki matris integrali (3.7.5) ba§�nt�s� ile kar³�la³t�r�ld�§�nda ispat
tamamlan�r.

(3.7.9)'daki fonksiyonel e³itlik Riemann zeta matris fonksiyonu için önemli
bilgiler vermektedir. �lk olarak Riemann zeta matris fonksiyonu özde§erleri 1' den
büyük matrisler için tan�ml� iken bu fonksiyonel e³itlikten özde§erleri 1'den küçük
matrisler için de tan�ml� oldu§u görülür. Ayr�ca, P, Cr×r'de σ (P ) = {−2k : k ∈ Z+}
olacak ³ekilde bir matris seçilirse

ζ (P ) =
(2π)P

π
ζ (I − P ) Γ (I − P ) sin

π

2
P

ba§�nt�s�nda
sin

π

2
P = 0

oldu§undan ζ (P ) = 0 elde edilir.

P = 0∈Cr×r olsun. Bu durumda

[exp (−P lnn)]ij =

{
0 , i 6= j
1 , i = j

oldu§undan

[ζ (P )]ij =
∞∑
n=1

exp (−P lnn) =

{
0 , i 6= j

ζ (0) , i = j

d�r. O halde, ζ (0) = 1
2
oldu§undan ζ (0) = I

2
elde edilir.

66



4. SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda, baz� klasik özel fonksiyonlar ailesinin matris
geni³lemeleri üzerine çal�³�lm�³t�r. Hermite matris polinomlar� için yeni ba§�nt�lar
bulunmu³tur. Hermite matris polinomlar� genelle³tirilerek özellikleri incelenmi³
elde edilen operatör formülü yard�m�yla Hermite matris polinomlar�n�n Burchnall
operatör ba§�nt�s� ve Nielsen ba§�nt�s�n� sa§lad�§� gösterilmi³tir.

Modi�ye Laguerre matris polinomlar� tan�mlanarak matris polinomlar� teorisi
için önemli sonuçlar olan üç terimli rekürans ba§�nt�s� ve matris diferansiyel denklemi
gibi özellikleri elde edilmi³, sahip oldu§u bilineer ve bilateral üreteç fonksiyonlar�
verilmi³tir. Ayr�ca, genelle³tirilmi³ Laguerre-tipli matris polinomlar� tan�mlanm�³t�r.

II. tip Chebyshev matris polinomlar� genelle³tirilerek özellikleri incelenmi³,
Hermite matris polinomlar�n� içeren integral gösterimi kullan�larak operatör teorisi
yöntemleriyle genelle³tirilmi³ II. tip Chebyshev matris polinomlar� için yeni
ba§�nt�lar ispatlanm�³t�r. Ayr�ca, II. tip Chebyshev matris polinomlar�n�n sa§lad�§�
bir ikinci dereceden matris diferansiyel denklemi elde edilmi³tir.

Birçok matris polinomunun genelle³tirmesi olan Humbert matris polinomlar�
ele al�narak baz� rekürans ba§�nt�lar�, m. dereceden matris diferansiyel denklemi ve
integral gösterimi gibi özellikleri elde edilmi³tir. Bununla birlikte, Pincherle matris
polinomlar�n�n üçüncü dereceden bir matris diferansiyel denkleminin çözümü oldu§u
gösterilmi³tir. Ayr�ca, Gegenbauer matris polinomlar� için bir dönü³üm formülü
ispatlanarak birkaç uygulamas� verilmi³tir.

Gamma matris fonksiyonu için Legendre çift kat formülü ve Euler
yans�ma formülü ispatlanm�³, böylece gamma matris fonksiyonun tan�m kümesi
geni³letilmi³tir. Bununla birlikte, sinüs matris fonksiyonu için sonsuz çarp�m
formülü elde edilmi³tir.

Riemann zeta matris fonksiyonu tan�mlanarak baz� matris integralleri
hesaplanm�³, hakk�nda daha fazla bilgi sahibi olmam�z� sa§layan bir fonksiyonel
e³itlik elde edilmi³tir.

Tüm bu özel matris fonksiyonlar� ailelerinin ta³�d�klar� özellikler, di§er özel
matris fonksiyonlar� ile olan ili³kileri incelenip say�lar teorisi, cebir ve uygulama
matematik alanlar�ndaki uygulamalar� ara³t�r�labilir.
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