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OZET
BAZI APPELL POLINOM AILELERININ MATRIS IFADELERI UZERINE
Levent KARGIN

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal
Damisman : Prof. Dr. Veli KURT
Haziran 2014, 72 sayfa

Bu tez caligmasinda, bazi klasik 6zel fonksiyon ailelerinin matris geniglemeleri
iizerine cahgilacaktir. Hermite matris polinomlarimin sagladigi toplam ve carpim
formiilleri, sahip oldugu diger iirete¢ fonksiyonlar1 ve hipergeometrik matris
fonksiyonlar gosterimleri elde edilecektir.

Genellegtirilmis Hermite matris polinomlart tanimlanarak, sagladig
ozeliklerde uygun parametre se¢imleriyle Hermite matris polinomlar1 i¢in Burchnall
operator formiilii ve Nielsen bagintisi ispatlanacaktir.

Laguerre matris polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu modifiye edilerek modifiye
Laguerre matris polinomlar1 tanimlanacak, sagladigi {i¢ terimli rekiirans bagintisi,
Rodrigues formiilii, matris diferansiyel denklemi ve sahip oldugu bilineer ve bilateral
iiretec fonksiyonlar: incelenecektir. Ayrica, Laguerre-tipli matris polinomlar: icin
yeni bir genellestirme verilecektir.

I. tip Chebyshev matris polinomlart genellegtirilerek,  &zellikleri
aragtirilacaktir. Sagladigi bir integral gosterimi kullanilarak bu matris polinomlar:
icin bazi operator formiilleri ispatlanacaktir. Ayrica, II. tip Chebyshev matris
polinomlarinin sagladigi bir matris diferansiyel denklem elde edilecektir.

Genellegtirilmis Humbert matris polinomlar: i¢cin baz rekiirans bagintilari,
matris diferansiyel denklemi, integral gosterimi gibi Ozellikler aragtirilacaktir.
Ayrica, Gegenbauer matris polinomlar: i¢in bir seri doniigiim formiilii ispatlanarak
birka¢ uygulamas: verilecektir.

Gamma matris fonksiyonunun bir fonksiyonel esitligi ispatlanacaktir.
Bununla birlikte, siniis matris fonksiyonu igin bir sonsuz carpim formiilii elde
edilecektir.

Riemann zeta matris fonksiyonu tanimlanarak bazi matris integralleri
hesaplanacaktir. Son olarak, Riemann zeta matris fonksiyonun bir fonksiyonel
esitligi ispatlanacaktir.
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ABSTRACT

ON MATRIX EXPRESSIONS OF SOME FAMILIES OF APPELL
POLYNOMIALS

Levent KARGIN

PhD Thesis, in Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Veli KURT
June 2014, 72 pages

In this thesis, we study on matrix extension of some classical special functions.
We give addition and multiplication formulas for Hermite matrix polynomials. We
obtain other generating functions for Hermite matrix polynomials and write Hermite
matrix polynomials as a hypergeometric matrix functions.

We introduce generalized Hermite matrix polynomials. We obtain Burchnall
operational formula and Nielsen identity for Hermite matrix polynomials by
choosing appropriate parameters from the properties of generalized Hermite matrix
polynomials.

We define modified Laguerre matrix polynomials by modifiying the generating
function of Laguerre matrix polynomials. We obtain three term matrix recurrence
relation, Rodrigues formula, second-order matrix differential equation and several
families of bilinear and bilateral generating matrix functions for modified Laguerre
matrix polynomials. Moreover a new generalization of the Laguerre-type matrix
polynomials is introduced.

We generalize the second kind Chebyshev matrix polynomials and focus on
their properties. Using their integral representation we investigate operational rules
associated with operators corresponding to these matrix polynomials. Furthermore
we obtain a matrix differential equation of second kind Chebyshev matrix
polynomials.

We obtain some properties of generalized Humbert matrix polynomials
such as matrix recurrence relations, matrix differential equation and an integral
representation. Moreover, we obtain a series transformation formula involving
Gegenbauer matrix polynomials. Then we provide a number of applications.

We get a functional equation of the gamma matrix function. Moreover we
give the infinite product expansion of sin matrix function.

We define Riemann zeta matrix function and evaluate some matrix integrals.
Finally we prove a functional equation of Riemann zeta matrix function.
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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalari ile Bulgular
olmak iizere iki boliimden olugmaktadir. Caligmanin temel kavramlar: olan bazi &zel
matris fonksiyonlar1 Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar: béliimiinde tanitilmig
ve bunlarin genel 6zellikleri verilmistir.

Bulgular boliimii yedi ana baghk altinda toplanmistir. Ilk olarak Hermite
matris polinomlarinin sagladigi bagintilar verilmigtir. Ikinci olarak genellestirilmis
Hermite matris polinomlar: tanimlanarak 6zellikleri incelenmis, 6zel halde Hermite
matris polinomlar: icin Burchnall operator formiilii ve Nielsen bagintisi elde
edilmigtir. Uciincii kesimde Laguerre matris polinomlarinin bir genellestirilmesi
verilerek sagladigi matris diferansiyel denklemi, Rodrigues formiilii ve baz1 iireteg
fonksiyonlari elde edilmigtir. Dordiincii kesimde genellegtirilmig II. tip Chebyshev
matris polinomlar1 tanimlanarak Hermite matris polinomlarini igeren bir integral
gosterimi elde edilmigtir. Besinci kesimde genellegtirilmis Humbert matris
polinomlarimin sagladig1 rekiirans bagimntilar1 ve bir matris diferansiyel denklemi
aragtirilmigtir.  Gegenbauer matris polinomlarini iceren seri doniisiim formiilii
ispatlanarak bazi uygulamasi verilmigtir. Altinci kesimde gamma matris fonksiyonun
fonksiyonel esitligi elde edilmig, bu esitlik ile gamma matris fonksiyonun tanim
kiimesi genigletilmistir. Yedinci ve son kesimde ise Riemann zeta matris fonksiyonu
tanimlanarak bazi matris integralleri hesaplanmig ve sagladigi bir fonksiyonel egitlik
verilmigtir.

Bu tez caligmasinin, bu alandaki caligmalara onemli katkilar saglayacagi
kanisindayim.

Bana bu konuda ¢aligma imkani saglayan ve ¢aligmalarim siiresince yakin ilgi
ve destegini hic esirgemeyen danigmanim Sayin Prof.Dr. Veli KURT’ a, yardimlarini
gordiigiim Doc. Dr. Mehmet CENKCI, Yrd. Doc¢. Dr. Miimiin CAN, Yrd. Doc.
Dr. Giiltekin SOYLU ve Yrd. Doc. Dr. Ayhan DIL’ e tesekkiirlerimi sunarim.
Ayrica, doktora yaptigim siire boyunca maddi manevi anlamda her zaman yanimda
olan aileme ve egsime de saygl ve sevgilerimi sunarim.
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1. GIRIS

{A, (z)},~, Appell polinomlar ailesi

d
%An(x):An_l(x), n=0,1,2,...

ozelligini ya da
At) = Zaktk, ap # 0
k>0
formal serisi igin
tTL
Alt)esp (1) = 3 A (o) -
n>0 )

formal seri esitligini saglayan polinomlara denir. A (t) fonksiyonuna, {A, (z)} —,

ailesinin belirleyici fonksiyonu da denir. Appell polinomlar1 teorik ve uygulamal
matematik alanlarimin farkli uygulamalarinda sik olarak kullamilmaktadir ve en

bilinen iiyeleri
t ot "
T 1° —;Bn(x)m

iiretec fonksiyonu ile tanimlanan Bernoulli polinomlari,
27t —t2 tr
e = Z H, (x) ]
n>0

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanan Hermite polinomlar: ve

(L=t)"e =% (=1)"LE™ ()¢

n>0
iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanan Laguerre polinomlaridir.

Karmagik say1 girdili » x r tipinde olan matrislerin kiimesi C"™*" olsun. ¢ bir
karmagik degisken ve n negatif olmayan tam sayi olmak iizere n. dereceden matris
polinomu A; € C™", 0 < j <nve A, # 0 igin

P,(t)=Ag+ At + ...+ Apt"
ifadesi ile verilir.

Matris polinomlarinin uygulama alanlarindan birisi diferansiyel denklemler
teorisidir. Denklem sistemlerinin matris gosterimi kullamlarak

ADX " O+BOX )+CH)X () =0

tipindeki ikinci dereceden matris diferansiyel denklemleri fizik, kimya ve mekanik
problemlerinin ¢oziimlerinde kargimiza ¢ikmaktadir. Burada A(t), B (t) ve C (¢)
matris degerli fonksiyonlardir.



Her ¢ degiskeni ve C"*"deki herhangi bir A matrisi i¢in

o0 Akyk

€ —=
k!
k=0

olarak tanimlanan ve C"*"’deki herhangi iki A ve B matrisleri icin

.. . .. .. -1 _
ii. e iistel matrisi her zaman tersinir ve (eA) =e 4,

iii. AB = BA ise e(41B) = 4B,

. .« . . . . —1 _

iv. B tersinir bir matris olmak iizere e? 48 = B~le4 B,
v. t € R igin e!t = I¢t,

d At _ A AL
V1. Ze = Ae

ozelliklerini saglayan iistel matris fonksiyonunun Lie grubu, Lie cebiri ve
grup teorisinde 6nemli uygulamalar: vardir. Bu bakimdan, iistel matris hesaplamasi
oldukca Oonemlidir ve matematikciler ve sayisal analizciler tarafindan yogun olarak
caligiimaktadir. Ustel matris hesaplamasinda birkac yontem verelim.

D bir kogegen matris olsun. Bu durumda

d 0 ... 0
0 dy ... O
0 0 d,
i¢in
e 0 0
0 e 0
el = .
0 0 efn

e 0 0
0 e® 0

e =C . c!
0 0 efn

dir.



N nilpotent bir matris ise N9 = 0 olacak gekilde ¢ dogal sayis1 vardir. Bu
durumda iistel matris fonksiyonu

seklinde hesaplanair.

Herhangi bir X matrisi, X = A + N olacak sekilde kogegenlenebilir A ve
nilpotent /N matrisi cinsinden yazilabilir ve AN = N A’dir. Dolayisiyla

olarak hesaplanir.

Krein 1949’da matris polinomlarinin

(P,Q),, — /p () Q (2) W () da

R

olarak tanimlanan i¢ carpim ile ortogonallik 6zelligini inceleyerek matris degerli
ortogonal matris polinomlar: kavramimi tanimlamigtir. Burada P,Q € C™" [z] ve
W (z) € C™" agirlik fonksiyonudur. Duran, {P,}, ., bagkatsayisi birim matris olan
matris polinomlar1 (monik matris polinomlar1) olmak iizere

R

matris integralinin
2Py () = Poyr (2) + P (2) An + Pocy (2) Br, 020
ti¢ terimli rekiirans bagintisina denk oldugunu ispatlamigtir (Duran 1997).

Hermite, Laguerre, Jacobi polinomlar1 gibi klasik ortogonal polinomlar
190011 yillardan itibaren matematikgiler i¢in 6nemli bir ¢caligma alani olmustur. Bu
polinomlar, Fizik, Astronomi ve Istatistik gibi bilim dallarinda da 6nemli kullanim
alanlarina sahiptir. Bu tip polinomlarin matris genislemelerini incelemek icin,
1994’de Jodar ve Company ilk olarak Hermite matris polinomlarini tanimlayarak

$2

(—00,00) araliginda w (z, A) = exp (—AT> agirlik fonksiyonuna gore

0 ,n#m

/Hn (x, A) Hy, (2, A) W (z) dx = { o) (27“471)1/2 mem

integrali ile ortogonal oldugunu gostermislerdir (Jodar ve Company 1994). Boylece
klasik ortogonal polinomlarin matris geniglemeleri calisilmaya baglanmis ve su ana

3



kadar Laguerre matris polinomlar (Jodar vd 1994), 6zdegerlerinin reel kismi —1’den
biiyiik olan C"™*"’deki A ve B matrisleri i¢in
-1)" 1
PAB) (1) = ( ') oy <A+B+(n+1)],—n[;B+]; ;I>
n!

xI''(B+ DT (B+ (n+1)1)

olarak tanimlanan Jacobi matris polinomlari (Defez ve Jodar 2004), 1. tip Chebyshev
matris polinomlar1 (Defez ve Jodar 2002), II. tip Chebyshev matris polinomlar:
(Batahan 2006), Gegenbauer matris polinomlar1 (Sayyed vd 2004), ¢ok degigkenli
Humbert matris polinomlar: (Aktag vd 2011), C"*"’deki herhangi A ve tersinir B
matrisleri i¢in

VA B =Y (1) (At ), (o5

k=0

olarak tanimlanan Bessel matris polinomlar1 (Kishka vd 2012), Legendre matris
polinomlart (Upadhyaya 2011), Pincherle matris polinomlari (Khammash 2012a)
tanimlanarak temel Ozellikleri verilmigtir. Bunlarla birlikte klasik &zel fonksiyonlar
ailesinin 6nemli iiyeleri olan gamma, beta ve hipergeometrik fonksiyonlarin matris
geniglemeleri incelenmigtir (Jodar ve Cortes 1998a, Jodar ve Cortes 1998b). Ayrica,
bu tip matris polinomlarinin genellestirmeleri {izerine birgok ¢aligma yapilarak 6zel
matris fonksiyonlar ailesi hakkinda bazi énemli sonuglar elde edilmigtir (Metwally
vd 2008, Metwally vd 2010, Shehata 2011).

Bu tezde, bazi klasik 6zel fonksiyonlar ailesinin sagladigi hangi 6zelliklerin
hangi kogullar altinda 6zel matris fonksiyonlar: ailesine aktarilabilecegi diisiincesiyle,
Hermite matris polinomlarinin 6zellikleri incelenmis ve klasik gamma fonksiyonun

™

1
VAl (22) = 2270 ()T (z - 5) ve ()T (1—2) = T
ozellikleri gamma matris fonksiyonuna genigletilmeye calisilmigtir. Boylece, gamma
matris fonksiyonun tanim kiimesi genigletilmigtir. II. tip Chebyshev matris
polinomlar1 ve Hermite matris polinomlar1 genellegtirilerek sagladigi ozelliklerde
uygun parametre secimleriyle II. tip Chebyshev matris polinomlart ve Hermite
matris polinomlar1 i¢in bazi1 6nemli sonuclar elde edilmigtir. Bununla birlikte,
modifiye Laguerre matris polinomlar1 tanimlanarak sagladigi ii¢ terimli rekiirans
bagintisi, bir matris diferansiyel denklemi, Rodrigues formiilii bulunmus ve sahip
oldugu bazi iirete¢ fonksiyonlari gosterilmistir. Ayrica, genellestirilmis Humbert
matris polinomlar: ele alinarak sagladig {i¢ terimli rekiirans bagintisi, bir matris
diferansiyel denklemi, ve klasik Hermite polinomlarini iceren bir integral gosterimi
ispatlanmugtir. Ozel hali olan Gegenbauer matris polinomlar: icin orijinal sonuclara
ulagilmigtir. Son olarak sayilar teorisinde 6nemli bir caligma alani olan ve klasik
gamma fonksiyonu ile yakin iligkisi oldugu bilinen klasik Riemann zeta fonksiyonun
matris geniglemesi ele alinarak bazi ozellikleri ispatlanmigtir.

4



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

Matris polinomlarina girig yapmadan once ilk olarak tez boyunca kullanilacak
olan temel kavram ve Ozellikleri verelim. Matris teorisinin temeli olan herhangi bir
A matrisinin 6zdeger kavrami, = sifirdan farkli (r x 1) boyutlu bir vektor ve 0O sifir
matris olmak iizere

Az =X zyada (A—X)z=0

esitligini saglayan A degerleri, ya da diger bir ifadeyle, A’ya gore r. dereceden bir
denklem olan
det (A — M) =

seklindeki A matrisinin karakteristik denkleminin kokleri olarak tanimlamir. A
matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesi o (A) ile gosterilir ve o (A)’yva A’nin spektrumu
denir. Eger, Vz € 0 (A) i¢in Re (z) > 0 ise A € C™*" matrisine pozitif kararli matris
denir ve pozitif kararli her matris tersinirdir (Jodar ve Cortes 1998a). Bagka bir
onemli kavram da matris fonksiyonlarinin taniml olduklar: bélgeleri incelemek icin
kullanilacak olan 2-norm kavramidir. Sifirdan farkli z = (2 ...x,) vektoriiniin
2-normu (Euclid normu);

. 1/2
2
el = [zw ]
k=1

olmak iizere A matrisinin 2-normu (spektral norm);

[ Azl
[

1Ally = sup

veya
[A]l, = max || Azl

llll,=1

olarak tamimlanir (Golub ve Van Loan 1983). Bu norm tez boyunca ||A] ile
gosterilecektir. Dolayisiyla, C"*"’deki herhangi bir A matrisi i¢in

a(A) = max{Re(z): z € 0(A)} ve B(A) = min{Re(z) : z € 0(A)}

olmak tizere t > 0 icin
r—1
HeAt” < tz HA”\/_t (2.0.1)
7=0

dir (Golub ve Van Loan 1983).

f(2) ve g (2) karmagik diizlemin Q agik alt bolgesinde analitik iki fonksiyon
olmak iizere 0(A) C Q olan herhangi bir A matrisinin, f (2) ve g (z) fonksiyonlarinda
f (A) ve g (A) matris degerleri i¢in

f(A)g(A) = g(A)f(A) (2.0.2)



dir. Ayrica, B, C"™*"’de o(B) C Q kogulunu saglayan bir matris olmak iizere AB =
BA ise

f(A)g(B) = g(B)f(A) (2.0.3)
olacak gekilde matris fonksiyonlar i¢in degigme 6zelligi vardir (Dunford ve Schwartz
1963). Bu ozellikler yardimiyla VA=AY? = exp (% log A) matris fonksiyonu pozitif
kararli matrisler i¢in (Jodar ve Company 1994),

=> %y”, ly| <1 (2.0.4)

n=0

geometrik matris fonksiyonu herhangi bir A matrisi i¢in (Jodar ve Cortes 1998a) ve

(I—-A)=>" (;—)ﬁAn (2.0.5)

n>0

matris fonksiyonu da ||I|| = 1 iken [|A|| < 1 ve herhangi bir ¢ tamsayisi i¢in iyi
tanimhidir (Lancaster 1969). Ayrica, f (P) iyi tanimh ve S, C"™*"’de tersinir bir
matris ise

f(SPS™) =5f(P)s™ (2.0.6)
ozelligi saglanir (Golub ve Van Loan 1983).

Son olarak, n > 0 ve k > 0 igin A (k,n), C"™*"'de herhangi bir matris olmak
iizere

i iA (k,n) = i A(k,n —2k), (2.0.7)

n=0 k=0 n=0 k=0
iif“(’ﬁ”>=i y A(k,n—k) (2.0.8)
n=0 k=0 n=0 k=0
ve n
ii!‘l(’%n ii A(k,n —mk) (2.0.9)
n=0 k=0 =0 k=0

dir (Defez ve Jodar 1998, Metwally vd 2009).

2.1. Hermite Matris Polinomlari

A, C™"de pozitif kararh bir matris olmak iizere H, (x, A) Hermite matris
polinomlar:

1"

V" (z) — 2AY (z) + nAY (z) =0

ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir ¢éziimii olarak tanimlanir ve

(] (=1)"n! (zv24 o
H, (z,A) = o (Tg_ %)!) (2.1.1)

k=0




ifadesi ile verilir (Jodar vd 1996a).

Bu tip matris polinomlarinin  Hermite matris polinomlar1 olarak
adlandirilmasinin - nedeni A = [2];,; Ozel durumunda klasik Hermite
polinomlarina indirgenmesidir. Hermite matris polinomlari, (—oo,00) araliginda

w (z,A) = exp (—42?) agurhk fonksiyonu olmak iizere

o A 0 N FE S
/ exp (—E;ﬁ) H, (x,A)Hs (z,A) = { ol (27TA_1)1/2 b

—00

ortogonallik 6zelligini gercekler. Ayrica, Hermite matris polinomlari

oo tn
Z H, (z,A) — = exp (xtv 2A — t21> z,t€C (2.1.2)
n!
n=0
fonksiyonu tarafindan iiretilip,
Hyi (z,A) —2vV2AH, (x,A) — 2nH, (2, A) =0 (2.1.3)

i¢ terimli rekiirans bagintisi ve

H, (2, A) = (=1)" ™% (é> T [e*%ﬂ

2 dz™

Rodrigues formiiliinii gercekler (Jodar vd 1996a). Bu matris polinomlarinin, Jodar
vd tarafindan 1996b yilinda verilen

- " _1 2A (zyt — (22 + y?) t?) 1
H, (z,A) H, (y,A) — = (1 —4t*) 2 =
S o A) .4 1 = (1 48) e (ZHV <y

iiretec fonksiyonu bu calismada farkli bir yoldan elde edilecektir.

Batahan, Hermite matris polinomlarini, iirete¢ fonksiyonu yardimiyla iki
degigkenlilere genigletmigtir. Iki degiskenli Hermite matris polinomlar:

[o¢] tn

E H, (z,y,A) — = exp <xt\/2A — yt2I> , x,y,t€C
n!

n=0

seklinde tanimlanir (Batahan 2006). Bununla birlikte, iki degigkenli Hermite matris
polinomlar:

(5] (—1)k n! (:m/ﬂ) o y*

(2.1.4)

esitligini,
Hn+1 ({E, Y, A) — IV 2AHn (x7y7 A) - 2”?/Hn—1 (l’, Y, A) =0
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ii¢ terimli rekiirans bagintisini,

2 A _n/2 dn Ax?
— (_1\* AZ?/2, n/2 [ 12 — 5
Hy (z,y,A) = (=1)"e™ 7y (2) T [6 ]

Rodrigues formiiliinii ve

Hn(x,y,A):exp( y(24) 6‘9 )(x\/_ )

operator formiiliinii saglar. Bu polinomlar ayrica

0? 0
[ Va2~ xA% + nA] n(z,y,A) =0 (2.1.5)

ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Iki degiskenli Hermite matris polinomlari exp (Az),cos (Ax) ve sin (Az)
matris fonksiyonlarinin seri agilimlarinda ortaya ¢ikar (Batahan 2006, Defez ve Jodar
1998).. Gergekten, A, C™*"’de Vz € o (A) i¢in |Re(z)| > |Im ()| spektral kogulunu
saglayan bir matris olmak iizere

1 A?
€xXp (AZL‘) = exp (y) Z EH’I’L (l’, Y, 7) )

n>0

cos (Az) = exp (—y) ;0 @H% (l” v A;)

ve
1

. A2
sin (Az) = exp (—y) Y WH%H (33, Y 7)
n>0 ’
dir.

Hermite matris polinomlar1 icin bazi genellegtirmeler yapilarak bazi
problemler i¢in ¢oziimler elde edilmeye ¢ahgilmigtir (Metwally vd 2008, Metwally
vd 2010, Shehata 2011, Shehata 2012). Bu genellegtirmelerin en énemlilerinden
biri Béliim 3.4.1’de II. tip Chebyshev matris polinomlarinin bir genellegtirmesinde
kullanilacak olan iki indisli iki degiskenli Hermite matris polinomlaridir. Tki indisli
iki degiskenli Hermite matris polinomlari

Z Hypm (z,y, A = exp (xt\/ ytm[> x,y,t € C

iiretec fonksiyonu ile tanimlanir. Bununla birlikte,

) ] (—1)F ! (x\/_>" mh
o (,y, 4) k! (n —mk)! (2.1.6)

3




esitligini,
n!

Hn+1,m (.Z‘, Y, A) — TN mAH"’m (l‘, Y A) + m (n +1-— m)l

Hymm (x,y,A) =0
rekiirans bagintisini saglar ve

{ya—’" A Ty (m)m] H,y o (2,9, A) = 0

_+_
ax™  m T m

m. dereceden matris diferansiyel denkleminin bir ¢éziimiidiir (Metwally vd 2009).
Ayrica,

Hom (2,7, A) = exp <—y <\/M>_m %) (xm)”

ve
—m—1 amfl

Hym (z,y,A) = {x mA —my (W) 8xm—1] ' (1) (2.1.7)

operator formiillerini gergekler (Metwally 2011). (2.1.7) bagntisinda 6zel olarak
m = 2 vey = 1 ahnwsa H,5(z,1,A) = H, (z,A) oldugundan Hermite matris
polinomlarimin

A\ ol
H, (z,A) = Nﬂ-( 5) 5| (D)

gosterimi elde edilir. Bu egitligin Boliim 3.2’de farkhi bir ispati verilecektir.
2.2. Gamma ve Beta Matris Fonksiyonlari
Pochhammer sembolii ya da artan faktoriyel olarak bilinen
(2),=2(+1)(2+2)...(24+n—-1), n>1, (2),=1
fonksiyonuna P matrisini uygulayarak elde edilen
(P),=PP+I)...(P+(n—-1)1), n>1

bagntisi iyi tanimhdir. Burada (P), = I’dir. Dolayisiyla,

(P)y, = 27" (§>n (?)n (2.2.1)

dir. Ayrica, 7! (z) = 1/T'(2) ile gosterilen gamma fonksiyonunun ¢arpmaya gore
tersi olan fonksiyon tiim kompleks diizlemde analitik bir fonksiyondur. Bdylece,
C™"deki herhangi bir P matrisinin ters gamma fonksiyonu altindaki goriintiisiine
kargilik gelen T'~! (P) matrisi iyi tanimhdir. Bu durumda

Vn > 0 tam saysi i¢in C' 4+ n/ matrisleri tersinir (2.2.2)



ise I' (P) matrisinin I'"! (P) ile gosterilen tersi vardir ve
P(P+I1)...(P+(n—=1)DT (P+nl)=T""(P)

dir (Hille 1969). Gamma ve ters gamma fonksiyonlar1 analitik oldugundan (2.0.2)
ozelligi kullanilarak

P(P+1)...(P+(n—1)I)=T(P+nl)T"}(P)

elde edilir ve

(P), =T (P+n)T*(P) (2.2.3)

seklinde de yazilabilir.
Beta matris fonksiyonu, klasik gamma ve beta fonksiyonlar1 arasindaki
['(2)T (y)

B(z,y) = Tty

Re(z) > 0,Re(y) >0

bagintisindan, pozitif kararli P matris icin
B(Ayl) =T (AT (yI) I (A+yl) (2.2.4)

ifadesi ile tamimlanabilir. Burada y € C i¢in Re(y) > 0’dir. Bu kogullar altinda
Beta matris fonksiyonu

™

B (A, yl) = 2/2 sin?A1 0 cos® 1 0dh, Re(y) >0
0

integral gosterimini saglar (Jodar vd 1995). P, C"™"’de pozitif kararl bir matris
olmak {izere gamma matris fonksiyonu

P = /000 e " dt, t" T =exp((P—1)Int) (2.2.5)

seklinde tanimlanarak,

I'(P)= lim (n— 1! (P), "'n’ (2.2.6)

n
n—o0

limit gosterimi ispatlanmigtir (Jodar ve Cortes 1998b). Bununla birlikte, gamma
matris fonksiyonun (2.2.5)" deki integral gosterimi motivasyonu ile Beta matris
fonksiyonu, C"*"’deki pozitif kararhh P ve () matrisleri icin

B(P,Q) = /OltP—f (1—t)9 " at

ifadesi ile de tanimlanabilir (Jodar ve Cortes 1998b).
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P ve @, C™"de degigmeli matrisler ise B (P, Q) = B(Q, P)'dir. P ve Q
0

[i 2:|V€Q:

matrisleri degismeli degil ise bu ézellik saglanmaz. Ornegin, P =

[ L1 } olsun. PQ # QP ve o (P) =0 (Q) = {1,2} dir. Buradan

0 2
P—-I __ 1 0 - P_[_ 1 O
! _[t—l e =0Ty

ve

B(P,Q) = /Olt’”(l—t)@‘fdt:/ol{til (t)Hé 1__tt}dt

ve

B(Q,P) — /Oth—fa—t)P—fdt_/OlH t;ﬂ [jt 19*&

dir. O halde, PQ # QP ise B (P, Q) # B (Q, P)’dir. Ayrica, (2.2.4) bagmtisinin, P
ve (), C""’de porzitif kararh, kdgegenlenebilir ve degigsmeli matrisler olmak iizere

B(P.Q)=T(P)L(QT ™ (P+Q) (2.2.7)

olacak sekilde genellestirilmesi verilmigtir (Jodar ve Cortes 1998b). Jodar ve Cortes
P ve Q matrisleri i¢in kogegenlenebilirlik kogulunu kaldirip C"*"’deki degismeli P ve
(2 matrisleri icin

Vn > 0 tam sayist icin P 4+ nl, Q) + nl, P 4+ () + nl matrisleri tersinir

ise (2.2.7) esitliginin saglandigini ispatlamiglardir (Jodar ve Cortes 1998a).

Ayrica, P, C™*"de (2.2.2) kogulunu saglayan bir matris olmak iizere

PT(P)=eP [ﬁ (I + g) 65] : (2.2.8)

n=1

bagintisi  kullanilarak Laguerre matris polinomlarimin  asimptotik ifadeleri
incelenmigtir (Jodar ve Sastre 2000).
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Bu motivasyonla, klasik gamma fonksiyonunun sagladig:

m

sin 7wz

VAl (22) = 2270 ()T <z + %) ve () I'(1—2) =

Legendre c¢ift kat formiilii ve Euler yansima formiilii gamma matris fonksiyonuna
genigletilecektir.  Ayrica, siniis matris fonksiyonu igin sonsuz carpim formdiilii
verilecektir.

2.3. Hipergeometrik Matris Fonksiyonlari

A ve B, C""’de herhangi iki matris ve C, C"*"’de (2.2.2) kosulunu saglayan
bir matris olmak {izere hipergeometrik matris fonksiyonlar:

2 F1(A, B; C; 2) = Z (A)y (B)g![(c)k]lzk, lz| <1 (2.3.1)

ifadesi ile tanimlanir (Jodar ve Cortes 1998a).

Bu tip matris fonksiyonlarinin hipergeometrik matris fonksiyonlar1 olarak
adlandirilmasimin nedeni A = [a],,,, B = [b];,;, ve C = [c],,,; 6zel durumunda
klasik hipergeometrik fonksiyonlarina indirgenmesidir.  Hipergeometrik matris
fonksiyonlar1t A, B ve C' C"*"’de pozitif kararli matrisler olmak iizere

p(C) > a(A) + a(B)

kogulunu saglhyor ise |z| = 1 i¢in mutlak yakinsaktir. Bununla birlikte, C, C"™*"’de
(2.2.2) kogulunu saglayan bir matris ve CB = BC ise oF1(A, B; C; 2)

2(1—=2)Y"—2AY'+Y'(C—2(B+1))+AYB=0, 0<]|z|<1

ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir (Jodar ve Cortes
1998a).

n,j € N olmak iizere 6zel olarak A = —nl matrisi igin (A)nﬂ. =0
oldugundan (2.3.1) esitligi
~ (=nl), (B),[(€),] "
2F1(—nI,B;C’;Z):Z k k!k ki ¥ (2.3.2)

k=0

seklinde olan n. dereceden bir matris polinomudur. C"*"’deki B ve C matrisleri icin

(i) CB = BC,
(ii) B ve C — B porzitif kararl,

(iii) Vn > 0 dogalsayist i¢in C' + nl tersinir
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kogullarim saghyor ise her n i¢in
2B (—nl, B;C;2) =T (C -~ B+n)T Y (C+nl) T (C - B)T (0O)

bagintisini ger¢ekler. Ayrica, B, C' € C™" matrisleri i¢in B pozitif kararli, CB = BC
ve
Vk > 0 tam sayist icin C' + kI ve C'— B + kI matrisleri tersinir

ise [z <1ven=0,1,...icin

oFi(—nl, B;C;z) = (1 — 2)" oF1(—nlI,C — B; C,

)

z

dir (Defez ve Jodar 2002).

2.4. Laguerre Matris Polinomlari

A, C™*"’de her k > 0 tamsayisi i¢in —k ¢ o(A) spektral kosulunu saglayan
bir matris ve A € C i¢in Re (A) > 0 olmak {izere

Y +(A+D) = Xz)Y + Y =0 (2.4.1)
ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir ¢éziimii olarak

i (=DM A D, [(A+T),) T At
(AN Z( )" ( k!>(n{(—k)!”

k=0
ifadesiyle tanimlanir (Jodar vd 1994).

Bu tip matris polinomlarimin Laguerre matris polinomlar1 olarak
adlandirilmasinin nedeni A = [a],,; 6zel durumunda klasik Laguerre polinomalarina
indirgenmesidir. ~ Laguerre matris polinomlari, (0,00) araliginda w(xz,\) =
exp (—zA) agirlik fonksiyonuna gore

0 N FE S
'A+(n+1)I) ,n=s

| e (o) 0 () 10 () = {
0 ]

n

ortogonallik 6zelligini gercekler. Ayrica, Laguerre matris polinomlar

_ — At =
(1—1) (A+I)exp< x>:ZL5LA’A)(x)t", teC, |t|<1, ze€C

1—1
n=0
fonksiyonu tarafindan iiretilir,
LA (z) = LMD” [xAJrnI exp(—Az)], n>0 (2.4.2)

n!
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Rodrigues formiiliinii ve
(n+1) LAY (@) + [#] — (A+ 2n+ 1) D] LY (@) + (A+nl) LY (z) = 0

ti¢ terimli rekiirans bagintisini saglar (Jodar vd 1994).

Ayrica, Laguerre matris polinomlar:

(AR an) oy gn —(A+(k+1)]) —ATEN a2
Tl Ly ()" = (1 - 1) exp | T— ) L (15

oo

n=0

iiretec fonksiyonu saglar ve

S A+ 1), )7 LY (@) 1 = exp (£)y Fy (— A+ I =),
n=0

(e}

> nll T A+ (n+1) 1) LY (@) LYY (y) ¢

n
n=0

o 2
— (1= )" exp (M) o (_;AJF I ()‘itz)

L=t 1—1)
hipergeometrik matris fonksiyonlar cinsinden ifadeleri vardir (Jodar ve Sastre 1998).

Laguerre matris polinomlar1 ile Hermite matris polinomlar1 arasinda A,

CT’XT7de 1
Vz € 0 (A) i¢in Re(z) > —5

spektral kosulunu saglayan bir matris olmak iizere
= ok A+EIN)
> — o AI——A Ln HEA) (1)
k=0
(-D)'"TA+@n+1) NI (A+30) (A-(1/2)1)
= NIET - /_1 (1—1t7) Hay, (tv/x, A) dt

bagintist vardir (Jodar ve Defez 1998). Bu bagmti yardimiyla

AN (2) = XATD2D (n+ DT (A+ (n+ 1) 1)Y? LAY (2)

olarak tamimlanan normallestirilmis Laguerre matris polinomlariin asimptotik
ifadesi incelenmigtir (Jodar ve Sastre 2000). Laguerre matris polinomlarinin bagka
asimptotik ifadeleri de aragtirilmaktadir (Sastre ve Jodar 2006, Sastre ve Defez
2006). Ayrica, bu matris polinomlar:

ST LMY () = LA (a)

fonksiyonel egitligini saglar (Sastre vd 2006).
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Cekim ve Altin, Laguerre matris polinomlarinin

i (A+ (k Z' NI, . L}(ﬁA,A) () = (1—t)" LYY (xt)

k=0 ’ (1 B t)k

toplam formiiliinii, C, C"*"’de herhangi bir matris olmak {izere

Y (O A+DIT LY (@) = (1-1)77 1R (C; A+ Iixf) ,
n=0
0o (A+nI))
Z L‘—'@)tn = exp(t) LgA,A) (\z — 1)
n
n=0

tirete¢ fonksiyonlarmmi ve A, C"™*"’de Vz € ¢ (A) icin Re (z) > —1 kogulunu saglayan
bir matris olmak {iizere

lim P49 (1—2zAs7) = LA ()
5—00

limit gosterimini sagladigim gostermiglerdir (Cekim ve Altin 2013). Burada,
piAP (z) Jacobi matris polinomlaridir (Defez ve Jodar 2004).

2.5. Chebyshev Matris Polinomlari

A, C™"de her z € 0 (A) i¢in 0 < Re(z) < 1 spektral kogulunu saglayan bir
matris olmak iizere herhangi n > 0 tam sayis1 icin n. dereceden I. tip Chebyshev
matris polinomlar:

n

T, (0, 4) =Y “g%gfi; D e () 0t (A 4 k) (1 — 2)F
2 | i

ya da hipergeometrik matrix fonksiyonlari ile

T, (z,A) = oF} (—n[,nI;A; 1_T$>

esitligi ile tanimlanir (Defez ve Jodar 2002).

Ozel olarak r = 1 icin A = % alinirsa T, (a:, %)

—DFokn (n+k—1)! N
T"(x):;( )(Qk)!((n—k)! Fi-a

olarak bilinen klasik I. tip Chebyshev polinomlarina indirgenir.

n. dereceden 1. tip Chebyshev matris polinomlari,
(1-27) T (2, A)+ (—24+ (1 —2) )T, (z,A) + n’T, (z,A) =0, —1<z<]l
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ikinci dereceden matris diferensiyel denklemini,

T, (z, A) = (_2}1)” (A ] A +2)* 1 —a) " Dn [(1 ta) -t (1 :ﬂ)"}

Rodrigues formiiliinii ve

/_1 (1-— m)AJ (1+ x)—A T, (2, A) Ty, (z, A) da

0 in#m
= L(—-AT(A) in=m =20
ST (—A+(n+ 1) NI (AT (A+nl) ;n=m#0

ortogonallik 6zelliklerini saglar (Defez ve Jodar 2002).

A, C™"de pozitif kararli bir matris olmak {izere herhangi n > 0 tam sayisi
icin n. dereceden II. tip Chebyshev matris polinomlari

5] (—1) (0 — k)! (ov/2A)
k! (n — 2k)!

n—2k

M

Up(z,A) =

k=0

esitligi ya da Hermite matris polinomlar: cinsinden
—tn 1
Up(z,A) = — [ e 't"H, x,;,A dt (2.5.1)

integral gosterimi ile tanimlanr (Batahan 2006).

n. dereceden II. tip Chebyshev matris polinomlar:

<1

° —1
N U, (A" = ([ —atV2A + t21> , th\/m 2]
n=0

fonksiyonu tarafindan iiretilir ve n > 1 icin
Upi1 (2, A) — 2V2AU, (2, A) + Up—1 (2, A) =0

ti¢ terimli rekiirans bagimtisim saglar (Altin ve Cekim 2012a).

Bu tez caligmasinda II. tip Chebyshev matris polinomlar: ele alinacak ve
sagladigr ikinci dereceden matris diferansiyel denklemi ile birlikte bazi operator
formiilleri elde edilecektir.

2.6. Humbert Matris Polinomlari
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Humbert matris polinomlar: ile ilgili ilk calisma Aktas vd tarafindan
2011 yilinda c¢ok degigskenli Humbert polinomlarinin matris geniglemesi konusunda
yapilmigtir. Cok degiskenli Humbert matris polinomlar

[T {(c—miat+5tm) ™} = 3 P mozyecyrr (26)

i=1 n=0

ifadesiyle tamimlanir. Burada ¢ = 1,2,...r i¢cin A; € C™", |mxit — y;t™| < |cif,
r=(x1,...2.),y=(Y1,...Yr), c = (c1,...¢), m= (my,...m,) kogullarin1 saglar.
(2.6.1) bagmtisinda verilen matris iirete¢ fonksiyonu kullanilarak ok degiskenli
Humbert matris polinomlarinin

Pr(LAhmAT) (ma X, ya C)
T —Ap—(np+kp)l

(Ap) 11, Cr n kp k
- Z H : :”Lp!kp! my? (=1)" zp Py,

miki+..mrkr+ni+...ny=n p=1

acik gosterimini,
Ao (zw) = Z arQon (2) "
i¢in

[n/p]

(A1, Ar)
@npuv T, Y;z, C Z kPn lpk m,x,y,C) QM+UI<: (Z) Ck

olmak tizere

3 77 n - my *Ai
Z On.puw (937 Y% t_f"> = H {(CZ — myx;t + yt™) } Ao (z;m)
n=0 3

=1

matris iirete¢ fonksiyonunu ve

[n/p] :
=n,p o« A — (A1+Bh 7AT‘+B'I’ k
—pu,v,c,m (l‘, Y; =5 U)) - E : Pn —pk (m7 z,Y, C) QH+Uk (Z) w
k=0
igin
n [k/p|

Aq,... Ay Bi,...,Br n,
SN aP ) (mowyy, o) PEP (myx,y, ) Qi (2)w! = ER L (@, y; 23 w)
k=0 [=0

bagintisim sagladigy ispatlanmigtir (Aktag vd 2011).

Ozel olarak r = 1 alinirsa (2.6.1) bagmtisindan, genellegtirilmis Humbert
matris polinomlarinin (G-HMP)

F(x,y,t,c, A) = (c — mat + yt™)~ ZPA m,x,y,c)t" (2.6.2)
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iiretec fonksiyonu elde edilir.

Bu tez c¢aligmasinda (2.6.2)’deki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanan
genellegtirilmis Humbert matris polinomlarinin sagladigr rekiirans bagintilari, bir
matris diferansiyel denklemi ve bir integral gosterimi elde edilecektir.

2.7. Gegenbauer Matris Polinomlari

A, C™"de pozitif kararli bir matris olmak iizere Gegenbauer matris
polinomlar:

ZCA = (=20t +3)7", |22t — 2] <1

bigiminde tanlmlamr (Sayyed vd 2004).

Bu tip matris polinomlarimin Gegenbauer matris polinomlar1 olarak
adlandirlmasimim nedeni A = [a],,, 0Ozel durumunda klasik Gegenbauer
polinomlarina indirgenmesidir. (Gegenbauer matris polinomlar

%] k n—2k
A . ) (A), (Qw)
k=0
[%] I —1
A — |:(A + 5)k:| 2 k n—2k
Cit(x) = 2 (24), 7 R (z* - 1)"=
esitliklerini ve
Gy (x) = o oI (—n1,2A+nI,A+§’ 5 7
A . (2513)” (A)n —nl (1 —n) ]. 1
Cn(x) - n' 2F1 2 ) 2 ,I—A—TLI7? ,
Ay _ (24), n I . 9

hipergeometrik matris fonksiyonu gosterimlerini saglarlar (Sayyed vd 2004, Altin ve
Cekim 2013). Ayrica, Gegenbauer matris polinomlari

20,2
DA, Gl @) = exp(at) oFy (‘;A+ 7 Wfl)) |
n>0
n+k)! " —(2A4n x—t
S Petwr = i (1) 71
>0 n. 1%
ve
ZC;? () 2F1 (=nl, yI;24;y)t" (2.7.2)
n>0

_ - I (v+ 1)1 I (yt)* (2?2 -1
:p2'yl 2A(p2+xyt—yt2)72F1<7— (v );A—i——; (yt)” ( )2>
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matris fonksiyonlar: tarafindan da iretilir (Khammash 2009). Burada p =
(1 —2xt + t2)1/ ®dir. Bununla birlikte, Gegenbauer matris polinomlar i¢in

Zk' <a:+\/3327) ( $2—1>

toplamsal gosterimi vardir (Altin ve Cekim 2013).
Shehata, iki degigkenli Gegenbauer matris polinomlarini A, C"™*"’de pozitif
kararli bir matris olmak {iizere

ZC;? (z,y)t" = (1 - 2xt+yt2)_A, |22t — yt?| < 1

iiretec fonksiyonu ile tanimlayarak,
(n+1) Oy (2,y) = 22 (A+nl) Cf (2,y) +y2A+ (n = 1) 1] Ciy (w,y) = 0

ti¢ terimli rekiirans bagintisi ve
(y — 2% 8—2 - (2A+])x2 +n(2A+nl)| CH(z)=0
O0x? oz "
matris diferansiyel denklemi gibi bazi temel ozelliklerini incelemigtir (Shehata
2012b).
2.8. Pincherle Matris Polinomlar:

A, C"™"de pozitif kararl bir matris olmak iizere Pincherle matris polinomlari
ZhA = (1=3at+)7", |3at - <1

tirete¢ fonksiyonu ile tamimlanir (Khammash ve Shehata 2012a). Bu tip matris
polinomlar:
[5]

hA (l’) _ (_1)k (A)n—2k (31,)71—376

k! (n — 3k)!

e
Il
o

esitligini ve
(n+1)hit, (v) =3z (A+nl)hi (2) + [3BA+ (n—2) ] hit ,(z) =0

ic terimli rekiirans bagintisini gercekler. Ayrica, Pincherle matris polinomlar: ile
Hermite matris polinomlar1 arasinda

B (2) = L (A) /0 " exp (—t) D g (w’ (\/_ ) t12,A> dt

n!

integral gosterimi vardir (Khammash ve Shehata 2012a).
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3. BULGULAR

3.1. Hermite Matris Polinomlarinin Sagladigi Ozellikler

Bu boliimde, Hermite matris polinomlar: i¢in ¢arpim ve toplam formiilleri
ispatlanacaktir. Ayrica hipergeometrik matris fonksiyonlar1 cinsinden ifadeleri ve
sagladig iiretec fonksiyonu elde edilecektir. Bu 6zelliklerin 6nemli bir kismi Kargin
ve Kurt tarafindan bir makalede verilmigtir (Kargin ve Kurt 2013). Béliim boyunca
A, C™*"de pozitif kararli bir matris olarak alinacaktir.

Onerme 3.1.1 Hermite matris polinomlart asagidaki ¢carpym ve toplam formillerini
saglar.

(5]

n n! 1\"
k=0

n Az + pz o\ vk e
(A 4+ p?)iH, (ﬁA) =3 (MNUFH (21, A) Hyog, (2, 4) . (3.1.2)
k=0

Burada A\, € C'dir.

Ispat. (2.1.2)’de t yerine ﬁ, x yerine px alinirsa

0 H A) 7 2
Z Hn (e, A) " = exp (mt\/ﬂ — t—])
Iun n! M?

n=0

t2
= exp (mt\/ 2A — 3] + 3] — —2])
1

- [Sreat] 505

elde edilir. (2.0.7) bagmtis1 kullanilip ’;—T: terimlerinin katsayilar1 kargilagtirildiginda
(3.1.1)’deki Hermite matris polinomlar: i¢in c¢arpim formiilii elde edilir. (3.1.2)
bagintis1 da benzer gekilde ispatlanir. [ ]

Sonug 3.1.2 Hermite matris polinomlar: asaqidaki esitlikleri gercekler.

2% H, <zl+zQ’A) = S () Hi (21, A) Hup (22, A) (3.1.3)
\/5 k=0

n

2% H, (\/53: A) = S () Hi (2, A) Hyop (2, A). (3.1.4)

k=0
n

2B H, (e 4y, A) = > (I)H, <\/§a§,A> Hoy (\/éy,A>. (3.1.5)

k=0
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(3.1.5) egitligi, klasik Hermite polinomlarinin sagladign Runge toplama
formiiliiniin (Runge 1914) matris geniglemesidir. Ayrica (3.1.5) bagintis1 Altin ve
Cekim tarafindan farkli bir yolla ispatlanmigtir (Altin ve Cekim 2012b).

Onerme 3.1.3 Hermite matris polinomlar

min(m,n) g
2"H pyn—ok (2, A)

_ 11 m+n—2k )

H, (z,A) H,, (x, A) = m!n! ; = ) — )1 (3.1.6)
ve T # Y i¢in
i V2AH,, (2, A) Hy (y, A) _ Hypr (y, A) Hy (2, A) — Hyo (2, A) Hy (y, A)

— 2m+1lm| 2ntinl (y — o)

(3.1.7)

bagintilarine saglar.

Ispat. (2.1.2) bagmtis1 kullamlarak

ZZH x,A) H, (x, A)u_v_ = exp<\/ﬂx(u+v)—(u+v)2+2uv>

!l m)!
_ ZZ Z 2" ];:I::l?\ﬁ A>uM+rUM+s+r

=0 M=0r+s=N

n=0 m=0

elde edilir. N =0,1,2,3,...icinr =m — N, s = n — N alnirsa, r,s > 0’dir ve
N degerleri 0,1,2,..., min (m,n) arasinda deger alir. Buradan %” terimlerinin
katsayilar kargilagtinldiginda istenen elde edilir.  (3.1.7)’in ispati igin (2.1.3)
bagintisi

aV2AH,, (x,A) = Hpy (2, A) + 2mH,, ;1 (z, A)

ve

yv 2/4]{m (yv A) = Hm—l—l (y7 A) + 2mHm—1 (y7 A)

olarak yazihir. Birinci denklem H,, (y, A) ile, ikinci denklem H,, (z, A) ile ¢arpihp
taraf tarafa farklar1 alinirsa

V2A(y — x) Hy (2, A) Hyy (y, A)
= Hy1 (y,A) Hy, (2, A) + 2mH,, 1 (y, A) Hy, (2, A)
—Hpi1 (2, A) Hy, (y, A) — 2mH,, 4 (2, A) Hyy, (y, A)

elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafi 27" m/! ile boliiniip ve m = 0,1,...,n
iizerinden toplam alindiginda ilk n terim sadelegir. Buradan istenen elde edilir. m

Ozel olarak (3.1.6)’da A = [2], ., alinrsa, klasik Hermite polinomlar i¢in
Feldheim bagintisi elde edilir.
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Onerme 3.1.4 th\/QAH < 1 olmak tizere

i (©), Hu (2, 4) H;!<x’ D _ (1-atv2a) " 5F <% % =42 (1 - 2tv/24) _2)

(3.1.8)
dir. Burada c € 7777 dar.

Ispat. Esitligin sol tarafina (2.1.1) bagntis1 yazihp (2.0.7) bagmtis1 goz oniine
alinirsa

|3

| (-1 (@), (ev2A)"
k! (n — 2k)! !
(=1)" (e + 26), () (wtv/2A) " 2

kln!

= (x A)
-0

WE

n 0 k=0

3
Il

W
NE

S
Il
o
=
I

0

elde edilir. Bu durumda, (2.0.5) bagintis1 ve

(€)g = 2% <§>k (C; 1)k (3.1.9)

ozelliginden istenen sonuc elde edilir. [ ]

Onerme 3.1.5 Hermite matris polinomlarinin hipergeometrik matris fonksiyonlary
cinsinden ifadesi

n o - _ -1
(o, 4) = (ov24) "o (LU 2200 ) s VR

2 7 2 7 a2
(3.1.10)

dr.

Ispat. (2.1.1) bagmtisinda

oldugu kullanilip gerekli iglemler yapilirsa istenen sonug ispatlanir. [ ]

Teorem 3.1.6 k € Z%' icin Hermite matris polinomlarinan diger bir diretec
fonksiyonu

-1
> " A
" Hyw (2, 4) = = exp <:ct\/2A _ m) H | 21 - ( 5) Al (3111
n:
n=0

dur.
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Ispat. k € Z* i¢in

oo 00 n k [o8) n
SN Ha )Y = Y ) Y

k=0 n=0 n=0

- ( z (t+ u) (t+u)2>

k

-1
= exp(xt\/_—t2>ZHk x—( é) t, A %

dir. Her iki tarafta 7y terlmlerlnm katsayilar1 karsilagtirildiginda istenen sonug elde
edilir. [

(3.1.11) denkleminin bir uygulamasi olarak agagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.1.7 |t| < % olmak dizere Hermite matris polinomlarinin bilineer diretec

2
fonksiyonu

n

ZH v, A) H A)t = (1482~ exp(QA(xytl__(ijy2)t2>> (3.1.12)

dar.
Ispat. (2.0.7) ve (3.1.11) bagntilar kullamldiginda

N . o Bl (1) (2v24 n(y, A)t"
ZHn(x,A)Hn(y,A)m = ZZ ( k! n)—zk)
kze

p (2Azyt — 2Ax%2) Hyy (y — 2at, A) (—1)F 12
k!

elde edilir. Yukandaki seride

o (—1) (2k)! (y — 20t) > (V2A 22
Hy (y — 2at, A) =) o < )

s=0

esitligi ve
(2K)! = (1),, = 22*K! <1)
2 k

ifadesi kullanilarak

n

—2A82 (y — 2at)?

Z H, (x,A) H A) ! = (1—4%) 2 exp (24zyt — 2A2°¢%) exp ( a2
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bulunur. Ustel carpanlar diizenlendiginde istenen sonuc elde edilir. ]

(3.1.12) denkleminde ¢ yerine £ alimirsa, Jodar ve Defez tarafindan ispatlanan
(41) denkleminin farkli bir ispat1 verilmis olur (Jodar ve Defez 1996).

Onerme 3.1.4%¢ (3.1.11) denklemi uygulanirsa Hermite matris polinomlari icin
agagidaki bilateral tirete¢ fonksiyonu elde edilir.

Teorem 3.1.8 Hermite matris polinomlar: asaqidaki bilateral trete¢ fonksiyonunu
gercekler.

o tn
Z 2F0(_nI7CI7_ay)Hn(va>m
n=0 )
= exp (mt\/ 2A — t2> (I + zytV2A — 2yt2I> -
I I -2
X oF} (%, %; — — 4yt <I + zytvV2A — 2yt2[> ) .
Burada ||2yt*] — xyty/ 2AH <1 wveceZ" dr.

Bu bagmtimim 6zel olarak A = [2],,, i¢in ispat1 verilmistir (Brafman 1957).

3.2. Genellestirilmis Hermite Matris Polinomlar:

Bu boliimde genellegtirilmig iki indisli Hermite matris polinomlar
tanimlanarak sagladigi temel 6zellikler incelenecektir. Ozel durumda Hermite matris
polinomlar: i¢cin Burchnall operator formiilii ve Nielsen bagintisi ispatlanacaktir.

Tamim 3.2.1 A, C™"’de pozitif kararl bir matris olmak tzere H,, ,, (x, A) iki indisli
Hermite matris polinomlar:

F(x,u,v,A) = exp (\/gx (u+v)— uv>

= Z Z Hym(x,A) il lu| < oo, v < oo (3.2.1)

n=0 m=0

trete¢ fonksiyonu ile tanimlanar.

Buradan

n+m
A e A Mk
exp<v§x<u+v>—uv>=§j§j§:<—1>k<x 5) “Hntml



dir ve (2.0.8)’den

oo oo min(m,n) m+4n—2k "
exp (\/gx (u+v)— uv) Z Z Z B (l‘\/%) Z!:n!

n=0 m=0
(3.2.2)
elde edilir. (3.2.1) ve (3.2.2) bagmtilarinda S“¢ terimlerinin katsayilar
kargilagtirildiginda iki indisli Hermite matris polinomlarinin

min(m,n) m+n—2k
Hyp (2, A) = ) (=D (1) (1! (x\@) (3.2.3)

acik ifadesi bulunur. (3.2.3) bagmtisindan H,, ., (z, A) derecesi m + n olan bir
matris polinomu ve H,,, (z,A) = Hy,,, (x, A) oldugu goriiliir. Ayrica, m = 0 i¢in

H,po(z,A) = (x 4) dir. (3.2.3) esitliginden

2

Hyp (0, A) = { (_1)91 o Z i;‘ (3.2.4)

ve her m > 1 tamsayisi i¢in
P m—+1 A m—1
Him(z,A) = (mq/ 5) —m <x\/ 5) (3.2.5)

H,, o (z, A)’ nin birkag terimi agagida verilmistir.

dir.

S T | G/
n=2 | (s §)4—2<x\f) (:c\/?) —4(a Sg‘) + 21
oo ) o) V) o) o

(3.2.3)’den, H,,,, (z, A)'nin

o

o[

Hy (=2, A) = (=1)""™ H,, , (2, A)

simetri formiiliinii sagladigi kolaylikla goriiliir. Bu durumda, H,, , (z, A), n+m’nin
tek ya da ¢ift olma durumuna gore tek ya da ¢ift fonksiyondur. (3.2.1) bagintisinda
u = v almirsa (2.1.2)’den

Hy (2, A) = (") Hyemm (2, A) (3.2.6)

m=0

elde edilir.
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Simdi, (3.2.1) matris serisinin |z| < a karmagik bélgesinde sabit u ve v
degerleri i¢in diizgiin yakinsakhigimi inceleyelim. (3.2.3)’de 2-norm alindiginda

)

A

HHn,m (z,A)]| < Hpm <a B

olur. Burada, H,,,, (x)

ifadesi ile verilen klasik iki indisli Hermite polinomudur. Ayrica,

exp (‘ Zllafu+ o] + |ul Iv|> =§:§:anm< ‘ )M b

n=0 m=0
oldugundan (3.2.1) matris serisi z’e gore terim terime tiirevlenebilirdir. Bu
durumda, (3.2.1) bagmmtisinda z’e gore tiirev ahmip, uygun indis degisiklikleri
yapildiginda

d

A
%Hn,m (ZE, A) = \/; [an—l,m (ZL’, A) + mHn,m—l (l’, A)]

bulunur. Buradan yukaridaki esitlige tiimevarim uygulanarak agagidaki onerme elde
edilir.

Onerme 3.2.2 n,m > 0 i¢in Hy o (2, A) 'man tirev formiili

%H”’m (z,4) = 5! (\/g ) D () () Hosrrmer (2, A) (3.2.7)

r=0

dur.

Onerme 3.2.3 Jki indisli Hermite matris polinomlar:

A
Hyim (z,A) = x\/;Hn’m (x,A) —mH,, - (2, A), (3.2.8)

A
Hymir (,A) = EHn’m (x,A) —nH,_1m (2, A), (3.2.9)

(n—m) Hypm(z,A) = x\/g(HnH,m (,A) — Hy i (2, A))  (3.2.10)

rekiirans bagintilariny saglar.



Ispat. (3.2.1)’de u degiskenine gore tiirev almirsa

o A
%F(IU’UA> ( \/%—U)F(SL’,U,U,A)

elde edilir. Buradan

nlm

ZZ”H’”’L z, A) ol ml

n=1 m=0

bulunur.  Uygun indis degigiklikleri ile (3.2.8) bagmtisi elde edilir.  (3.2.9)
bagintisinin ispati ig¢in (3.2.1) bagintisinda v degigkenine gore tiirev alinarak
benzer ispat yontemi uygulanir. Son olarak (3.2.10) bagintisi, (3.2.8) ve (3.2.9)
bagintilarinin taraf tarafa fark: alinarak elde edilir. [ ]

Onerme 3.2.4 Iki indisli Hermite matris polinomlary i¢in

min(n,m) k
1
k=0
carpwm formiili ve
ntm Az + 2o "= N Bt
(N2 4+ 02) 7 H,,, | ZELTEZ2 4 = g M) (5) 3212
(N + p2)? kO; RN

toplam formdiilii vardwr. Burada X,y € C'dir.

Ispat. (3.2.1)’de x yerine px, u yerine &, v yerine - alnirsa,

P D AL ey Oy YA B
pmtn n!m! - o 2 2

n=0 m=0
A (u+v) . iy
= X —T (U v) — uv uv — —
Py 3 e

u” v

bulunur. Yukaridaki bagmtida (2.0.8) kullanilarak esitligin her iki tarafindan ;%
terimlerinin katsayilari kargilagtirldiginda (3.2.11) elde edilir. (3.2.12) bagmtis1 da
benzer gekilde ispatlanir. ]
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Sonug 3.2.5 [ki indisli Hermite matris polinomlar: asagidaki esitlikleri gercekler.

n m

25 Hyn (V22 4) = 303 G (1) Huont (2, 4) Hig (2, 4),

2 g (249, 4) = 303 () (D) oot (V22,4) Hyy (V3y, 4))

2 (0 4) = 303 () R () oo (V3 4).

Teorem 3.2.6 Iki indisli Hermite matris polinomlarinen operator formiili

-1 n m
[A A d A
dir.

Ispat. A, C™*"de pozitif kararli bir matris olmak iizere

—1 -n
A d 2/ 2o - (_u)” A d" z+/ 20
eXP‘“(E) e KA Dy (5) eV

A
= e 2

dir. Her iki taraf ex\/gu ile carpilip gerekli iglemler yapildiginda
© & A N ANAAY © &
u" v u" v
N iy -5 S 3 = Hnm 7A N
>3 (i (V3) &) (V) S X meea iy

elde edilir. Yukaridaki bagintida “n—T% terimlerinin katsayilar1 kargilagtirildiginda

istenen sonuc elde edilir. [ ]

Agagidaki sonucta iki indisli Hermite matris polinomlar: i¢in yeni bir rekiirans
bagintisi verilecektir.

Sonuc 3.2.7 ki indisli Hermite matris polinomlar:

-1 n
[A A d
H”+T7m (ili', A) =\ E - ( 5) % Hr,m (37, A)

rektirans bagintisini saglar.
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Ispat. (3.2.13) kullamlarak kolayca ispatlanr. u

Teorem 3.2.8 n,m > 0 i¢in ikt indisli Hermite matris polinomlar: i¢cin Rodrigues
formiili

) A\ )
Hypp (2, A) = €37 (=1)" ( 5) o [e—%’v xm] (3.2.14)

dur.

Ispat. Tiimevarim ile

e -( §> L) @) =t oy <\/§>j—[f (29 ()]

(3.2.15)
esitligi elde edilebilir. (3.2.15) esitliginde f(z) = (a:\/g) , g(r) = 1 alnarak
Teorem 3.2.6 kullanilirsa istenilen sonug elde edilir. [ ]

Bu bagintidan, iki indisli Hermite matris polinomlari,
n _—a _pxY dn o —px”
1) (2,0,p) = (—1)" 2% T (a7,
a;n

olarak tammlanan genellestirilmis Gould-Hopper Hermite polinomlarinin (Gould
1962) matris benzerleri i¢in bir alt simif olugturur. Gergekten v = 2, = m ve

p= % alinirsa
AN A
Hypm (x, A) = 2™ ( 5) H? (x,m, Z)

Bir sonraki énermede, iki indisli Hermite matris polinomlarinin ¢arpimlarinin
agirlikli toplamlarini iceren bir formiil verilecektir.

elde edilir.

Onerme 3.2.9 n,m > 0 olmak zere iki indisli Hermite matris polinomlars icin

onet) = (0 3 (V) HQOCID 0

Hn—k,m ('T; A) Hr—s—i—k,m—l (‘737 A)

xm—&—n

Nielsen bagintist saglanar.
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Ispat. g (z) = (:ﬂ/%) i¢in (3.2.15) bagintisina Leibniz formiilii uygulanp (3.2.14)

bagintis1 kullanildiginda

A ) a\"
i-(/3) &) [ (45)

(-1)’“(’;)( g) Hcsomn (3, 4) o [f ()]

bulunur. Yukaridaki bagintida da f(z) = <$\/§>_ H, ., (x,A) alimirsa Sonug
3.2.7ten

Hson (2, 4) = <—1>’“(z>( é) Hton (2, 4) [( é) i (2, 4)

k=0

elde edilir. Son olarak, yukaridaki denklemde tekrar Leibnitz formiilii uygulanarak
(3.2.7) bagintist kullamlirsa ispat tamamlanir. |

Teorem 3.2.6'nin bir uygulamasi olarak asagidaki énermeyi verelim.

Onerme 3.2.10 ki indisli Hermite matris polinomlarinan  diger ireteg
fonksiyonlar:

-1
= u” [A A d
ngzo Hn—O—T,m (fL’, A) F =eXplu|lx E - ( 5) % Hr,m (]}'7 A) y (3216)

i f: Hoon (2, A) Hoo (3, A) 22 (3.2.17)

n! m!

-1 -1
A A\ d A A\ d Ve
= _—— J— —_ - _ - yv 5
P U T ( 2) ar | |7V 72 ( 2) a €

dir ve bu matris polinomlar:

>

n=0

n=0 m=0

H, o (x, A) u0™ (3.2.18)

2 -1
—t | I — \/A(+)+ A + A L dt
exp Xz 9 Uu v u T 9 v 9 dr deB

matris integral gésterimini gercekler.

I
=—; 11
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Ispat. (3.2.17) denklemi

(z,u,v, A) ZZHan z, A) “—% (3.2.19)

n=0 m=0

seklinde yazilarak, Sonug 3.2.7 kulanilirsa

n

o oo -1
W (zx,u,v,A) = ZZZ—T% :1:\/%—( %) % H,,, (z,A)
[ A AR m
"X @‘( 5) ) [ Hoan (0 4)
— B ) )
= exp |u x\/§—< é) % mz:oHr?m(x,A)%

elde edilir. Benzer gekilde iki indisli Hermite matris polinomlarinin carpimini iceren
seri

G (z,u,v, A) ZZHnmxA nm(y,A)uv

— — n! m!
seklinde yazilarak Teorem 3.2.6 kullanildiginda (3.2.17) bagintisi elde edilir. (3.2.18)
bagintisi, (2.0.5) bagntis: ve Teorem 3.2.6 kullamlarak ispatlanir. n

Teorem 3.2.11 Hermite matris polinomlary i¢in Burchnall operator formiilii

H, (z,A) = Nﬂ—(@) % (1) (3.2.20)

dir.

ispat. (3.2.13) bagintisinda n yerine n — m alimarak her iki taraf (:1) ile carpilip m
degerleri lizerinden 0’dan n’ye kadar toplam alinirsa

m=0 m=0
A\ a)
= V2A — — —
¢ ( 2> dx
elde edilir. Bu durumda (3.2.6) bagintisindan istenen sonug ispatlanir. |

A = [2];,, 06zel durumunda (3.2.20) bagmtisi Burchnall tarafindan klasik
Hermite polinomlar1 i¢in ispatlanan operator formiiliine indirgenir (Burchnall 1941).
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Sonug 3.2.12 Hermite matris polinomlary asagrdaki rekiirans bagintising saglar.

1 n
A d
Hn-H“ (ZE,A) = TV 2A — ( E) % H’r‘ (.Z',A)

Teorem 3.2.13 Hermite matris polinomlary i¢in Nielsen bagintist

Hyyr (2, A) = mz(é) (—2)* (Z) (;) K H, ;. (x, A) H,_y, (z, A) (3.2.21)

k=0

dur.

ispat. Tiimevarim ile

-1 n n —k i
Nﬂ-( é) % [f (z)] = (—1)’“(’;)< é) Hn_k(w,A)%[f(:v)]

elde edilebilir. Bu durumda, f (z) = H, (z, A) i¢in

N A A d*
Hyr (377 A) = Z <_1) (/g) ( _> Hy (1’, A) w [Hr (Ia A)]

k=0

elde edilir. Dolaysiyla H 1 (z, A) = 0 ve

d* ko nl
an (x,A) = <\/ﬂ> mank (z, A)

oldugundan (Jodar vd. 1996a) istenen sonug elde edilir. [
A = [2],,, Ozel durumunda (3.2.21) bagmntisi Nielsen tarafindan klasik

Hermite polinomlar i¢in ispatlanan bagntiya indirgenir (Nielsen 1918).

3.3. Modifiye Laguerre Matris Polinomlari

Bu bdéliimde, modifiye Laguerre matris polinomlar: olarak adlandiracagimiz
yeni bir matris polinomu tanimlanarak sagladigr temel 6zellikler incelenecektir.

Tanim 3.3.1 B, C™"’de herhangi bir matris ve A\ € C i¢in Re(A\) > 0 olsun.
Modifiye Laguerre matris polinomlar:

G(zt)=1—t) Pexp(at) =Y fPV(2)t", |t <1, z,teC  (33.1)

n=0

iireteg fonksiyonu ile tamsmlanwr (Kargin ve Kurt 2014b).
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(2.0.4) ve (2.0.8) bagmtilar kullamlarak

Glnt) = Z (B!)”t”Z A"

n n!
n=0 n=0
B El'(n —k)!

Il
=)

n k=0

elde edilir. t" terimlerinin katsayilar1 karsilagtirildiginda f,EB’A) () matris polinomu

icin .
" (B),_, \'2*
(B)A) — n—Fk
FBY (1) = kZ:O Hin ) (3.3.2)

toplamsal gosterimi elde edilir.

Ozel olarak A, C™*"’de her k > 0 tamsays1 icin —k ¢ o(A) spektral kosulunu
saglayan bir matris olmak iizere B = —A — nl alinirsa

(—A—nl), = (1" (A+ D), [(A+ 1),

elde edilir.  Bu bagnt1 (3.3.2) bagmtisinda yerine yazilirsa flATnA) (x)

(-1)" L (x) dir. Bu nedenle (3.3.2) agik gosterimine sahip matris polinomlarina
modifiye Laguerre matris polinomlar1 denir.

(3.3.2) bagintisindan fT(LB”\) (x), bagkatsayisi # olan n. dereceden bir matris
polinomudur ve ilk birka¢ terimi
B(B+1
FPY @) =1, S5 () = B ael, [PV (2) = ()P T+ Bre + DBTD 2+ )

dir.

G (z,t) matris degerli fonksiyonu ¢ degigskenine gore |t| < 1 igin analitik
oldugundan ¢ degiskenine gére tiirev alinip gerekli diizenlemeler yapildiginda

0G (z,t
(1—t)#— [B+Xx(1—t)I|G(x,t)=0
elde edilir. Buradan
donfEV (@)t =Y nf PN (@)t =Y BAP ()"
n=1 n=1 n=0
=D APV (@)t + D A fiPV (@) ¢ = 0
n=0 n=0
dur. Uygun indis degigiklikleri yapilarak ¢* terimlerinin katsayilar

kargilagtirildiginda modifiye Laguerre matris polinomlarinin
(n+1) £ (@) = Pl + (B +nD)] PV () + Aaf P (2) =0, n>1 (3.3.3)
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ii¢ terimli rekiirans bagintisi elde edilir.

Simdi, modifiye Laguerre matris polinomlarinin sagladigi matris diferansiyel
denklemini inceleyelim. G (z,t) matris degerli fonksiyonu = degigskenine gore
tam fonksiyon oldugundan x degiskenine gore tiirev alinip gerekli diizenlemeler
yapildiginda

DG (z,t) — MG (z,t) =0

elde edilir. D tiirev operatorii d/dz olmak {izere yukaridaki esitlikte (3.3.1) bagintist
kullanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

DfPN (z) = M EY () (3.3.4)

elde edilir. (3.3.3) bagintisinda x’e gore tiirev alinip (3.3.4) bagintist kullanilirsa
(n+1) DY (2) — Aal + (B +nl)] DFEN (z)
FALD 5 () + DIE () = AP (1) = 0
elde edilir. (3.3.4)’de n yerine n — 1 alinip yukaridaki bagintida yerine yazildiginda

(n+ 1) AfBY (2) — [\eI 4 (B + nI)] DB (2)
+AzD PN (@) + DFEN () = APV (2) = 0

bulunur. Bununla birlikte )\Dfﬁ’l’\) (x) = D2 f{EY (z)’dir. Bu durumda, modifiye
Laguerre matris polinomlari

zD? BN (2) — Azl + (B + (n— 1) 1)) DY (2) + Anf BV () =0 (3.3.5)

n
ikinci dereceden matris diferansiyel denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Simdi de modifiye Laguerre matris polinomlarimin sagladigi Rodrigues
formuliinii inceleyelim. B, C"*"’de herhangi bir matris olmak tizere

Dn_kl’_B _ (_1)n—k (B)n_k :L,—B—(n—k)[

dir.  Bununla birlikte, D*exp (—Az) = (—1)* \¥ oldugundan Leibnitz formiilii
kullanilarak

)\k’k

n [, —B _ n_y.—B—nl ~ (B),x A'w
D" [z~ P exp (—Az)] = (-1)" nlz exp(—/\x)gm
elde edilir. O halde modifiye Laguerre matris polinomlari
—1)"
BN (1) = uxBJ“"I exp (Az) D" [z~ " exp (—Az)] (3.3.6)

n!
Rodrigues formiiliinii saglar.

Simdiye kadar elde ettigimiz bagintilar1 agagidaki teoremde verelim.
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Teorem 3.3.2 B, C™"’de herhangi bir matris ve A € C i¢in Re(\) > 0 olsun.
Modifiye Laguerre matris polinomlar: asagidaki ozelliklert saglar.

(i) n>1igin
(n+1) £ (2) — el + (B + nD)] fP () + Aaf 5 (2) = 0
dir.

(ii) Modifiye Laguerre matris polinomlar1 (3.3.5)’de verilen ikinci dereceden matris
diferansiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir.

(iii) Modifiye Laguerre matris polinomlari (3.3.6)’daki Rodrigues formiiliinii saglar.

Yukaridaki teoremde 6zel olarak B = —A — nl alinirsa Laguerre matris
polinomlarimin sagladig ii¢ terimli rekiirans bagintisi (2.4.3), ikinci dereceden matris
diferansiyel denklemi (2.4.1) ve Rodrigues formiilii (2.4.2) elde edilir.

3.3.1. Modifiye Laguerre Matris Polinomlari i¢cin Diger Urete¢ Fonksiyonlar

Bu kesimde modifiye Laguerre matris polinomlarinin diger {ireteg
fonksiyonlar1 verilecektir.

Teorem 3.3.3 B ve C, C"™*"de degismeli herhangi iki matris ve X € C i¢in Re (A) >
0 olmak tizere modifiye Laguerre matris polinomlary igin

o0

> (O), fPY ()t = (1= Aat) ™ oF, (O, B; —: ﬁ) (3.3.7)

n=0

esitlige gerceklenar.

ispat. Modifiye Laguerre matris polinomlarinin (3.3.2)’de verilen agik gosterimi
kullanmildiginda

(), £ @ = 33D

I
(]
i[~]
x~|3
)
=
5

n

(]
(]

elde edilir. (A) (A), (A+nl), oldugundan

n+k =

o0

(©),, [PV (z)t" = i (C +nl), )" i (C), (B,

k!

n k=0 n=0

dir. Buradan istenilen sonug ispatlanir. [ ]
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Teorem 3.3.4 B, C"*"’de herhangi bir matris ve k negatif olmayan bir tamsay:
olsun. Bu durumda

i (nnTklf)!féf}j) (z) t" = exp (\zt) (1 — ¢)~BT*D f]iB,A) (2 (1—1)) (33.8)
n=0 o

dir.
Ispat. (3.3.1) bagmtisinda ¢ yerine ¢ + v alindiginda
(1—(t+v) Zexp Az (t+0) Zf (BA) () (t +v)" (3.3.9)
n=0

bulunur. (¢ + v)"nin binom agihm yapilip gerekli diizenlemelerden sonra

[ee] o 0 ]i]' BA) n
> @ =305 0t B (O

n=0 k=0

elde edilir.  (3.3.9) bagmtisinin sol tarafini tekrar ele alahm. (1—t¢t—v) =
(1—1¢)(1-1%) oldugundan

1-t

(1—t—v) Pexp\a(t+v) = exp(at)(1—1t)" {exp (Azv) (1 1 i t)}

— exp (\at) ( ‘Bszm - ))(1:)’“

dir. Yukaridaki iki seride v* terimlerinin katsayilar karsilastirldiginda istenen sonuc
elde edilir. |

Teorem 3.3.5 B, C"™"’de herhangi bir matris olmak tizere modifiye Laguerre
matris polinomlarinin bilineer treteg fonksiyonu

o0

D nlfiP (@) [PV (y) ¢ (3.3.10)

n=0

2 t
=M (1= dat) P (1—yt)"" oF, | B,B; —;
= Ant) (=Mt e (BB = s T

dir.

Ispat. Modifiye Laguerre matris polinomlar icin (3.3.2) bagmtisinda verilen acik
gosterim kullanilarak

00 oo 00 (B,A) n
Sontgte ) g0 o = 3 3 e OO )
n=0

171
== nlk!
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elde edilir. Yukaridaki seride (3.3.8) bagintisi yerine yazilirsa

S nlfEN (@) £V () = N (1= agt)” D £V (@ (1 Myt)) (B) 2"
n=0 k=0

) > t k
= N (1~ \yt) P 1—
e yt) kz:; (e (=290 ( 757

bulunur. C = B i¢in (3.3.7) bagmtist kullamlarak (3.3.10)’da verilen iireteg
fonksiyonu elde edilir. [

Teorem 3.3.6 B ve C, C"™"’de degismeli herhangi iki matris olsun. Bu durumda
modifiye Laguerre matris polinomlary asagidaki bilateral iireteg fonksiyonunu
gercekler.

> 2R (Ci—nl;—y) fPY ()t (3.3.11)
n=0
_ ML — )P (14 Aawt) C SFy (O, B;— Yt .
(1 —t) (14 Azyt)
Ispat. (3.3.7) bagmtisinda @ yerine x (1 — t) ve ¢ yerine - - alinirsa
= yt \" ~ t
1-%) | —— ) =1 xyt C,B;—

SO -0 () =€ ( 0 )

(3.3.12)
elde edilir. (3.3.12) bagmtisinda her iki taraf e’ (1 —¢)~” ile carpildiginda

At . —B . —C .. yt
(L= 1) (1= Aay) QFO(O,B, )

Z ktk [ Azt (1— t)—B—kI féB,)\) (x(1—1)

k=0

bulunur. (3.3.8) bagintisi yukarida yerine yazilidiginda

Axt —-B -C yt
1—t 1 — Azyt C,B;—
=77 = da € o <1—t><1—myt>)
- (n+ k)! "
- y't '“Z k! n+k (@)t
kzO
elde edilir. Uygun diizenlemelerle y yerine —y alinarak ispat tamamlanir. ]

(3.3.11) bagmtisi, bilateral iirete¢ fonksiyonu olmasina ragmen, bu baginti bir
sonraki sonucta bilineer forma doniisiir.
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Sonug 3.3.7 B ve C, C"™"’de degismeli herhangi ki matris olmak tzere modifiye
Laguerre matris polinomlarinin bilineer treteg fonksiyonu

fj nlfPN () f1ON (y) ¢ (3.3.13)
n=0

=M (1 —yt) P (1= at)C LF, (C’, B —; (1—yt) El — )\a:t))

dir.

Ispat. (3.3.2) bagmtisimndan modifiye Laguerre matris polinomlarmm

Ay)" -1
L) 2oFo ( O —nl; — ——
n! Ay

hipergeometrik matris fonksiyonlar1 gosterimini sagladigi goriiliir. Bu durumda,
(3.3.11) bagntisinda y yerine ’71 ve t yerine yt alinarak istenen sonug elde edilir. =

FON (y) =

Dolayisiyla (3.3.10) bagintisindaki iirete¢ fonksiyonu (3.3.13) bagimtisindaki
iirete¢ fonksiyonunun C' = B 6zel durumudur.

3.3.2. Genellestirilmis Laguerre Matris Polinomlari

Laguerre matris polinomlari ve modifiye Laguerre matris polinomlar: sirasiyla

AN - k o ARt
P ! !

ve . o
PN (@) = (1) LA = 3 (A
k=0 ’ ’

esitliklerini saglar. Bu iki gdsterimden m negatif olmayan bir tamsay1 ve A, C"*"’de
herhangi bir matris olmak iizere genellegtirilmis Laguerre-tipli matris polinomlari
(A - mik Ak
PN (mix) = (=)™ (A + (mk + 1) 1), _, o= k)

k=0

(3.3.14)

ifadesiyle tamimlanir. Bu durumda, (3.3.14) bagintisinda A, C"™*"’de her £ > 0
tamsayisi i¢in —k ¢ o(A) spektral kogulunu saglayan bir matris olmak tizere m = 1
alinirsa

P (1) = L (0

n

ve A, C"™*"de herhangi bir matris olmak tizere m = 0 alinirsa

P (052) = (—1)" LAY = 9 (2)

n
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elde edilir. Ayrica, (3.3.14) bagintisindan genellestirilmis Laguerre-tipli matris
polinomlarimin iirete¢ fonksiyonu

> Axt
Z (AX) (0. n_ (1 _ p\—(A+]D) _Axt

n=0

dir.

3.4. Chebyshev Matris Polinomlari

Bu béliimde, II. tip Chebyshev matris polinomlar:t genellegtirilerek
sagladigi temel oOzelliklerde uygun parametre secimleri ile II. tip Chebyshev
matris polinomlarinin sagladigi matris diferansiyel denklemi ve bazi operator
formiilleri verilecektir. Ayrica, 1. tip Chebyshev matris polinomlarinin farkli bir
genellegtirilmesi elde edilecektir.

3.4.1. Genellestirilmis II. tip Chebyshev Matris Polinomlari

Bolim 2.5’de belirtildigi iizere II. tip Chebyshev matris polinomlar ile
Hermite matris polinomlar: arasindaki iligkiyi saglayan integral gosterimi Batahan
tarafindan 2006 yilinda verilmistir. Biz de bu béliimde (2.5.1) bagintisini modifiye
ederek II. tip Chebyshev matris polinomlarinin bir genellegtirmesini agagidaki gibi
verelim.

Tanim 3.4.1 A ve B, C"™*"’de pozitif kararl matrisler olmak iizere AB = BA olsun.
Bu durumda genellestirilmis I1. tip Chebyshev matris polinomlar:

n

1 o0
Un (x,y,A,B) = —'/e_Btt”Hn (x, %,A) dt (3.4.1)
0

gosterimi ile tanwmlanyr (Kargin ve Kurt 2014a).

Iki degiskenli Hermite matris polinomlarinin acik gosterimi kullanildiginda
genellegtirilmig IT. tip Chebyshev matris polinomlari

n—2k

) (1) (o= iyt (av2A) "y

k=0

toplamsal gosterimini saglar. Buradan, genellestirilmis II. tip Chebyshev matris
polinomlarimin ilk birka¢ terimi

U.i(r,y,A,B)=0, U(x,y,A,B)=B" U (z,y,A B)=1V24AB?
dir. Ayrica,

Un (x7y7A7‘[) = Un ('I7y’A)7 Un ('/I/" ]‘7A7I) - Un (x’A)
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ve

U, (2,0, A, B) = B~®+) <a:\/ ) Usn (0,9, A, B) = (—1)" B~(m+Dyn

dir.

Onerme 3.4.2 A ve B, C"™*"de pozitif kararls matrisler olmak izere AB = BA

olsun. Bu durumda genellestirilmis II. tip Chebyshev matris polinomlarinin treteg
fonksiyonu

i Up(z,y,A, B) 2" = <[ — 22V2A + yzQI) - (3.4.2)

dir. Burada

r2V2A — yZQIH < || B|| dur.

Ispat. (3.4.1) bagmtisinda her iki taraf z" ile ¢carpilip n tizerinden toplam almirsa

Z Up(x,y,A,B)z" = Z—' e B4 H, <:1:, Q’ A) dt
n=0 n=0 n: 0 t
_ —Bt - (2t)"
_ / [Z o (0, A) |
0 n=0

= /exp {—t (B —z2V2A + %2215[)} dt

0

elde edilir. Yukaridaki integral sz\/ 2A — y2?
istenen sonucu verir.

I ‘ < ||B]| i¢in yakinsaktir ve ¢oziimii

Onerme 3.4.3 A ve B, C"™*"de pozitif kararly matrisler olmak izere AB = BA

olsun. Bu durumda genellestirilmis II. tip Chebyshev matris polinomlarinin diger
bir treteg fonksiyonu

> n+m
Z n—i—m('r yvAB)

nlm!
n=0

-1
—(m+1) A
:(B—xv2A2+yz2I> Unp | I —yz (\/5) ,<B—xzv2A+yz2I> y, A

dwr. Burada Ha:Z\/QA — yzQI‘ < ||B|| "dur.
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Ispat. (3.4.1) bagmtisindan

oo 0o t .
Do ) (z,y,4,B) 2" = /e‘BtthHn+m <x,g7A> ()" 4
= ! =0 t n!

0

bulunur. Yukaridaki integral doniigiimiinde (3.1.11) bagmtisimin iki degigkenli
Hermite matris polinomlarina geniglemesi olan

~1
t [A
ZHn+m x,y, A = exp (x\/ 2At — yt’1 ) m | ol — ( 5) yt,y, A

kullanildiginda
> |
Sy A B)
“—~  nlm!
0 A —1
B / e (B gy | o ( 5) v A

0
matris integrali elde edilir. Burada gerekli iglemler yapildiginda ispat tamamlanir.
]

Sonug 3.4.4 C™*"’deki pozitif kararly bir A matrisi i¢in II. tip Chebyshev matris
polinomlary

i MUMW (z,y,A) 2" = (I — 2V2Az + yz2l>

nlm/!
¥ -1
XUp | I —yz (\/§> ,(]—xzv2A+y221> y, A

n=0
trete¢ fonksiyonu tarafindan tretilir. Burada HQUZ\/ 2A — yz2]H < 1’dwr.

—(m+1)

Simdi genellestirilmis II. tip Chebyshev matris polinomlar i¢in bazi rekiirans
bagintilar: verelim.

Onerme 3.4.5 A ve B, C"™*"de pozitif kararl matrisler olmak tizere AB = BA
olsun. Bu durumda genellestirilmis II. tip Chebyshev matris polinomlar:

0 A 0
y£Un_1 (x,y,A, B) = \/7 (xﬁ_x — n) Up (z,y, A, B) (3.4.3)

ve

ox

rekiirans bagintilariny saglar.

a:gUn (x,y,A,B) = (n — 2y§> Un (z,y, A, B) (3.4.4)
Y
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Ispat. (3.4.1) bagmtisinda her iki taraf y ile carpilip « degiskenine gore tiirev alinirsa

1
gUn,l (x,y,A) = /eBttnly%Hnl (x, %,A) dt
0

e (n—1)!

2
@/B—Bttn%%ﬂn (:17 % A) dt
0

elde edilir. (2.1.5)’de verilen ikinci dereceden diferansiyel denklem kullanilarak
istenilen sonug elde edilir. (3.4.4) bagintisinin ispati da benzer gekilde yapilir. ]

Onerme 3.4.6 A ve B, C™" de pozitif kararly matrisler ve AB = BA olmak tizere
genellestirilmis I1. tip Chebyshev matris polinomlars i¢in ¢ terimli rekiirans bagintiss

BU,.1 (z,y, A, B) = 2V2AU, (z,y, A, B) —yU,_1 (v,y,A,B), n>1 (3.4.5)

dir.
Ispat. (3.4.2) bagmtisinda z degiskenine gore tiirev alindiginda

n=1

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilip 2"’lerin katsayilar1 karsilagtirildiginda ispat
tamamlanir. |

Simdi, elde edilen rekiirans bagintilar1 yardimiyla genellegtirilmig IT. tip
Chebyshev matris polinomlarinin sagladign matris diferansiyel denklemini elde
edelim. (3.4.3) ve (3.4.4)’de verilen rekiirans bagntilarin

Up1(z,y,A, B) = \/giﬁxl {x% - n} U, (z,y,A, B) (3.4.6)

ve

Upi1(z,y,A, B) = Un (z,y, A, B) (3.4.7)

rB7'W2A — Bl\/gf?xl xﬁ -n
2 Oz

olarak ifade edelim. Burada ZA?; ! operatorii

T

= / (— &) £ (€) de

Do (f (@) = —

42



ifadesi ile tanimlanan ters tiirev operatoriidiir (Ditkin 1965). Bu durumda f (z) =1
icin
St

dir.  (3.4.6) ve (3.4.7) bagmtilarim genellegtirilmis II. tip Chebyshev matris
polinomlar icin sirasiyla indis arttiran ve indis azaltan operatorler olarak

M= 2B '"W24 - B! éf);l L , (3.4.8)
2 ox
[ A1~ T 0

adlandiralim. Burada 7, nus (z,y, A, B) = sus (x,y, A, B) olarak tanimlanan indis
sayma operatoriidiir. Dolayisiyla

]\/ZﬁUn (x,y,A,B) = I/D\M\Un (x,y,A, B)
= ﬁUﬂ-‘rl (x7y7A7B)
= Un (.le,y,A,B)

yani,

Al ~ 0
A ) = \AD e

X {xB_lv 2A — B_l\/gf?gl [w% — n] } Up (z,y,A)

dir. Yukaridaki denklemde R
orD; ' =1

oldugu kullanildiginda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.4.7 A ve B, C"™*"’de pozitif kararli matrisler olmak tizere AB = BA
olsun. Bu durumda genellestirilmis I1. tip Chebyshev matris polinomlar:
2

[(QyB — 2% A) % — 3Ax% + An (n + 2)} Up (z,y,A,B) =0

wkinct dereceden matris diferansiyel denklemininin bir ¢ozidmddiir.

Sonug 3.4.8 A, C™"’de pozitif kararly bir matris olmak tzere II. tip Chebyshev
matris polinomlar:

2
[(Zyl — 27 A) % — 3Ax% + An (n + 2)} Up (z,y,A) =0

wkinct dereceden matris diferansiyel denkleminini saglar.
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Simdi, genellestirilmig II. tip Chebyshev matris polinomlar: ile Hermite matris
polinomlar1 arasindaki integral doniisiimiinii farkli bir bakis acisiyla inceleyelim.
H, (x,y,A) ve U, (z,y, A, B) polinomlar1 y = 1 i¢in tek degiskenli forma indirgenir
ve y = 1 i¢in (3.4.1) bagmtisindan

1 o n
Un (0,4, B) = — /0 e BU3 H, (NE, A) dt (3.4.9)

elde edilir. Yukaridaki integral doniisiimiinde s = xv/t degisken degistirmesi
yapilarak

nlynt2

2 o Bs?
Up(z,A;B) = —/ s"exp (——i) H, (s,A)ds
0 x

bulunur. O halde, U, (z, A, B) tek degigkenli genellegtirilmig II. tip Chebyshev
matris polinomlar:

P& B) = oxp (- 25 ) (6.0

matris fonksiyonunun Mellin doniigiimiidiir. Ayrica uygun f (x) fonksiyonu igin
operator teorideki

exp (Axa%) F(z) = f(zexp))

ozelligi kullanilarak (3.4.9) bagintis

1 & n 1
U, (z,A,B)=— | e Pitsta%icdtH, (z, A) (3.4.10)
n! Jo

bi¢iminde yazilir. Euler tarafindan

F(s):/ et
0

integral gosterimi ile tanimlanan gamma fonksiyonu yardimiyla agagidaki onerme
elde edilir.

Onerme 3.4.9 A ve B, C™"de pozitif kararls matrisler ve AB = BA olsun. Bu
durumda genellestirilmis I1. tip Chebyshev matris polinomlar:

U, (x, A, B) = B~ (@) H, (z, A) (3.4.11)
bagintisiny saglar. Burada @ = [1 + % (n + x%)] “dir.

Sonug 3.4.10 A, C™*"’de pozitif kararly bir matris olmak tizere II. tip Chebyshev
matris polinomlary asagrdaki operatdér formiilinid saglar.

U, (z, A) =T (@) H, (z,A). (3.4.12)
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Simdi de genellegtirilmig II. tip Chebyshev matris polinomlarinin B = al
0zel durumunu inceleyelim.

Onerme 3.4.11 A, C™"’de pozitif kararl bir matris ve o > 0 olsun. Bu durumda

2 (:U 2A>n
Up (z,y, A, al) = exp |y (24)"' D! } (3.4.13)

a (91’2 O/H»l

dir.

ispat. Esitligin sag tarafindaki iistel fonksiyon y = 0 komsulugunda seriye
acgildiginda

o oo 5 2] () RRACIAS, S S iy OVory

@ 2 antl £ k! antl 891:2’“

|5

L O

an+1

y* (Vﬂ)n%n!Ak{ 1 }

'DO(
—~ K (n — 2k)!

elde edilir. Ayrica,

l’j—k 1 B (_1)19 a—(n—k-i—l)
* lantt]  n(n—1)...(n—k+1)

oldugundan istenen sonug ispatlanir. ]

3.4.2. Genellestirilmis I. Tip Chebyshev Matris Polinomlari

Bu kesimde, Hermite matris polinomlar1 kullamilarak integral doniisiimii
yardimiyla I. tip Chebyshev matris polinomlarinin farkli bir genellegtirmesi
verilecektir. 1. tip Chebyshev polinomlar:

[

0|3

(=DF(n — k= 1)1 (2z)" %
k! (n — 2k)!

n
T, (z) = b
k=0

(3.4.14)

esitligi ile tammlanir (Davis 1975). Bu durumda C™*"’deki pozitif kararh A ve
B matrisleri icin AB = BA olmak iizere genellegtirilmis I. tip Chebyshev matris
polinomlar:

-1
(PA) F iy (o
Ty (2, A, B) =~ 72 [eByn—tg (o = A)q
(n—1)! t
0
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integral gosterimi ile tanimlanir (Kargin ve Kurt 2014a). Iki degigkenli Hermite
matris polinomlarinin (2.1.4) esitligi kullanilarak genellestirilmig I. tip Chebyshev
matris polinomlari igin

LB CE B (- k- 1)) ( V24 )Hk
k! (n — 2k)!

T, (z,A,B) = n (x/ﬂ>

k=

[e=]

toplamsal gosterimi elde edilir. Yukaridaki esitlik A = [2],,, and B = [1],,,
durumunda (3.4.14) bagintisina indirgenir.
Benzer sekilde bu tanim

—2k

-1 2] (=1)* B*" (n — k — 1) ( \/_)

T, (z,y,A,B) =n (ﬂ)

— k! (n — 2k)!
esitligi ya da
T, (z,y, A, B) = /e Btyn= 1H ,A)dt
(n—1)! Tt
0

integral doniigtimiiyle genellestirilmis iki degigkenli I. tip Chebyshev matris
polinomlarina genigletilir.

3.5. Genellestirilmis Humbert Matris Polinomlari

Bu boliimde, genellegtirilmis Humbert matris polinomlarinin (G-HMP)
toplamsal gosterimi, bazi rekiirans bagntilart elde edilecek ve G-HMP’nin m.
dereceden matris diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii oldugu gosterilecektir. Son
olarak Pincherle matris polinomlarinin sagladigr bir iigiincii dereceden matris
diferansiyel denklemi verilecektir. Boliim boyunca A, C™*"’de herhangi bir matris
ve m pozitif bir tamsay1 olarak alinacaktir.

Teorem 3.5.1 G-HMP nin toplamsal gosterimi

{%] (_1)k o~ (At(n—mk+k)I) (A)

- ! !

dar.
Ispat. (2.6.2) bagmntisi
Z PA(m,z,y,e)t" = (1— ¢ 'mat + cilytm)_A
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bigiminde yazilabilir. (2.0.4) bagntis1 ve binom ac¢ihmi kullanilarak

Z P (m,z,y,c)t" = ¢4 Z % (¢ 'mat 4+ yt™)"
n=0

n=0
o —A SR (A)n —nl n—k kymk

elde edilir. (2.0.8) ve (2.0.9) bagmntilarindan istenen sonug ispatlanir. u

(3.5.1) bagmtisindan

P2 (m,z,y,c) = c P2 (m, z, Q)
cc
dir. Ayrica, x = 0 ve y = 0 degerleri icin sirasiyla
(_1)” c—(A-i—nI) (A)n yn
n!

C—(A+n[) (A)
n!

n (m)"

me(m707yac): s Pf(m,x,(),c):

elde edilir.

G-HMP’nin en 6nemli 6zelligi, (3.5.1) agik gosteriminde uygun parametre
secimleriyle agagida verilen bazi matris polinomlarina indirgenmesidir.

Pr(2,2,y,1) = Ci(z,y),

pili (2@\/?#%1) = U (z,y,4),
Pi?]lxl (27x~/§7171> == P’n, (37,14)7

Pl (3,2,1,1) = hj(x).

Burada C4 (z,y): iki degiskenli Gegenbauer matris polinomlar1 (Shehata 2012b),
Up (z,y,A): iki degiskenli II. tip Chebyshev matris polinomlar1 (Batahan 2006),
P, (x,A): Legendre matris polinomlar1 (Upadhyaya ve Shehata 2011), h# (z):
Pincherle matris polinomlaridir (Khammash ve Shehata 2012a).

Simdi G-HMP i¢in baz rekiirans bagmtilar1 verelim. (2.6.2) bagintisinda
sirasiyla ¢, x, y,t degigkenlerine gore tiirev alinacak olursa

%F(Ly,t,c,fl) = C_m;;:_yth(x,y,t,c,A), (3.5.2)
(%F(x,y,t,c,A) - C_mxtt+ytmmAF(x,y,t,c,A), (3.5.3)
(%F(:U,y,t, ¢, A) = p— m;im—i— ythF (z,y,t,c,A), (3.5.4)
%F(x,y,t,c,A) = C(_mq;;/;i_ylgmm/x}?(x,y,t,c,/l) (3.5.5)
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elde edilir. (3.5.3) ve (3.5.4) bagmtilar sirasiyla

mA (¢ — mat + yt™)~ A Za A L (m,x,y,0)t" (3.5.6)

ve

— A(c— mat + yt™)~ A0 Z o P (m,z,y,c)t" (3.5.7)

seklinde yazilirsa (3.5.6) ve (3.5.7) bagmtilarmin sol tarafina (2.6.2) bagmtisi
uygulandiginda

o0 o a
mAPA (m, z,y, o) t" = —PA (m,x,y,c)t",
n ax n+1

n=0

Z—AP;‘“ (m,z,y,c)t" = Z@ L (Myx,y, o) t"

n=0
bulunur. Burada t" terimlerinin katsayilar: karsilagtirildiginda

0

5o (moz,y,e) = mAP (m,2,y.0), (3.5.8)
0
8_fo (mw/pay)C) = APA+I (m 9, C )
elde edilir ve tiimevarimla
87‘
P Pt (m,z,y,c) = m"(A), P2 (m,z,y,c), (3.5.9)
87‘
oy Pl (m,z,y,c) = (=1)"(A), PU5L (m,2,y, ) (3.5.10)
bulunur. O halde G-HMP igin
" A r=1__r 9" A
8xTP” (m,z,y,¢)+ (=1)"""m 3_yrpn+(mfl)r (m,x,y,¢) =0 (3.5.11)

kismi diferansiyel denklemi saglanir.

Benzer gekilde, (3.5.2) ve (3.5.3) bagintilarina ayn1 yéntem uygulandiginda

o . 0"
PA = (- A 5.
5 (m,z,y,¢) =(=1)"m 8 -P," . (m,z,y,¢), (3.5.12)

(3.5.3) ve (3.5.4) bagmntilarina ayn: yontem uygulandiginda

o o
PA = _—pA
ay (m,x,y,c) 8CT n—mr

(m,z,y,c) (3.5.13)
elde edilir.
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(3.5.3) ve (3.5.5) bagintilarina (2.6.2) bagimtist uygulandiginda

0 0
(:1: — yt™ 1) a—xF(x,y,t,c A) — taF(az,y,t,c, A =0
ZZL’—PA (m,z,y,c Zya (m,x,y,c)t" Tt = anf (m,z,y,c)t"
elde edilir. B%P(j“ (m,z,y,¢) = 0 oldugundan ¢" terimlerinin katsayilari
kargilagtirildiginda
xﬁPA(mx y,c) —nP (m,z,y c):yﬁPA (m,z,y,c) (3.5.14)
81'” y My n y» My d 8[1’) n+l—m y My M

bulunur. Bununla birlikte, sirasiyla (3.5.3) ve (3.5.5) bagintilar

mA (1 —mat+yt™) " =D, 1
= —P " 3.5.15
ve
(z—yt™ YmA1 —mat +yt™) " S, 71
= P " 3.5.16

seklinde yazihip, (3.5.15) bagmntisi 1 —y (m — 1) t ile, (3.5.16) bagintis1 mt ile ¢arpilip
taraf tarafa farklar: alinarak uygun diizenlemeler yapildiginda

0 0
y(m—1)— 5 — P, (m,z,y,c) = %Pfﬂ (m, z,y,¢) —m(A+nI) P} (m,x,y,c)
(3.5.17)
elde edilir. Yukaridaki bagintida (3.5.14) kullanildiginda
9 Ha 9 A
a_xpn+1(mvx7yuc):(m_1>x%Pn (m,x,y, ) (mA+nI)P (mxy, )
(3.5.18)

bulunur. Son olarak, (3.5.8) bagntisy, sirasiyla (3.5.17) ve (3.5.18) bagmtilarinda
kullanildiginda G-HMP icin

m (A +nl) B (m,z,y,¢) = mAP (m,x,y,¢) —m (m — 1) AyP ] (m, z,y,¢)

(3.5.19)
(mA +nl) P2 (m,z,y,¢) = mAP™ (m,2,y,¢) —m (m — 1) AxP2™ (m, x,y, c)
(3.5.20)

iki farkli rekiirans bagitisi elde edilir.

(3.5.5) bagmtisi ele almip gerekli diizenlemeler yapildiginda
Z(l—mxt—}—ytm)nPf(m,x,y, -t Z (z —yt™ ) mAP} (m, z,y,c) t"
n=1 n=0
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bulunur. Uygun indis degigiklikleri yapilarak ¢" terimlerinin katsayilar
kargilagtirildiginda G-HMP i¢in

c(n+1) P, (m,z,y,c) = —mz (A+nl) P} (m,z,y,c) (3.5.21)
-y [mA+ (Tl —m+ 1) ]] PnA+17m (m,x,y,c)

ti¢ terimli rekiirans bagintis1 elde edilir.

Su ana kadar elde edilen rekiirans bagintilarini agagidaki teoremde verelim.

Onerme 3.5.2 G-HMP icin (3.5.11)’deki tiirev formdli, (3.5.19), (3.5.20) ve
(5.5.21) deki rekiirans bagintilary saglanar.

Simdi, G-HMP’nin sagladigi matris diferansiyel denklemini inceleyelim.
(fr)i_ matris dizisi

m

f= ) = (n—1) ((n—t)f+m(A+tI)) )

ve A fark operatorii ile £ kaydirma (shift) operatorleri

Afp=fra—fr ve Ef.=f1

bigiminde tanimlansin. Dolayisiyla bu iki operatoriin k. katlar:
Aofr:fm Akfr:A(Akilfr)v Ekfr :fr+k
dir.

Teorem 3.5.3 Genellestirilmis Humbert matris polinomlar:

m

am
m—1 A s
c y—ammpn (m,x,y,c) + SEO as

as
%Pj‘ (m,x,y,c) =0 (3.5.22)

m. dereceden matris diferansiyel denkleminin bir ¢cozimidir. Burada as katsayilar

A* fy (3.5.23)

dur.

n

Ispat. p = [E] ve 0 < ¢ < m—1 olmak iizere n = mp+q olsun. (3.5.1) bagintisinda
x’e gore s defa tiirev alinip z° ile ¢arpilirsa

5 = (—1)F ¢~ (At nmk+)]) (1)

PA =
(m, .y,¢) k! (n —mk — s)!

n—(m—l)k n—mk k
mx
Lp, (me)

Y

:L,S

k=0
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elde edilir. Bu durumda s = m i¢in

m p*1 )k —(A+(n—mk+k)I) (A) mm
I pAq n—(m—1)k nem(k+1)
gam Ln (MY, ; K (n—m(k+ 1) (ma) Y
18 <
dir. Burada [Z=2] = pgl ’z ;Z " dir. Yukaridaki iki baginti

(3.5.22) diferansiyel denkleminde yerine yazilip katsayilar kargilagtinldiginda k& =
0,1,2,--- ,p—1i¢in

> (M slag =mmE (A4 (n = (m = 1) k)I),,_, (3.5.24)
s=0
ve
q
(") slay =m™p (A4 (n— (m—1)k)I),,, (3.5.25)
s=0
elde edilir. Bu durumda, (3.5.25) bagintis
k q m—1As m—1 n—dq
Z(S)m Afo=m""(n—q) A+ ¢+ I
s=0 m m—1
bi¢iminde yazilabilir, ¢iinkii yukaridaki bagint1
(L+A) fo=Efo=fy=f(q)
bagintisina denktir. Ayrica, k =0,1,2,...,p — 1 i¢in (3.5.24) bagintisi da
ST(TIA o = famn (3.5.26)

s=0

seklinde yazilabilir. Giinkii f (), m. dereceden bir matris polinomudur ve (3.5.26)
bagintis1 f fonksiyonunun ¢ = n — mk noktasindaki fark formiiliidiir. [ ]

Sonug 3.5.4 Pincherle matris polinomlar:

32 4 d3 N 16 2,

_2% Bn(2A+ (n+1)I)— (3A+21) (3A+5I))x%hf (x)
opn (BA+nd) BA+ (n+ 1) 1) i (2) =0

tctinct dereceden matris diferansiyel denkleminin bir ¢ozdmidiir.

3.5.1. G-HMP icin Integral Gosterimi ve Bazi Uygulamalar

o1



Bu kesimde, G-HMP ile klasik genellestirilmis Hermite polinomlar1 arasinda
bir integral gosterimi elde edilerek, G-HMP’nin sagladig1 toplam formiilii ve baz
operator formiilleri ispatlanacaktur.

Klasik iki degigkenli genellegtirilmis Lahiri Hermite polinomlar (G-LHP)

(]

Hy (2,y) =1l ) (1" (ma)" ™ (3.5.27)
A ' —~ k! (n —mk)! e
esitligi ile tanimlanir ve
o0 tn
> Hy (2,y) = = exp (mat — yt™) (3.5.28)
n!
n=0

iiretec fonksiyonuna sahiptir. Bu durumda
n x
Hym (z,y) =ymH, ( w) ve Hy o (2,1) = Hy, o, ()

dir. Burada H,,, (v) klasik genellestirilmis Lahiri Hermite polinomlaridir (Lahiri
1971). H, (x) klasik Hermite polinomlar i¢in H,» (z,1) = H, (x) ve ¢ (z,y)
genellegtirilmiy Gould—Hopper Hermite polinomlari (Gould 1962) olmak iizere
Hy, o (,y) = g (mz, —y)’dir. Ayrica, (2.1.6) bagmntist A = [m],,, icin (3.5.27)
bagintisina indirgenir.

Genellegtirilmis Gould—Hopper Hermite polinomlarinin toplam formiiliinde
(Khan ve Al-Saad 2011) x yerine mz, y yerine —y alimirsa, G-LHP ic¢in

n,s n S . .
Hpysm (w,y) = Z (/{7) ( >mk+7 (w — x>k+ Hoytsk—rm (z,y) (3.5.29)

r
k,r=0

toplam formiilii elde edilir.

Bir sonraki teoremde bu kesimin ana sonucunu verelim.

Teorem 3.5.5 A, C"™*"’de pozitif kararly bir matris, m € Z* ve ¢ € C dyle ki
Re (¢) > 0 olsun. Bu durumda G-HMP nan integral gosterimi

r-t(A) [
PA (m,z,y,c) = (4) / e’CttAH”’l)IHn,m (:U, J ) dt (3.5.30)
0

n! tm—1

dir.

Ispat. (3.5.30) bagintisinin sag tarafinda (3.5.27) kullanilacak olursa

) /OO e~eAt=DI (ma: v ) dt
0 b

n! tm—1

[E] _1\k o (A+(n=mk+k)I) (1), n—mk L
_y- (= k!(n_mk)(! ) I (AT (A+ (n—mk + k))

52



elde edilir. ]

Teorem 3.5.5’in bir uygulamasi olarak asagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 3.5.6 A, C™*"’de pozitif kararl bir matris, m € Zt ve ¢ € C dyleki
Re (¢) > 0 olsun. Bu durumda genellestirilmis Humbert matris polinomlar:

P (m,w,y,c) = i (Z) (i) (Apsr m T (w — lf)kﬂ At (k4r)1

n+s (Zii) (k’ + ’I")' n+s—k—r

(m,x,y,c)
k,r=0

(3.5.31)
toplam formiilini saglar.

Ispat. (3.5.30) gosteriminde n yerine n + s alimp (3.5.29) bagmtisindaki toplam
formiiliinde yerine yazilirsa

(=D (M) (4 s — k= r)lmF (w — @)

PA — k
n+s (m’ w, Yy, C) k;() (’I’L + S)'

8k+r
X 80k+r Pn+sfkfr (m7 z,Y, C)

elde edilir ve (3.5.9) bagintisindan ispat tamamlanir. n

(3.5.31)’de k = 0 almirsa agagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 3.5.7 Genellestirilmis Humbert matris polinomlary asagidaki toplam
formiilini gercekler.
" (A), mF (w2
P} (m,w,y,c) = Z . o P (m, 2.y, c). (3.5.32)
k=0

Uyar: 3.5.8 (3.5.32)°de w yerine w + x alinirsa

PA ( o - (A)k (mw)kPA-‘rk‘I
n max+w7yvc) - ZT n—k (mvx7yvc)

k=0

elde edilir.

Simdi de, G-LHP ile G-HMP arasindaki integral doniisiimiinii farkli bir
bakis agisiyla inceleyelim. H,,,, (z,y) ve P2 (m,z,y,c) polinomlar1 y = 1 igin tek
degiskenli hale doniisiirler ve (3.5.30)’dan

—1 o0
PA(m,z,c) = 2 '(A) / et (), (:—\/2) dt (3.5.33)
n: 0
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dir. Herhangi bir f (z) fonksiyonu igin

exp (Aw%) F @) = fexp))

ozelligi kullanihirsa

(4

n!

Pf (m,x,c) =

0

bulunur. Yukaridaki bagintida, (2.2.5) bagintis: kullanilarak agagidaki teorem elde
edilir.

Teorem 3.5.9 A, C™*"’de pozitif kararl bir matris, m € Z* ve ¢ € C dyle ki
Re (¢) > 0 olsun. Bu durumda genellestirilmis Humbert matris polinomlar: asagidaki
operator formiilini saglar.

[ (A)n!P? (m,x,c) = exp <—@ln c) r (@) H, o (). (3.5.34)
Burada @ = [A + (% + (1 — %) x%) ]] "dar.

Teorem 3.5.10 A, C™"’de pozitif kararle bir matris, m € Z* ve ¢ € C dyleki
Re (¢) > 0 olsun. G-HMP i¢in asagidaki bagint saglanar.

A PN o™
P2 (m,z,y,c) = (n?” exp |y (—m) ch_(m_l)(%_m ¢ AnD (ma)™ . (3.5.35)
Ispat. (3.5.12) ve (3.5.13) bagmtilarindan
o™ om
(=m)™ (%m—,lgypf (m,z,y,¢) = M—mPf (m,x,y,c)
elde edilir. Bununla birlikte
A
n!
oldugundan istenen sonug elde edilir. [ ]

A = [1],,,, m = 2 alimip xI yerine x\/g alinirsa (3.5.34) ve (3.5.35)

bagintilar sirasiyla II. tip Chebyshev matris polinomlar i¢in elde edilen (3.4.11)
ve (3.4.13) bagintilarina indirgenir.

3.5.2. Gegenbauer Matris Polinomlarimi Bazi Ozellikleri
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Bu kesimde, Gegenbauer matris polinomlari ile klasik Hermite polinomlarini
iceren bir integral doniigiimi kullamilarak iki degigkenli Gegenbauer matris
polinomlar: i¢in farkh bir iirete¢ fonksiyonu ve Gegenbauer matris polinomlarini
iceren bir seri doniisiim formiili elde edilecektir.  Ayrica, bu seri doniisiim
formiiliiniin baz1 uygulamalar1 verilecektir.

Teorem 3.5.5’de ¢ = 1, m = 2 i¢cin n yerine n + p alindiginda

Ffl (A) 00
oA _ / e tAT DI ( >dt
n+p< y) (TZ +p)| 0 +p
bulunur. Yukaridaki bagintida heriki taraf (”T’; 2" ile carpilip n {izerinden toplam
alinirsa
—~ (n+p)! W DA [ e yy (21)"
HZ:O n!p! Croyp (,9) 2" = p! 0 et HZ:OH"H) (x, ;) n! dt
elde edilir. Burada
o Zn
Z Hyp(z,y) = exp (222 — yz®) H, (z — yz,y) (3.5.36)

bagintist kullanilarak (Rainville 1960)

—1 00
(z,y) 2" = I |<A) / e—t(l—sz+yz2)tA-i-(P—l)IHp ( —yz, _) dt
p: 0

elde edilir. O halde, iki degigskenli Gegenbauer matris polinomlar i¢in agagidaki
teorem elde edilir.

Teorem 3.5.11 A, C™"’de pozitif kararl bir matris ve p € Z" olmak ftizere iki
degiskenli Gegenbauer matris polinomlarimin diger bir dretec fonksiyonu

Z (n ;rp) C;?er (x,y) 2" = (1 — 2xz 4+ yzz)_(A+pI) C’;:‘ (x —yz, (1 — 2xz + yzz) y)
n=0

(3.5.37)
dir. Burada |2zz — yz?| < 1°dir.

(3.5.37) bagmtist y = 1 durumunda Gegenbauer matris polinomlari igin
Khammash tarafindan farkl bir yolla ispatlanan bagmtiya indirgenir (Khammash
2009).

Bu kesimdeki ana teoreme ge¢meden once agagidaki énteoremi ifade edelim.
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Lemma 3.5.12 (Boyadzhiev ve Dil 2012) Klasik Hermite polinomlary igin seri
déondistim formiili

e I A ER S I
n=0 n=0 k=0
diwr. Burada -
) => apt
k=0

olacak sekilde sifirin komsulugunda analitik bir fonksiyondur.

Teorem 3.5.13 A, C"™*"de pozitif kararl bir matris olmak tizere Gegenbauer matris
polinomlar:y i¢in seri dondsim formili

ianCA )2n — pfAZ (fv ; : [_1)) o {i (Z) (—1)’“%} (3.5.38)

n=0 k=0

dir. Burada p =1 — 2xz + yz* olmak dizere |1 — p| < 1°dir.

Ispat. ¢ =1 ve m = 2 icin (3.5.33) bagntisi
r

[T e o, (o) a

A _

formuna indirgenir. Yukaridaki bagintida her iki taraf a, 2" ile carpilip n iizerinden
toplam alinirsa

ganc:} :i (@—2p)2 {i (Z) (—1)kak}

n=

elde edilir ve

CA (1,¢) = A0 (— 1)
Cc C

oldugu kullanildiginda ispat tamamlanir. [ ]

(3.5.38) bagintisinda dikkat edilmesi gereken 6nemli bir nokta, esitligin sol
tarafinda tek degigkenli Gegenbauer matris polinomlarinin sag tarafinda ise iki
degiskenli Gegenbauer matris polinomlarinin bulunmasidir.

Teorem 3.5.13lin ilk uygulamasini asagidaki sonucta verelim.

Sonug 3.5.14 B € C™*" ve C, C™*"’de (2.2.2) kosulunu saglayan bir matris olsun.
Bu durumda hipergeometrik matris fonksiyonlar: ve Gegenbauer matris polinomlarin
iceren bilateal seri gosterimsi

S CA (@) (B), [(O),] " (z)" = A3 (—1) € ( = %) JFi(=nl, B; Cs )"
i i (3.5.39)

dir.
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Ispat. (3.5.38) bagmtisinda

-

Fi(-nn,5:Cy) = 3 (1) (0 @)

~
ag

oldugu kullanilirsa istenen sonug elde edilir. ]

Yukaridaki sonuc kullanilarak, hipergeometrik matris fonksiyonlar: ile iki
degigkenli Gegenbauer matris polinomlarini iceren bilateal matris iirete¢ fonksiyonu
elde edilebilir. (3.5.39)’da verilen bilateral seri déniigiim formiiliinde C' = 2A alinip

BB I, g (¢ — 1) 77

D (Bl@A) 7 O @) = (1 =ar) ™ oFi(G 5+ GiA+ 5 oy

n=0

oldugu kullanilirsa (Altin ve Cekim 2013)

> —2z 1
g " B (—nl, B;2A;y)CA (x Z, —) "
- p p
_ B B I I (2% —1)(yz2)
=(1- Pexp (Al F(Z =+ A+ o

bilateral {irete¢ fonksiyonu elde edilir. Burada AB = BA dir.

Bir sonraki sonug icin

(1) en () = (2)

binom déniigiim formiilii kullanilacaktir (Riordan 1979). Burada p herhangi bir
karmagik sayidir ve a = (p;gk)’mn iirete¢ fonksiyonu

(1-t)"" = i (p Z k) tk

k=0

dar.

Sonug 3.5.15 Herhangi bir p karmasik sayise i¢in

2 (")t = (et (525)

dir.
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Bu formiiliin énemli tarafi, p pozitif tamsay1 iken yukaridaki bagintinin sag
tarafinin sonlu hale déniigmesidir. O halde, Gegenbauer matris polinomlar: icin

> (p+ n) A _A ( ) (x —z 1) .
C =p —— |2 3.5.40
% L) (550) e
bi¢iminde kapali bir formiil elde edilir.

Karmagik sayilara genisletilmis ikinci tip Stirling sayilari i¢in

(—1)" ”'{Z} - zn: (Z) (—1)* ke

k=0

bagintist saglanir (Butzer vd. 2003). Burada 0 # o € C'dir. a5 = k“ i¢in yukaridaki
bagint1 (3.5.38)’de kullamlacak olursa agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.5.16 « # 0 karmasik sayist i¢in

00 oo . 1
acA n_ —A « |CA r—=z - n
Sowct@ e =t (75 ) -

seri esitligi saglanar.

Bu formiilde a = m € ZU{0} alacak olursa m < nigin {""} = 0 oldugundan

ZnaC’A )" =p Z {7:}71!0;1 (a: — Z, l) 2" (3.5.41)

n=0 P p

biciminde Gegenbauer matris polinomlar: igin Stirling sayilarini iceren bagka bir
bagint1 elde edilir.

(3.5.41) bagntisinda ozel olarak A = [v],,, alinirsa klasik Gegenbauer
polinomlar: i¢in Srivastava tarafindan farkl bir yolla ispatlanan bagint1 elde edilir
(Srivastava 2000).

3.6. Gamma Matris Fonksiyonlarmn Sagladig1 Ozellikler

Bu béliimde, gamma matris fonksiyonu igin Legendre ¢ift kat formiilii ve
Euler yansima formiilii verilecektir. Dolayisiyla, gamma matris fonksiyonunun tanim
kiimesi genigletilecektir. Ayrica, sinlis matris fonksiyonu icin sonsuz ¢arpim formiili
elde edilecektir.

Onerme 3.6.1 A, C™"’de pozitif kararly bir matris olmak tizere gamma matris
fonksiyonu

VL (24) = 22477 (A) T (A + g) (3.6.1)

Legendre ¢ift kat formaliini gercekler.
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Ispat. (2.2.1) bagmtisimda P = 2A almirsa
2n I
(24),, = 2 (4), (A + ]

elde edilir. (2.0.3) ve (2.2.3) bagmtilarindan

[ (24) (AT <A + é) =27 (2A + 2n) T~ (A +nI)T7! (A A n])

2
(3.6.2)
bulunur. Yukaridaki bagintida (2.2.6) bagintisi kullamldiginda
-1 -1 I
r AT (AT (A + 5)
| (2n) AT (24 + 2n)) _ N

[ (s o). [t

elde edilir ve uygun diizenlemelerle

— _ 1 ) (2n — 1)!n 3
1 1 2A
reAr—@A)r (A+ —2) =2 nhm 20 (0~ 1)l (n— 1)

oldugu gosterilir. Bununla birlikte, C; A’dan bagimsiz bir matris olmak iizere

27240 (2A) T (AT ! (A + é) =C

dirr A=1Li¢in 7! (1) = \/%;I oldugundan

bulunur ve istenen sonug elde edilir. [

Lemma 3.6.2 A, C"*"’de herhangi x degiskeni i¢in Vk € Z olmak tizere k ¢ o (xA)
kosulunu saglayan bir matris olsun. Bu durumda

O (zA) =T (zA)T' (I —zA)sinTzA (3.6.3)

ise & (xA+ 1) =P (zA) dwr.

Ispat. n =1 icin (2.2.3) bagmtisinda zA ve —zA degerleri icin
['(zA+1)=xATl (zA) (3.6.4)
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I'(I —xA) = —2ATl (—zA) (3.6.5)
elde edilir. Ayrica,
O(xA+I)=T(2A+ 1) (—2A)sinm(zA+ 1)

oldugundan burada (3.6.4), (3.6.5) bagntilar1 ve sinw(zA + I) = —sin7mz A oldugu
kullanilirsa

O(xA+1) = —zATl(zA) (zA) ' T(—zA+ I)(—sinmzA)
= [(zA)T (I —zA)sintzA =& (zA)

elde edilir. ]

(3.6.1) bagntis
r (ﬁ) T (M i I) = 272 AT (2 A)

2 2

seklinde yazilir ve burada A yerine I — x A alimp (3.6.3) bagintis1 kullanildiginda

o (%) o (M; ]> — 7® (zA)

elde edilir. (3.6.4) bagintis1 ve sin zA'nin seri agilimindan

O (wA) =T (zA+ ) T(I — zA) (w _md) w (A )

3! 5!

bulunur. z = 0 i¢in yukaridaki esitligin sag tarafi 7/ oldugundan ® (0) = «/’dr.
g (zA), log® (xA)min x degigskenine gore ikinci tiirevi olsun. Ayrica,

log® (zA) = log(I'(zA)['(I — xA)sinmxA)

matris fonksiyonu periyodik oldugundan g (zA) matris fonksiyonu da periyodiktir

: o) =2 [o (22) <o (Z520)] 560

bi¢iminde yazilabilir. ¢ (zA), [0,1] arahginda siirekli oldugundan, ||g (zA)|| < M
olacak gekilde smirhdir. g (xA), periyodik ve her x degeri i¢in bir pozitif M sayisi
ile sinirh oldugundan (3.6.6)’da her iki tarafin 2-normu alinirsa
1

o< ()] b(2) <4

elde edilir. Buradan g (zA), % ile sinirlandirilabilir. Benzer sekilde devam edilirse
g (zA) = 0 oldugu goriiliir. log ® (zA)'nin ikinci tiirevi olarak tamimlanan g (zA) =
0 oldugundan log® (rA) dogru denklemi belirtir. Ayrica, log® (zA) periyodik
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oldugundan log ® (xA) ve dolayisiyla ® (zA) sabittir. Bu durumda & (0) = «/
oldugundan negatif olmayan her z degeri icin

O (zA) =T (xzA) I (I —zA)sinmzA =7l (3.6.7)
dir.

x = 1 alinirsa gamma matris fonksiyonu i¢in agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.6.3 A, C"*"’de Vk € Z icin k ¢ o(A) kosulunu saglayan matris olsun.
Bu durumda gamma matris fonksiyonu

DA (I —A) =xlsintA]"" (3.6.8)
Euler yansima formilini saglar.
Bu fonksiyonel egitlik gamma matris fonksiyonu igin Onemli bilgiler

vermektedir. Jodar ve Cortes’in tanimiyla Szdegerleri sifirdan biiyiik matrislerin
gamma degerleri hesaplanabilirken, (3.6.8) bagintisi

T'(A)=n[[(I—A)sinmA]"" (3.6.9)

biciminde yazilirsa bu formiil ile 6zdegerleri sifirdan kiiciik ve tamsayr olmayan
matrislerin de gamma degerleri hesaplanabilir. Ornegin;

_7
A= [ 32 _Ol } C**2 de bir matris olsun. Bu durumda o(A) = {F, 3L}
2
dir. Ayrica,
) 0o 7 L
r({—A = /t_Ae_tdt:/{ L OlHe O_t}dt
tz —t2z {2 e
0 0

dir. Bununla birlikte,

exp (izA) — exp (—izA)
21

. 1 0
sinTA = [ 9 1 }

sin (zA) =

oldugundan

bulunur. Bu durumda (3.6.9) bagntisindan

I5 0
r=| B ]
105

elde edilir.
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Sonug 3.6.4 A, C"™"’de herhangi bir matris olmak tizere xA matrisi tersinir ise
sintis matris fonksiyonu

fe’e) 2
sinTzA = WIAH (I — @)

p=1 p

sonsuz ¢arpim gosterimini saglar.

Ispat. (3.6.5) bagmtisiin tersi alinarak (3.6.7) bagntisinda yerine yazilirsa

sintzAd = wal ' (I —2A)T ! (zA)
—mal ™ (—zA) (zA) T T (zA)

elde edilir. Bu durumda, (2.2.8) bagintisindan ispat tamamlanir. n

3.7. Riemann Zeta Matris Fonksiyonu

Bu bdliimde, Riemann zeta matris fonksiyonu tanimlanarak, sagladigi
integral gosterimleri ve bir fonksiyonel egitlik verilecektir.

P, C™"de her z € o (P) i¢in Re(z) > 1 spektral kogulunu saglayan bir
matris olsun. (2.0.1) esitsizligi kullanihirsa

2l = >l
$ ot-ryinn § (P VT Inn)”

IN

k!
n=1 k=0
) r—1 k
—B(P)Inn (IP[| v/ Inn)
< Qe >
n=1 k=0
r—1 k
(Pl vr)

= > g M) <
k=0 '

bulunur. Burada ¢*) (s) klasik Riemann zeta fonksiyonun k. tiirevidir. Bu durumda

((P)= Zn_P = Zexp (—=Plnn)

olarak tanimlanan Riemann zeta matrix fonksiyonu iyi tanimhdir.

Gamma matris fonksiyonunda n > 1 i¢in ¢ = nz alinirsa

r'P)= / e i ar = np/ e "t dy
0 0
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veya
n~ I (P) = / e P dy
0

elde edilir. n > 1 degerleri icin toplam alindiginda
((P)T(P)=>" / el Py (3.7.1)
n=1 0

bulunur. Her n > 1igin (2.0.1) esitsizligi ve x > 0 i¢in Inx < 2—1 oldugu kullanirsa

r—1 k
| fn (z, P)|| < —(”PUC!\/F) e~ Tkt Pl — (4 P)

k=0

elde edilir. Burada f, (z,P) = e ™zP~’dir. Bununla birlikte f (z, P), [0, o]
araliginda integrallenebilir oldugundan baskin yakinsaklik teoreminden (3.7.1)
bagintisindaki toplam ile integraller yer degigtirebilir. Bu durumda

C(P)T(P) = / > ey dy

n=1

dir. Ayrica, x > 0 i¢in 0 < |e™™*| < 1 oldugundan

;@_ngd:(exl—[)_lz 1 1[

dir. Dolayisiyla agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.7.1 P, C™*"’de her z € o (P) i¢in Re (z) > 1 spektral kosulunu saglayan
bir matris olmak tizere Riemann zeta matric fonksiyonunun bir integral gosterimi

00 00 P_]
CP)T(P) = [P [ = 1) de = [ —da
0/ O/e 1

dir.

Bazi matris integrallerinin Riemann zeta matris fonksiyonu cinsinden
ifadelerini agagidaki 6nermede verelim.

Onerme 3.7.2 P, C"™"’de her z € o (P) igin Re (2) > 1 spektral kosulunu saglayan
bir matris ve b € C i¢in Re(b) > 0 olsun. Bu durumda asaqidaki matris integral
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gasterimlery saglanar.

/ si;zjxdx = 27"T(P) (I -27")C(P), (3.7.2)
0

/ 2”1 (1 —tanhba)de = 2(2b)" (I -2""F)T(P)¢(P), (3.7.3)

o0

/ 2P (cothbr — 1) dz = 2(20) "T(P)C(P). (3.7.4)

ispat. b = 1 icin ispatlayip  — bz alarak genel duruma genisletelim. Ilk olarak
(3.7.2) bagintisini ispatlayalim. Geometrik seri agithmimdan

1 2n+1
sinh z 1 — e~ Z

dir. Esitligin her iki tarafi 2~ ile carpilip sifirdan sonsuza integral alinirsa

o

2P-1 © p
/Sinh ;v =20 (P) ; (2n+ 1)

0

elde edilir. Ayrica,
den+1)" = 174345
n=0

= C(P)=27"¢(P)

oldugundan ispat tamamlanir. (3.7.3) bagintisinin ispati i¢in 1—tanh 2 fonksiyonunu
iistel fonksiyon cinsinden yazip geometrik seri acilimi yapildiginda

o0

et — e 26721 1
1—tanhz =1— = =2 (=)' e
anix er 4 e % 1 + 6—230 Z ( ) €

n=1

elde edilir. Esitligin her iki tarafi = ile carpilip sifirdan sonsuza integral alinirsa

o

/xp_l (1 —tanhz)dxr = 2I'(P) 2_P§: (=)™

= N(P)2 P17 =27 +3 P-4 P 457F -]
= 20(P)27 " [¢(P) - 2"77¢ (P)]

oldugundan istenen sonug elde edilir. (3.7.4) bagmtisinin ispati benzer gekilde
yapilir. [ ]

(3.7.3) ve (3.7.4) bagmtilarinda b degiskenine gore tiirev alindiginda iki farkh
matris integrali elde edilir.
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Sonug 3.7.3 P, C"™*"’de her z € o (P) i¢in Re (z) > —1 spektral kosulunu saglayan
bir matris ve b € C igin Re (b) > 0 olsun. Bu durumda

/COSh2 bx = 4(2b)” (P+I) ([ ol P) L(P+1)¢(P), (3.7.5)
/ smijbxdx = 4(20)""IT(P+ 1) C(P) (3.7.6)

0

dir.

Bu boliimdeki 6nemli bagintilardan biri de kosecant hiperbolik fonksiyonu
icin kosiniis doniigiimii olarak adlandirilan

oo

t cos xt 1
= 3.7.7
/ sinh gt cosh? z ( )
0

integralidir (Widder 1971). Bu integralle birlikte bir sonraki onteorem ileride
Riemann zeta fonksiyonunun sagladigi bir fonksiyonel egitliginin matris benzerinin
ispatinda kullanilacaktir.

Lemma 3.7.4 P, C"™*"’de her z € o(P) i¢in Re(z) > —1 spektral kosulunu
saglayan bir matris olsun. t > 0 i¢in

o

mP
/mp cos (zt)de = =T (P + It~ F*+Dgin > (3.7.8)

0

integrali saglanar.

Ispat. (2.2.5) bagmtisinda b — it ve b — —it ahnarak

i 1T |
/xp cos (zt)dr = §/xP (e“‘t —i—e’m) de
0 0
1 1\t 1\ "+
= ;I(P+1 — =
2 (F+1) (—it) + (zt)
1 4 _
= (P D[ T
P
= —F(PJrl)t‘(P”)sir17T7
elde edilir. .
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Teorem 3.7.5 P, C"™*"’de 1 ¢ o (P) spektral kosulunu saglayan bir matris olmak
tizere Riemann zeta matris fonksiyonu

¢(I—P)T(I - P)sin gP = ¢ (P) (2r) " (3.7.9)

fonksiyonel esitligine saglar.

Ispat. (3.7.5) integralini farkli bir yoldan hesaplayalim. (3.7.7) bagmntisi ve Fubini
Tonelli Teoremi kullanilarak

/ ’ s—dr = /xp / .cosx dt| dx :/ /xp coswtdx | —
cosh” x sinh 51 sinh 5t
0 0 0 0 L0
elde edilir. Burada, (3.7.2) ve (3.7.8) bagmtilar kullanilarak
oaF TP sm\P-1
dv = =20 (P+ I)sin - (3) (1=2" )T (1= P)C(I-P
[t = s T (3) )T(I—P)C(I-P)

0

elde edilir. Yukaridaki matris integrali (3.7.5) bagintisi ile kargilagtirildiginda ispat
tamamlanir. m

(3.7.9)’daki fonksiyonel egitlik Riemann zeta matris fonksiyonu i¢in énemli
bilgiler vermektedir. Ilk olarak Riemann zeta matris fonksiyonu 6zdegerleri 1’ den
biiylik matrisler i¢in tanimli iken bu fonksiyonel egitlikten 6zdegerleri 1’den kiigiik
matrisler i¢in de tanimh oldugu goriiliir. Ayrica, P, C"*"’de o (P) = {2k : k € Z"}
olacak sekilde bir matris secilirse

bagintisinda

oldugundan ¢ (P) = 0 elde edilir.

P = 0eC™" olsun. Bu durumda

_J 0 iFg
[exp (—Pnn)l; —{ | is
oldugundan

[C(P)]ij :Zexp(—Plnn) :{ C?O) ’Z#j

n=1

dir. O halde, ¢ (0) = 1 oldugundan ¢ (0) = £ elde edilir.

)
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4. SONUC

Bu tez calismasinda, bazi klasik 06zel fonksiyonlar ailesinin matris
geniglemeleri iizerine c¢aligilmigtir. Hermite matris polinomlari i¢in yeni bagintilar
bulunmugtur. Hermite matris polinomlar1 genellegtirilerek 6zellikleri incelenmis
elde edilen operatér formiilii yardimiyla Hermite matris polinomlarinin Burchnall
operator bagintisi ve Nielsen bagintisini sagladigl gosterilmigtir.

Modifiye Laguerre matris polinomlar: tanimlanarak matris polinomlar: teorisi
icin 6nemli sonuclar olan ii¢ terimli rekiirans bagintis1 ve matris diferansiyel denklemi
gibi 6zellikleri elde edilmis, sahip oldugu bilineer ve bilateral iirete¢ fonksiyonlar:
verilmistir. Ayrica, genellestirilmis Laguerre-tipli matris polinomlar: tanimlanmigtir.

IT. tip Chebyshev matris polinomlar: genellesgtirilerek 6zellikleri incelenmisg,
Hermite matris polinomlarini iceren integral gosterimi kullanilarak operator teorisi
yontemleriyle genellegtirilmig II. tip Chebyshev matris polinomlar1 icin yeni
bagintilar ispatlanmigtir. Ayrica, II. tip Chebyshev matris polinomlarinin sagladig
bir ikinci dereceden matris diferansiyel denklemi elde edilmigtir.

Birgok matris polinomunun genellegtirmesi olan Humbert matris polinomlari
ele alinarak bazi rekiirans bagintilari, m. dereceden matris diferansiyel denklemi ve
integral gosterimi gibi Ozellikleri elde edilmistir. Bununla birlikte, Pincherle matris
polinomlarinin {ic¢iincii dereceden bir matris diferansiyel denkleminin ¢6ziimii oldugu
gosterilmigtir. Ayrica, Gegenbauer matris polinomlari i¢in bir doniigiim formiilii
ispatlanarak birka¢ uygulamas: verilmigtir.

Gamma matris fonksiyonu igin Legendre c¢ift kat formiili ve Euler
yansima formiilii ispatlanmig, bdylece gamma matris fonksiyonun tanim kiimesi
genigletilmigtir.  Bununla birlikte, siniis matris fonksiyonu igin sonsuz c¢arpim
formiilii elde edilmigtir.

Riemann zeta matris fonksiyonu tanimlanarak bazi matris integralleri
hesaplanmig, hakkinda daha fazla bilgi sahibi olmamiz1 saglayan bir fonksiyonel
esitlik elde edilmigtir.

Tim bu 6zel matris fonksiyonlar: ailelerinin tasidiklar: 6zellikler, diger 6zel
matris fonksiyonlari ile olan iligkileri incelenip sayilar teorisi, cebir ve uygulama
matematik alanlarindaki uygulamalar1 aragtirilabilir.
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