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ÖZET

KÜB·IK THETA FONKS·IYONLARINDA BAZI ÖZDEŞL·IKLER ÜZER·INE

Didem AYKUT ŞAH·IN

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman : Prof. Dr. Veli KURT

Ekim 2013, 27 Sayfa

Bu çal¬̧smada ilk olarak Weierstrass }(zj2
) fonksiyonunun temel özellikleri in-
celenmi̧s ve sa¼glad¬¼g¬ teoremler verilmi̧stir. Sonra Jacobi Theta fonksiyonlar¬ ve-
rilip gerçekledi¼gi ba¼g¬nt¬lar ispatlanm¬̧st¬r. Theta fonksiyonlar¬yard¬m¬yla Jacobi
sn(z; k), cn(z; k) ve dn(z; k) fonksiyonlar¬incelenmi̧stir.

Bulgular bölümünde �i(zj�) (i = 1; 2; 3; 4) fonksiyonlar¬n¬n sonlu toplamlar¬ve
bunlarla ilgili baz¬özdeşlikler incelenmi̧stir. a(y1; y2j�) kübik fonksiyonlar¬nda iki
teorem ve iki sonuç ispatlanm¬̧st¬r.
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In this study, �rstly, the Weierstrass function }(zj2
) is studied and also some
theorems related to the Weierstrass function }(zj2
) is given. The Jacobi theta
functions �i(zj�) are given. By using these functions, Jacobi theta functions sn(z; k);
cn(z; k) ve dn(z; k) is investigated.

Finally, the �nite summation formulas for the functions �i(zj�) (i = 1; 2; 3; 4 )
and some identities are proved. Two teorems and two corollary for the cubic theta
functions a(y1; y2j�) is proved.
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Asst. Prof. Dr. Şerafettin YALTKAYA

ii



ÖNSÖZ

Bu tez esas olarak üç k¬s¬mdan oluşmuştur. Giri̧s bölümünde eliptik fonksiyonlar¬
konusu hakk¬nda bilgi verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde eliptik fonksiyonlar¬n temel bilgileri, Weierstrass }(z) fonksi-
yonu, sonra klasik theta fonksiyonlar¬yard¬m¬yla Jakobi snz; cnz; dnz fonksiyonlar¬
tan¬mlanm¬̧s ve bunlar¬n gerçekledikleri teoremler verilmi̧stir.

Bulgular bölümünde Theta Fonksiyonlar¬n¬n gerçekledi¼gi sonlu toplamlarla, Kübik
theta fonksiyonlar¬incelenerek teoremler ve sonuçlar ispatlanm¬̧st¬r.
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1. G·IR·IŞ

Eliptik fonksiyonlar kavram¬, eliptik integraller dönüşümünden elde edilen fonk-
siyonlard¬r. Esas olarak üç tipi olan eliptik integral bir elipsin yay uzunlu¼gunu
bulma probleminden ç¬km¬̧st¬r (Dutta 1965). Eliptik integral yard¬m¬yla Eliptik
Fonksiyonlar hakk¬nda önemli çal¬̧sma yapan matematikçilerden biri Jakobi� dir.
Çal¬̧smalar¬ 1920�de 6 cilt halinde yay¬nlanm¬̧st¬r. 19. yy �¬n ve 20. yy �¬n ilk
yar¬s¬nda baz¬matematikçiler (Jakobi, Weierstrass, Hancock, Cayley, Gaus, Leip-
nitz) oldukça yo¼gun çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r. Çal¬̧smalar makale ve kitap olarak
yay¬nlanm¬̧st¬r. Hintli matematikçi 1920�li y¬llarda hayat¬n¬n son zamanlar¬nda Ra-
manujuan theta fonksiyonlar¬n¬ ve Moch theta fonksiyonlar¬n¬ tan¬mlayarak baz¬
özelliklerini ispatlam¬̧st¬r. Zaman¬m¬zda Ramajuan theta fonksiyonlar¬ üzerinde
matematikçiler taraf¬ndan çal¬̧s¬lmaktad¬r. Bu konuda Bernt, Bernt ve arkadaşlar¬4
ciltlik kitap yazarak yay¬nlam¬̧slard¬r. Hollanda da bir grup, Yeni Zelanda da başka
bir grup konu hakk¬nda çal¬̧smalar¬na devam etmektedirler (Duval 1965). Eliptik
fonksiyonlar¬, Jakobi fonksiyonlar¬, Jakobi-Glaisher fonksiyonlar¬n¬cebirsel yönden
(coset) tan¬mlayarak yeni bir kavram vermi̧stir. Ad¬geçen fonksiyonlar¬n de¼gerlerini
kare, dikdörtgen, rombik, eşkenar dörtgen latislerinde incelenmi̧stir. Kübik, karesel
dönüşümleri vermi̧stir.

Biz, bu çal¬̧smam¬z boyunca Jakobi gösterimlerini kullanaca¼g¬z.
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2. ÖNB·ILG·ILER VE TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Latis

Tan¬m 2.1.1 C karmaş¬k say¬lar¬cisminin her toplamsal bir altgrubu, Z tam-
say¬lar halkas¬üzerinde bir modüldür. Sonlu düzlemde y¬¼g¬lma noktalar¬olmayan
bir modüle latis denir.

S¬f¬rdan farkl¬ her bir y¬¼g¬lma noktas¬ olan her modül için 0� da bir y¬¼g¬lma
noktas¬d¬r (Duval 1965). O halde bir 
 latisi için s¬f¬r y¬¼g¬lma noktas¬de¼gildir. Bu
nedenle s¬f¬rdan farkl¬elemanlar¬n mutlak de¼gerce alttan s¬n¬rl¬olan, toplamaya göre
her de¼gi̧smeli grup bir latis tan¬mlar.

Latisler 0; 1 ve 2 boyutlu olmak üzere üç s¬n¬fa ayr¬l¬r.
L0 = f0g, 0�boyutlu en basit latis,

L = fmw : w 6= 0;m �Zg

1-boyutlu latis,


 = fmw1 + nw2 : m;n�Zw1; w2�C;
w1
w2

=2 Rg

2-boyutlu latistir.

w1; w2 do¼grusal ba¼g¬ms¬z iki karmaş¬k say¬d¬r ve (w1; w2) ikilisine 
�n¬n bir baz¬
denir. a; b; c; d �Z olmak üzere ad � bc = �1 ise (w1; w2) ve (w

0
1; w

0
2) 
�n¬n denk

birer baz¬d¬r. Im
�
w1
w2

�
> 0 ise Im

�
w
0
1

w
0
2

�
> 0 olmas¬için ad� bc = 1 olmal¬d¬r (Dutta

1965).


 bir latis olmak üzere u�u0 2 
 ise u ve u0 karmaş¬k say¬lar¬
 modülüne göre
denktir ve u � u0 (mod
) olarak yaz¬l¬r. Her a 2 C için

a+ 
 = fw 2 
 : a+ wg

kümesi a�ya denk olan bütün noktalar¬n kalan s¬n¬f¬d¬r. Her kalan s¬n¬f¬na ait yaln¬z
bir noktay¬içine alan basit ba¼g¬ml¬bir bölgeye 
�n¬n temel bölgesi denir. 
 = L0 ise
her kalan s¬n¬f¬yaln¬z bir u de¼gerini içine ald¬¼g¬ndan temel bölge bütün düzlemdir.

 = L ise temel bölge paralel iki do¼gru ile s¬n¬rlanan sonsuz bir şerittir. ·Iki boyutlu

 latisi için bir temel bölge bir çok şekilde seçilebilir.

H = fpw1 + qw2 : 0 � p; q < 1g

temel periyot paralelkenar¬d¬r.

2



2.2. Eliptik Fonksiyonlara Ait Temel Teoremler

Sabit olmayan periyodik bir fonksiyonun periyotlar¬ bir latis oluşturmaktad¬r
(Duval 1965). Periyot latisi 2�boyutlu olan fonksiyona çifte periyodik, çifte peri-
yodik ve meromorf bir fonksiyona da eliptiktir denir. Periyot latisinin herhangi bir
temel bölgesine periyot paralelkenar¬ad¬verilir.

H = fpw1 + qw2 : 0 � p; q < 1g

bölgesi esas periyot paralelkenar¬d¬r.

Bir eliptik fonksiyonunun herhangi bir periyot paralelkenar¬nda belli say¬da kutbu
vard¬r. Kutuplar¬say¬s¬n¬n toplam¬na fonksiyonun mertebesi denir. Aşa¼g¬da ispats¬z
olarak verilen teoremlerden bir eliptik fonksiyonun en az ikinci mertebeden oldu¼gu
görülür (Dutta1965, Wittaker 1954).

Teorem 2.2.1 (Liouville) Çifte periyodik her tam fonksiyon sabittir.

Teorem 2.2.2 Periyot latisi 
 olan bir eliptik fonksiyonu için a1 +
; :::; ak +

kalan s¬n¬�ar¬, m1; m2; :::;mk katl¬birer s¬f¬r yeri; b1+
; :::; bk+
 kalan s¬n¬�ar¬n1;
n2; :::; nk katl¬birer kutup noktas¬ve bu kutuplardaki kal¬nt¬lar¬A1; A2; :::; Ak ise

nX
k=1

Ak = 0

X
mk =

X
nk

ve X
mkak �

X
nkbk � 0(mod
)

ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r.

Teorem 2.2.3 Periyot latisleri ortak olan iki eliptik fonksiyonun kutuplar¬ve
s¬f¬rlar¬, katl¬l¬klar¬ile birlikte ayn¬ise bu iki fonksiyonun oran¬s¬f¬rdan farkl¬sabittir.

Teorem 2.2.4 Periyot latisleri ortak olan iki eliptik fonksiyonun kutuplar¬ve
her kutup için esas k¬s¬mlar¬ayn¬ise bu iki fonksiyonun fark¬sabittir.

2.3. Weierstrass }(zj2
) Fonksiyonu

Tan¬m 2.3.1 : (Dutta 1965, Wittaker 1954) Weierstrass }(z) fonksiyonu

}(z) = }(z;
mn) =
1

z2
+
X 0X

m;n2Z

�
1

[z � (m2w1 + n2w2)]2
� 1

(m2w1 + n2w2)2

�
(2.1)

=
1

z2
+
X 0X�

1

(z � 
mn)2
� 1

(
mn)2

�
3



ifadeleri ile verilir. m; n 2 Z olmak üzere " �" m ve n ayn¬anda s¬f¬r olamazd¬r.


mn 6= 0 ve 
mn = m2w1 + n2w2 � 0mod(2w1; 2w2)

dir.

Weierstrass }(z) fonksiyonu 2. mertebeden (2w1; 2w2) ile çifte periyodik, �2:
dereceden homojen bir fonksiyondur. }(z) çifte periyodik ve meromorf oldu¼gundan
eliptik bir fonksiyondur.

}(z) fonksiyonun w1; w2; w3 yar¬-periyot de¼gerlerinde ald¬¼g¬de¼gerler s¬ras¬yla e1;
e2; e3 ile gösterilip }(w1) = e1, }(w2) = e2, }(w3) = e3 yaz¬l¬r. Burada w1+w2+w3 =
0 mod(2w1; 2w2)�dir. Aşa¼g¬daki teoremler Weierstrass }(z) fonksiyonunun sa¼glad¬¼g¬
temel teoremlerdir (Dutta vd 1965).

Teorem 2.3.2 }(z) fonksiyonunun z=0�¬n komşulu¼gunda

}(zj
mn) =
1

z2
+

1X
k=1

a2kz
2k

eşitli¼gi ile ifade edilebilir. Burada

a2k = (2k + 1)
X 0X

m;n2Z


�(2k+2)mn

d¬r.

·Ispat: (2.1)�den

}(z)� 1

z2
=

X 0X�
1

[z � (m2w1 + n2w2)]2
� 1

(m2w1 + n2w2)2

�
=

X 0X(
1

[
2mn � (1� z

2mn

)2
� 1


2mn

)

=
X 0X�

1


2mn

�
1 +

2z


mn
+
3z2


2mn
+ :::

�
� 1


2mn

�
=

X 0X�
2z


3mn
+
3z2


4mn
+ :::

�
=

X 0X( 1X
k=1

(k + 1)
zk


k+2mn

)

=
1X
k=1

(
(k + 1)

X 0X 1


k+2mn

)
zk

=

1X
k=1

akz
k:
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k yerine 2k yazarsak teoremin ispat¬tamamlan¬r.

Teorem 2.3.3 }(z) fonksiyonu

[}0(z)]2 = 4 (}(z)� e1)(}(z)� e2)(}(z)� e3)

cebirsel diferensiyel denklemini gerçekler.

·Ispat:

}0(z) =
�2
z3
+ 2a2z + 4a4z

3 + :::

[}0(z)]2 =
4

z6
� 4a2
z2
� 16a4 + b1z + b2z2 + :::

}(z)� e1 =
1

z2
+ a2z

2 + a24z
4 + :::� e1

}(z)� e2 =
1

z2
+ a2z

2 + a24z
4 + :::� e2

}(z)� e3 =
1

z2
+ a2z

2 + a24z
4 + :::� e3

taraf tarafa çarpal¬m.

(}(z)� e1)(}(z)� e2)(}(z)� e3) =
1

z6
+
1

z2
(a2 + a3 + :::)

d¬r. Teorem 2.2.3 gere¼gince

}02(z)

(}(z)� e1)(}(z)� e2)(}(z)� e3)
= c

gibi bir sabite eşit olmal¬r. Gerekli i̧slemleri yaparsak c=4 bulunur.

Teorem 2.3.4 }(z) fonksiyonu

[}0(z)]2 = 4}3(z)� g2}(z)� g3
diferensiyel denklemini gerçekler. Burada g2 ve g3 s¬ras¬yla

g2 = 20a2 = 60
X 0X

m;n2Z


�4mn

g3 = 28a4 = 140
X 0X

m;n2Z


�6mn

d¬r. Buradaki g2 ve g3 Weierstrass sabitleri 4 ve 6 a¼g¬rl¬k Einsenstein serileridir.
Aç¬k olarak ifadesi

g2 = 60
X 0X

m;n2Z


�4mn = 60

0X
m;n�Z

1

(2mw1 + 2nw2)4

g3 = 140
X 0X

m;n2Z


�6mn = 140

0X
m;n�Z

1

(2mw1 + 2nw2)6

5



d¬r.

·Ispat:

[}0(z)]2 =
4

z6
� 4a2
z2
� 16a4 + b1z + b2z2 + :::

}3(z) =
1

z6
� 3a2
z2
+ 3a4 + :::

20a2}(z) =
20a2
z2

+ 20a22z
2 + 20a2a

2
4z
4 + :::

ifadeleri teoremdeki ba¼g¬nt¬da yerine yazarsak�
4

z6
� 4a2
z2
� 16a4 + b1z + b2z2 + :::

�
�
�
4

z6
� 12a2

z2
+ 12a4 + :::

�
= �

�
20a2
z2

+ 20a22z
2 + 20a2a

2
4z
4 + :::

�
+ 28a4

oldu¼gunu görürüz.

Teorem 2.3.5 e1; e2; e3; g2; g3 sabitleri aras¬nda

e1 + e2 + e3 = 0

e1e2 + e2e3 + e1e3 =
�1
4
g2

e1e2e3 =
1

4
g3

� = 16(e1 � e2)2(e3 � e1)2(e3 � e2)2 = g32 � 27g23
ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r.

2.4. Theta Fonksiyonlar¬

Theta fonksiyonlar¬Weierstrass }(z) fonksiyonu ve Weierstrass �(z); �r(z); �(z)

�(z) =
1

z
+
X 0X

m;n2Z

�
1

(z � 
mn)
+

1


mn
+

z


2mn

�

d

dz
log �(z) = �(z)

�r(z) = e
��rz �(z + wr)

�(wr)

fonksiyonlar¬yard¬m¬yla tan¬mlan¬r (Wittaker 1954).
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Tan¬m 2.4.1 (Dutta 1965, Wittaker 1954) �i(zj�) i = 1; 2; 3; 4 fonksiyonlar¬
aşa¼g¬daki ifadeler ile tan¬mlan¬r. jqj < 1 olmak üzere;

�1(zj�) = �i:
1X

n=�1
(�1)nq(n+

1
2)

2

e(2n +1)iz (2.2)

= 2

1X
n=0

(�1)nq(n+
1
2)

2

sin(2n+ 1)z

�2(zj�) =

1X
n=�1

q(n+
1
2)

2

e(2n +1)iz (2.3)

= 2

1X
n=0

q(n+
1
2)

2

cos(2n+ 1)z

�3(zj�) =
1X

n=�1
qn

2

e2niz (2.4)

= 1 + 2
1X
n=1

qn
2

cos 2nz

�4(zj�) =
1X

n=�1
(�1)(n+1)q(n+1)2e2(n+1)iz (2.5)

= 1 + 2
1X
n=1

(�1)nqn2 cos 2nz

dir.

�i(zj�) i = 1; 2; 3; 4 fonksiyonlar¬n¬n yar¬periyot ve çeyrek periyot dönüşümleri
çizelge olarak

Çizelge 2.4.1 �i(zj�) i = 1; 2; 3; 4 fonksiyonlar¬n¬n çeyrek periyot dönüşümleri

z + �
2

z + ��
2

z + �
2
+ ��

2

�1(z) �2(z) i:q
�1
4 e�iz�4(z) q

�1
4 e�iz�3(z)

�2(z) -�1(z) q
�1
4 e�iz�3(z) �i:q�14 e�iz�4(z)

�3(z) �4(z) q
�1
4 e�iz�2(z) i:q

�1
4 e�iz�1(z)

�4(z) �3(z) i:q
�1
4 e�iz�1(z) q

�1
4 e�iz�2(z)

Çizelge 2.4.2 �i(zj�) i = 1; 2; 3; 4 fonksiyonlar¬n¬n yar¬periyot dönüşümleri

z + � z + ��
�1(z) ��1(z) �q�1e�2iz�1(z)
�2(z) ��2(z) q�1e�2iz�2(z)
�3(z) �3(z) q�1e�2iz�3(z)
�4(z) �4(z) �q�1e�2iz�4(z)

7



�1(z); �2(z); �3(z); �4(z) fonksiyonlar¬n¬n tan¬m¬n¬kullarak dönüşümlerden birkaç¬n¬
gösterelim.
(2.2)�deki tan¬mdan dolay¬

�1(z + �) = �i
1X

n=�1
(�1)nq(n+

1
2)

2

e(2n +1)i(z+�)

= �i
1X

n=�1
(�1)2nq(n+

1
2)

2

e(2n +1)ize2ni�ei�

= i
1X

n=�1
q(n+

1
2)

2

e(2n +1)iz

= ��1(z)

d¬r. (2.4)�deki tan¬m¬kullan¬rsak;

�3(z + ��) =

1X
n=�1

qn
2

e2ni(z+��)

=
1X

n=�1
qn

2

e2nize2ni��

=
1X

n=�1
qn

2

e2nizq2n

=
1X

n=�1
qn

2+2ne2niz

=
1X

n=�1
q(n+1)

2

e2(n+1)ize�2izq�1

= q�1e�2iz�3(z)

dir. (2.5)�deki tan¬mdan dolay¬;

�4

�
z +

�� + �

2

�
=

1X
n=�1

(�1)n+1q(n+1)2e2i(n+1)(z+
��+�
2 ) =

1X
n=�1

(�1)n+1q(n+1)2e2(n+1)ize(n+1)i�e(n+1)i��

=
1X

n=�1
(�1)n+1qn2+2n+1e2(n+1)izein�ei�eni��ei�� =

1X
n=�1

qn
2+3n+2e2(n+1)iz

=
1X

n=�1
q(n+

3
2)

2

q
�1
4 e2(n+1+

1
2)e�iz = q

�1
4 e�iz

1X
n=�1

q(n+
1
2
+1)

2

e2(n+1+
1
2)iz:

Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da n+ 1 yerine n yazarsak

�4

�
z +

�� + �

2

�
= q

�1
4 e�iz

1X
n=�1

q(n+
1
2)

2

e2(n+
1
2)iz

= q
�1
4 e�iz�2(z)
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elde edilir.
Tan¬m 2.4.1�den �1(z); �2(z); �3(z); �4(z) fonksiyonlar¬n¬n s¬f¬rlar¬s¬ras¬yla 0; �2 ;

��+�
2
; ��
2
oldu¼gu görülür.

Teorem 2.4.2 (Dutta 1965) �r(z), (r = 1; 2; 3; 4) fonksiyonlar¬n¬n kareleri
aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar¬gerçekler.

�22(z)�
2
4(0) = �

2
4(z)�

2
2(0)� �21(z)�23(0)

�23(z)�
2
4(0) = �

2
4(z)�

2
3(0)� �21(z)�22(0)

�21(z)�
2
4(0) = �

2
3(z)�

2
2(0)� �23(z)�23(0)

�24(z)�
2
4(0) = �

2
3(z)�

2
3(0)� �22(z)�22(0):

·Ispat: �21(z)�
2
2(z)�

2
3(z)�

2
4(z) (�; �� )�da çarp¬msal periyodiktir.

�2r(z + ��) = N
2�2r(z)

N = �q�1e�2iz

;(z) =
a�21(z) + b�

2
4(z)

�22(z)

	(z) =
c�21(z) + d�

2
4(z)

�23(z)

;(z + �) =
a�21(z + �) + b�

2
4(z + �)

�22(z + �)
= ;(z)

	(z + �) =
c�21(z + �) + d�

2
4(z + �)

�23(z + �)
= 	(z)

dir.

;(z); 	(z) (� , �� )�da çifte periyodiktir. Bu durumda a, b, c, d�yi öyle seçelim
ki

;(z) = 1

	(z) = 1

olsun.

a�21(z) + b�
2
4(z) = �22(z)

c�21(z) + d�
2
4(z) = �23(z):

9



Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da z = 0 al¬rsak,

b =
�22(0)

�24(0)

d =
�23(0)

�24(0)

bulunur.
z = ��

2
al¬rsak,

a = �
�22
�
��
2

�
�21
�
��
2

� = ��23(0)
�24(0)

c = �
�23
�
��
2

�
�21
�
��
2

� = ��22(0)
�24(0)

bulunur. Buradan

�22(z) = �
�22
�
��
2

�
�21
�
��
2

��21(z) + �22(0)
�24(0)

�24(z)

�22(z)�
2
1

���
2

�
�24(0) = �22

���
2

�
�21(z)�

2
4(0) + �

2
2(0)�

2
1

���
2

�
�24(z):

Çizelge 2.4.1�den yard¬m alarak dönüşüm yapal¬m.

�22(z)�
2
4(0) = �

2
2(0)�

2
4(z)� �21(z)�23(0)

bulunur. Di¼gerlerini de teoremde ilk iki ba¼g¬nt¬da z = z + �
2
yazarak bulabiliriz.

Teorem 2.4.3 (Dutta 1965) Theta fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki sanal dönüşüm ifadelerini
gerçekler.

�1(zj�) = �i(�i�)
�1
2 exp

�
i� 0z2

�

�
�1(z�

0j� 0)

�2(zj�) = (�i�)
�1
2 exp

�
i� 0z2

�

�
�4(z�

0j� 0)

�3(zj�) = (�i�)
�1
2 exp

�
i� 0z2

�

�
�3(z�

0j� 0)

�4(zj�) = (�i�)
�1
2 exp

�
i� 0z2

�

�
�2(z�

0j� 0):

Burada � 0 = �1
�
, (�i�)�12 , jarg(�i�)j < �

2
bölgesinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Teorem 2.4.4 (Du Val 1965) Theta fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki Landen dönüşümü
olarak bilinen gerçel dönüşüm ifadelerini sa¼glar.

�3(zj�)�4(zj�)
�4(2zj2�)

=
�3(0j�)�4(0j�)
�4(0j2�)
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�2(zj�)�1(zj�)
�1(2zj2�)

=
�3(0j�)�4(0j�)
�4(0j2�)

.

Teorem 2.4.5 (Dutta 1965) Weierstrass }(z) fonksiyonu ile �r(z) r = 1; 2; 3; 4
fonksiyonlar¬aras¬nda aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar vard¬r :p

}(z)� e1 =
�01(0)

�2(0)

�2(z)

�1(z)

p
}(z)� e2 =

�01(0)

�4(0)

�4(z)

�1(z)p
}(z)� e3 =

�01(0)

�3(0)

�3(z)

�1(z)
.

2.5. Jakobi snz; cnz; dnz Fonksiyonlar¬

Jakobi eliptik fonksiyonu olarak bilinen snz; cnz; dnz fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki
ifadelerle tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.5.1 (Dutta 1965) z 2 C olsun. Jakobi eliptik fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki
şekilde tan¬mlan¬r:

sn(z; k) =
�3(0j�)
�2(0j�)

�1(z�
�2
3 (0j�)j�)

�4(z�
�2
3 (0j�)j�)

(2.6)

cn(z; k) =
�4(0j�)
�2(0j�)

�2(z�
�2
3 (0j�)j�)

�4(z�
�2
3 (0j�)j�)

(2.7)

dn(z; k) =
�4(0j�)
�3(0j�)

�3(z�
�2
3 (0j�)j�)

�4(z�
�2
3 (0j�)j�)

: (2.8)

Burada

k2 =
�42(0j�)
�43(0j�)

=
e3 � e2
e1 � e2

dir ve k�ya eliptik fonksiyonun modülü denir. Ayr¬ca

(k0)2 =
e1 � e3
e1 � e2

tamamlayan modülüdür. Ve
k2 + (k0)2 = 1

K =
�

2
�23(0)

iK 0 =
��

2
�23(0)

d¬r.
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Teorem 2.5.2 snz; cnz; dnz fonksiyonlar¬s¬ras¬yla 4K; 2iK 0 ; 4K; 2K + iK 0 ;
2K; 4iK 0 çiftleri ile periyodik fonksiyonlard¬r.

·Ispat: Jakobi eliptik fonksiyonlar¬snz; cnz; dnz�nin tan¬mlar¬ndan (2.6)�ya
göre

sn(z + 4K) =
�3(0)

�2(0)

�1((z + 2�)�
�2
3 )

�4((z + 2�)�
�2
3 )

=
�3(0)

�2(0)

�1(z�
�2
3 )

�4(�
�2
3 )

= snz

dir.

sn(z + 2iK 0) = sn(z + ���23) =
�3(0)

�2(0)

�1((z + ���
2
3)�

�2
3 )

�4((z + ���
2
3)�

�2
3 )

=
�3(0)

�2(0)

�1(z�
�2
3 + ��)

�4(�
�2
3 + ��)

=
�3(0)

�2(0)

�q�1e�2iz�1(z��23 )
�q�1e�2iz�4(��23 )

= snz

dir.

Teorem 2.5.3 snz; cnz; dnz fonksiyonlar¬n¬n 0-temel periyot paralelkenar¬nda
s¬ras¬yla s¬f¬r yerleri ve kutup noktalar¬, bu kutup noktalar¬ndaki kal¬nt¬lar¬aşa¼g¬-
dad¬r.

snz�nin s¬f¬r yerleri 0; 2K

cnz�nin s¬f¬r yerleri K; 3K

dnz�nin s¬f¬r yerleri K + iK 0; K + 3iK 0:

snz�nin kutup noktalar¬iK 0; 2K + iK 0

cnz�nin kutup noktalar¬iK 0; 2K + iK 0

dnz�nin kutup noktalar¬iK 0; 3iK 0 .

Belirtilen kutuplardaki kal¬nt¬lar¬

snz�nin iK 0; 2K + iK 0 kal¬nt¬lar¬s¬ras¬yla
1

k
;
�1
k

cnz�nin iK 0; 2K + iK 0 kal¬nt¬lar¬s¬ras¬yla
�i
k
;
i

k
dnz�nin iK 0; 3iK 0 kal¬nt¬lar¬s¬ras¬yla � i; i .

·Ispat: Jacobi fonksiyonlar¬n¬n s¬f¬rlar¬ve kutuplar¬tan¬m 2.5.1�den hemen bu-
lunur.
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snz�nin 2K�daki s¬f¬r yerini bulal¬m. (2.6)�daki tan¬mdan dolay¬

sn(z + 2K) = sn(z + ��23(0))

=
�3(0)

�2(0)

�1((z + ��
2
3)�

�2
3 )

�4((z + ��
2
3)�

�2
3 )

=
�3(0)

�2(0)

�1(z�
�2
3 + �)

�4(z�
�2
3 + �)

=
�3(0)

�2(0)

�1(z�
�2
3 )

�4(z�
�2
3 )
:

Burada z = 0 yazarsak;
�3(0)

�2(0)

�1(0)

�4(0)

bulunur. �1(0) = 0 oldu¼gundan 2K snz�nin s¬f¬r yeridir.

snz�nin kutup noktas¬n¬bulal¬m.

sn(z + iK 0) = sn
�
z + i

��

2
�23(0)

�
=

�3(0)

�2(0)

�1[
�
z + i��

2
�23(0)

�
��23 ]

�4[
�
z + i��

2
�23(0)

�
��23 ]

=
�3(0)

�2(0)

�4(z�
�2
3 )

�1(z�
�2
3 )
:

Burada z = 0 yazal¬m.

sn(iK 0) =
�3(0)

�2(0)

�4(0)

�1(0)
:

Burada �1(0) = 0 oldu¼gundan iK 0 snz�nin kutup noktas¬d¬r.

snz�nin iK 0�deki kal¬nt¬s¬n¬bulal¬m.

Kal¬nt¬teoreminden

res(snz; iK 0) = lim
z�!iK0

(z � iK 0)snz

= lim
z�!iK0

(z � iK 0)
�3(0 : �)

�2(0 : �)

�1(z�
�2
3 (0 : �) : �)

�4(z�
�2
3 (0 : �) : �)

= lim
z�!iK0

z0
�3
�2

�1
�
z0��23 + ��

2

�
�4
�
z0��23 + ��

2

�
=

�3
�2
�1

���
2

�
lim
z0�!0

z0

�4
�
z0��23 + ��

2

�
=

�3
�2
�1

���
2

�
lim
z0�!0

z0(�iq 14 )
�1(z0�

�2
3 )

=
�3
�2
�1

���
2

�
(�i)q 14 �23

�
0
1(0)

=
�3
�2

�4

�iq 14
(�iq 14 ) �23

�2�3�4

=
�23
�22
=
1

k
:

13



Di¼gerleri de benzer olarak bulunur.

Teorem 2.5.4 (Witteker 1954) Jakobi snz; cnz; dnz fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki
özellikleri sa¼glar:

sn2z + cn2z = 1

dn2z + k2sn2z = 1

dn2z � k2cn2z = (k0)2:

d

dz
snz = cnzdnz

d

dz
cnz = �snzdnz

d

dz
dnz = �k2snzcnz:

·Ispat:
�24(z�

�2
3 )�

2
2 = �

2
1(z�

�2
3 )�

2
3 + �

2
2(z�

�2
3 )�

2
4:

Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da her iki taraf¬da

�24(z�
�2
3 )�

2
2

ile bölersek (2.6) ve (2.7)�deki tan¬mdan

1 =
�21(z�

�2
3 )�

2
3

�24(z�
�2
3 )�

2
2

+
�22(z�

�2
3 )�

2
4

�24(z�
�2
3 )�

2
2

= sn2z + cn2z

bulunur.

snz�nin türevini hesaplayal¬m.

d

dz

�
�1(z�

�2
3 )�3

�4(z�
�2
3 )�2

�
= �24

�3
�2

�2(z�
�2
3 )�3(z�

�2
3 )

�4(z�
�2
3 )�4(z�

�2
3 )

= cnzdnz

bulunur. Di¼gerleri de benzer olarak hesaplanabilir.

Teorem 2.5.5 (Dutta 1965) Weierstrass }(z) fonksiyonu ile Jacobi snz; cnz ve
dnz fonksiyonlar¬aras¬nda aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar vard¬r:

sn2(z; k) =
e1 � e2

}
�

zp
e1�e2

�
� e2

cn2(z; k) =
}
�

zp
e1�e2

�
� e1

}
�

zp
e1�e2

�
� e2
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dn2(z; k) =
}
�

zp
e1�e2

�
� e3

}
�

zp
e1�e2

�
� e2

.

·Ispat: sn2(z; k)�yi gösterelim.

sn(z; k) =
�1

�
z
�23

�
�4

�
z
�23

� �3
�2

=
�3
�2

�1

�
zp
e1�e2

�
�4

�
zp
e1�e2

�
dir. z0 = z��23 (0) alal¬m.

�1(z
0)

�4(z0)
=
�01(0)

�4(0)

1p
}(z)� e2

:

sn(z; k) =
�3
�2

�01(0)

�4(0)

1rn
}( zp

e1�e2 )� e2
o 1

2

=
�23rn

}( zp
e1�e2 )� e2

o 1
2

=

(
e1 � e2

}( zp
e1�e2 )� e2

) 1
2

dir. Böylece

sn2(z; k) =
e1 � e2

}
�

zp
e1�e2

�
� e2

bulunur.

Teorem 2.5.6 (Dutta 1965) snz; cnz ve dnz fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki toplama
teoremlerini gerçekler.

sn(z1 + z2) =
snz1cnz2dnz2 + snz3cnz1dnz1

1� k2sn2z1sn2z2

cn(z1 + z2) =
cnz1cnz2 � snz1snz2dnz1dnz2

1� k2sn2z1sn2z2

dn(z1 + z2) =
dnz1dnz2 � k2snz1snz2cnz1cnz2

1� k2sn2z1sn2z2
.
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3. BULGULAR

3.1. Theta Fonksiyonlar¬n¬n Sonlu Toplamlar¬

q = exp(i��) olmak üzere q� ya ba¼gl¬ olarak Theta fonksiyonlar¬n¬n tan¬m¬
aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir.

Tan¬m 3.1.1 (Zeng -F.Xien 2009) Jakobi theta fonksiyonlar¬�k(zj�) k = 1; 2;
3; 4 için

�1(zj�) = �iq
1
4

1X
n=�1

(�1)nqn(n+1)e(2n+1)iz (3.1)

�2(zj�) = q
1
4

1X
n=�1

qn(n+1)e(2n+1)iz (3.2)

�3(zj�) =
1X

n=�1
qn

2

e2niz (3.3)

�4(zj�) =
1X

n=�1
(�1)nqn2e2niz (3.4)

olarak tan¬mlan¬r.

Teorem 3.1.2 k, n, a, b pozitif tamsay¬k=a+b için

kn�1X
s=0

�a3

� z
kn
+
y

a
+
�s

kn
j �
kn2

�
�b3

� z
kn
� y
b
+
�s

kn
j �
kn2

�
= knHa;b

� y
ab
;
�

kn2

�
�3(zj�)

(3.5)
Burada

Ha;b(y; �) =
1X

m1+m2+:::+ma+n1+:::+nb=0
m1;m2:::;nb=�1

qm
2
1+m

2
2+:::+m

2
a+n

2
1+:::+n

2
be2kiy(m1+m2+::::+ma)

(3.6)
d¬r.

·Ispat: (3.3)�den

�3(z + �j�) = �3(zj�) (3.7)

�3(z + �� j�) = q�1e�2iz�3(zj�) (3.8)

elde olunur. (3.5)�in sol taraf¬na f(z) diyelim.

f(z + �) =
kn�1X
s=0

�a3(
z

kn
+
y

a
+
�(s+ 1)

kn
j �
kn2

)�b3(
z

kn
� y
b
+
�(s+ 1)

kn
j �
kn2

)

elde olunur. s+ 1 yerine s al¬narak ve (3.7)�deki özdeşlikleri kullanarak

f(z + �) = f(z) (3.9)
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elde olunur. (3.8) özdeşli¼gi kullan¬larak

�3(z + n�� j�) = q�n
2

e�2niz�3(zj�) (3.10)

elde olunur. (3.10)�daki özdeşlikten

�a3

� z
kn
+
y

a
+
�s

kn
+ n

��

kn2
j �
kn2

�
�b3

� z
kn
� y
b
+
�s

kn
+ n

��

kn2
j �
kn2

�
= q�1e�2iz�a3

� z
kn
+
y

a
+
�s

kn
j �
kn2

�
�b3

� z
kn
� y
b
+
�s

kn
j �
kn2

�
elde olunur. Buradan

f(z + �� j�) = q�1e�2izf(zj�) (3.11)

oldu¼gunu bulduk. (3.5) ve (3.11)� dan f(z)
�3(zj�) fonksiyonu � ve �� periyotlar¬nda

eliptik fonksiyon oldu¼gunu elde ettik. f(z)
�3(zj�) , periyot paralelkenar¬nda z =

�+��
2

basit kutbu vard¬r. f(z)
�3(zj�) fonksiyonu z�den ba¼g¬ms¬zd¬r. Buna ca;b(yj�) diyelim.

Periyot paralelkenar¬nda basit kutba sahip bir eliptik fonksiyon sabite eşit olmal¬d¬r.
Böylece

kn�1X
s=0

�a3

� z
kn
+
y

a
+
�s

kn
j �
kn2

�
�b3

� z
kn
� y
b
+
�s

kn
j �
kn2

�
= ca;b(yj�)�3(zj�) (3.12)

elde edilir. (3.3)�deki �3(zj�) tan¬m¬n¬kullanarak (3.12) denkleminde yerine yazarsak
kn�1X
s=0

1X
m1;m2:::+ma
n1;n2:::;nb=�1

q
m21+m

2
2+:::+m

2
a+n

2
1+:::+n

2
b

kn2 e2i(
m1+m2+:::+ma+n1+n2+:::+nb

kn )z

e2i(
m1+m2::::+ma

a
�n1+n2:::+nb

b )yw(
m1+m2+:::+ma+n1+n2+:::+nb

kn )s

= ca;b(yj�)
1X

m=�1
qm

2

e2miz

bulunur. Burada w = e
2i�
kn dir. ·Iki taraftaki sabitleri eşitleyerek

ca;b(yj�) =

kn�1X
s=0

1X
m1+m2:::+ma
n1+n2:::+nb=0

q
m21+m

2
2+::::m

2
a+n

2
1+:::n

2
b

kn2 e2i(
m1+m2::::+ma

a
�n1+n2:::+nb

b )y

= kn
1X

m1+m2::::+ma
n1+n2:::+nb=0

q
m21+m

2
2+::::m

2
a+n

2
1+:::n

2
b

kn2 e2ik(
m1+m2::::+ma

ab )y

= kn Hab

� y
ab
;
�

kn2

�
ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.1.3 k ve n pozitif tamsay¬s¬için

kn�1X
s=0

�k3

� z
kn
+
y

a
+
�s

kn
j �
kn2

�
= knGk(

�

kn2
)�3(zj�):
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Burada

Gk(�) =
1X

m1+m2+::::mk=0
m1;m2:::=�1

qm
2
1+m

2
2+::::m

2
k

d¬r.

Teorem 3.1.4 k, n, a, b pozitif tamsay¬s¬k=a+b için

kn�1X
s=0

�a3

�
by +

�s

kn
j �
kn2

�
�b3

�
ay � �s

kn
j �
kn2

�
= knHa;b

�
y;

�

kn2

�
�3(0j�)

d¬r.

·Ispat: (3.5)�de s¬ras¬yla y = 0, z = 0 ald¬¼g¬m¬zda teorem 3.1.3 ve teorem 3.1.4
elde edilir.

Teorem 3.1.5 k, n pozitif tamsay¬olsun.

i) kn tek ise

kn�1X
s=0

(�1)s�k1
�
z +

�s

kn
j�
�
= knGk(�)(�1)

n+k�2
2 �1(knzjkn2�)

d¬r.

ii) kn çift ve n tek oldu¼gunda

kn�1X
s=0

(�1)s�k1
�
z +

�s

kn
j�
�
= knGk(�)(�1)

k
2 �2(knzjkn2�)

d¬r.

Teorem 3.1.6

i) n, k tek ve pozitif tamsay¬

n = 1 ise
kn�1X
s=0

(�1)s2k sink
�
z +

�s

k

�
= 2(�1) k�12 k sin kz

dir.

n 6= 1 ise
kn�1X
s=0

(�1)s2k sink
�
z +

�s

k

�
= 0

d¬r.

ii) n tek, k çift olsun.
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n=1 ise
k�1X
s=0

(�1)s2k sink
�
z +

�s

k

�
= 2(�1) k2 k cos kz

elde olur.

Sonuç 3.1.7 (3.5)�de a = 2, b = 2; k = 4 alal¬m. Bu durumda

4n�1X
s=0

�23

� z
4n
+
y

2
+
�s

4n
j �
4n2

�
�23

� z
4n
� y
2
+
�s

4n
j �
4n2

�
= 4nH2;2

�y
4
;
�

4n2

�
�3(zj�)

d¬r. Burada
H2;2(yj�) = �23(0j2�)�3(8yj4�) + �22(0j2�)�2(8yj4�)

d¬r.

·Ispat : (3.6)�dan

H2;2(y; �) =
1X

m1+m2+n1+n2=0
m1;m2;n1;n2=�1

qm
2
1+m

2
2+n

2
1+n

2
2e8iy(m1+m2)

=
1X

m;l;n=�1

q2[m
2+l2+n2+(m+n)l]e8ily

=
1X

m;l;n=�1

q2[(m+l)
2+(n+l)2+2l2]e16ily

+
1X

m;l;n=�1

q2[(m+l)
2+(n+l)2+2l2+(m+l)+(n+l)+2l+1]e8i(2l+1)y

= �23(0j2�)�3(8yj4�) + �22(0j2�)�2(8yj4�)

bulunur.

3.2. Kübik Theta Fonksiyonlar¬

q = e2i�� , � 2 H olsun. �k(zj�) k = 1; 2; 3; 4 fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki ifadelerle
tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.2.1 (Chan vd 2010)

�1(z) = 2
1X
n=0

(�1)nq
(2n+1)2

8 sin(2n+ 1)z

= �iq 18
1X

n=�1
(�1)nq

n(n+1)
2 e(2n+1)iz
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�2(z) = 2
1X
n=0

q
(2n+1)2

8 cos(2n+ 1)z

= q
1
8

1X
n=�1

q
n(n+1)

2 e(2n+1)iz

�3(z) = 1 + 2

1X
n=1

q
n2

2 cos 2nz

=
1X

n=�1
q
n2

2 e2niz

�4(z) = 1 + 2

1X
n=0

(�1)nq n
2

2 cos 2nz

=

1X
n=�1

(�1)nq n
2

2 e2niz:

Teorem 3.2.2 y1; y2;.::; yn n tane y1+ y2+ :::+ yn = 0 olacak şekilde kompleks
say¬lar olsun. Bu durumda

mn�1X
k=0

nY
j=1

�3

�
z + yj +

�k

mn
j�
�
= Gm;n(y1; y2; :::; ynj�)�3(mnzjm2n�) (3.13)

Gm;n(y1; y2; :::; ynj�) say¬s¬öyle ki

Gm;n(y1; y2; :::; ynj�) = mn
1X

s1+:::+sn=0
s1;:::;sn=�1

q
s21+:::+s

2
n

2 e2i(s1y1+:::+snyn) (3.14)

dir.

·Ispat: a, b iki pozitif tamsay¬ise a+b=n olsun ve y1 = y2 = ::: = ya =
y
a
ve

ya+1 = ya+2 = ::: = yn =
�y
b
alal¬m. �3�ün tan¬m¬ndan

�3(zj�) = �3(z + �j�) = q
1
2 e2iz�3(z + ��)

ba¼g¬nt¬s¬kolayca bulunur. Burada z ! z
mn
, � ! �

m2n
al¬rsak

mn�1X
k=0

nY
j=1

�3

�
z

mn
+ yj +

�k

mn
j �
m2n

�
= Gm;n

�
y1; y2; :::; ynj

�

m2n

�
�3(zj�)

elde edilir. Eşitli¼gin sol taraf¬na f(z) diyelim.

f(z) = f(z + �) = q
1
2 e2izf(z + ��)
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bulunur. f(z)
�3(zj�) eliptik fonksiyonu �; �� ile çifte periyodiktir. �3(zj�), z =

�+��
2

de

s¬f¬r¬oldu¼gu için f(z)
�3(zj�) z�den ba¼g¬ms¬zd¬r. Böylece bir sabite eşit olmal¬d¬r. Buna

C(y1; y2; :::ynj�) diyelim.

Böylece, yerine yazarsak

f(z) = C(y1; y2; :::; ynj�)�3(zj�) (3.15)

bulunur.

(3.15)�de z ! mnz ve � ! m2n� yazal¬m

mn�1X
k=0

nY
j=1

�3

�
z + yj +

�k

mn
j�
�
= C(y1; y2; :::; ynjm2n�)�3(mnzjm2n�)

bulunur. Sabit terimleri kaŗs¬laşt¬r¬larak (3.13)�den

Gm;n(y1; y2; :::; ynj�) = C(y1; y2; :::; ynjm2n�)

elde edilir. Böylece teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.2.3 y1; y2; :::; yn n tane kompleks say¬ve y1+y2+ :::+yn = 0 olacak
şekilde olsun. Bu durumda

mn�1X
k=0

q
k2

2 e2kiz
nY
j=1

�3(mz + (yj + km)�� jm2n�) (3.16)

= Fm;n(y1; y2; :::; ynj�)�3(zj�)

ve burada

Fm;n =
(�i�) (1�n)2

(m2n)
n
2

q�
y21+:::+y

2
n

2m2n Gm;n

�
y1�

m2n
; ::::;

yn�

m2n
j �1
m2n�

�
d¬r. Ayr¬ca, (3.16)�da z�den ba¼g¬ms¬z terimlerin eşitli¼ginden

Fm;n =

mn�1X
k=0

1X
s1+:::+sn=k

q
(m2n(s21+:::+s2n)�(s1y1+:::+snyn)�k2m)

2

olur.

·Ispat: �3 çift fonksiyonuna Jacobi sanal dönüşümü uygulan¬rsa

�3(zj�) = (�i�)�
1
2 e

iz2�
0

� �3(z�
0j� 0)

dir. Burada � 0 = � 1
�
oldu¼gundan

�3(zj�) = (�i�)�
1
2 e

iz2�1�
� �3(

�z
�
j�1
�
)
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�3(
z

�
j�1
�
) = e

iz2

��

p
�i��3(zj�) (3.17)

ifadesiyle verilir.

(3.13)�de � ! �1
m2n�

, z ! z
mn
, yj ! yj�

m2n
, j = 1; 2; :::; n yazarsak

mn�1X
k=0

nY
j=1

�3

�
mz + (yj + km)��

m2n�
j �1
m2n�

�
= Gm;n

�
y1�

m2n
; ::::;

yn�

m2n
j �1
m2n�

�
�3(
z

�
j�1
�
)

(3.18)
elde olunur. (3.18)�de iki tarafa da (3.17) uygulan¬rsa (3.16) elde edilir. Böylece
teorem ispatlanm¬̧s olur.

Sonuç 3.2.4 m pozitif tamsay¬s¬için

2m�1X
k=0

�3

�
z + y +

�k

2m
j�
�
�3

�
z � y + �k

2m
j�
�
= 2m�3(2yj2�)�3(2mzj2m2�) (3.19)

d¬r.

·Ispat: (3.13)�de n=2 oldu¼gunda

2m�1X
k=0

�3

�
z + y1 +

�k

2m
j�
�
�3

�
z � y2 +

�k

2m
j�
�
= Gm;2(y1; y2)�3(2mzj2m2�)

Burada

y1 + y2 = 0 ve Gm;2 = 2m
1X

s1+s2=0
s1;s2=�1

q
s21+s

2
2

2 e2i(s1y1+s2y2)

d¬r.

E¼ger y1 = y ve y2 = �y al¬n¬rsa

Gm;2 = 2m
1X

s1+s2=0
s1;s2=�1

qs
2

e4iy = �3(2yj2�)

olur. Böylece, Gm;2(y;�yj�) = 2m�3(2yj2�) oldu¼gundan (3.19)�da

2m�1X
k=0

�3

�
z + y +

�k

2m
j�
�
�3

�
z � y + �k

2m
j�
�

= Gm;2(y;�y)�3(2mzj2m2�)

= 2m�3(2yj2�)�3(2mzj2m2�)

bulunur.
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Sonuç 3.2.4�de m = 1 al¬n¬rsa
2m�1X
k=0

�3

�
z + y +

�k

2
j�
�
�3

�
z � y + �k

2
j�
�

= 2�3(2yj2�)�3(2zj2�)
= �3(z + yj�)�3(z � yj�) + �3(z + y +

�

2
j�)�3(z � y +

�

2
j�)

olur. Eşitli¼gin her iki taraf¬na dönüşüm yap¬l¬rsa

2�3(2yj2�)�3(2zj2�) = �3(z + yj�)�3(z � yj�) + �4(z + yj�)�4(z � yj�)
elde edilir.

Tan¬m 3.2.5 (Chan vd 2010) a(y1; y2j�) katl¬theta serisi

a(y1; y2j�) =
1X

r1;r2=�1
qr

2
1+r

2
2+r1r2e2i[r1(2y1+y2)+r2(2y2+y1)]

ile ifade edilir.

w = e
2i�
3 ile kubik theta fonksiyonlar¬a(�); b(�); c(�) s¬ras¬yla

a(�) =
1X

r1;r2=�1
qr

2
1+r

2
2+r1r2

b(�) =
1X

r1;r2=�1
qr

2
1+r

2
2+r1r2wr1�r2

c(�) =
1X

r1;r2=�1
qr

2
1+r

2
2+r1+r2+r1r2

ile tan¬mlan¬r.

Katl¬theta ile kübik theta fonksiyonlar¬aras¬ndaki ili̧ski

a(0; 0j�) = a(�)

a(
�

3
;
��
3
j�) = b(�)

a(
��

6
;
��

6
j�) = c(�)

şeklindedir, yani, a(y1; y2j�) katl¬theta serisi a(�); b(�); c(�) fonksiyonlar¬n¬n genelleştirme-
sidir. Gerçekten,

a(
�

3
;
��
3
j�) =

1X
r1;r2=�1

qr
2
1+r

2
2+r1r2e2i[r1(2

�
3
+��

3 )+r2(2
��
3
+�
3 )]

=

1X
r1;r2=�1

qr
2
1+r

2
2+r1r2e2i(r1

�
3
�r2 �3 )

=
1X

r1;r2=�1
qr

2
1+r

2
2+r1r2wr1�r2

= b(�):
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a(
��

6
;
��

6
j�) =

1X
r1;r2=�1

qr
2
1+r

2
2+r1r2e2i[r1(2

��
6
+��

6 )+r2(2
��
6
+��

6 )]

=

1X
r1;r2=�1

qr
2
1+r

2
2+r1r2e2i(r1

��
2
+r2

��
2 )

=
1X

r1;r2=�1
qr

2
1+r

2
2+r1r2ei��(r1+r2)

=
1X

r1;r2=�1
qr

2
1+r

2
2+r1+r2+r1r2

= c(�):

Sonuç 3.2.6 m pozitif tamsay¬için (3.19)�da n=3 oldu¼gunda

3m�1X
k=0

3Y
j=1

�3

�
z + yj +

�k

3m
j�
�
= Gm;3(y1; y2; :::; ynj�)�3(3mzj3m2�)

dir.

·Ispat: (3.14)�den

Gm;n(y1; y2; :::; ynj�) = mn
1X

s1+:::+sn=0
s1;:::;sn=�1

q
s21+:::+s

2
n

2 e2i(s1y1+:::+snyn)

oldu¼gunu biliyoruz.

n=3 yaz¬l¬rsa

Gm;3(y1; y2; y3j�) = 3m
1X

s1+:::+s3=0
s1;:::;s3=�1

q
s21+:::+s

2
3

2 e2i(s1y1+:::+s3y3)

d¬r. Burada
y3 = �y1 � y2 ve s3 = �s1 � s2

yazarsak

Gm;3(y1; y2;�y1 � y2j�) = 3m

1X
s1+:::+s3=0
s1;:::;s3=�1

qs
2
1+s

2
2+s1+s2e2i[y1(s1�s3)+y2(s2�s3)]

= 3m
1X

s1+:::+s3=0
s1;:::;s3=�1

qs
2
1+s

2
2+s1+s2e2i[2y1s1+y1s2+2y2s2+y2s1]

= 3m

1X
s1+:::+s3=0
s1;:::;s3=�1

qs
2
1+s

2
2+s1+s2e2i[s1(2y1+y2)+s2(y1+2y2)]

= 3ma(y1; y2j�):
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(3.13)�de Gm;3(y1; y2; y3j�)�yu yerine yazarsak

3m�1X
k=0

�3(z + y1 +
�k

3m
j�)�3(z � y2 +

�k

3m
j�)�3(z � y3 +

�k

3m
j�)

= 3ma(y1; y2j�)�3(3mzj3m2�)

bulunur.

m = 1 durumunda Sonuç 3.2.6 aşa¼g¬daki gibi olur.

Sonuç 3.3.7

3a(y1; y2j�)�3(3zj3�)
= �3

�
z + y1 +

�

3
j�
�
�3

�
z + y2 +

�

3
j�
�
�3

�
z + y3 +

�

3
j�
�

+�3(z + y1j�)�3(z + y2j�)�3(z + y3j�)
+�3

�
z + y1 �

�

3
j�
�
�3

�
z + y2 �

�

3
j�
�
�3

�
z + y3 �

�

3
j�
�
:

Sonuç 3.3.7�de y1 = y2 = 0 al¬n¬rsa

a(�) �3(3zj3�) = �33(zj�) + �33
�
z +

�

3
j�
�
+ �33

�
z � �

3
j�
�

bulunur.

Önerme 3.3.8 a(y1; y2j�)�yu tan¬m 3.2.5�deki gibi verilsin ve y3 = �y1 � y2
alal¬m. Bu durumda

3a(y1; y2j�)�3(3zj3�)
= �1

�
z + y1 +

�

3
j�
�
�1

�
z + y2 +

�

3
j�
�
�1

�
z + y3 +

�

3
j�
�

+�1(z + y1j�)�1(z + y2j�)�1(z + y3j�)
+�1

�
z + y1 �

�

3
j�
�
�1

�
z + y2 �

�

3
j�
�
�1

�
z + y3 �

�

3
j�
�

d¬r.
·Ispat: �1 ve �3�ün tan¬m¬ndan

�3

�
z +

� + ��

2
j�
�
= iq�

1
8 e�iz�1(zj�)

d¬r.
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Tan¬m 3.2.1�den

�3

�
z +

� + ��

2
j�
�

=
1X
�1

q
n2

2 e2ni(z+
�
2
+��

2 )

=

1X
�1

q
n2

2 e2nizeni�eni��

=
1X
�1

q
n2

2 e2niz(�1)nq n2

=

1X
�1
(�1)nq n

2+n
2 e(2n+1)ize�iz

= e�izq
�1
8 i

(
�iq 18

1X
�1
(�1)nq n

2+n
2 e(2n+1)iz

)
= ie�izq

�1
8 �1(zj�)

bulunur. Sonuç 3.3.7�de z yerine z + �+��
2

alarak elde edilen denklem yukar¬daki
eşitli¼gi önerme 3.3.8�de kullanarak sonuç 3.3.9 elde edilir.

Önerme 3.3.8�de z=0 alarak �1(0j3�) = 0�dan aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.3.9 y1; y2 � C

�1(y1j�)�1(y2j�)�1(y1 + y2j�)
= �1

�
y1 +

�

3
j�
�
�1

�
y2 +

�

3
j�
�
�1

�
y1 + y2 +

�

3
j�
�

+�1

�
y1 �

�

3
j�
�
�1

�
y2 �

�

3
j�
�
�1

�
y1 + y2 +

�

3
j�
�
.
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