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Gauss hipergeometrik fonksiyonu cinsinden ifade edilmistir. Lucas dizileri i¢in verilen
bu baginti ile Gauss hipergeometrik fonksiyonunun sagladigi baz1 dogrusal ve karesel
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ONSOZ

Bu caligma esas olarak Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalar1 ve Bulgular
olmak tizere iki boliimden olugsmaktadir. Bu ¢alismanin temel kavramlar: olan Gauss
hipergeometrik fonksiyonu ile Lucas dizileri Kuramsal Bilgiler ve Kaynak Taramalari
boliimiinde tanitilmig ve bunlarin genel ozellikleri ile 6zel durumlar: verilmistir.

Bulgular boliimii {i¢ ana baslik altinda toplanmugtir. Ilk olarak Gauss hiperge-
ometrik fonksiyonu ile Lucas dizileri arasinda dogrudan bir baginti verilmistir. Tkinci
olarak Gauss hipergemetrik fonksiyonunun sagladigi dogrusal ve karesel doniigtimler
ile Lucas dizilerinin Gauss hipergeometrik fonksiyonu cinsinden ifadeleri ele alinmig-
tir. Son olarak Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile Lucas dizileri arasindaki bagin-
tilar kombinatorik toplamlar ve sonsuz seriler geklinde ifade edilmistir.

Bu tez galigmasinin sayilar teorisi ile ozel fonksiyonlar arasindaki iligkiyi ve-
ren glizel bir 6rnek olacagi, verilen sonuglarin farkli say1 dizilerine uygulanabilecegi
inancindayiz.

Bu galisma boyunca bilgisini ve zamanim benimle paylasan, destegini esirge-
meyen danigmanim sayin Dog¢. Dr. Mehmet CENKCI’ye tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Teorik ve uygulamali matematigin hemen her dalinda 6nemli bir arag olarak kul-
lanilan hipergeometrik fonksiyonlar Chebyshev polinomlar: gibi birgok 6zel fonksi-
yonu kapsamaktadir. Chebyshev polinomlar: ve Fibonacci sayilar ile ilgili olan po-
linom ve say1 dizileri arasinda iyi bilinen bagintilar vardir. Fibonacci sayilar ile
hipergeometrik fonksiyonlar arasinda dogrudan ortaya cikan iligkiler 2000 yilinda
Dilcher (Dilcher 2000) tarafindan verilmistir.

Fibonacci sayilar1 dizisi gibi ikinci mertebeden dogrusal indirgeme formdiiliine
sahip olan dizilerin bir cogu Eduoard Lucas tarafindan tanimlanan Lucas dizilerinin
ozel halidir. Bu tez ¢aligmasinda Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve Gauss hiper-
geometrik fonksiyonunun Lucas dizileri ile baglantili olan 6zellikleri verilmigtir. Bu
ozellikler ile Lucas dizileri i¢in binom katsayilarini iceren ¢ok miktarda sonlu toplam
ve sonsuz seri gosterimleri elde edilmistir. Elde edilen bagintilar Fibonacci ve ilgili
sayilar ile hipergeometrik fonksiyonlar arasindaki iligkilerin genel halidir. Kisalik ve
sadelik acisindan elde edilen sonuclarin Fibonacci ve Lucas sayilar: gibi 6zel say1 di-
zilerindeki karsiliklar1 verilmemistir. Ayrica, Gauss hipergeometrik fonksiyonunun
sagladigi ve diger sonugclarla kiyaslamaya olanak veren dontigiimleri kullanilmas,
donitigiim ile elde edilen formiillerin doniigtimleri ele alinmamigtir.



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Gamma ve Faktoriyel Fonksiyonlari

Matematikte elementer olmayan fonksiyonlarin en 6nemlilerinden biri gamma
fonksiyonudur. I' ile gosterilen gamma fonksiyonu hesaplamalarda ve analizde yer
alan bir ¢ok bagintida sikca ortaya c¢ikmaktadir. Analiz, karmagik analiz, olasilik
teorisi, diferansiyel denklemler, analitik sayilar teorisi, istatistik, sayisal analiz gibi
matematigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikan gamma fonksiyonunun bil kadar yaygin
I'(2)

olmasimin nedenlerinden birisi basit yapisal ozelligidir. Ciinkii, fonksiyonu

sifirlar1 2 = 0, —1, —2, ... olan en basit tam fonksiyondur.

Gamma fonksiyonunun birbirlerine denk olan farkli tanimlar1 vardir. Bunlar-
dan biri Weierstrass tarafindan sonsuz ¢arpim ile verilen

e == T+ )] @)

esitligidir. Burada ~,

v = r}in;o <Z % —log n) (2.2)
olarak tanimlanan Euler-Mascheroni sabitidir. (2.1) ile verilen sonsuz ¢arpim her
sonlu z degeri i¢in mutlak yakinsaktir. Ayrica, karsilik gelen logaritma serisi kul-
lanilarak kolaylikla gosterilebilecegi gibi bu ¢arpim z-diizlemindeki herhangi bir ka-
pali bolgede diizgiin yakimsaktir. Dolayisiyla, (2.1) esitliginin sag tarafindaki sonsuz
carpim her sonlu z ic¢in bir analitik fonksiyon belirler. Bu carpimin sifirlar1 basit
sifirlardir ve z = 0 ile her negatif tam sayida ortaya ¢ikar. Bu gozlemler ile agagidaki
sonuclara ulagilabilir:

(i) " (2) fonksiyonu z degiskeninin pozitif olmayan tam say1 ve sonsuz degerleri harig
analitiktir.

(ii) I' (2) fonksiyonunun z = 0, —1, —2, ... olan her pozitif olmayan tam say1 degerle-
rinde basit kutbu vardir.

(iii) I" (2) fonksiyonunun z = oo noktasinda esas tekil noktasi vardir.

1
(iv) () fonksiyonunun kutuplar: olmadigindan I' (z) fonksiyonu hicbir zaman sifir
z
degildir.
Gamma fonksiyonunun diger bir tanimi Euler tarafindan verilen Re (z) > 0

icin tanimh
o

I'(z)= /tz_le_tdt (2.3)

0

integral formiiliidiir. £ = 0 noktasimnin komsulugunda t%¢)~! fonksiyonu integralle-
nebilir oldugundan ve integrantin tistel azalan terimi biiyiik ¢ degerleri i¢in yakinsa-

2



may1 garanti ettiginden (2.3) ile verilen integral Re(z) > 0 6zelliginde olan her z
i¢in yakinsaktir. Bu integral, Re (z) > 0 olmayan z degerleri i¢in mutlak yakinsak
olmadigindan tiim karmagik diizlemde tanimli ve Re (z) > 0 yari-diizleminde T" (z)
fonksiyonuna esit olan bir meramorfik fonksiyonun var oldugu gosterilebilir (Stein ve
Shakarchi 2003, 6. Boliim, Teorem 1.3). Bu fonksiyon I' (2) fonksiyonunun analitik
devamidir ve yine I ile gosterilir.

Gamma fonksiyonun temel 6zelliklerinden biri sagladigi fonksiyonel esitliktir.
Teorem 2.1 Re(z) > 0 ise
I'(z+1)=2I(2) (2.4)
dir. Dolayisiyla, n =0,1,2, ... i¢in
I'(n+1)=n! (2.5)

dir.

Kanit. Kismi integrasyon ile
1 1 1

£ d € €
/ " (tFe ") dt = — / tfe~'dt + 2 / e tdt

3 3 3

bulunur. ¢ — 0 igin (2.4) esitligi elde edilir. Ciinkii, sol tarafta t — 0 veya t — oo
igin t*e™" — 0 dur. (2.5) esitligini bulmak i¢in I" (1) degerini hesaplamak yeterlidir.

ra = /e_tdt =1
0

oldugundan (2.5) bagintis1 (2.4) esitliginin ardigik uygulanmasi sonucu elde edilir.
|

Gamma fonksiyonunun ti¢iincii bir tanimi1 Weierstrass tanimindan elde edilen
Euler ¢arpimudir. (2.1) egitliginden

elde edilir. (2.2) esitliginden

(] (]
v = J:%(Zrlogﬁ—?}:f&( rlog“””)

k=1

n

= lim (i%—zlogk21>
k=1

k=1




oldugundan

veya denk olarak .
F(z)zénKl—l—%)z(l—i—%)_l] (2.6)

Euler carpim formiilii elde edilir.

I[(p) (o) ] = T

k=1 k=1
B n! 223747 (n+1)
T G (z+2) (24012223 w2
n® (n —1)!

(z+1)(z+2)---(z+mn)

oldugundan (2.6) geregi

L n®(n —1)!
F(Z)_1111—>I{oloz(z+1)(z+2)-~~(z+n—1) 2.7)

elde edilir. 1y
lim DT

n—00 n*
oldugundan (2.7) bagmntis1 denk olarak

_ n*n!
PE) = i e e D e n)

(2.8)

seklinde yazilabilir.

Kanit1 birgok standart kaynakta (bakimiz Rainville 1960, Boliim 2.17, Stein ve
Shakarchi 2003, 6. Boliim, Teorem 1.4) yer alan agagidaki baginti I'(z) fonksiyo-

1
nunun Re (z) = 5 dogrusuna gore simetrik oldugunu ifade eder:

Teorem 2.2 Her z € C i¢in

dir.



azilirsa

ya
(%) Jr (2.10)

w|>—l

(2.9) esitliginde 6zel olarak z =

3
ver =g yazilirsa (2.5) geregi

oldugundan

elde edilir.

Bu tez ¢alismasi boyunca herhangi bir ¢ # 0 karmasik sayist i¢in (a), ile
gosterilen, (a), =1 ve k > 1 olmak tizere

(a),=a(a+1)---(a+k—1) (2.11)
olarak tanimlanan faktoriyel fonksiyonu kullanilacaktir. ! = (1), oldugundan faktori-
yel fonksiyonu bilinen faktoriyel taniminin herhangi bir karmasik sayiya geniglemesidir.

Faktoriyel fonksiyonunun 6zellikleri tanimi kullanilarak kolaylikla gosterilebi-
lir.

Onteorem 2.3 (a),, = 2% <2> ot dar.
2/ k 2 /.

Kanit. (a),, fonksiyonunun tanimidan

(), = ala+1)(a+2)(a+3) - (a+2k—1)
_ 22;;(9) a+1 a—+2 a+3 a+2k—1
B 2 2 2 2 2
_ o2k (@ a B a+1 a+3\ (at+2k—1
() () (§enm ) (1) () - (22
_ 9% B at+1l) fa+1l B
_2<><+k1><2)(2+k1>
Faktoriyel fonksiyonunun bu tez ¢aligmasi boyunca siklikla kullanilan
1 _(2R)! 3 (26 +1)!
2/,  AkRU\2), 4Rk

ozel degerleri tanimindan kolaylikla elde edilebilir.

2
a
2
a
2/

elde edilir.

>



Onteorem 2.4 n negatif olmayan bir tam say ve 0 < k < n olsun.

—(_1)k (@) dar.

(1) (a)nfk (1 —q— n)k
(=Dl
(2) (—n), = =l dir.
()" (n-1)!
(3) (1 —n), = TS dir.
() (14n), =" Z!k)! dir.

5 (52) (55) - o

Kanit. (1) Tamimdan

(a), . ala+1)(a+2)---(a+n—Fk—-1)
ala+1)---(a+n—k—-1)(a+n—k)(a+n—k+1)---(a+n—-1)
(a+n—k)(a+n—k+1)---(a+n—-2)(a+n—-1)
(@), (=) (),
(-1 —-a-n)2-a—n)---l—a—n+k—-1) (—a—n),
dir.

(2) (1) ifadesinde a = 1 ahmnirsa

_ (=D,
(]‘)n—k o (_n)k
bulunur. (1), = n! oldugundan
(=Dl

elde edilir.
(3) (2) ifadesinde n yerine n — 1 yazilirsa istenilen elde edilir.

(4) Tanimdan

(1+n), = A+n)(I+n+1)---(I4+n+k—-1)
(n+ k)!

= (n+R)(ntk=1)(n+2)(n+1) =

dir.

(5) Onteorem 2.3’de @ = 1 — n almirsa

o= (57),(557),

6




bulunur. (3) geregi
12 (1 — 1)
(1-n)y = O
(n—1—2k)!

(54) (559) -7t

Gamma fonksiyonu ile faktoriyel fonksiyonu arasinda yakin bir iligki vardir.

oldugundan

elde edilir. m

Teorem 2.5 a sufir veya negatif tam sayr degilse n bir pozitif tam sayr olmak tizere

~ T'(a+n)

(a), = () (2.12)

dir.

Kanit. Teorem 2.1 geregi I' (z + 1) = zI" (2) oldugundan n bir pozitif tam say1
olmak tizere

I'a4+n) = (a+n—-1)T'(a+n-1)
= (a+n—-1)(a+n—-2)T'(a+n—2)

= (a+n—-1)(a+n—2)---al' (a)
bulunur. m

1
Teorem 2.5'in bir uygulamas1 olarak ileride kullanilacak olan T" <§ + n) ile

1 1
r (5 — n) degerleri bulunabilir. Gercekten, Teorem 2.5'de a = 3 aliirsa
n  (2n)
2), 4l

(ben) - (1) (1) - 22 s

bulunur. Diger taraftan Teorem 2.2 ve (2.13) esitliginden

1
F(§_n)zr(1_(%_n)>: AW = G =
F( )Sinﬂ(%ﬂL”) VTSI Sy

oldugundan

§+n

oldugundan

T (% - n> = (_é—;!n!ﬁ (2.14)



elde edilir.
Faktoriyel fonksiyonu kullanilarak (2.7) esitligi olan

L w i)
A e T CE S R CRRTSY
bagintis
I = fim (219)

olarak yazilabilir. Son egitlik Teorem 2.5 ile agagidaki sonucu verir:

Onteorem 2.6 n bir pozitif tam sayr ise negatif tam sayr olmayan z i¢in

z —1)!
lim =Dy
n—oo F(Z—i—'fl)

dir.

Bu boliimde son olarak ilerideki iglemlerde kullanilacak olan gamma fonksiyonu
icin Legendre Carpim Formiilii verilecektir.

Teorem 2.7 Gamma fonksiyonu

Val (22) =270 (2)T (z + %) (2.16)

Legendre Carpim Formiilini saglar.

Kanit. Onteorem 2.3’de a = 22 alinirsa

(22)g = 2% (2),, <Z + _>
2/
elde edilir. Teorem 2.5 ile bu esitlik

T'(2z+2k) 2%T(z+k)T (24 5+ k)
2z I'(z)D(z+1)

veya denk olarak

r2z) I (22 + 2k)
T()T(z+3) 22T (z2+k)T (2 +1+k)

haline gelir. Son esitligin sol tarafi £ degiskeninden bagimsiz oldugundan

I'(2z) , I (22 + 2k)
= lim
1 2k 1
T(2)T(z+1) k522D (2 + k)T (2 + 5 + k)

8



yazilabilir. Son baginti

U(22) . T(2:+2k) K (k-1 E s (k-1 222k —1)!
T()T (2 +1) kom(2k)® (2k— D) T(z+ k) T (24 L+ k) 2653 [(k — D)1

olacak gekilde diizenlenirse Onteorem 2.6’dan

F2:) . 22@k-1)
D()D (2 +3)  koe2hid [k — 1))

bulunur. Dolayisiyla, C' bir sabit olmak tizere

I'(22)

=C
22T ()T (2 + 3)
dir. C sabitini belirlemek i¢in z = % yazilirsa
(1) 1

C

T ()T 2vF

elde edilir. Bu ise kanit: tamamlar. =

2.2. Hipergeometrik Fonksiyonlar

Matematikte ve matematiksel fizikte en yaygin olan 6zel fonksiyonlarin hemen
hepsi

00 k
Al -3 W0 ot
k=0 k ’
ile tanimlanan Gauss hipergeometrik serisinin 6zel halleridir. Burada (a),, Boélim
2.1’de tamimlanan faktoriyel fonksiyonudur. (2.17) ile verilen seri a veya b sayist
n=20,1,2,...icin —n sayisina esit ve n < m olmadikcam =0,1,2,...i¢cin c = —m
oldugunda taniml degildir. Ayrica bu seri a veya b sayist n = 0,1,2,... igcin —n
sayisina esit oldugunda z degiskeninin derecesi n olan bir polinomu haline gelir.
a, b, ¢ sayillarmin diger tiim degerleri igin (2.17) serisinin yakimsaklik yarigapr 1 dir.
Gergekten, Oran Testi ve (2.11) bagmtisindan

lim (@)1 (0)gis 2 () k!
k—o0 (C>k+1 (E+1)! (a), (b), 2*

elde edilir. Yakimsaklik bolgesinin |z| = 1 sinirinda (2.17) serisinin mutlak yakinsaklig
i¢in yeterli bir kogul Re (¢ —a — b) > 0 olmasidir. Gergekten,

(a+k)(b+Ek)z
(c+k)(E+1)

k—o0

=|z| <1

5:%Re(c—a—b)>0

ve |z] = 1 olsun.Yakinsak oldugu bilinen

<1
pmer
k=1

Ne)



serisi ile i,
1+
k=1

serisi i¢in Limit Kargilagtirma Testi ve (2.15) egitliginden

(a), (b), 2*
(), K!

140 c _ 1\ 146 —_1)\!
lim k0 (a) (b); lim (a),, (b),  Ek°(k—1)E" (B—1)!
koo | (c) K koo [k (k— VR (B — 1)1 (¢), Jee—a—b|
B 1 1 I'(e) Y
T T@TB) 1 |koeo|kea-b-s

bulunur. Re (¢ —a —b—0) = 2§ — 6 > 0 oldugundan

lim =0
k—oco

kc—a—b—5

olur. Dolayisiyla, (2.17) serisi |z| = 1 oldugunda Re (¢ —a —0b) > 0 igin mutlak
yakinsaktir.

Bir karmagik kuvvet serisi yakinsaklik bolgesinde mutlak ve diizgiin yakinsak
oldugundan yakinsaklik bolgesinde bir analitik fonksiyon tanimlar. Bu yiizden, (2.17)
serisi |z| < 1 oldugunda (serinin tamimli oldugu) her a,b,c karmagik sayilar ve
|z| = 1 oldugunda Re (¢ — a — b) > 0 i¢in analitik bir

2F1 (a'7 ba C, Z)

fonksiyonu temsil eder. Bu fonksiyona Gauss hipergeometrik fonksiyon denir ve ba-
sitce

F (a,b;c; 2)

ile gosterilir.

Hipergeometrik fonksiyonlarin birgok ozelligi iyi bilinen Abramowitz ve Stegun
1964, Magnus ve digerleri 1966, Erdélyi ve digerleri 1953 kaynaklarinda bulunabilir.
Onemli ozelliklerin bir¢ogunun kanitlar1 Rainville 1960 kaynaginda yer almaktadir.

2.3. Fibonacci ve ilgili Sayilar

Orta ¢ag Avrupasinin belki de en 6nemli matematikgisi Fibonacci ismiyle ¢aligma-
lar yapan Pisa’li Leonardo’dur (1180-1250). Babasinin meslegi nedeniyle Akdeniz
Bolgesinde Ispanya, Misir, Suriye ve Yunanistan’a seyahat eden Fibonacci Italya’ya
doniiste Latin Batr’ya Islam aritmetigini ve cebirsel matematiksel uygulamalarin
tanitan meghur “Liber Abaci” (Sayma Uzerine) baglikl kitabini yayinlamigtir. Bircok
bagarisina ragmen Fibonacci, bu kitabinda yer alan pozitif tam sayilarin 6zel bir
dizisini adiyla eslestiren 19. yilizyil matematikc¢ilerinden Eduoard Lucas sayesinde
taninmigtir. Kitabindaki meshur tavsan problemi ile baglantili olan tam sayilarin

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, . . .

10



dizisinin terimlerine Fibonacci sayilar1 ve bu diziye Fibonacci sayilar1 dizisi denir.
Fibonacci sayilar1 dogada beklenmedik bir sekilde ortaya cikar. Ornegin, zambak
¢iceginin 3, diigiin ¢iceginin 5, kadife ¢igeginin 13, yildiz ¢igeginin 21 ve papatyanin
34, 55 veya 89 tane tac yapragi vardir. Merkezden saat yonii ve saat yoniiniin aksi
dogrultularda yayilan iki sarmaldan olusan aycicegi tohumlar1 saat yontiinde olan
sarmalda 34 ve saat yoniiniin aksi yonde olan sarmalda 55 tanedir. Biiyiik bagh
ayciceklerde bu sayilar sirasiyla 55 ve 89 olmaktadir. Ayrica, ananas meyvesinin

ve koknar palamutunun kesitlerinde Fibonacci sayilarina rastlanmaktadir (Burton
2007).

F, ile gosterilen Fibonacci sayilar1 dizisinin terimleri

1+1veya F5=Fy, + I}
241 veya Fy = F3+ F,
= 3+ 2veya F5 = Fy+ Fj
= 5+ 3veya Fg=F5+ Fy

co Ot W N

ozelligini saglar. Dolayisiyla, Fibonacci sayilari dizisinin genel formiili

L =FK=1

ve n = 3 i¢in
EF,=F, 1+ F, (2.18)

dir. Yani, Fibonacci sayilari dizisinin ikinci teriminden sonraki her terimi kendisinden
hemen oOnceki iki terimin toplamidir. Bu tiirde olan dizilere, yani her terimi 6nceki
terimlerin dogrusal kombinasyonu seklinde olan dizilere indirgemeli diziler denir.
Fibonacci sayilar1 dizisi matematik tarihinde karsilagilan ilk indirgemeli dizidir.

1843 yilinda Fransiz matematikci Jacques-Philippe-Marie Binet, F),, Fibonacci
sayisini indisi olan n tam sayisi cinsinden belirleyen

1+v5\  [1-vB)
VB (L5 (2.19)
2 2
bagitisin vermistir. Bu formiile Binet formiilii denir. Binet formiilii, 2> —2 —1 =0
denkleminin kokleri olan

Fp,=—
V5

1+v5 , 1-5
2 B = 2

o =

sayilarimin kullanilmas ile elde edilir. Gergekten, « ile 3 sayilarn 22 — 2 —1 = 0
denkleminin kokleri oldugundan

d=a+1,3=8+1
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dir. Tlk esitlik ™ ile ikinci esitlik g™ ile carpilirsa

an+2 — anJrl 4 Oén, ﬂn+2 — ﬁnJrl +Bn

elde edilir. Buradan,

an+2 _ /8n+2 — a/n-l—l +a — Bn—i-l _ 671

ve
an+2 - /Bn+2 an+1 - ﬁnJrl a® — ﬁn
a— [ N a—p + a—f
bulunur. . .
g, =0
a—f

yazilirsa son baginti n > 1 i¢in

Hn+2 = Hn—l—l + Hn

haline gelir. Ayrica,
a+B=1,a-8=+5,a8=—1

oldugundan
a — 5 042 _ 52
1 o — ﬁ ) 2 o — B o+ B
bulunur. Dolayisiyla, Hy, H, Hs, ... dizisi tam olarak Fibonacci sayilar1 dizisidir.
Buradan, n > 1 igin
F, = o — p"
a—p

elde edilir.

Fibonacci sayilar1 dizisinin sagladigi indirgeme bagintisi ile farkli baglangig
degerler kullanilarak yeni say1 dizileri elde edilebilir. Bunlardan en meshuru L, ile

gosterilen ve
Ly=1,Ly,=3

ve n 2= 3 i¢in
L,=L, 1+ L, > (2.20)

ile tanimlanan Lucas say1 dizileridir. Bu dizinin terimlerine Lucas sayilar1 denir. Ilk
birka¢ Lucas sayisi

1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322, . ..
dir. Timevarimla gosterilebilecegi gibi Lucas sayilar1 dizisi ile Fibonacci sayilari
dizisi arasinda n > 2 i¢in

Ly = Fop1 + Fyy (2.21)
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bagintis1 vardir. Gergekten, n = 2 igin

Ly=3=F+F=2+1

oldugundan ifade dogrudur. Ifade n icin dogru yani

Ln:Fn+1+Fn—1

olsun. n + 1 i¢in (2.18) ve (2.19) bagmtilarindan

Ln+1 = Ln—i_Lnfl:Fn+1+Fn71+Fn+Fn72
Fn+1+Fn_Fn—2+Fn+Fn+2
= Fn+1+Fn+Fn: n+2+Fn

elde edilir. Bu ise tiimevarimi tamamlar.
(2.21) egitligi ile Lucas sayilar1 dizisine karsilik gelen Binet formiilii bulunabilir.

1+v5 . 1-+5
2 A= 2

o =

olmak iizere (2.21) ve (2.19) esitliklerinden

an—l—l _ An+l O/L—l _ An—1
L, = Fn+1+Fn—1: 5 + ﬁ
a—f a—p

R

dir. . .
—ta=Vi=a-8,>+f=-a+p
o g
oldugundan
Ln — an ‘l‘ﬁn
dir.

2.4. Lucas Dizileri

Boliim 2.3’de ele alinan Fibonacci sayilar: dizisi ve Lucas sayilari dizisi bu boliimde
ele alinacak olan Lucas dizilerinin 6zel halleridir.

P ile @) sifirdan farkl tam sayilar olsun.

2~ Pr4+Q=0 (2.22)

denkleminin diskriminant:

D =P?—4Q

13



ve kokleri

a,f=—"'" (2.23)

dir. Buradan,

a+B8=P,af=Q,a—B=vVD (2.24)

dir. D diskriminantinin sifirdan farkli oldugu varsayilacaktir.

n negatif olmayan bir tam say1 olmak tizere

an_ﬁn

Un(P.Q) = * =5

, Vo (P,Q) =a" + (" (2.25)

say1 dizileri tanimlansin. Bu dizilere (P, Q) ikilisine bagh Lucas dizileri denir (Ri-
benboim 2004). Bu dizilerin birgok 6zelligi dizilere ismini veren Eduoard Lucas za-
manindan once bilinmesine ragmen bu dizilerin temel teorisi 1878 yilinda Lucas
tarafindan verilmigtir. Bu ¢aligmasinda Lucas bu dizilerin trigonometrik fonksiyon-
lar, siirekli kesirler, Euclid Algoritmasindaki bolme iglemi sayisi ve asallik testleri
gibi bircok ilging konu ile baglantilarini ifade etmistir.

(2.24) ve (2.25) bagintilarindan

Uy(PQ) = 0,03 (P,Q) =1 (2.26)
W(PQ) = 2,Vi(PQ)=P (2.27)

ve her n > 2 igin
Un (P7 Q) - PUn—l (Pv Q) - QUn—2 (P7 Q) (228)

elde edilir. Gergekten,

a — Bn _ (anfl _ anl) (Oé—{—ﬁ) _ Banfl + Oéﬁnil
a—83 a—f

_ an—l _ 671—1 an—2 _ 611—2

= (ot 8 T s

= PUnfl (P7 Q) - QUn72 <P> Q)

Un(P’Q) =

ile (2.28) ve

Vi(PQ) = a"+8" = (a" 4+ 5") (a+ B) — Ba" T — B!
— (Oé +ﬁ) (anfl 4 anl) - O[ﬁ (Oéan _|_6n72)
= PV, (P7 Q) - QVn—Q (P7 Q)

ile (2.29) elde edilir. Dolayisiyla, U,, (P, Q) ile V,, (P, Q) dizileri indirgemeli dizilerdir.
(2.22), (2.23) ve (2.25) bagmtilarindan kolaylikla goriilebilecegi gibi

U, (1,-1)=F,, V,(1,-1)= L,

14



dir. Ayrica, P = 3, () = 2 igin karsilik gelen

U, (3,2)=2"—1,V,(3,2) =2" + 1

say1 dizileri Fermat, P = 2, () = —1 i¢in karsilik gelen say1 dizileri de Pell tarafindan
incelenmigtir.

a ile b verilmis tam sayilar, a > b > 1, (a,b) = 1 ve n > 0 olmak iizere

Uy (P,Q) (veya V,, (P, Q)) dizisi ile *—

benzerlik vardir. Bu dizilerden biri digerinin 6zel halidir. Gergekten, (a + b, ab) ¢ifti
icinha=a,=bve D= (a— b)2 # 0 oldugundan

(veya a" + b™) dizisi arasinda biiyiik bir

n __ pn

a—>

Up(a+b,ab) = , Vo (a+b,ab) = a™ + 0"

a™ — b

dir. Bu iligki
a J—

Lucas dizilerine genisletilme imkanini verir.

ve a™ 4+ 0" seklinde olan say1 dizilerinin sagladigi ozelliklerin
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3. BULGULAR

3.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar ve Lucas Dizileri

Fibonacci sayilarinin Binet formiiliinden
1

1+v5)  [(1-v5)
A (0] o1

dir. Bu esitlik 22 — 2 — 1 = 0 denkleminin kokleri olan

1+v5 1-+5
2 7 2

E, =

sayilarindan elde edilir. Hipergeometrik fonksiyonlarin sagladigi

F (a,%+a;g;22) = m[(lan)"— (1—2)"] (3.2)

n ve z = /5 alarak

esitliginde (Abramowitz ve Stegun 1964, (15.1.10)) a =
Dilcher (Dilcher 2000)

n 1-n 2—n 3
F, = F ’ 150 :
on—1 ( 2 2 25) (3.3)

esitligi elde edilmigtir. Bu boliimde (3.3) esitliginin benzeri U, (P, Q) Lucas dizileri
icin ifade edilecektir.

P ile Q sifirdan farkh tam sayilar olmak iizere 22 — Pz + Q = 0 denklemi ele
alinsi. Bu denklemin diskriminant1 D = P? — 4Q ve denklemin kokleri

P+\/_ P—VD

U= —", /6 - 2
dir. Bu kokler ile D # 0 olmak tizere n > 0 igin
a” — Bn
Un(P,Q) =
(P.Q)= "=

olarak tanimlanan diziye Lucas dizisi denir. Dolayisiyla,
1

P+vD\ (P-VvD\
— | — (3.4)
VD 2 2
dir. (3.4) bagmmtisimda P = 1, @ = —1 almursa (3.1) elde edilir. Hipergeometrik
fonksiyonlarin sagladig (3.2) bagimtisinda

Un(Pa Q) =




alinirsa

nPt (1-n 2-n 3 D
P Q)= F P= = .
0@ =" (A ) (3.5)
- -n . 2-n - . : :
elde edilir. ile sayilarindan biri n > 1 i¢in her zaman bir negatif tam

say1 (veya sifir) oldugundan (3.5) esitligi aslinda bir sonlu toplamdir ve yakinsaklik
incelemelerinin yapilmasina gerek yoktur.

(3.5) esitligi bir kombinatorik toplam olarak yazlabilir. Bunun igin artan

faktoriyellerin
3 (2k —1)!
(E)k T 4kE (3.6)

(1;n>k (2;n>k‘ 4k(n(n—_1 1—)!%)! 0

—1)!
1— = (-1 k(n— 3.8
k)!
(1 +n) = 2R (3.9)
n!
esitlikleri kullanilir. Dolayisiyla,
(1—n> (2—77,)
l-n 2-n 3 D = 2 2 DF
F( ,—;—;—> = : ‘
L
1 > n DF 1 Iz n DF
o 2k +1)P* —n 2 2k + 1) P2
k=0 k=0
oldugundan
(125 1]
pr-t n DF
P _ — 1
Un(P.Q) = 5 ; (% +1) = (3.10)

elde edilir. Diger kombinatorik toplamlar Boliim 3.3’de ele alinacaktir.

(3.10) bagintist (3.4) esitliginin sag tarafinda Binom Formiilii kullanilarak ve
gerekli diizenlemeler yapilarak daha kolay (hipergeometrik fonksiyon kavrami kul-
lanmadan) bir gekilde elde edilebilir. Bu tez ¢aligmasinda verilen sonuglardan bazilar
(6rnegin, (3.23) ve (3.24) bagmtilar1) Binom Formiilii ve indis degistirme gibi ba-
sit tekniklerle elde edilebilmesine ragmen tez icerinin biitiinliigii bakimindan verilen
sonuclar Gauss hipergemetrik fonksiyonu kullanilarak ifade edilmigtir.

3.2. Dogrusal ve Karesel Doniistimler

Bu boliimde hipergeometrik fonksiyonlar icin iyi bilinen dogrusal ve karesel donii-
stimler kullanilarak (3.5) esitliginden ¢ok sayida gosterim elde edilecektir. Her bir
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durum igin (3.10) seklinde olan kombinatorik bagintilar elde edilebilir. Bunlardan
bazilar1 bir sonraki boliimde listelenecektir.

Ik olarak,

F(a,b;c;2) = (1 —2)"F (a, c—bc Ll) (3.11)
Z p—

ile

Fla,byc;2) = (1 — 2)bF (b, c—a;c;— > (3.12)

|
dogrusal doniigiim formiilleri ele alinacaktir (Abramowitz ve Stegun 1964, syf. 559).

|z] <1 ve

1‘ < 1 igin gegerli olan bu formiiller |z| < 1 i¢in

F(a,b;c;2) = (1 — 2)“F(c—a,c— b c; 2) (3.13)
Euler formiiliinii verir (Rainville 1971, Teorem 21). Bu formiillerin kullanildigi baz
durumlarda yakinsaklik ve formiillerin gegerlilik bolgeleri incelenmelidir. Bu ince-

leme 6zellikle (3.5) esitliginde yer alan P degiskeninin 1 sayisindan biiyiik oldugunda

yapilmalidir.
(3.11) bagmtis1 (3.5) esitligine uygulanirsa

n—1 1 —nNn 2 —n 3 _D
P. = 2 F 5= 14
0P Q) =nQ T F (15025500 (3.14)
elde edilir. Benzer sekilde (3.12) bagintist (3.5) esitligine uygulanirsa
nP a2 2—n 24n 3 =D
U,(P,Q)=—Q 2 F , P = 3.15
P ="y ar (2520 (3.15)
2 — 2 3 D
elde edilir. Ayrica, (3.13) bagintisinda a = 5 n,b = —|2—n,c =5 vez= 4
aliirsa
2 l-n2-n3 DY\ QZ”Q”F 2+n 14+n 3 D
2 7 2 '2°p2)  pril 2 7 2 '2'P?
oldugundan
n2ntign 24n 14+n 3 D
P,Q) = F 2= 1
0@ = (B S ) (3.16)
bulunur.
Hipergeometrik fonksiyonlarla ilgili olan diger bir dogrusal doniigiim
L(e)T'(c—a—10)
F(a,b;c; = F(a,b; b— 1;1—
I'e)I'(a — b —
(1 — z)eo (c)C(a ) (3.17)

['(a)I'(b)
xF(c—a,c—bjc—a—-b+1;1—2)
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dir (Erdélyi v.d. 1953, Boliim 2.9, (1), (5), (21) ve (33)). Ancak, (3.5) bagintisinda
a + b — ¢ = n oldugundan paydaki gamma terimlerinden biri tamimli degildir. Bu
yizden bu bagint1 yerine a veya b sayilarindan birinin bir negatif tam say1 ve m
sayisinin bir negatif olmayan tam say1 oldugu

C(m)C(a+ b+ m)
F(a,b; b 1 2) = F(a,b;1 —m;1 — q
esitligi kullamilabilir (Abramowitz ve Stegun 1964, (15.3.11)). Bu bagint1 (3.5) esitligi-
1—n 2—n D ..
ne uygulanirsa a = 5 b=—g T m=nvez= 5 icn
1—-n 2—n 40Q)
U,(P,Q) =P 'F 11— 3.19
(P.Q) (55 ) (3.19)

elde edilir. Burada, gamma terimleri I'(2) i¢in Legendre Carpim Formiili kullanilarak

L(m)l(a+b+m) _ D(n)T (2)
I'(a+m)L(b+m) TE+ DT (2+1)
RO ONCED Y
PG3+2)506)
i

olarak hesaplanmigtir.

(3.17) bagmtisina benzeyen doniigiimlerden bir digeri

F(a,bjc;2) = %ﬁ:g(—z)“ﬁ’ <a,1 —c+a;1—b+ a; %)
+11:EZ))£((Z : 2 (—2)°F (b, l—c+b1l—a+b; %) (3.20)

dir (Wang ve Guo 1989, syf. 161, (8)). Bu ifade (3.5) bagmtisina uygulandiginda (3.5)
1

bagintisinda ¢ = 5 Ve b—a= 3 tam say1 olmadigindan n > 2 bir ¢ift say1 ise b bir

negatif tam say1 veya sifir ve n bir tek tam say1 ise a bir negatif tam say1 veya sifirdir.
['(z) gamma fonksiyonunun pozitif olmayan tam sayilarda kutuplar: var oldugundan
(3.20) esitliginin sag tarafinda toplanan iki terimden biri daima kaybolur. Bu yiizden
Usnt1(P, Q) ile Us, (P, Q) terimleri incelenecektir. (3.5) bagintisindan

(2n + 1)P 1 3D

P _ Fl—-n=—n2.—

U2n+1( aQ) 92n n, 92 n; 27 P2

oldugundan (3.20) esitliginden
(2n + 1)P*T (

3
U2n+1 (Pa Q) 22nF ( ) FQ(
2

F G 4ori ) oo
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bulunur. Gamma terimleri yukaridaki gibi hesaplandiginda

rGere) o
Q)T (tn) 20+ (3.22)

elde edilir. Dolayisiyla,

n 2
U2n+1<P7 Q) = (%) F <_nv _% — N %; %) (323)

bulunur. Benzer sekilde, (3.5) bagintisindan

2n P2t 1 3 D

oldugundan (3.20) esitliginden

D\""' 1 3P
elde edilir. Euler formiilii olan (3.13) bagntisi (3.23) ve (3.24) esitliklerine uygu-
lanirsa " ;
4\" 1 1 P
Uzni1(P,Q) = (5) Q¥ (5 +n,1+n; 5; E) (3.25)
ve » ,
AN 1 3 P
Ua(P, Q) =nP (5) QMF (5 0,14 g; 3> (3.26)

elde edilir.
(3.23) ile (3.24) esitlikleri ile (3.18) bagintisin sagladigindan (3.23) igin (3.18)
2

1
ifadesinde a = —n, b = 3~ n,m=2n+1ve z= o yazilirsa
n 1,140
U2n+1<P, Q) =D"F (—’I’L, —5 - 27’L, 5, D ) (327)
1 2
ve (3.24) igin (3.18) ifadesinde a = 1 —n,b = 5~ mm= 2n ve z = — yazilirsa
1 4
Uso(P,Q) = D" 'F (1 g = 1 — 2n; EQ) (3.28)
bulunur.
Diger bir doniigiim formiilii olan
(b —a) 1
F(a,b;c; = (1—2)'=——=F—=F —bya—b+1;
(a7 70?2) ( Z) P(b)r(c—a) CL?C 70/ + 9 1_2
LT (a—
+(1—2)7" F(b,c—a;b—a+1;—) (3.29)
[(a)(c —b) -



(Erdélyi v.d. 1953, Boliim 2.9, (1), (11), (15) ve (34)) (3.5) esitligine uygulandiginda
(3.22) kullanilarak

2n+1( ) ) ( ) ( ) n; 27 ]Q) ( . )
ve
L2n ) ) 727 ]Q .

elde edilir. (3.13) bagmtisi elde edilen (3.30) ve (3.31) esitliklerine uygulanirsa,
sirasiyla

% 22
%MNRQ)ZX—D%W(—%) F(%+m—%—m%q@) (3.32)
ve
3 2
U2n+1 (Pa Q) - Qn(—l)nilQnil (_%) F (% + n, % —n; ga f_@) (333)
bulunur.

Hipergeometrik fonksiyonlarin rasyonel degiskenler iceren daha fazla goste-
rimlerini elde etmek igin karesel dontisiimler kullanmak uygundur. Bu tiirde olan
dontigtimlerden biri

aa 1 4z
F(a,b;a—b+1;z)=(1 Fl=,=4+=;a—b+1,—— 3.34
@ha=br1a) =1+ F (554 pa- b i) (630

dir. Bu bagimnt1 (3.23) ve (3.24) egitliklerine uygulandiginda

pP? " P2 —1-2n 1—-2n 1 4DP?

ve

P2 "l /1 -n2-n3 4DP?
PQ)=nP|— — F 2. .
UQn( ’Q) n ( 2 Q) < 2 9 2 a2a (D+P2)2> (3 36)

elde edilir. (3.13) bagmtisi elde edilen (3.35) ile (3.36) esitliklerine uygulanirsa

4 n+1 P2
Lp(3+2n 1420 1 4DP?
1 4 9 (D + P?)?
ve
A n+1 24mn 1+n 3 4D P?
b _ 4 r L2, .
Uz (P, Q) ”(D+p2) < 2 2 ’2’(D+P2)2> (3:3%)
bulunur.
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Bu asamada yeni gosterimler elde etmek icin dogrusal dontigiim formiilleri
tekrar kullanilabilir. (3.17) bagintis1 (3.37) esitligine uygulanir ve gamma terimleri
onceden oldugu gibi hesaplanirsa

2n+%(—Q)2n+1\/7P2 34+2n 1+2n 3 —4Q \’
Upii(P,Q) = I+ 5k ! PR
ont+1(P, Q) (D + P2 + D 4 4 2 n <D+P2)

. P?
+27"72(D + P)"\ 1+ - (3.39)

2
s —1—2n71—2n;1_n; —40)
4 4 2 D+ P?

bulunur. Benzer sekilde (3.18) bagintisi (3.36) esitligine uygulanirsa

B e l-n 2-n [ —4Q ?
Usn(P, Q) = P(P* —2Q) 1F( 5 ,7,1—71, <m>) (3.40)

bulunur. Euler formiilii olan (3.13) esitligi (3.39) bagintisina uygulanirsa

n+2 pr_ )2+l _ 2
Uan(P.Q) = 2 P(—Q) F<3—|—2n 5420 3 n;( 4Q)>

(D + P?)"+2 4 7 4 72 D + P2
+27" 5 P(D + P?)s (3.41)

2
ep (32 =1 —4Q
4 4 2 D + P2

Daha fazla hipergeometrik seri gosterimi elde etmek igin (3.11) déniigtimi (3.39)
bagintisina uygulanirsa

elde edilir.

(D+P*)(—Q)™™*' (3420 5+2n 3 4Q”
Unni1(P.Q) = d ! PR
i1 (F,Q) 9D5+: prts 4 1 2 T pp
w11 [(—=1-2n1-2n 1 4Q?
D2— Pn+2F = — L 42
+ 4 < 1 T4 9 n, DPQ) (3 )

elde edilir. (3.40) bagintisin1 déntigtiirmek i¢in n sayisinin tek ve ¢ift olmasi durum-
lar1 ayr1 olarak incelenmelidir. Tek n igin (3.11) ve ¢ift n i¢in (3.12) uygulanirsa

Uin+2(P,Q) = P D"F  —n E . il (3.43)
4n+2 ) ) 92 ) ) D P2 .

n— n— 1 4Q2
Up(P,Q) = P 'D" Y (P? —2Q)F (1 —n, 5 —nil=2n; —DP2> (3.44)

elde edilir.

Son olarak (3.29) doniigiimii (3.36) bagintisina n sayisinin tek ve ¢ift olmasina

gore uygulanirsa
1 (2n)!
r (§+n) NG
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esitliklerinden

2\ 2
Usnia(P.Q) = (—1)"Q¥"F (—n,1+n;%; (D_Z 5 ) ) (3.45)

2
Uin(P,Q) = (=1)""'nP(P?> - 2Q)F (1 —n,1+n; g; <D—ZC§2) ) (3.46)

elde edilir.

3.3. Kesin Formiiller
Bu béliimde bir 6nceki boliimde elde edilen hipergeometrik fonksiyon gosterimleri

kombinatorik toplamlar seklinde ifade edilecektir. Bunun i¢in artan faktoriyellerin
sagladig1 onceden verilen

(g>k - (211;;!1)!’(1;71)]6(2;n)k:4k(7(ln_—11_)!2k)’

—1)¥(n —1)! k)!
e = ((n—)— = k)_? =
esitlikleri ile :
1 2k)!
<§)k B 4kl<;)! (3.47)
— 1)kl
(=n)k = En _)]S, (3.48)
bagintilar1 kullanilir.
(3.19), (3.30) ve (3.31) esitliklerinden sirasiyla
20 e o
nra =3 oM ) & (3.49)
k=0
n k P2k
Uanss(P.Q) = (7@ S04 (" P (350
k=0
IR L n+k\ P*
(P = 0@ et (3 ) o (351

elde edilir. (3.14) esitliginde n yerine 2n + 1 yazilirsa

Uzo1(P,Q) = (2n + 1)Q"F (_7% 1+ n; ;; —%)
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ve (3.15) esitliginde n yerine 2n yazilirsa

3 D
P.Q)=nPQ" 'F(1—n14+n = ——
Usn (P, Q) = nPQ ( n, —I—n,2, 4@)

bulunur. Son iki esitlik sirasiyla

" /n+k\ 1 DF*
P = (2 )" —_ :
ve
n—1
_ n—1 n + k D_k
Usn(P,Q) = PQ"" Y (Qk N 1) o (3.53)
toplamlarini verir. (3.36) esitliginden
o 1 =, D p2k
P = P2 7"(P*° — " _— ,
ve (3.40) esitliginden
n—1
n—1—k Q%*
UaP.Q) = PP =200 -0 (T TN )
2 7207

elde edilir. Son olarak,(3.45) ve (3.46) bagmtilarindan sirasiyla,

Unia(P,@) = (7@ Y0 (" )i e

— 2k QQk
ve
n—1 k P2_9 2k
Un(PQ) = (- et -2 (0t () EEE a)
k=0
bulunur.

Bu boliimiin ikinci kisminda, Boliim 3.2°de geriye kalan hipergeometrik bagin-
tilarin bazilarinin dogrudan sonucu olarak Lucas dizileri i¢in sonsuz seri gosterim-
leri listelenecektir. Burada genellestirilmis binom katsayis1 gosterimi kullanilacaktir.
Herhangi bir reel veya karmagik a sayis1 ve bir pozitif k£ tam sayisi i¢in genellegtirilmig
binom katsayisi

a\ ala—1)..(a—k+1) (a—k+1)p I(a+1)
<k> B k! B k! - = Lla—k+1)T(k+1) (3:58)

olarak tamimlanir.
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(3.6)-(3.9), (3.47), (3.48) bagmtilar1 kullanilarak (3.23), (3.24), (3.25) ve (3.26)
esitliklerinden sirasiyla

<—% — n+k‘> (n)
n 00 2k
Usni1(P,Q) = < ) > (—1)kat k o k ];k (3.59)
=
1 kk(—%—n+k>(n—1> .
D\ & 4 k k)P
Uan(P, Q) = nP (Z) ; 1 o T (3.60)
: ()
(—%+n+k) (n—l—k)
n+1 [ee} 2k
nP@) = (5) @ et AL e
= k)
—s+n+k\/n+k
(P Q) =n ( >Q k1 (Qk:) DF (3.62)
k

gosterimleri bulunur. Diger iki seri gosterimi (3.27) ile (3.28) esitliklerinden sirasiyla
elde edilen

n e 3 _ k
k=0

n

Usn(P, Q) = ( >Z4k< 3 n+k> (Qn—nl—k>g_’; (3.64)

bagmtilaridir. Farkl bir grup (3.32) ve (3.33) esitliklerinden sirasiyla bulunan

1 (Tl—i—n—l—k)(—%—n—l—k)
5 X 2k
Vst (P,Q) =2 (~1)" Q" (—%) St T e
=)
g FL4n+k\[(-t-n+k
Q)z - k k P2

D) & bt 1) (zk; 1) Q"

Uopn(P,Q) = 2n (—=1)" ' Q" (—

(3.66)
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serileridir. Ciftler olarak benzer olan seri gésterimleri igin son olarak (3.37) ve (3.38)
esitliklerinden sirasiyla elde edilen

2 2n+1 4 _Tl+g+k _%+%+k k p2k
2 (=) & k k Dkp
n 2 _ 2k
(P2 —2Q)"*2v/D &= (2:) (P2 —2Q)

U2n+1(P7 Q) =

N

(3.67)

- _ 4k(g+k><—§+5+k) -

P2 —2Q bt ) (zk; n 1) (P? —2Q)%

ki
(3.68)

toplamlari ile (3.43) ve (3.44) bagmtilarindan bulunan

PPN (=3 —n+k\ (2n— k) Q*
U4n+2<PvQ>WZ4k< SO e e
k=0

n

Un(P.Q) = (PD)E ;(Pi) 20)) Z‘lk( Loy k;) <2n —nl - k)% a10)

Bu boliim igin son olarak verilen bagintilar (3.16) esitliginde n yerine 2n
yazildiginda elde edilen

n22n+2Q2n 1 3 D
Uan(P, Q) = P (1+n7§ +n;§;ﬁ>

verilebilir.

ifadesinden bulunan

n22 20 L (L4 n —k\ /n+k\ (2k 4+ 1)! D*
UQn(Pvg):W < 2 I >( i )Tﬁ (3.71)
k=0
ile (3.35) esitliginden elde edilen
L p(Faen (e
(P2 —2Q)""2 & k k DFP
Uznt1( P, = 1
2nt1(F; Q) 93/D ; ok (P2 —20)
k
(3.72)
serileridir.
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4. SONUCQ

Bu calismada Lucas dizileri Gauss hipergeometrik fonksiyonu cinsinden ifade
edilmigtir. Hipergeometrik fonksiyonlarin sagladigi bazi dontisiimler kullanilarak Lu-
cas dizilerinin sonlu toplam ve sonsuz seri gosterimleri elde edilmigtir.
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