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The purpose of this paper is to study the smoothness and curvature of con�ict
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the fundamental concepts about Euclidean geometry and topology are given. In the
second and the third parts of the thesis several important properties of con�ict sets
in the plane. Furthermore, some theorems about the smoothness and curvature of
con�ict sets are proved. Finally, weighted distance function which is called Johnson-
Mehl Model is shown.
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ÖNSÖZ

Con�ict kümeler hesaplamal¬geometride önemli bir rol oynar. Ayr¬ca elipslerin,
hiperbollerin, parabollerin tarihsel oluşumu bu kümelerin çal¬̧s¬lmas¬yla olmuştur.
Bu çal¬̧sma düzlem geometrisinin önemli bir parças¬ olan con�ict kümelerin eski
çal¬̧smalar¬ve son çal¬̧smalar¬aras¬ndaki ili̧skiyi göstermektedir. A ve B kümelerine
eşit uzakl¬ktaki noktalar¬n geometrik yeri her zaman çal¬̧s¬lan ve halen çal¬̧s¬lmakta
olan bir konudur. Con�ict kümeler, ilk olarak A ve B kümelerinin ilk kaŗs¬laşt¬¼g¬yer
olarak düşünülebilir. Ayr¬ca, hemA kümesine hem deB kümesine te¼get olan dairesel
disklerin merkezlerinin geometrik yeri bize con�ict kümeyi verir. Con�ict kümeler
konusu eş mesafedeki kümeler, eş mesafe kümeleri, aç¬ortay ad¬ile de çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.
Bu çal¬̧smada ilk olarak con�ict kümenin tan¬m¬ ve özellikleri verilmi̧stir. Daha
sonra, con�ict küme örnekleri verilmi̧s, uçurtma inşaas¬gösterilmi̧stir. Gerekli şart-
lar verilerek, con�ict kümenin düzgünlü¼gü ve diferensiyellenbilirli¼gi kan¬tlanm¬̧st¬r.
Son olarak da uzakl¬¼g¬n etkisi (Johnson-Mehl Modeli) verilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n, bu alandaki çal¬̧smalara önemli katk¬lar sa¼glayaca¼g¬inanc¬n-
day¬z.

Bu çal¬̧sma kapsam¬nda benden yard¬mlar¬n¬asla esirgemeyen, beni sab¬rla dinleyen,
bilgi ve saatlerini benimle paylaşan ve bana kendisiyle çal¬̧sma f¬rsat¬sunan de¼gerli
hocam Say¬n Prof. Dr. Abdullah Aziz ERG·IN�e , yine bana kendisiyle çal¬̧sma f¬rsat¬
tan¬yan, her f¬rsatta bana destek olan ve bilgilerini benimle paylaşan hocam Say¬n
Doç. Dr. Mustafa ÖZDEM·IR�e , ayr¬ca sonsuz sevgi ve destekleriyle her zaman
yan¬mda olan ve beni ne pahas¬na olursa olsun destekleyen aileme teşekkürlerimi
borç bilirim.
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Şekil 3.6. Con�ict Kümenin Bölgelere Göre Çizdi¼gi Paraboller . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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1. G·IR·IŞ

Bu bölümde, Öklid Uzay¬ile ilgili baz¬temel kavramlar verilmi̧stir.

1.1. A�n Uzay

A boş olmayan bir küme ve bir F cismi üzerindeki vektör uzay¬V olsun.
Aşa¼g¬daki önermeleri do¼grulayan bir f : A � A ! V fonksiyonu varsa A kümesine
V ile birleştirilmi̧s a�n uzay denir.

i)8 P; Q; R 2 A için f (P;Q) + f (Q;R) = f(P;R)
ii)8 P 2 A ve � 2 V için f (P;Q) = �

olacak şekilde bir tek Q 2 A noktas¬vard¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).

1.2. Metrik Uzay

A boş olmayan bir küme ve d : A� A! R bir fonksiyon olsun.

i) 8 x; y 2 A için d(x; y) = 0 d¬r ancak ve ancak x = y
ii) 8 x; y 2 A için d(x; y) = d(y; x)
iii) 8 x; y; z 2 A için d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)

önermeleri do¼gru ise d fonksiyonuna A üstünde bir metrik denir.

(A; d) ikilisine de bir metrik uzay denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

1.3. Öklid Uzay¬

R reel say¬lar cismini göstermek üzere, Rn = f(x1; x2; � � � ; xn) : x1; x2; � � � ; xn 2 Rng
eşitli¼giyle belirli Rn kümesinde toplama i̧slemi,

(x1; x2; � � � ; xn) + (y1; y2; � � � ; yn) = (x1 + y1; x2 + y2; � � � ; xn + yn)

eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Skalerle çarpma i̧slemi, � 2 R ve (x1; x2; � � � ; xn) 2 Rn için,

� (x1; x2; � � � ; xn) = (�x1; �x2; � � � ; �xn)

eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Bu i̧slemlere göre Rn kümesi R cismi üstünde bir vektör uzay¬
olur.

Rn vektör uzay¬nda, x = (x1; x2; � � � ; xn) ve y = (y1; y2; � � � ; yn) olmak üzere,

hx; yi =
nX
i=1

xiyi

eşitli¼giyle tan¬mlanan,
Rn�Rn! R; (u; v)!hu; vi

1



fonksiyonu, Rn uzay¬nda bir iç çarp¬md¬r. Bu iç çarp¬ma Rn uzay¬n¬n do¼gal iç
çarp¬m¬veya Öklid iç çarp¬m¬denir.

x 2 Rn olmak üzere,
kxk =

p
hx; xi

diyelim.
Rn ! R; x! kxk

fonksiyonu, Rn uzay¬nda bir normdur. Buna göre, Rn vektör uzay¬, normlu vektör
uzay¬d¬r.

d (x; y) = kx� yk

biçiminde tan¬mlanan,
d : Rn � Rn ! R

fonksiyonu, Rn uzay¬nda bir metriktir. Dolay¬s¬yla, Rn bir metrik uzayd¬r.

Her metrik uzay bir topolojik uzay oldu¼gundan, Rn uzay¬bir topolojik uzayd¬r.
Belirtilen topolojisiyle birlikte Rn uzay¬na Öklid Uzay¬denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

1.4. Uzakl¬k Kavram¬

En n-boyutlu Öklid uzay¬ve x = (x1; x2; � � � ; xn) ve y = (y1; y2; � � � ; yn) 2 En olsun.
En � En kümesinden R kümesine bir d fonksiyonu tan¬mlans¬n. Buradan

d(x;y) =



!xy


 =  nX

i=1

(yi � xi)2
!1=2

olarak tan¬mlanan d fonksiyonuna En Öklid uzay¬nda uzakl¬k fonksiyonu denir.
d(x;y) reel say¬s¬na da x; y 2 En noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬k denir (Hac¬saliho¼glu
2000):

Teorem 1.1 (Hac¬saliho¼glu 2000) En üzerinde uzakl¬k fonksiyonu bir metriktir.

·Ispat. 8 x; y; z 2 En için
i) Her x; y 2 A için d(x;y) = 0 d¬r ancak ve ancak x = y
ii) Her x; y 2 A için d(x;y) = d(y;x)
iii) Her x; y; z 2 A için d(x;z) � d(x;y) + d(y;z) oldu¼gunu gösterelim.

i) En ile birleşen Rn iç çarp¬m uzay¬nda, iç çarp¬m pozitif tan¬ml¬oldu¼gundan
8� 2 Rn için k�k � 0 d¬r. Buradan

!
xy = � ve d(x; y) =




!xy


 � 0 ve k�k = 0
ise

d(x; y) =



!xy


 = 0 veya !

xy =
!
0 veya x = y

2



elde edilir. Tersine,

x=y ! !
xy =

!
0 !




!xy


 = 0! d(x; y) = 0

olur.
ii) d(x; y) =




!xy


 = 


!yx


 = d(y;x) elde edilir.
iii) ·Iç çarp¬m uzay¬nda normun özelliklerinden


!xz


 = 


!xy + !

yz



 � 


!xy


+ 


!yz


 veya d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)

elde edilir.

Tan¬m 1.2 (Mucuk 2009) En bir metrik uzay ve A � En olsun. Bir x 2 En nok-
tas¬n¬n A kümesine uzakl¬¼g¬

d(x;A) = inf fd(x; y) : y 2 Ag

olarak tan¬mlan¬r. Yani; d(x;A), x noktas¬n¬n A kümesindeki noktalara olan uzak-
l¬klar¬n¬n en büyük alt s¬n¬r¬d¬r.

Tan¬m 1.3 (Hac¬saliho¼glu 2000)

Sn =

(
X = (x1; x2; � � � ; xn+1) 2 En+1 :

n+1X
i=1

x2i = r
2

)
� En+1

kümesine n-boyutlu küre (n-küre) ad¬verilir.

Özel olarak n = 1 için

S1 =
�
(x1; x2) 2 E2 : x21 + x22 = r2

	
� E2

kümesine 1-boyutlu küre denir. S1 küresine çember ad¬verilir.

Örnek 1.4 E2 üzerinde bir nokta A = (5; 0) ve bir küme

S =
�
(x1; x2) 2 E2 : x21 + x22 = 1

	
olsun. A noktas¬n¬n S kümesine uzakl¬¼g¬aşa¼g¬daki gibi bulunabilir.

Şekil 1.1 (A noktasının S kümesine uzaklığı)

S kümesi

A(5,0) noktası

d1

d2

dB
O(0,0)
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A noktas¬n¬n, S kümesine en yak¬n noktas¬n¬bulmak için merkez ile A noktas¬bir-
leştirilerek bir do¼gru oluşturulur. Bu do¼grunun çemberi kesti¼gi 2 nokta vard¬r. A
noktas¬na yak¬n olan nokta, bize çembere en yak¬n noktay¬ verir. Burada merkezi
(0; 0) ve yar¬çap¬ 1 olan S küresinin A(5; 0) noktas¬na uzakl¬¼g¬n¬n 4 birim oldu¼gu
görülür.

Tan¬m 1.5 (Mucuk 2009) En bir metrik uzay ve A; B � En olsun. A ve B kümeleri
nin birbirlerine göre uzakl¬¼g¬,

d(A;B) = inf fd(x; y) : x 2 A ve y 2 Bg

olarak tan¬mlan¬r.

Örnek 1.6 E2 üzerinde A = f(x1; x2) 2 E2 : x21 + x22 = 1g ve
B = f(x1; x2) 2 E2 : (x1 � 5)2 + x22 = 1g kümelerinin birbirlerine göre uzakl¬klar¬
aşa¼g¬daki gibi bulunabilir. A kümesi, merkezi O1(0; 0) ve yar¬çap¬ 1 ile B kümesi
merkezi O2(5; 0) ve yar¬çap¬1 olan çemberlerdir.

Merkezler aras¬uzakl¬k

A B

O1 O2

K L

Şekil 1.2 (A kümesinin B kümesine uzaklığı)

d(O1; O2) =
p
(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2

=
p
(5� 0)2 + (0� 0)2

=
p
(5)2 + (0)2

=
p
25 + 0

=
p
25

= 5

oldu¼gu görülür. Buradan da çemberlerin birbirine en yak¬n noktalar¬n¬bulmak için
yar¬çaplar ç¬kar¬l¬r. Böylece d(A;B) = 3 ifadesi elde edilir.
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1.5. Konveks Küme

Tan¬m 1.7 Bir A kümesinde herhangi iki noktay¬birleştiren do¼gru parças¬üzerindeki
noktalar ayn¬kümede kal¬yorsa A kümesine konveks küme denir.

p q

A

Şekil 1.3 (Konvekslik)

Yani, A boştan farkl¬ bir küme ve A kümesinin herhangi iki eleman¬ p; q olsun.
0 � � � 1 için

(�)p+ (1� �) q 2 A
ise A konvekstir.Buradan

� = 0 için (0)p+ (1� 0) q = q ,

� =
1

2
için (

1

2
)p+

�
1� 1

2

�
q =

1

2
(p+ q)

ve
� = 1 için (1)p+ (1� 1) q = p

oldu¼gu görülür. Burada � say¬s¬0 ile 1 aras¬nda dolaş¬rken

(�)p+ (1� �) q

ifadesi p ile q noktalar¬aras¬ndaki do¼gru parças¬n¬tarar.

Örnek 1.8 A = f(x1; x2) 2 E2 : x21 + x22 = 32g kümesinin konveksli¼gi aşa¼g¬daki gibi
incelenebilir.

P = (�3; 0) ve Q = (3; 0) 2 A
d¬r. PQ do¼gru parças¬n¬n üzerinde bir nokta R = (2; 0) al¬nabilir.

Şekil 1. 4 (Konveks olmayan küme örneği)

P QR
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(2; 0) noktas¬denklemde yerine yaz¬l¬rsa

x21 + x
2
2 = 32

22 + 02 = 32

4 6= 9

elde edilir. Buradaki R noktas¬PQ do¼gru parças¬n¬n eleman¬d¬r ancak A kümesinin
eleman¬de¼gildir. Bu da A kümesinin konveks olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Örnek 1.9 R3 üzerinde A = f(x1; x2; x3) 2 E3 : x21 + x22 + x23 = 1g kümesinin kon-
veksli¼gi aşa¼g¬daki gibi incelenebilir.

P = (0; 0; 1) ve Q = (0; 0;�1) 2 A

olur. PQ do¼gru parças¬ndan geçen bir R = (0; 0; 0) noktas¬al¬nabilir.

(0; 0; 0) noktas¬x21 + x
2
2 + x

2
3 = 1 denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

02 + 02 + 02 = 12

0 6= 1

elde edilir. Buradaki R noktas¬PQ do¼gru parças¬n¬n eleman¬d¬r ancak A kümesinin
eleman¬de¼gildir. Bu da A kümesinin konveks olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Örnek 1.10 Sn =

(
X = (x1; x2; � � � ; xn+1) 2 En+1 :

n+1X
i=1

x2i = r
2

)
küresi konveks

de¼gildir.

Sn =

(
X = (x1; x2; � � � ; xn+1) 2 En+1 :

n+1X
i=1

x2i < r
2

)
al¬rsak içi dolu küre olur.

Bu küme konveks olur.

1.6. Topolojik Kavramlar

1.6.1. Aç¬k küme

Tan¬m 1.11 (Mucuk 2009) (X; d) bir metrik uzay ve x0 2 X ve r > 0 verilsin.

B(x0; r) = fx 2 X : d(x0; x) < rg

ifadesine x0 merkezli, r yar¬çapl¬aç¬k yuvar denir.

�
B(x0; r) = fx 2 X : d(x0; x) � rg

ifadesine x0 merkezli, r yar¬çapl¬kapal¬yuvar denir.

S(x0; r) = fx 2 X : d(x0; x) = rg

ifadesine x0 merkezli, r yar¬çapl¬yuvar yüzeyi denir.
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Tan¬m 1.12 (Mucuk 2009) A � Rn ve x0 2 A olsun. E¼ger B(x0; �) � A olacak
biçimde en az bir � > 0 say¬s¬varsa x0 noktas¬na A kümesinin iç noktas¬denir.

Tan¬m 1.13 (Mucuk 2009) A � Rn için A kümesinin tüm iç noktalar¬kümesine A
kümesinin içi denir ve A� ile gösterilir. Yani;

A� = fx : x noktas¬A kümesinin iç noktas¬g

olarak tan¬mlan¬r ve A� � A olur.

Tan¬m 1.14 (Mucuk 2009) A � Rn kümesinin her eleman¬A kümesinin bir iç
noktas¬ise A kümesine aç¬k küme denir.

Teorem 1.15 (Mucuk 2009) Rn üzerinde her aç¬k yuvar aç¬k kümedir.

·Ispat. n = 2 için gösterilsin.

X0
.

Denklemi buraya yazın.

x

.

y

.
Şekil 1.5 (Her açık yuvar açık kümedir)

B(x0; �) aç¬k yuvar¬n¬n her noktas¬n¬n bir iç nokta oldu¼gu gösterilsin. Yani;

8x 2 B(x0; �) için 9 � > 0

öyle ki
B(x; �) � B(x0; �)

elde edilir. Buradan x 2 B(x0; �) al¬n¬rsa d(x; x0) < � olur.

� = �� d(x; x0)

seçelim. ·Iddia ediliyor ki B(x; �) � B(x0; �) olsun. Burada 8y 2 B(x; �) için

d(x0; y) � d(x0; x) + d(x; y) < d(x0; x) + � = �

oldu¼gundan ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Örnek 1.16 A = (1; 3) � R kümesi aç¬k küme midir?

Şekil 1.6 (Açık küme örneği)

.(                   )
1 3

( )

R üzerinde bulunan tüm aç¬k aral¬klar aç¬k kümedir.

Örnek 1.17 A = f(x; y) 2 R2 : 1 < x < 3 ve 1 < y < 2g � R2 kümesi aç¬k küme
midir ?

Şekil 1.7 (Açık küme örneği)

A

8(x; y) 2 A için (x; y) � B � A olacak şekilde bir B yuvar¬oldu¼gu için her nokta iç
noktad¬r. Bu nedenle A aç¬k kümedir.

1.6.2. Kapal¬Küme

Tan¬m 1.18 (Mucuk 2009) A � Rn için RnnA kümesinin bir iç noktas¬na,
A kümesinin d¬̧s noktas¬denir.

Tan¬m 1.19 (Mucuk 2009) RnnA kümesinin içine, A � Rn ifadesinin d¬̧s¬denir
ve d¬̧s(A) ile gösterilir.

Tan¬m 1.20 (Mucuk 2009) A � Rn kümesinin tümleyeni RnnA kümesi bir aç¬k
küme ise A kümesine kapal¬küme denir.

A kapal¬ () d¬̧s(A) = RnnA

olarak ifade edilir.

Örnek 1.21 R üzerinde herbir [a; b] kapal¬aral¬¼g¬, kapal¬kümedir.

A = [a; b] ; RnA = (�1; a) [ (b;1) = (RnA)�

oldu¼gu için A kapal¬kümedir.
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Örnek 1.22 A = f(x; y) : 1 � x � 2, 1 � y � 2 ve x; y 2 Rg kümesi kapal¬m¬d¬r?

Şekil 1.8 (Kapalı küme örneği)

A
2

1

1

2

A kümesinin tümleyeni aç¬k oldu¼gu için A kapal¬kümedir.

Tan¬m 1.23 (Mucuk 2009) A � Rn verilsin.

@A = fx 2 Rn : x =2 A� ve x =2 d¬̧s(A)g

ifadesine, A kümesinin s¬n¬r¬denir. Buradan @A = (A� [ d¬̧s(A))t biçiminde de
ifade edilebilir. Ayr¬ca Rn = A� [ @A[ d¬̧s(A) eşitli¼gi vard¬r.

Önerme 1.24 (Mucuk 2009) A kapal¬d¬r() @A � A olur.

·Ispat. A kapal¬ve x 2 @A olsun. Buradan

x =2 A� ve x =2 d¬̧s(A)

olur. Fakat A kümesinin kapal¬oldu¼gundan dolay¬

At = d¬̧s(A)

olur. O halde x =2 At oldu¼gu için x 2 A oldu¼gu görülür.
Tersine; @A � A olsun. A kümesinin kapal¬oldu¼gunu göstermek içinAt kümesinin

aç¬k oldu¼gu gösterilebilir. x 2 At olsun. Varsay¬mdan @A � A oldu¼gundan x =2 @A
olur. O halde x 2 A� olamaz. Buradan

x 2 d¬̧s(A)

olup
x 2 B � At

olacak şekilde x noktas¬n¬n bir B aç¬k komşulu¼gu vard¬r. Buradan da At kümesinin
aç¬k oldu¼gu görülür.
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Tan¬m 1.25 (Mucuk 2009) (X; d) bir metrik uzay ve A bu uzayda bir alt küme
olsun. E¼ger A kümesi için

A � G [H;A \G 6= ?; A \H 6= ? ve A \G \H = ?

olacak şekilde G ve H gibi boş olmayan iki aç¬k küme yoksa, A kümesine ba¼glan-
t¬l¬d¬r denir. Yani, A kümesi bu tan¬mdan hareketle bir tek parçadan meydana
geliyor denilebilir.

G H

A

Şekil 1.9 (Bağlantılı olmayan küme)

Örne¼gin (0; 1) aç¬k aral¬¼g¬ve (0,1] soldan aç¬k, sa¼gdan kapal¬aral¬¼g¬ba¼glant¬l¬d¬r.
Karmaş¬k düzlemde jzj �1 dairesi ba¼glant¬l¬d¬r.

Örnek 1.26 A = f(x; y) 2 R2 : x2 � y2 � 4g şeklinde olan küme ba¼glant¬l¬de¼gildir.
Boştan farkl¬G = f(x; y) 2 R2 : x < �1g ve H = f(x; y) 2 R2 : x > 1g olan yar¬
düzlemleri göz önüne al¬ns¬n.

Şekil 1.10 Bağlantılı olmayan küme örneği

G H

A

­2 ­1 0 1 2

Buradan, A kümesinin ba¼glant¬l¬ olmad¬¼g¬ ortaya ç¬kar. Ayr¬ca, bu A kümesinin
geometrik olarak da ayr¬k oldu¼gu söylenebilir.

Tan¬m 1.27 (Mucuk 2009) Ba¼glant¬l¬ve aç¬k kümeye bölge denir.
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2. Düzlemde Con�ict Kümenin Tan¬m¬ve Örnekleri

2.1. Düzlemde Con�ict Kümenin Tan¬m¬

Con�ict kümenin kaynaklarda yer alan birçok tan¬m¬vard¬r. Bunlardan birkaç¬iki
kümeye eşit uzakl¬ktaki noktalar¬n oluşturdu¼gu küme, iki kümeye te¼get olan daire-
sel disklerin merkezlerinin oluşturdu¼gu küme olarak tan¬mlan¬r. Con�ict kümenin
tan¬m¬dalgalanmaya dayanmaktad¬r. Örne¼gin durgun bir suya ayn¬anda iki taş
at¬ls¬n ve dalgalar¬n oluşturdu¼gu halkalar düşünülsün. Bu halkalar¬n birbirlerine ilk
temas etti¼gi noktalara, Con�ict kümenin noktalar¬denir. (Manen and Siersma
2003)

Tan¬m 2.1 (Siersma 1999) d Öklidyen uzakl¬k fonksiyonunu göstersin. Öklid düzle-
minde A ve B iki kapal¬küme olsun. d(x;A) bir x noktas¬n¬n A kümesine uzakl¬¼g¬n¬
göstersin. Con�ict küme

Conf(A;B) = fx 2 R2 j d(x;A) = d(x;B)g

şeklinde tan¬mlan¬r. Con�ict küme A ve B kümelerine eşit uzakl¬ktaki noktalar¬n
kümesi olarak da tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.2 (Siersma 1999) d Öklidyen uzakl¬k fonksiyonunu göstersin. Öklid düzle-
minde, A ve B iki kapal¬küme olsun. d(x;A) bir x noktas¬n¬n A kümesine uzakl¬¼g¬n¬
göstersin. A kümesinin B kümesine göre bölgesi

Terr(A;B) = fx 2 " j d(x;A) < d(x;B)g

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.3 (Siersma 1999) d öklidyen uzakl¬k fonksiyonunu göstersin. Öklid düzle-
minde, A ve B iki kapal¬küme olsun. d(x;A) bir x noktas¬n¬n A kümesine uzakl¬¼g¬n¬
göstersin. B kümesinin A kümesine göre bölgesi

Terr(B;A) = fx 2 R2 j d(x;A) > d(x;B)g

şeklinde tan¬mlan¬r.
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2.2. Düzlemde Con�ict Küme Örnekleri

Örnek 2.4 Öklid düzleminde A = (a; b) ve B = (c; d) kümelerinin con�ict kümesi
aşa¼g¬daki gibi gösterilebilir.

Şekil 2.1 (İki noktanın conflict kümesi)

..A(a,b) B(c,d)
\\ \\.

Χ(x,y)

Conf(A,B)

A ve B noktalar¬n¬n X noktas¬na uzakl¬¼g¬

d(X;A) = d(X;B)

ile gösterilsin. Buradanp
(x� a)2 + (y � b)2 =

p
(x� c)2 + (y � d)2

ifadesi elde edilir. Eşitli¼gin iki yan¬ndaki ifadeler aç¬l¬rsap
x2 � 2ax+ a2 + y2 � 2by + b2 =

p
x2 � 2cx+ c2 + y2 � 2dy + d2

olur. ·Iki taraftan kare ald¬¼g¬m¬zda

x2 � 2ax+ a2 + y2 � 2by + b2 = x2 � 2cx+ c2 + y2 � 2dy + d2

ifadesi elde edilir. Gerekli düzenleme yap¬l¬rsa

�2ax+ a2 � 2by + b2 = �2cx+ c2 � 2dy + d2

ifadesi elde edilir. Buradan y�li ifadeler sol tarafa al¬n¬rsa,

2dy � 2by = 2ax� 2cx+ c2 + d2 � a2 � b2

elde edilir. Bu ifade y parantezine al¬n¬rsa

y(2d� 2b) = (2a� 2c)x+ (c2 + d2 � a2 � b2)

oldu¼gu görülür. Buradan

y =

�
(2a� 2c)
(2d� 2b)

�
x+

�
(c2 + d2 � a2 � b2)

(2d� 2b)

�
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ifadesi elde edilir. Ayr¬ca

M =

�
(2a� 2c)
(2d� 2b)

�
ve N =

�
(c2 + d2 � a2 � b2)

(2d� 2b)

�
al¬n¬rsa

y =Mx+N

do¼grusu elde edilir. Buradan iki noktan¬n con�ict kümesinin bir do¼gru oldu¼gu gös-
terilmiş olur.

Örnek 2.5 Öklid düzleminde A = (a; 0) noktas¬n¬n ve B = d do¼grusunun con�ict
kümesi aşa¼g¬daki gibi gösterilebilir.

X1

X2

d doğrusu

­a

X(x,y)

A(a,0)

ǀǀ

//

ǀ ǀ

Şekil 2.2 (Bir nokta ve bir doğrunun conflict kümesi)

Conf(A,B)

Con�ict kümenin tan¬m¬ndan d(X;A) = d(X; d) elde edilir. Buradanp
(x� a)2 + (y � 0)2 = ja+ xj

elde edilir. Bu ifadeden

x2 � 2ax+ a2 + y2 = a2 + 2ax+ x2

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

y2 = (4a)x

parabolü elde edilir. Yani bir noktan¬n ve bir do¼grunun con�ict kümesinin bir parabol
oldu¼gu görülür.

Örnek 2.6 Öklid düzleminde A = (a; b) noktas¬n¬n ve B = d do¼grusunun con�ict
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kümesi aşa¼g¬daki gibi gösterilebilir.

Conf(A,B)
X2

d doğrusu

­a

X(x,y)

A(a,b)

ǀǀ

//

ǀ ǀ

Şekil 2.3 (Bir nokta ve bir doğrunun conflict kümesi)

X1

X 2 Conf(A;B) olsun. Con�ict kümenin tan¬m¬ndan d(X;A) = d(X; d) elde edilir.
Bu eşitlikten p

(x� a)2 + (y � b)2 = ja+ xj
ifadesi elde edilir. Buradan

x2 � 2ax+ a2 + y2 � 2by + b2 = a2 + 2ax+ x2

elde edilir. Yukar¬daki ifadeden

4ax = y2 � 2by + b2

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

x =

�
1

4a

�
(y � b)2

parabolü elde edilir.

Örnek 2.7 A = f(x; y) : x2 + y2 = 1g ve B = f(x; y) : (x� 4)2 + y2 = 1g kümelerinin
con�ict kümesi aşa¼g¬daki gibi gösterilebilir.

X1

Conf(A,B)
X2

BA

•M1(0,0)

ǀǀǀǀ

ǀ ǀ

Şekil 2.4 (Yarıçapları aynı iki çemberin conflict kümesi)

M2(4,0)
•

P(x,y)

(1,0)
• •

(3,0)(2,0)
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P 2 Conf(A;B) olsun. Con�ict kümenin tan¬m¬ndan d(P;M1) = d(P;M2) elde
edilmiş olur. Bu ifadedenp

(x� 0)2 + (y � 0)2 =
p
(x� 4)2 + (y � 0)2

elde edilir. Yukar¬daki eşitlikten

x2 + y2 = x2 � 8x+ 16 + y2

elde edilir. Gerekli işlemler yap¬l¬rsa

x = 2

elde edilir. Yar¬çaplar¬ ayn¬olan A ve B gibi iki çemberin con�ict kümesinin bir
do¼gru oldu¼gu elde edilmiş olur.

Örnek 2.8 A = f(x; y) : x2 + y2 = 1g ve B = f(x; y) : (x� 5)2 + y2 = 4g kümelerinin
con�ict kümesi aşa¼g¬daki gibi gösterilebilir (Şekil 2.5 hiperbolün sol kolu için göste
rilmiştir).

Şekil 2.5 (Yarıçapları farklı iki çemberin conflict kümesi)

Conf(A,B)

X2

B

A

M1(0,0)
ǀǀǀǀ

ǀ ǀ

M2(5,0)
•

P(x,y)

(1,0)
• •

(3,0)(2,0)

r1=1 r2=2

•

P � conf(A;B) olsun. Con�ict kümenin tan¬m¬ndan d(P;M1) � 1 = d(P;M2) � 2
elde edilir. Buradanp

(x� 0)2 + (y � 0)2 � 1 =
p
(x� 5)2 + (y � 0)2 � 2

olur. Yukar¬daki ifadedenp
x2 + y2 + 1 =

p
(x� 5)2 + y2

elde edilir. Buradan

x2 + y2 + 2
p
x2 + y2 + 1 = x2 � 10x+ 25 + y2

15



bulunur. Bu eşitlikten p
x2 + y2 = �5x+ 12

olur. Bu eşitli¼gin iki taraf¬ndan tekrar kare al¬n¬rsa

x2 + y2 = 25x2 � 120x+ 144

elde edilir. Burada ayn¬bilinmeyenler paranteze al¬n¬p

(24x2 � 120x+ 150)� y2 = 6

oldu¼gu görülür. Buradan

24(x� 5
2
)2 � y2 = 6

bulunur. Eşitlikte sa¼g taraf bir olacak şekilde düzenlenirse

4(x� 5
2
)2 � y

2

6
= 1

ifadesi elde edilir. En sonunda

(x� 5
2
)2

1
4

� y
2

6
= 1

hiperbolü bulunur.

Örnek 2.9 A = f(x; y) : x2 + y2 = 1g merkezil çemberinin ve bu çemberin d¬̧s¬nda
bir B = f(5; 0)g noktas¬n¬n con�ict kümesi aşa¼g¬daki gibi gösterilebilir.

Şekil 2.6 (Çember ve çemberin dışında bir noktanın conflict kümesi)

Conf(A,B)

B
A

M(0,0)

ǀǀǀǀ

(5,0)

P(x,y)

(1,0)• (3,0)(2,0)
• •••• (4,0)

P 2 Conf(A;B) olsun. Con�ict kümenin tan¬m¬ndan d(P;M) � 1 = d(P;B) elde
edilir. Yukar¬daki şekil hiperbolün sa¼g kolu için kullan¬l¬r. Buradanp

(x� 0)2 + (y � 0)2 � 1 =
p
(x� 5)2 + (y � 0)2
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elde edilir. Bu eşitlik yard¬m¬yla

x2 + y2 � 2
p
x2 + y2 + 1 = x2 � 10x+ 25 + y2

ifadesi elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsap
x2 + y2 = 5x� 12

elde edilir. Tekrar iki taraftan kare al¬n¬rsa

x2 + y2 = 25x2 � 120x+ 144

ifadesi elde edilir. Buradan

y2 � 24(x2 � 25
2
x+

25

4
) = �6

ifadesi bulunur. Sa¼g taraf bir olacak şekilde düzenlenirse

y2

�6 + 4(x�
5

2
)2 = 1

ifadesi elde edilir. Buradan
(x� 5

2
)2

1
4

� y
2

6
= 1

hiperbolü elde edilir.

Örnek 2.10 A = f(x; y) : x2 + y2 = 64g merkezil çemberinin ve bu çemberin içinde
bir B = f(4; 0)g noktas¬n¬n con�ict kümesi aşa¼g¬daki gibi gösterilebilir.

Conf(A,B)

X2

A

ǀǀ

=
ǀ ǀ

Şekil 2.7 (Çember ile çemberin içinde bir noktanın Conflict kümesi)

P(x,y)

• (8,0) X1•M(0,0) B(4,0)

•

•

•

•

17



P 2 Conf(A;B) ve M noktas¬ A kümesinin merkezi olsun. Con�ict kümenin
tan¬m¬ndan 8� d(P;M) = d(P;B) olur. Buradan

8�
q
(x� 0)2 + (y � 0)2 =

p
(x� 4)2 + (y � 0)2

elde edilir. Yukar¬daki eşitlikten kare al¬n¬rsa

64� 16
p
x2 + y2 + x2 + y2 = (x� 4)2 + y2

ifadesi bulunur. Buradan
2
p
x2 + y2 = x+ 6

ifadesi bulunur. Yukar¬daki eşitlikten tekrar kare al¬n¬rsa

4(x2 + y2) = x2 + 12x+ 36

elde edilir. Burada gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

3x2 � 12x+ 12 + 4y2 = 48
ifadesi elde edilir. Tekrar ifade düzenlenirse

3(x� 2)2 + 4y2 = 48
bulunur. Sa¼g taraf bir yapacak şekilde düzenlenirse

(x� 2)2
16

+
y2

12
= 1

ifadesinin bir elips oldu¼gu görülür.

Örnek 2.11 A = f(x; y) : x2 + y2 = 1g çemberi ve bu çemberin d¬̧s¬nda bir
B = f(5; 0)g noktas¬n¬n con�ict kümesinin iki kümeye te¼get disklerin merkezi oldu¼gu
aşa¼g¬daki gibi gösterilebilir.

rx

A

Şekil 2.8 (Teğet disklerin merkezlerinin oluşturduğu Conflict Küme)

•

•mx(x,y)

ma (0,0)
B

rx

•m1

•m2

•m3

Conf(A,B)

ra

jmamxj � ra = jBmxj ifadesinden hiperbol denklemi elde edilir.
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3. Düzlemde Con�ict Kümenin Özellikleri

Bu bölümde uçurtma(kite) inşaas¬ile con�ict kümenin e¼grili¼gi ve düzgünlü¼gü gös-
terilecektir.

3.1. Düzgünlük

Con�ict kümelerin düzgün oldu¼gu veya A ve B kümelerinin konveks olduklar¬
varsay¬lm¬̧st¬r. Konveks olmama durumunda con�ict küme her zaman düzgün ola-
maz. Düzgünlü¼gün kesin al¬̧s¬lm¬̧s diferensiyel topolojide bir Ck�1s{n{f{ndan con�ict
küme Cks{n{f{ndan s¬n¬rlar¬için verilir. Burada konveks kümelerin s¬n¬rlar¬düzgün
al¬nacakt¬r.

3.1.1. Uçurtma ·Inşaas¬

Tan¬m 3.1 (Siersma 1999) P noktas¬Conf(A;B) nin bir noktas¬olsun.

A
B

.P

Şekil 3.1 (Uçurtma inşası ilk aşaması)

19



P noktas¬n¬n A ve B üzerine izdüşümleri Q ve R olsun.

A
B

.P

Şekil 3.2 (Uçurtma inşasının ikinci aşaması)

RQ ..

PQ do¼grusuna dik olacak şekilde Q noktas¬ndan geçen do¼gru a olsun ve PR do¼grusuna
dik olacak şekilde R noktas¬ndan geçen do¼gru b olsun. PQSR dörtgeni bir uçurt-
mad¬r. A ve B kümelerinin s¬n¬rlar¬ diferensiyellenebilir ise bu dikler A ve B
kümelerinin s¬n¬r e¼grilerinin te¼getleri olacakt¬r.

A
B

.P

Şekil 3.3 (uçurtma inşasının üçüncü aşaması)

RQ ..
a

Conf(A,B)

b

S

Bu uçurtma, con�ict kümenin P noktas¬yla ilişkilidir. PS do¼gru parças¬na uçurtma
ekseni(kite-axis) denilir. Bu eksen, PR ve PQ izdüşüm do¼grular¬ aras¬nda bir
aç¬ortayd¬r. E¼ger a ve b paralel olduklar¬durumda, s¬n¬rs¬z noktada kesişime sahip
olurlar, fakat bu durumda sonsuzda bu noktan¬n kesişti¼gini varsayaca¼g¬z. Bu benz-
erlikte, kite ekseni hem a hem de b ye paralel oldu¼gunda, P üzerindeki do¼gru denir.
Buradan uçurtman¬n tüm P noktalar¬n¬n yeri conlict küme tan¬m¬d¬r. Burada P ile
S aras¬nda bir dualite görülür. Buradaki S noktalar¬na kitenin baz noktalar¬denir.
Bu küme ayn¬uzakl¬ktaki A ve B kümelerine te¼get do¼grular¬n kesişim noktalar¬n¬n
geometrik yeri olarak tan¬mlan¬r. Uçurtma özelli¼gine tanjant özellik de denir. Tan-
jant özellik konikte bir noktada te¼get do¼gru oluşturulmas¬nda kullan¬l¬r.
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Uçurtma özelli¼gin yard¬m¬yla ortaya ç¬kan en çok bilinen kavramlar parabol(nokta-
do¼gru), elips(çember-iç nokta), hiperbol(çember-d¬̧s nokta) dür.

Lemma 3.2 ·Iki parabolün yaln¬z bir ortak noktas¬varsa, bu noktada paraboller or-
tak te¼get do¼grusuna sahiptirler.

·Ispat. ·Iki parabolü

y = P1(x) = a1x
2 + b1x+ c1 ve y = P2(x) = a2x2 + b2x+ c2

şeklinde al¬ns¬n. Bu parabollerin ortak çözümü yap¬l¬rsa

P1(x) = P2(x) () (a1 � a2)�x2 + (b1 � b2)�x+ (c1 � c2) = 0

olur. Bu denklemin tek çözümü olmas¬için � = 0 olmal¬d¬r. Buradan

(b1 � b2)2 � 4(a1 � a2) � (c1 � c2) = 0

olur. O halde tek çözümün oldu¼gu

x0 =
�(b1 � b2)
2�(a1 � a2)

bu noktada e¼gimler eşit olur.

P1 P2

Şekil 3.4 (İki parabole teğet doğrunun tekliği)

Buradan

P
(1)
1 (x) = 2a1x0 + b1 = 2 � a1 �

�(b1 � b2)
2(a1 � a2)

+ b1 =
a1b2 � a2b1
a1 � a2

;

P
(1)
2 (x) = 2�a2�x0 + b2 = 2�a2�

�(b1 � b2)
2�(a1 � a2)

+ b2 =
a1�b2 � a2�b1
a1 � a2

eşitlik sisteminden o noktadaki türevlerin eşit oldu¼gu görülür (Şekil 3. 4). Buradan
ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.3 (Siersma 1999) E¼ger A ve B Öklid uzay¬nda konveks kümeler ise on-
lar¬n con�ict kümeleri diferensiyellenebilirdir.
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Buradaki te¼get do¼gru, ortak uçurtma eksenidir. Ayr¬ca bu uçurtma, tekamül
eden noktadan izdüşüm do¼grular¬aras¬nda aç¬ortayd¬r.

·Ispat. P , Conf(A;B) kümesinin bir noktas¬olsun. PQSR, P noktas¬ndaki
uçurtma olsun. A+, A bölgesini içeren yar¬kapal¬düzlemdir ve a do¼grusu taraf¬ndan
s¬n¬rland¬r¬l¬r.

A kümesi A+ ya geni̧sletilsin ve B kümesinden de R noktas¬ ç¬kart¬ls¬n. B+,
B bölgesini içeren yar¬kapal¬düzlemdir ve b do¼grusu taraf¬ndan s¬n¬rland¬r¬l¬r. B
kümesi B+ ya geni̧sletilsin ve A kümesinden de Q noktas¬ ç¬kart¬ls¬n. Şimdi bu
bölgeler k¬yaslans¬n (Şekil 3. 5).

A
B

.P

Şekil 3.5 (Conflict kümeye göre bölgeler )

RQ ..
a b

S

A+ B+

x, Conf(A;B) kümesinin rastgele bir noktas¬olsun.

d(x;A+) � d(x;A) = d(x;B) � d(x;R)
d(x;Q) � d(x;A) = d(x;B) � d(x;B+)

x 2 Terr(A+; R) ve x 2 Terr(B+; Q) elde edilir.

A B

.P

RQ ..
a b

S

A+ B+

Şekil 3.6a (conf(Q,B+) kümesi bir parabol çizer)

A B

.P

RQ
..

a b

S

A+ B+

Şekil 3.6b (conf(R,A+) kümesi bir parabol çizer)

22



Her iki bölge paraboller taraf¬ndan s¬n¬rland¬r¬l¬r.

A
B

.P

Şekil 3.7 (Conflict kümenin parabolü sınırladığı bölgeler)

RQ ..
a b

S

A+ B+

Bu paraboller sadece bir ortak noktaya sahiptir (Şekil 3. 7).

Conf(A; B) kümesi bu bölgelerin tümleyenleri taraf¬ndan tan¬mlanan k¬s¬mlar¬n
kapan¬̧s¬n¬içerir. Bu iki parabol P noktas¬nda ayn¬te¼gete sahiptir. Ayn¬zamanda
bu te¼get con�ict kümenin de te¼getidir. Uçurtma ekseni olan Conf(A+; B+)�nin
parças¬olarak a ve b aras¬ndaki aç¬ortay¬düşünelebilir. Ayr¬ca bu con�ict küme A+

ve B+ aras¬nda s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧st¬r ve bu nedenle her iki parabole, P noktas¬nda te¼get
do¼grudur.

Yukar¬da bahsedilen uçurtma özellikleri, parabol(nokta-do¼gru), elips(çember, iç
nokta), hiperbol(çember, d¬̧s nokta) klasik durumlar¬iyi bilinir. Uçurtma özelli¼ge
tanjant özellik ad¬verilir. Tanjant özellik, konikte bir noktada te¼get do¼gru oluşturul-
mas¬nda kullan¬l¬yor. Dahas¬bu özellik buradaki yans¬man¬n özellikleriyle do¼grudan
ili̧skilidir.

Sonuç 3.4 (Siersma 1999) Uçurtman¬n tüm p noktalar¬n¬n (geometrik) yeri con-
�ict küme tan¬m¬d¬r. Ayr¬ca burada ilginç bir dualite oldu¼gu görülür. Buradaki S
noktalar¬n¬n yerine dikkat edilirse uçurtman¬n baz noktalar¬d¬r. Bu küme, ayn¬uzun-
luktaki A ve B te¼get do¼grular¬n¬n oldu¼gu yerdeki noktalar¬n yeri olarak tan¬mlanm¬̧s
olabilir. Bu küme, önceden muhtemelen çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca, farkl¬iki noktada ayn¬
kümeye göre te¼getlik durumu ilginç bir konudur.
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3.2. E¼grilik

·Ilk olarak, düzlemde bir bölgeye göre eş mesafe kümesinin e¼grili¼gine bakal¬m. S¬n¬r¬
C2 s¬n¬f¬ndan ve ayn¬zamanda küçük aral¬k için en az C2 s¬n¬f¬ndan düzgün olan
eş mesafedeki küme oldu¼gu varsay¬lacakt¬r. Dahas¬eş mesafadeki kümenin s¬n¬r¬n¬n
evolütünde olmayan noktalar da C2 s¬n¬f¬ndand¬r ve singüler de¼gildir.

Tan¬m 3.5 (Hac¬saliho¼glu 2000) � ve �, En de iki e¼gri olsun. Bu e¼griler (I; �)
ve (I; �) koordinat komşuluklar¬ ile verilsin. �(s) ve �(s) noktalar¬ndaki Frenet-r
ayakl¬s¬s¬ras¬yla

fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g ve fV �1 (s); V �2 (s); :::; V �r (s)g
olmak üzere

hV1(s); V �1 (s)i = 0
ise � e¼grisine � e¼grisinin evolütü denir.

• β(s)

Şekil 3.8 Evolüt eğrisi

β eğrisi

α(s)
• >

V1(s)

V2(s) V1*(s)
α eğrisi

Sonuç 3.6 (Siersma 1999) Bu koşullar, eş mesafe kümelerinin düzgün noktalar¬nda
e¼grili¼gini tan¬mlamak için yeterlidir. S¬n¬rdaki e¼grili¼gin daha düşük bir mertebe-
den diferensiyellenebilirli¼gi ile birkaç di¼ger durumda noktalar¬n ço¼gu tan¬mlanabilir.
Örne¼gin köşeler gibi yerlerde, eş mesafedeki kümeler çemberlerin yaylar¬olabilir.

Tan¬m 3.7 (Hac¬saliho¼glu 2000) En üzerinde bir e¼gri (I; �) koordinat komşulu¼gu ile
verilsin. s 2 I�ya karş¬l¬k gelen �(s) noktas¬ndaki Frenet r-ayakl¬s¬fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g
olsun. Buna göre,

ki : I �! R; 1 � i � r
s �! ki(s) =

D
V

0

i (s); Vi+1(s)
E

biçimindeki ki fonksiyonuna � e¼grisinin i-yinci e¼grilik fonksiyonu ve ki(s) reel
say¬s¬na da �(s) noktas¬ndaki � e¼grisinin i-yinci e¼grili¼gi denir.

Özel olarak düzlem için bak¬l¬rsa; Frenet 2-ayakl¬s¬fV1(s); V2(s)g olur. E¼grilik
fonksiyonu

k1 =
D
V

0

1 ; V2

E
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ve e¼grili¼gi
k1(s) =

D
V

0

1 (s); V2(s)
E

olur.

Özel olarak uzay için bak¬l¬rsa; Frenet 3-ayakl¬s¬fV1(s); V2(s); V3(s)g olur. E¼grilik
fonksiyonlar¬

k1 =
D
V

0

1 ; V2

E
ve k2 =

D
V

0

2 ; V3

E
olur. Buradaki k1 = � ve k2 = � ile de ifade edilebilir.

Tan¬m 3.8 (Sabuncuo¼glu 2001) � : I �! R2 e¼grisinin e¼grilik fonksiyonu � olmak
üzere 1

�
fonksiyonuna, � e¼grisinin e¼grilik yar¬çap¬fonksiyonu denir ve � ile gös-

terilir.

Önerme 3.9 (Hac¬saliho¼glu 2000) E2 üzerinde bir � e¼grisi (I; �) koordinat komşu-
lu¼gu ile verilsin ve s yay parametresi olsun. �(s) noktas¬ndaki e¼grili¼gi k(s) ve frenet
2-ayakl¬s¬fV1(s); V2(s)g ise

V
0

1 (s) = k(s)�V2(s)
olur.

·Ispat. V1(s)=�
0
(s) oldu¼gundan V

0
1 (s) 2 Sp

�
�
0
(s); �

00
(s)
	
olur. Buna göre

a1; a2 2 R olmak üzere,

V
0

1 (s) = a1�V1(s) + a2�V2(s)

olur. V
0
1 (s) = a1�V1(s) + a2�V2(s) iki taraf¬V1(s) ile iç çarp¬l¬rsaD

V
0

1 (s); V1(s)
E
= a1� hV1(s); V1(s)i+ a2� hV2(s); V1(s)i

elde edilir. hV1(s); V1(s)i = 1 ve hV2(s); V1(s)i = 0 oldu¼gundan

a1 =
D
V

0

1 (s); V1(s)
E
= 0

olur. V
0
1 (s) = a1�V1(s) + a2�V2(s) iki taraf¬V2(s) ile iç çarp¬l¬rsaD

V
0

1 (s); V2(s)
E
= a1� hV1(s); V2(s)i+ a2� hV2(s); V2(s)i

elde edilir. hV2(s); V2(s)i = 1 ve hV1(s); V2(s)i = 0 oldu¼gundan

a2 =
D
V

0

1 (s); V2(s)
E

e¼grilik tan¬m¬gere¼gi a2 = k(s) olaca¼g¬ndan

V
0

1 (s) = k(s)�V2(s)

elde edilir.
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Teorem 3.10 (Siersma 1999) P � eş r-uzakl¬ktaki kümenin bir noktas¬ ve P nok-
tas¬na karş¬l¬k gelen ayak olsun. P noktas¬nda s¬n¬r e¼grisinin e¼grili¼ginin yar¬çap¬�
ve e¼grili¼gi � olsun. Ayn¬ şekilde P � noktas¬na karş¬l¬k gelen notasyonlar �� ve ��

olsun. Buradan
�� = �+ r ve �� =

�

1 + ��r
eşitlikleri vard¬r.

·Ispat. ��nun ifadesi, � en uygun te¼getsel çemberin yar¬çap¬oldu¼gu gerçe¼gini
ortaya ç¬kar¬r.

ρ

Şekil 3.9 (Eş mesafedeki ayak)

r

ρ*

�� = �+ r ifadesinde

� =
1

�
ve �� =

1

��

yerine yaz¬l¬rsa
1

��
=
1

�
+ r

ifadesi elde edilir. Buradan da
1

��
=
1 + ��r
�

ifadesinden
�� =

�

1 + ��r
elde edilir.

Gözlem 3.11 � = �r olmas¬durumunda evolutün bir noktas¬na sahiptir. Burada
eş mesafe kümesi diferensiyellenemezdir. Bu durumunda �� = r bir köşedir.

Teorem 3.12 (Siersma 1999) Düzlemde A1 ve A2 ayr¬k kümeleri s¬n¬rlar¬C3 s{n{f{ndan
olan konveks con�ict kümeler olsun. Con�ict kümenin P noktas¬ndaki e¼grili¼gi �,
Ai�nin s¬n¬r¬ndaki P aya¼g¬n¬n e¼grili¼gi �i ve P� den Ai�ye uzakl¬k r olsun. Buradan

� =
1

2
(

�1
1 + �1r

� �2
1 + �2r

) sin�
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olur.

·Ispat. Con�ict kümeye göre, normal vektörü belirlemek için uçurtma inşaas¬
kullan¬lacakt¬r. Eş r mesafedeki kümeler olarak A1 ve A2 kümelerini alal¬m. Bu
kümelerin s¬n¬rlar¬P noktas¬nda kesişsin. Bu con�ict kümeyi, te¼get ve normal vek-
törleri etkilemez.

A1
A2

.P

Şekil 3.10 (Conflict kümenin eğriliği)

R
Q ..

a b

S

n1

n

n2

t

t1

t2

Conf(A1,A2)

Con�ict küme, A1 ve A2 nin s¬n¬rlar¬n¬n birim normal vektörleri n, n1 ve n2; birim
te¼get vektörleri t, t1 ve t2 ; yay uzunlu¼gu s¬ras¬yla s; s1; s2 olsun. Ayr¬ca ni ile t
aras¬ndaki aç¬� olsun. Buradaki

Şekil 3.11

n1

n

­t

φ

ifadesinden

n1 = n � sin�� t � cos�:::(1)
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elde edilir. Ayr¬ca

Şekil 3.12

­n2

n

t

φ

ifadesinden
�n2 = n� sin�+ t� cos�:::(2)

elde edilir. Bu eşitlikler yard¬m¬yla; (1) ve (2) ifadelerinin toplam¬ndan

n =
n1 � n2
2� sin�

elde edilir. Ayn¬şekilde; (1) ve (2) ifadelerinin fark¬ndan

t =
n1 + n2
�2� cos�

elde edilir. Şimdi

n =
n1 � n2
2� sin�

ifadesinden s yay parametresine göre türev al¬n¬rsa

d

ds
(n) =

d

ds
(
n1 � n2
2� sin� )

çarp¬m¬n türevinden

dn

ds
= (

dn1
ds

� dn2
ds
)� 1

2� sin� + (n1 � n2)(
1

2� sin�)
0

elde edilir. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

dn

ds
= (

dn1
ds1

�ds1
ds
� dn2
ds2

�ds2
ds
)� 1

2� sin� + (n1 � n2)(
1

2� sin�)
0

elde edilir. Ayr¬ca
dni
dsi

= ��i �ti oldu¼gundan

dn

ds
= (��1�t1�

ds1
ds
� ��2�t2�

ds2
ds
)� 1

2� sin� + (n1 � n2)(
1

2� sin�)
0

elde edilir. E¼grili¼gi hesaplamak için eşitli¼gin iki taraf¬t ile iç çarp¬m yap¬l¬rsa

ds1
ds

=
ds2
ds

= sin� ,
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(n1 � n2)�t = (2�n� sin�)�t = 2 sin�� hn; ti = 0 ,
t1 = n� cos�+ t� sin� den ht; t1i = sin� ,
t2 = �n� cos�+ t� sin� den ht; t2i = sin�

ifadeleri kolayca hesaplanarak yerine yaz¬l¬r. Buradan

ht; n0i = (��1� sin�� sin�� ��2� sin�� sin�)�
1

2� sin�

ifadesi elde edilir. Böylece

ht; n0i = 1

2
(��1 � ��2)� sin�

olur. Buradan da
� =

1

2
(��1 � ��2)� sin�

oldu¼gundan ispat tamamlanm¬̧s olur.
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4. Uzakl¬¼g¬n Etkisi Johnson-Mehl Modeli

Bu model A ve B kümelerinin herbirinin birbirine a ve b etkisini verir. d(x;A)
Öklidyen uzakl¬k olsun, yeni uzakl¬klar

dw(x;A) =
1

a
d(x;A)

ile tan¬mlan¬r. Con�ict kümede metri¼gin etkisi

Confa:b(A;B) =
d(x;A)

a
=
d(x;B)

b

ile verilir.

A

Şekil 4.1 (Uzaklığın etkisi)

B

P

RQ

Conf(A,B)

Conf_a:b(A,B)

a

E¼ger a 6= b ise A ve B kompakt kümeleri için con�ict kümenin etkisi(weighted)
kompakt bir e¼gridir(Şekil 4. 4). Sadece a = b olmas¬durumunda con�ict küme
s¬n¬rl¬ de¼gildir. Aşa¼g¬daki durumlarda JM-con�ict kümeleri listelenmi̧stir (a 6= b
al¬n¬r) (Siersma 1999).

Düzlemde üç nesneye; herhangi biri nokta, do¼gru veya çember olabilir ; ayn¬
anda te¼get olan bir çember çizilebilir.Bu konu bugünde apollonius problemi olarak
bilinmektedir.Bu nesneler üç do¼gru, üç nokta ve üç çember olabilece¼gi gibi bunlar¬n
herhangi bir kombinasyonu da olabilir.
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Örnek 4.1 (Nokta-nokta): JM-bisector bir çemberdir (apollonius çemberi).

. A B

Şekil 4.2 (Nokta­nokta JM bisector)

Örnek 4.2 (Do¼gru-do¼gru): JM-bisector bir çift düz do¼grudur.

A

Şekil 4. 3 (Doğru­doğru JM bisector)

B

Örnek 4.3 (Do¼gru-nokta) E¼ger a > b ise JM-parabolu bir elipstir , a < b ise
JM-parabolü bir hiperboldür.

. A

Şekil 4.4 (Doğru­nokta JM bisector)

B
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. A

Şekil 4.5 (doğru­nokta JM bisector)

B

Yukar¬daki örnekler bir konik kesiti için mümkün tan¬mlar¬verir. Coxeter�e göre
bir konik için daha eski tan¬mlarda, M. Ö. 340� larda Menaechmus çal¬̧smalar¬nda
daha sonra da Öklid�in çal¬̧smalar¬nda yer alm¬̧st¬r (Siersma 1999).

Uçurtma inşaas¬etkiye göre aşa¼g¬daki gibi oluşturulabilir. Bunu, Confa:b(A;B)
nin her P noktas¬için PSQR dörtgenini oluşturularak üretilebilir. Bu JM-uçurtmas¬
bir çevrel çembere sahiptir (Şekil 4.1).

4.1. JM-uçurtmas¬ile ilgili geometrik formüller

JM-uçurtmas¬n¬n şekli, 
 = \QPR tepe aç¬s¬ve a : b oran¬taraf¬ndan belirlenir.
Bu verilerden � = \QPS ve � = \RPS belirlenir.

c =
p
a2 + b2 � 2abcos (�+ �)

oldu¼gundan

sin� =
b� a�cos


c
ve sin� =

a� b�cos

c

şeklinde olur. JM-uçurtmas¬n¬n köşegenleri ve kenarlar¬n¬n uzunlu¼gu, r�mesafedeki
JM ile orant¬l¬d¬r.
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(̧sekil 4. 6 da ve şekil 4. 7 de JM-uçurtmas¬n¬n 2 farkl¬sekli gösterilmi̧stir. )

S
Şekil 4.6 (JM uçurtma örneği)

P

Q R

P

S

Şekil 4.7 (JM uçurtma örneği)

Q

R

Ayr¬ca burada
PQ = r�a ve PR = r�b

QS =
b� a� cos 

sin 


�r ve RS = a� b� cos 

sin 


QR = r�c ve PS = r� c

sin 


formülleri elde edilir (Siersma 1999).

Teorem 4.4 (Siersma 1999) E¼ger A ve B Öklid uzay¬nda iki konveks küme ise on-
lar¬n con�ict kümeleri diferensiyellenebilirdir. Dahas¬te¼get do¼gru ortak JM-uçurtmas¬n¬n
eksenidir. Bu ortak JM-uçurtma ekseni ayn¬zamanda karş¬l¬k gelen noktadan izdüşüm
do¼grular¬aras¬ndaki JM-bisectordür.
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·Ispat. Buradaki diferensiyellenebilme Öklid uzay¬ndaki duruma benzerdir(teorem
3.11). Con�ict küme Terr(A+; R) ve Terr(B+; Q) aras¬nda s¬k¬̧sm¬̧st¬r. Ayn¬za-
manda PS köşegeni tümleyendir.

S

Şekil 4.8 (JM uçurtmasında sıkıştırıcının şekli)

P

R

Q
A

B

P

S¬k¬̧st¬r¬c¬şekil 4.8 de gösterilmi̧stir.

Gözlem 4.5 (Siersma 1999) A ve B noktalar olmas¬durumunda, A ve B�nin te¼get
özelli¼ginin geometrik anlam¬na bakal¬m: Bir ABP üçgeni verilsin.

S

Şekil 4.9 (Kümeler noktalar alınınca JM’ nin geometrik şekli)

P

. BA

AP�ye dik ve A�dan geçen do¼gru ile BP�ye dik B�den geçen do¼grular S noktas¬nda
kesişsinler. K ve L, AB do¼grusu ile ABP üçgeni ile iç ve d¬̧s aç¬ortaylar¬n kesişim
noktalar¬olsun. Buradan PS, yar¬çap olarak KL ile çembere te¼gettir (Şekil 4-9).

Önerme 4.6 (Siersma 1999) Düzlemde JM-con�ict kümelerin e¼grili¼gi. A1 ve A2,
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s¬n¬rlar¬C2 s¬n¬f¬ndan olan düzlemde iki ayr¬k konveks küme olsun. Buradan

� =
1p

a2 + b2 � 2abcos(�+ �)
(

�1
1 + �1ar

bsin2�� �2
1 + �2br

asin2�)

elde edilir. Burada ki � con�ict kümenin bir P noktas¬ndaki e¼grili¼gi, �i de Ai�nin
s¬n¬r¬ndaki P aya¼g¬n¬n e¼grili¼gi ve r, P�den Ai�ye JM-uzakl¬¼g¬d¬r ; �, P deki con�ict
küme ile A1�deki izdüşüm do¼grusu aras¬ndaki aç¬ve �, P deki con�ict küme ile A2
deki izdüşüm do¼grusu aras¬ndaki aç¬d¬r.

·Ispat. Con�ict kümede normal vektörü belirlemek için (̧sekil 3. 3) uçurtma
inşaas¬n¬kullanal¬m. Teorem 3.11 de al¬nan anlamda n; n1; n2; t; t1 ve t2 kullan¬ls¬n.
�, n1 normali ile t aras¬ndaki aç¬ve �, n2 normali ile t aras¬ndaki aç¬d¬r. Burada

c =
p
a2 + b2 � 2abcos (�+ �)

ifadesinden

n =
bn1 � an2

c
ve

t = �bt1 + at2
c

oldu¼gunu görülür. r mesadeki JM kümeleri ile A1ve A2 belirlenir. S¬n¬rlar P nok-
tas¬nda kesi̧ssin. Bu con�ict kümeyi etkilemez. Ayn¬zamanda te¼get ve normal vek-
törleri de etkilemez. s con�ict küme için yay uzunlugu ve si�ler de r mesafedeki
kümelerin s¬n¬rlar¬için yay uzunlu¼gu parametresi olsun. Bu parametre yard¬m¬yla
n�den türev al¬n¬rsa

dn

ds
= (b

dn1
ds1

�ds1
ds
� adn2

ds2
�ds2
ds
)
1

c
+ (bn1 � an2)(� � �)

ifadesi elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

= (b��1t1
ds1
ds
� a��2t2

ds2
ds
)
1

c
+ (bn1 � an2)(:::)

olur. � e¼grili¼gini hesaplamak için, t ile iç-çarp¬m almak yeterlidir. Burada

t1 � t = sin� ; t2 � t = sin� ; (bn1 � an2)t = 0

ifadesinden

� = (b��1t1 � t
ds1
ds
� a��2t2 � t

ds2
ds
)
1

c

elde edilir. Ayr¬ca
ds1
ds

= sin�;
ds2
ds

= sin�

ifadesinden

� = (b��1sin�
ds1
ds
� a��2sin�

ds2
ds
)
1

c
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olur. Buradan da

� =
b��1sin

2�� a��2sin2�
c

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Yukar¬daki geometrik formullerde 
�n¬n ifadesi ile � ve � yer de¼gi̧stirebilir. Bu-
radan da

� =
b���1(b� acos
)2 � a���2(a� bcos
)2

c3

elde edilir.

Örnek 4.7 (Siersma 1999) E¼ger bölgeler noktalar ise bizi al¬̧s¬lm¬̧s Apollonius du-
rumuna götürür.Bunun için uygun şekilde hesaplamalar¬yaparak

� =
b2 � a2
rabc

=
b2 � a2

ab�d(A;B)

e¼grilik formülleri yeniden üretilebilir. Bu

R =
ab

b2 � a2 �d(A;B)

apollonius çemberinin yar¬çap¬için bilinen formüller ile uyumludur.
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4.2. Yapraklanma Mesafesi

Düzlemde herhangi bir nokta için, d(x;A) : d(x;B) yar¬çap¬düşünülsün. Öklid
düzleminde [0;1) a bir fonksiyon tan¬mlans¬n. Bu seviye çizgileri düzlemi yaprak-
lara ay¬r¬r ve a = 0 veya b = 0 olmad¬kça, onlar verilen a:b etkisi için JM-con�ict
çizgileridir (̧sekil 11). Yapraklanmaya te¼get do¼gru uçurtma inşaas¬ile verilir
(Siersma 1999).

B
A

Şekil 4.10 (Yapraklanma mesafesi)

Conf a:b(A,B)
Conf(A,B)
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5. SONUÇ

Bu çal¬̧sma kapsam¬nda, Con�ict Küme�nin baz¬özellikleri verilerek, uçurt-
mas¬n¬n inşaas¬ gösterilmi̧s. Ayr¬ca yeni Con�ict Küme örnekleri gösterilmi̧stir.
Sonra da Con�ict Kümenin düzgünlü¼gü ve e¼grili¼gi gösterilmi̧stir. En son olarak
da uzakl¬¼g¬n etkisi ve yapraklanma mesafesi verilmi̧stir.
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