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OZET

ARF SEMIGRUP VE CEBIRSEL EGRILERE UYGULAMALARI

Damla DEDE SIiPAHI

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Danigsman: Yrd. Dog¢. Dr. Nesrin TUTAS

Haziran 2013, 55 sayfa

Niimerik semigruplarla ilgili caligmalarin 6nemli bir boltimii cebirsel geometride
caligilan cebirsel egrilere dayanir. Niimerik semigruplar, kodlama teorisi ve cebirsel
egrilere uygulamalar1 nedeniyle 6nemlidir.

Bu tezde, 6ncelikle niimerik semigruplar ve genel ézellikleri verilmigtir. Onemli
cebirsel egri siniflarinin bir ) Weierstrass noktasindaki semigruplar: incelenmis ve
bu semigruplarin Arf olma 6zelligi aragtirilmistir. Ayrica, bir cebirsel egri tizerinden
yazilan tek noktali cebirsel geometrik kodlarin, bir Arf semigrup tizerinden tanimlan-
diginda kodun minimum mesafesi iizerinden Feng-Rao (order bound) sinir1 Bras-
Amoros (2000, 2005, 2007), Campillo ve digerleri (2004) calismalarima gore he-
saplanmistir. Daha iyilestirilmis parametrelere sahip kodlar kurulabilecegi gozlem-
lenmigtir. iyi parametreli kodlarin yazilmasi agisindan, Arf semigruplarin kullanilma-
sinin 6nemli katkilar ve yeni teknikler kazandiracagina inaniyoruz.

ANAHTAR KELIMELER: Arf semigrup, Feng-Rao sinir1, tek nokta kodlar:
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ABSTRACT

ARF SEMIGRUP AND APPLICATIONS TO ALGEBRAIC CURVES

Damla DEDE SIPAHI

MSc Thesis in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nesrin TUTAS
July 2013, 55 pages

An important part of the work on numerical semigroups are based on theory
of algebraic curves. Numerical semigroups are important because of applications to
coding theory and algebraic curves.

In this thesis, firstly we give general properties of a numerical semigrups.
Numerical semigroups of some curve classes at a Weierstrass points () are investi-
gated and checked whether these are Arf numerical semigroup or not. Moreover, we
compute the Feng-Rao (order bound) bound on the minimum distance of one point-
algebraic geometric codes, when the numerical semigroup at the point @) is an Arf
semigroup, via Bras-Amoros (2000,2005,2007), Campillo at all (2004). It has been
observed that one can construct algebraic geometric codes with better parameters.
We believe that Arf numerical semigroups may suggest new tecniques for the codes
with better parameters.

KEYWORDS: Arf semigroup, Feng-Rao (order bound), one-point codes.
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ONSOZ

Bu cahisma esas olarak iki boliimiinden olugsmaktadir. Ilk boliimde, niimerik
semigrup kavrami tanitilmig ve indirgenemez, simetrik, pseudo simetrik, akut, aralik-
la iiretilen semigruplar ile Arf ntimerik semigrubun ozellikleri ayrintili olarak ince-
lenmistir. Ayrica, cebirsel fonksiyonlar cismi ve cebirsel kodlarin genel yapisi ifade
edilmigtir.

Ikinci boliimde ise, cebirsel egrilerin niimerik semigruplarla iligkilendirilmesi
yapilmis, bazi cebirsel egrilere karsilik gelen niimerik semigrup tiirleri incelenmis,
bunlarin 6zellikle Arf olma 6zelligini saglayip saglamadigr aragtirilmistir. Ayrica, egri
iizerinde bir noktadaki semigrubun Arf olmasi halinde yazilan tek noktali cebirsel
geometrik kod i¢in Feng-Rao (order bound) s ile ilgili sonuglar ifade edilmistir.

Bu tez caligmasi boyunca bilgisini ve destegini esirgemeyen danigmanim Sayin
Yard. Dog. Dr. Nesrin TUTAS a (Akdeniz Universitesi Fen Fakiiltesi) , ¢ 2210 Son
Smif Lisans Ogrencileri I¢in Yurt I¢i Lisansiistii (Yiiksek Lisans/Doktora) Burs”
programi ile destek veren Tirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arasgtirma Kurumu’'na
(TUBiTAK), esime ve ayrica beni bugiinlere getirmek icin hi¢ bir seyini esirgemeyen
bu tezin gercek yaraticisi olan aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Sylvester 1884’te “ obeb(a,b) = 1 olacak sekilde verilen a, b pozitif tamsayilar i¢in
ni,ne > 0 olmak tlizere N = ny + ny bigiminde 6yle N tamsayisi vardir ki her
m > N igin m = nja + n9b biciminde yazilabilirler. 7 iddiasin1 ortaya atmig ve
bu problemi ¢ozmiistiir. Frobenius; Sylvester probleminin genellemesini yaparak
obeb(ay, as, ...,a,) = 1, n > 3 olacak sekilde verilen pozitif tamsayilar igin semi-
gruba ait olmayan en biiyiilk tamsayiy1 bulma problemini ifade etmig ve bu say1
i¢in formiil olup olmadigini ve bdyle gosterime sahip olmayan kag tane tamsayinin
olabilecegi problemini ortaya atmistir. Aslinda bu problemlerin ¢aligilmasindaki asil
kaynak cebirsel geometride ¢aligilan cebirsel egrilerdir.

Cahit Arf 1949’da tekil egri dallanmalarimin simiflandirilmasi problemini on-
larin kathlik dizisine bagh olarak ¢ozmiistiir. Arf niimerik semigrup kavrami bu
caligmalarda ortaya ¢ikan onemli kavramlardan birisidir. Cebirsel egriler iizerindeki
ilging niimerik semigruplardan bir digeri de Weierstrass niimerik semigruplaridir.
Egri tizerinde secilen bir noktanin kutup noktalari kiimesine karsilik gelen bu semi-
grup, sadece sonlu sayida nokta icin digerlerinden farklanabilir.

Son yillardaki ¢aligmalar ile ntimerik semigruplar, cebirsel egriler ve cebirsel
kodlara uygulamalariyla énemli yer edinmistir. Ozellikle, cebirsel egriler tizerinde
alinan Weierstrass noktalarina karsilik gelen niimerik semigruplar, daha iyi para-
metreli cebirsel kodlarin yazilmasina olanak saglamistir. Cebirsel geometrik kod-
lar1 genellegtirmenin bir yolu Feng-Rao tarafindan tanimlanmigtir. Bu genellestirme,
Arf semigrup kulllanildiginda 6nemli kolayliklar saglanmakta ve minimum uzaklik
iizerindeki sinirlar daha iyi geligtirilebilmektedir.

Bu tezde, niimerik ve Arf ntimerik semigruplarin genel 6zellikleri incelenmis,
egriler iizerindeki baz1 Arf niimerik semigruplar ile kodlar tizerindeki iyilestirilmis
sinirlar, yukarida sozi edilen ¢aligmalar 1s1ginda, yeniden iiretilmis ve bazi ¢rnekler
sunulmustur.



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Niimerik Semigruplar ve Genel Ozellikleri

Semigrup kavrami iyi bilinen cebirsel yapilardan birisidir ve agagidaki bicimde tanim-
lanabilir. Bu béliimde bahsedilen kavramlar hakkinda ayrintili bilgi i¢in (Arf 1949),
(Rosales, Garcia-Sanchez, Garcia-Garcia, Branco 2004), (Amoros 2007), (Rosales ve
Garcia-Sanchez 2009), (Lipman) kaynaklarina bakilabilir.

Tanim 2.1 S bir kume, +, S tzerinde bir ikili islem ve birlesme ézelligine sahip
ise S’ye semigrup denir. S semigrubunun + islemine gore birimi 0 € S ise S ye
monoid denir.

Bu tez boyunca N ile negatif olmayan tamsayilar kiimesini, Z ile de tamsayilar
kiimesini gosterecegiz. N'nin + iglemine gore bir monoid oldugu agiktir. S € N ve
0 € Sise S, N'nin alt monoidi olarak adlandirilir. Alt monoidlerin kesigiminin yine
bir alt monoid oldugu agiktir. {0} agikar monoid olarak adlandirilir. ) # A C S
igin A’y1 kapsayan S’nin tiim alt monoidlerinin kesigimi, S’nin A’y1 iceren en kiigiik
alt monoididir, < A > ile gosterilir ve A'nin tirettigi alt monoid olarak adlandirilir.
Burada, A tireteg sistemi ve

<A>:{)\1a1+...+)\nan|)\Z~€N,ai€A,i€N}

formundadir.

Tanim 2.2 S C N bir alt monoid olsun. N\ S sonlu ise S’ye nimerik semigrup
denir.

N semigrubuna 6zel olarak agikar niimerik semigrup denir.

Tanim 2.3 S bir numerik semigrup olsun. S’ye ait olmayan en buyuk tamsayiya
Frobenius sayist ve her n € N i¢cin x +n € S olacak sekilde en kiicik x tamsayisina
S'nin dnderi (conductor) denir, siraswyla F(S) ve c ile gosterilir. F'(S) =c—1 dir.
S’de olmayan elemanlarin kimesi G(S) olmak tizere, kiimenin eleman sayisina cins
denir. S nimerik semigrubunun cinsi g(S) ile gdsterilir, kisaca cins i¢in g gdosterimi
kullanilir. g = #(N\ S) dir.

Ornek 2.4 S = (3,4) = {0,3,4,6,—} dur. Burada — sembolii ¢ den sonraki
elemanlarn kimeye ait oldugunu gésterir. F(S) = 5 ve G(S) = {1,2,5} olmak
uzere g = 3 tur.

Tanim 2.5 (H,), semigruplar dizisi olsun. H; = N ve n > 1 i¢in
Hn - aan—l ) {m e N | m > anbn—l}

olacak sekilde (ay) ve (by) pozitif tamsayilarmn dizisi var ise (Hy), inductive semi-
grup dizist olarak adlandirilir. Inductive semigrup dizisinin elemans olan nimerik
semigruba inductive denir.



Gozlem 2.6 a, = 1 ise H, = H, 1 olduguna dikkat edelim. Boylece n > 2 i¢in
a, > 2 kabul edebiliriz ve buradan b, stper artan bir dizi olur. n > 2 i¢in H, 'nin
onderinin a,b,_1 = ¢, oldugu aciktar.

Bir S niimerik semigrubu i¢in p : N — S, i —— p(i) = p, ile belirlenen
doniisiim sayma doniigimii olarak adlandirilir ve bire-bir, orten olacak sekildeki tek
artan dontigumdiir.

niimerik semigrubu, p sayma dontigiimi ile belirlenen niimerik semigrup olarak ad-
landirilir. S’nin 6nderi ¢ = p,. ise g = c—r dir. p € S elemanlarina kutup ve n € N\ S
elemanlarina bosluk (gap) denir.

Niimerik semigruplarin birkag ¢zelligini agagidaki teoremle ifade edebiliriz.

Teorem 2.7 A bir kiime ve S bir niimerik semigrup olmak tizere,

(a) 0 # A C N igin; < A >’mn bir nimerik semigrup olmast i¢in gerekli ve yeterli
kosul obeb(A) =1 olmasidar.

(b) 0 # A C N agikar olmayan alt monoid ise A,N’nin bir nimerik semigrubuna

izomorftur.
(¢) S € N alt monoid ve S* := S\ {0} olmak iizere

S*+ 8" = {pi+p; | pip; €5}

tamemlayalim. S* \ (S* + S*), S'nin bir drete¢ sistemidir ve her trete¢ sistemsi
tarafindan kapsanar.

Ispat. (a) (=) < A > niimerik semigrup olsun. obeb(4) = d ise s € A icin d | s
dir. < A > ntimerik semigrup oldugundan tiimleyeni sonludur. < A >’da oyle x
elemani vardir ki d | z ve d | x+1 dir. Buradan d | obeb(z, x + 1) oldugu s6ylenebilir.
Sonug olarak d = 1 olmalidir.

(«<=:) obeb(A) = 1 olsun. < A > kiimesinin niimerik semigrup oldugunu gostermek
icin N \ < A >"nin sonlu oldugunu géstermek yeterlidir. obeb(A) = 1 oldugundan
a; € A(i=1,...,n)icin dyle 21, 29, ..., 2, € Z vardir ki zyaq + 2009+ ... + zpa, = 1
dir. z;’lerden negatif olanlar esitligin diger tarafina gecirilirse i1, 49, ..., 0%, j1, ..., Ji €
{1,2,...,n} olmak tizere z; a;, + ...+ 2, a;, = 1 — zj,aj, — ... — z;a;, olur. Burada
—Zzj,a5, —...—2;a; = s €< A > oldugu goriiliir. Ayrica, 2, a;, +. ..+ 2,0, €< A >
oldugundan z;, a;, +...+z,a;, = s+1 €< A > ve sonug olarak s(s+1) €< A > dur.
n>(s—1)s+(s—1)ise n €< A > oldugunu iddia edelim. g ve r pozitif tamsayilari
icin 0 < r < s olacak gekilde n = ¢gs + r olsun. n > (s — 1)s + (s — 1) oldugundan
g>s—1>rdi.n=gs+r+(rs)+((-r)s) =(qg—r)s+(s+1)r e< A > dir.
Cinkii (¢—7), 7€ Nve s,s+1 €< A > dir. Bu durumda (s — 1)s + (s — 1)’den
kiigitkk elemanlar N \ < A >nin elemanidir ve sonug olarak N\ < A > sonludur.

(b) d = obeb(A) olsun. S = (Z|m € A) C N, obeb(S) = 1 oldugundan (a) yardimiyla
S bir niimerik semigruptur. f : A — S, m —— % bir monoid izomorfizmidir, yani
bire-bir, 6rten ve f(a +b) = f(a)+ f(b) dir.

() p € S*igin p ¢ S*\ (S* + S*) ise dyle z,y € S* vardir ki p = z + y dir.
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x,y < pi¢in de bu iglemler tekrarlanarak devam ettirildiginde sonlu adim sonunda
oyle py,...,p, € S*\ (S* + 5*) bulunabilir ki p = p; + py + ... + p,, dir. Buradan
S*\ (S*+.S5*) nin tlireteg sistemi oldugu ispatlanmig olur. Tamimdan her tireteg sistemi
tarafindan kapsandigi aciktir. m

Ornek 2.8 (1) A = {3,4,11} olsun. obeb(A) = 1 oldugundan Teorem 2.7 (a)’dan
< A > bir numerik semigruptur.

(2) A=<6,14,22 >= {6,12, 14,18, 20, 22,24, 26, —} olsun. obeb(A) = 2 oldugun-
dan A nimerik semigrup olmadige halde, A Teorem 2.7 yardimayla N 'nin bir nimerik
semigrubuna izomorftur. Bu nimerik semigrup S = {3,6,7,9, —} dur.

Tanim 2.9 S bir nimerik semigrup ve 0 #n € S olsun. S’de n'nin Apéry kimesi
Ap(S,n) = {p e S| p—n ¢ 8} = {0 = w(0),w(1), .., win — 1)}

ile tansmlanwr. Burada her i € {0,1,...,n— 1} i¢in w(i) =i (mod n) olacak sekilde

S'nin en kiigik elemant w(i) dir.

Gozlem 2.10 #Ap(S,n) =n dir.

Ornek 2.11 (1) S=(3,7,11) ={0,3,6,7,9, —} nimerik semigrubu i¢in
Ap(S,10) = {0,11,12, 3,14, 15,6,7, 18,9}

ve #Ap(S,10) = 10 dur.
(2) S =<5,7,9>={0,5,7,9,10,12, 14, —} olsun. N\ S = {1,2,3,4,6,8,11,13}
oldugundan dolay: S’nin cinsi g = 8, Frobenius sayist F(S) =13, ¢ = 14 ve

Ap(S,5) = {0,16,7,18,9}

dur.

Onerme 2.12 S bir nimerik semigrup olsun. Her p € S i¢in p = kn + w olacak
sekilde tek tirli belirli (k,w) € NxAp(S,n) vardar.

Ispat. Varlik gormek kolaydir. Biz burada tekligi gosterelim. p = kin+w; = kon+ws
seklinde yazildigim varsayalim. (ks — kq)n=ws — wy olur. Buradan n | we — wy ve
w; = wy (mod n) dir. Burada w(i)’ler ¢ kalanini veren S’nin en kii¢iik elemanlar
oldugundan wy = wy ve ky = ki dir. m

Ornek 2.13 S = (4,7) ={0,4,7,8,11,12,14, 15,16, 18, —} nimerik semigrubu
icin Ap(S,8) ={0,25,18,11,4,21,14,7} = {0 = w(0),w(1),...,w(7)} dir. py = 33
ve py = 44 elemanlarini alalim. p; = 33 i¢in (1,25) € NxAp(S,8) ve p, = 44 i¢in
(5,4) € NxAp(S,8) dir.

Lemma 2.14 S bir nimerik semigrup ve n € S olsun. z,y € S ve x+y € Ap(S,n)
ise {z,y} C Ap(S,n) dir.



Ispat. z,y € Sve x+y € Ap(S,n) ise z+y—n ¢ S dir. Bu durumda, ya y—n ¢ S
yva da x —n ¢ S dir. Dolayisiyla {z,y} C Ap(S,n) dir. =

Tanim 2.15 Bir numerik semigrubun urete¢ sisteminin hi¢ bir 6zalt kimes: tiretec
degilse o trete¢ sistemine minimal urete¢ sistemi denir.

Teorem 2.16  Her nimertk semigrup tek turli belirle minimal urete¢ sistemine
sahiptir ve bu sistem sonludur.

Ispat. S bir niimerik semigrup olsun. Teorem 2.7 (c)’den S* \ (5% +.8%) bir minimal
tireteg sistemidir. K := Ap(S,n) U {n} kiimesini ele alalim. Onerme 2.12’den S =<
K > olur. K, S igin bir iireteg sistemidir ve S* \ (S* + S*) C K dir. K sonlu

oldugundan S*\ (S* + S*) de sonludur. m

Tamim 2.17 S bir nimerik semigrup ve {n; < ng < ... < n,}, S’nin minimal
trete¢ sistemi olsun. ny’e, S’nin kathlign (multiplicity), minimal drete¢ sisteminin
kardinalitesi olan p saysina S 'nin gomilis boyutu (embedding dimension) denir ve
siraswyla m(S), e(S) ile gosterilir.

Onerme 2.18 S bir nimerik semaigrup olsun. Bu durumda
(a) m(S) = min (5\ {0})

(b) e(S) < m(S)

dir.

ispat. S’de en kiigiik pozitif tamsayinin S'nin katliligi oldugu aciktir. Diger durumu
ele alalim. Teorem 2.16'nmn ispatindan yararlanarak {m(S)} U Ap(S,m(5)) \ {0},
m(S) elemanlh bir {ireteg sistemidir ve minimal iireteg sisteminin eleman sayisi olan
e(S)’den daha biiyiik veya esittir. m

Ozel olarak e(S) = m(S) ise niimerik semigrup maksimal gomiiliis boyutuna
(maximal embedding dimension) sahiptir denir.

e(S) = 1 olmasi igin gerekli ve yeterli kogul S = N dir. § = {0,n,—}, n
katliligina sahip bir niimerik semigruptur.

Onerme 2.19 S bir nimerik semigrup ve 0 # n € S olsun. O zaman
(a) F(S) = (maks Ap(S,n)) —n

(b) 9= % <Zw€Ap(S,n) UJ) - nT_l
dor.

Ispat. (a) Apéry kiimesinin tammindan (maks Ap(S,n)) —n ¢ S oldugu aciktur.
Eger z > (maks Ap(S,n)) —n ise x +n > maks Ap(S,n) dir. w =  +n (mod n)
olacak sekilde w € Ap(S,n) olsun. w < x 4+ n oldugundan uygun k pozitif tamsayisi
icin # = w + kn olmasim gerektirir. Sonug olarak w € Ap(S,n) C S oldugundan
r—n=w+ (k—1)n € S dir. O halde S’ye ait olmayacak gekilde en biiyiik se¢im
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F(S) = (maksAp(S,n)) —n dir.

(b) Her w € Ap(S,n) igin i € {0,...,n — 1} olmak iizere w = i (mod n) ise
w = k;n + 1 olacak sekilde negatif olmayan k; tamsayilar1 vardir. Tanim 2.9 daki
notasyonlar1 kullanarak

Ap(S,n) ={0,w(l) = kin+ L,w(2) =kn+2,...,wn—1)=k,_in+ (n—1)}

dir. w(i) = x (mod n) olmak iizere, z € S dir ancak ve ancak w(i) < z dir.

w(l) € Siken w(l) —n ¢ S, w(l) —2n ¢ S,..., w(l) — kyn ¢ S oldugundan w(1)
i¢in ky tane bogluk vardir. Benzer sekilde w(n — 1) € S iken w(n — 1) —n ¢ 5,
wn—1)—2n¢ S,..., win —1) — k,_1n ¢ S oldugu goriilir. O halde w(n — 1) i¢in
k,_1 tane bosluk vardir. Buradan

g = k1+...+kn,1

= %((lﬁn—i—l)—i-...—i-kn1n+(n—1))—

weAp(S,n)

SRS

elde edilir. m

Ornek 2.20 (1) S = (4,5,7) = {0,4,5,7, —} niimerik semigrubu icin F(S) = 6

ve G(S) ={1,2,3,6} oldugundan g = 4 oldugu agiktir. Diger taraftan n = 11 ig¢in
Ap(S,11) = {0,12,13, 14,4, 5,17,7,8,9, 10}

dir. Onerme 2.19°dan F(S) = 17— 11 = 6 ve g = £.99 — L= = 4 oldugu elde
edilmis olur.

(2) b > a ve obeb(a,b) =1 olmak tzere S, {a,b) minimal irete¢ sistemi ile tretilen
numerik semigrup olsun.

S ={0,a,b,a+b,2a,2b,2a + b,2b + a,2(a + b), ...}

dur ve
Ap(S,a) ={0,b,2b,...,(a — 1)b}

dir. O halde Onerme 2.19 yardimayla
F({a,b)) = maks Ap(S,a) —a=(a—1)b—a=ab—a—10

ve

1 a—1 1 (fala—1) a—1 ab—a—-b+1
() ) e

2 2 2
weAp(S,a)

F(S)+1
2

dir. Buradan g = oldugu elde edilir.
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S bir niimerik semigrup ise p € S iken F(S) — p ¢ S olabilir. Buradan S bir

niimerik semigrup ise g > w oldugu goriiliir.

Tamim 2.21 S bir nimerik semigrup olsun. x ¢ S ve her p € S\ {0} icinz+p € S
1se x’e Pseudo-Frobenius sayisy denir. S'nin Pseudo-Frobenius sayilarinin kimesi
PF(S) ve kiimenin eleman sayisy # PF(S) = t(S) ile gosterilir ve S nin tipi olarak
adlandurilur.

Ornek 2.22 (1) S = (5,6,8) = {0,5,6,8,10,11, —} nimerik semigrubu olsun.
PF(S) tanvmindan 3 ¢ S i¢in 3+ 6 ¢ S oldugundan 3 ¢ PF(S) dir. 4 ¢ S igin
445 ¢ S oldugundan 4 ¢ PF(S) dir. PF(S) ={7,9} oldugu elde edilir.

(2) S =(4,5,7) ={0,4,5,7, —} nimerik semigrubu i¢in PF(S) = {3,6} dur.

(3) S = (3,8) = {0,3,6,8,9,11,12,14, —} nimerik semigrubu i¢in PF(S) nin
eleman sadece F'(S) dir.

Tamsayilar kiimesi tizerinde b — a € S oldugu durumda a <g b bagintisin
tanimlayalim. Bu baginti bir siralama bagintisidir. Burada, Z\ S 'nin <g siralamasina
gore maksimal elemanlariyla Pseudo-Frobenius sayilari elde edilir.

Onerme 2.23 S bir nimerik semigrup ve 0 #£n € S olsun. Bu durumda
PF(S)={w—n|we maks<,Ap(S,n)}

olur.

Ispat. 0 £ n e Svex € PF(S)olsun. z ¢ S ve z+n € S dir, yani, z+n € Ap(S, n)
dir. x +n <g w olacak sekilde uygun w € Ap(S,n) alalim. Boylece w — (x +n) =
(w—n)—x € S dir. Bunun anlami bazi p € Sigmhw—n=xz+pdir. w—n ¢ S ve
x € PF(S) oldugundan bu p'nun sifir olmasi gerektigini sdyler ve béylece w = z+n
dir.

w € maks< ,Ap(S,n) alalm. w —n ¢ Sdirve 0 #pe Sicmhw—n+p ¢ S
ise w4 p € Ap(S,n) olur. Bu w'nin maksimal olmast ile geligir. m

Ornek 2.24 S = (5,6,8) ={0,5,6,8,10, —} nimerik semigrubunu alalim. Ap(S,6) =
{0,13,8,15,10,5} dir. <g swralamasina gore 13—8 € S’den 8 <g 13, 13—5 € S’den
5 <g13,15—5 € S’den 5 <g 15ve son olarak 15—10 € S’den 10 <g 15 dir. 13—10 ¢
S wve 15 — 13 ¢ S oldugundan karsilastirilamazlar. Buradan maks<,Ap(S,6) =
{13,15} dir ve buna gire Onerme 2.23’den PF(S) = {13 — 6,15 — 6} = {7,9} dur.

) Ap(S,n)’nin elemanlarinda 0 elemani hig bir zaman maksimal olamayacag igin
Onerme 2.23’den yararlanarak niimerik semigrubun tipi i¢in bir iist sinir elde edilir.

Sonug 2.25 S bir nimerik semigrup ise t(S) < m(S) — 1 dir.
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Ispat. t(S)'nin tanmndan aciktir. m

Ozel olarak S = (m,m +1,...,m+ (m — 1)) ise PF(S) = {1,2,...,m — 1}
dir.

Onerme 2.26 S bir nimerik semaigrup olsun. Bu durumda,

(a) maks<,(Z\ S) dir.

(b) x € Z\ S olmasu igin gerek ve yeter kosul uygun f € PF(S) i¢in f —x € S
olmasidar.

Ispat. (a) PF(S), Z\ Snin <g ye gore maksimal elemanlari ile elde edilebildiginden
ispat aciktir.

(b) : = )ax ¢ Sven € S\ {0} ise x = w — kn olacak sekilde w € Ap(S,n) ve
k e N\ {0} vardir. PF(S) = maks<,Ap(S,n) = {wj,,...,w;,} ise i € {1,...,t}
igin w;, —w € S olsun. f = wj, —n tanimlarsak Onerme 2.23’den f € PF(S) olur.
Bu durumda, f — 2z =w;, —n — (w — kn) = (wj, —w) + (k — 1)n € S dur.
(<=:)f—xeSvef¢Soldugundan x € Z\ S dir. m

Onerme 2.27 S bir nimerik semaigrup olsun.
N(S)={peS|p<F(S)}
kiimesi tamamayla S ile belirlenir. #N(S) = n(S) ise g+ n(S) = F(S) + 1 dir.

Ispat. N(S) ve G(S) tanmmndan aciktir. m

Onerme 2.26 (b)’den = ¢ S ise  <g f olacak sekilde f € PF(S) oldugu
biliniyor.
f:=min {f € PF(S)| f—z€ S}
tanimlayalim.
U :G(S) — PF(S)xN(S)
U(x) = (fz, fo — z) ile tamimlanan doniigiim igine doniigimdir ve g < t(S)n(S)
SINITINI Verir.

2.1.1. indirgenemez niimerik semigrup

Tanim 2.28 Bir numerik semigrup, onu iceren niumerik semigruplarn kesisimi
olarak ifade edilemiyor ise indirgenemez numerik semigrup olarak adlandirilir.

indirgenemez niimerik semigruplarin, belirlenmis bir say1 i¢in o sayiy1 Frobe-
nius sayisi kabul eden niimerik semigruplarin kiimesinde maksimal oldugu gosteri-
lecektir. Oncelikle bir niimerik semigruba Frobenius sayisin ekledigimizde yine bir
niimerik semigrup oldugunu gosterelim.

Lemma 2.29 S # N nimerik semigrubu olsun. O zaman S U {F(S)} yine bir
numertk semigruptur.



Ispat. N\ S sonlu oldugundan N\ (SU{F(S)}) sonludur. a,b € SU{F(S)} alalm.
Bunlardan herhangi biri F(S) ise a +b > F(S) ve a+b € SU{F(S)} olur. a ve b,
S’nin elemani ise a +b € S C SU{F(S5)} olur. Ayrica 0 € SU{F(S)} oldugu i¢in
S U{F(S)} nin niimerik semigrup oldugu elde edilir. m

Ornek 2.30 Ornek 2.22 (3)’te verilen S niimerik semigrubu icin F(S) = 13 oldu-
gundan Lemma 2.29 yardimuyla S U {13} = {0,3,6,8,9,11, —} bir nimerik semi-
gruptur.

Teorem 2.31 S bir numerik semigrup olmak tzere asagidaki kosullar denktir:

(a) S indirgenemezdir.

(b) S, F(S) Frobenius sayisina sahip tim nimerik semigruplarin kimesinde mak-
simaldir.

(¢) S, F(S) Frobenius sayisini icermeyen tim nimerik semigruplarin kiimesinde
maksimaldir.

Ispat. (¢ = b) : T bir niimerik semigrup, 6yle ki S C T ve F(T) = F(S) olsun.
Bu durumda S = (SU{F(S)}) N T dir. S indirgenemez oldugundan S = T elde
edilir.

(b => ¢) : T bir ntimerik semigrup, 6yle ki S C T ve F'(S) ¢ T olsun. Bu durumda,
TU{F(S)+1,F(S)+ 2, —} kiimesi F'(S) Frobenius sayisina sahip ve S’yi iceren
bir niimerik semigruptur. S =T U{F(S)+ 1, F(S) +2,—} ve S =T olur.

(¢ =>a): Sy ve Sy, S’yi igeren iki niimerik semigrup olsun. Hipotezden F(S) € S;
ve F(S) € Sy olur. Boylece S # 51N S, dir. m

Sonug olarak, bir niimerik semigrup indirgenebilir ise S C T ve F(T) = F(5)
olacak gekilde indirgenemez 7' niimerik semigrubu vardir. Asagidaki ifade bu in-
dirgenemez ntimerik semigrubun yapisini verir.

Lemma 2.32 S bir nimerik semigrup ve
h=maks {x € Z\ S| F(S)—x ¢ S vex # F(S)/2}

olsun. Bu durumda S U{h}, Frobenius saysi F'(S) olan bir nimerik semigruptur.

Ispat. S’nin niimerik semigrup olmasimdan yararlanarak N\ (S U{A})nm sonlu ve
0 € SU{h} oldugu aciktir.

H={zxe€Z\S|F(S)—x¢ Svex#F(S5)/2}

ve x € H ise F(S) —x € H olur. Buradan h > F(S)/2 elde edilir. p € S* igin
h+ p ¢ S ise h’nin maksimal olmasindan dolay1 F'(S) — (h + p) =t € S ve boylece
F(S)—h=t+ p € S olur. Bu ise tammla celisir.

2h ¢ S ise tekrar A'nin maksimal olmasini kullanarak F'(S) —2h =t € S elde
edilir. Benzer gekilde h+t € S olur. Ayrica h+t = F(S) —h ¢ S elde edilir. Bu ise
celigkidir. m



Ornek 2.33 S = (3,10,11) = {0,3,6,9,—} semigrubu olsun. Lemma 2.29°dan
F(S) = 8 igin S U {8} ’in nimerik semigrup oldugunu biliyoruz. S U {7} nin de
nimerik semigrup oldugunu iddia edelim. Lemma 2.32°den 4 ¢ S i¢in 4 = F(S)/2
oldugundan Lemma 2.32’in ispatindaki H kiimesine dahil olamaz. Ote yandan 1 ¢S
icin 8 —1 ¢ Swve7 ¢S icin8—7¢ S dir. Maksimal eleman h = 7 oldugundan
S U{T} bir nimerik semigruptur.

2.1.2. Simetrik niimerik semigrup

Tanim 2.34 S bir indirgenemez nimerik semigrup olmak tzere F(S) tek ise S’ye
simetrik nimerik semigrup denir, kisaca S simetriktir diyecegiz.

Onerme 2.35 S bir nimerik semigrup olsun.
(a) S’nin simetrik olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul F(S) pozitif tek tamsayr ve
x€Z\S, F(S)—z €S olmasidur.

(b) S’nin simetrik olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul g =

(¢) e(S) = 2 olan her niimerik semigrup simetriktir ve t(S) =1 dir.

(d) S bir nimerik semigrup ve x, N\ S’de olan tek pozitif tamsay: olsun. O zaman
S C S ve F(S) = x olacak sekilde S simetrik niimerik semigrubu vardar.

(e

) S bir nimerik semigrup ve x, S’de olmayan ¢ift pozitif tamsayr olmak tzere
asagrdaki kosullar denktir:

(1) S C S wvex ¢S olacak sekilde bir S simetrik semigrubu vardr.

F(S)+1
(2)+ olmasaidar.

(2) z+y & (S,y) olacak sekilde y tek pozitif tamsayisi vardar.
(f) S bir nimerik semigrup ve 0 # n € S olsun. Ap(S,n) ={ag < a1 < ... < a1}
olmak tzere, S simetriktir ancak ve ancak heri € {0,1,...,n—1} i¢in a;+a,_1_; =
Q1 dir.

Ispat. (a)(: = ) F(S)—x ¢ S olacak sekilde z € Z\ S var oldugunu kabul edelim.
Indirgenemez olmasindan dolayr Lemma 2.32’den, dyle h tamsayist vardir. Boylece
S U {h}, F(S) Frobenius sayisina sahip bir niimerik semigruptur. Bu ifade, S in-
dirgenemez oldugundan S’nin F'(S) Frobenius sayisina sahip niimerik semigruplar
kiimesinde maksimal olmasiyla celigir.
( <= :) S'nin indirgenemez oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin, S’nin F(.S)’yi
icermeyen niimerik semigruplarin kiimesinde maksimal oldugunu gostermeliyiz. T
niimerik semigrubu, S C T ve F(S) ¢ T olacak sekilde bir niimerik semigrup ol-
sun. z € (T'\ S) C (Z\ S) elemam goze alindiginda hipotezden F'(S) —z € S ve
F(S)—x € T olur. Fakat bu F'(S) =+ (F(S) —z) € T olmasi gosterir. Boylece,
S, F(S)’yi igermeyen niimerik semigruplarin kiimesinde maksimaldir.
(b) g tane bosluk, {z1,xs,...,z,} seklinde olsun. z; ¢ S icin simetrik niimerik
semigrup tanimindan hareket edersek F(S) — x; € S olur. Benzer sekilde S'nin
Tg, X3, ..., T, elemanlar icin F(S) — xq, F(S) —x3,...,F(S) —z, € S olur. Burada,
n(S) = g oldugundan Onerme 2.27’den yararlanarak g = % elde edilir.

F(S)+1

(¢) Ornek 2.20 (2)’den S niimerik semigrubu i¢in g = —5— oldugundan, S niimerik
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semigrubu simetriktir. Ayrica maks<,Ap(S,a) = {(a — 1)b} = F(S) + a du.
PE(S)={F(S)+a—a} ={F(S)} ={ab—a—1b}

oldugundan ¢(5) = 1 dir.

(d) S"=SU{x+1,z+2,...} olsun. S’ bir niimerik semigrup ve F'(S") = z oldugu
aciktir. S, Frobenius sayis1 # olan niimerik semigruplarm kiimesinde maksimal ol-
sun. O halde S indirgenemez ve F(S) = z tek oldugundan S niimerik semigrubu,
S C S olacak sekilde simetrik niimerik semigruptur.

(e) (1 = 2) y = F(S) — x olsun. z ¢ift ve F(S) tek oldugundan y tektir. Daha
fazlasi z ¢ S ve S simetrik oldugundan y = F(S) — x € S dir. Buradan (S,y) C S
vex +y = F(S) ¢ (S,y) olur.
2=195=6yyu{r+y+1Lr+y+2...}olsun S =+ y tek Frobenius
sayist ile bir niimerik semigruptur ve (d) yardimiyla S’ C S ve F(S) = x + y olacak
sekilde S simetrik niimerik semigrubu vardir. O halde, S € S ve z ¢ S dir. Aksi
halde y € S oldugundan F(S) = 2 +y € S elde edilir. Bu ise imkansizdr.

(f) Asagidaki ifade S niimerik semigrubu simetrik degilse S C T', F(T') tek olacak
sekilde oyle T simetrik niimerik semigrubunun varligini soyler.

(: =) S’de n’nin Apéry kiimesini dikkate alalim. Onerme 2.19’dan F(S) = a,_1—n
dir. a; — n ¢ S ve S simetrik oldugundan, F(S) — (a; — n) = ap-1 —a; € S
dir. Lemma 2.14’den a,_1 = a; + a; olacak sekilde 7 € {0,1,...,n — 1} vardwr ve
{ai,a;} € Ap(S,n) dir. Ayrica ap < a; < ... < Gp—1 oldugundan j =n—1—1
olmalidur.

( <= : ) Hipotez yardmmyla {a, 1} = maks<,Ap(S,n) dir. Onerme 2.23’den
PF(S) = {F(S)} ve Onerme 2.26'den {F(S)} = maksimal< (Z \ S) olur. Ozel
olarak x € Z \ S ise F'(S) —x € § dir. Bunlara ek olarak F(S)/2 bir tamsay1 ise
F(S)/2 € Z\ S dir. Bu, F(S) — F(S)/2 = F(S)/2 € S olmasin gerektirir ve geligki
elde edilir. F'(S) tek tamsay1 ve (a) saglandigindan S simetriktir. m

Ornek 2.36 (1) S = (6,9,11) olsun. z = 13 ¢ S tek tamsayse igin F(S') = 13
olacak sekilde S" = S U {14, 15, —} nimerik semigrubunu alalim.
Ap(S’,9) = {0,19,11,12,22,14,6,16,17}
= {0<6<11<12<14<16<17<19 <22}
ve Onerme 2.35 (f) yardimwyla en azindan © = 1 ig¢in ay + a7 = 25 # 22 = ag
oldugundan S" simetrik degildir. Fakat S = {0,5,6,9,10,11,12,14, —} nimerik
semigrubu i¢in
Ap(S,9) = {0,10,11,12,22,5,6,16,17}
{0<5<6<10<11<12<16<17 <22}
ve Onerme 2.35 (f) yardimayla S' C S, F(S) = 13 olacak sekilde simetrik niimerik
semigruptur.
(2) S = (5,12,19) = {0,5,10,12,15,17,19, 20,22, 24,25, 27,29, 30,31, 32,34, —}
nimerik semigrubu olsun.
Ap(S,5) = {0,31,12,36,19}
= {0<12<19<31<36}
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ve Onerme 2.35 (f) yardimuyla S’nin simetrik nimerik semigrup olup olmadig
gorilebilir. 8 ¢ S ¢ift tamsayisy ve 5 tek tamsayist icin 8 + 5 ¢ (S,5) oldugundan
Onerme 2.35 (¢)’den S C S ve 8 ¢ S olacak sekilde S simetrik niimerik semi-

grubunun varlbgr agiktur.

Sonug 2.37 S bir nimerik semigrup olsun.
(a) Asagidaki kosullar denktir:

(1)S simetriktir.
(2) PE(S) ={F(5)}
(3) t(S) =1 dir.
(b) 0 #n € S olsun. S’nin simetrik olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul

maks< Ap(S,n) = {F(S) + n}

olmasaidar.

Ispat. (a) (1 <= 2) Onerme 2.35 (f)'nin ispatindan, (2 <= 3) tammdan hareketle
agiktir.

(b) (:==) S simetrik ise (a)'dan PF(S) = {F(S)} dir ve boylece maks<,Ap(S,n) =
{F(S) +n} dir.

(<=:) maks< ,Ap(S,n) = {F(S)+n}ise PF(S) = {(F(S)+n)—n} = {F(S5)} dir.
Boylece (a)’dan S simetriktir. m

Ornek 2.38 S = (6,9,11) simetrik nimerik semigrubu i¢in F(S) = 25 ve Sonug
2.37 (b)’den maks< Ap(S,9) = F(S) + 9 = 34 diir. Diger taraftan,

Ap(S,9) = {0,6,11,12,17,22, 23,28, 34}
dir ve maks<, Ap(S,9) = 34 diir.

Lemma 2.39 (a) S, m(S) > 3 ile bir simetrik nimerik semigrup olsun. O zaman
e(S) <m(S)—1

dir.
(b) m ve q, m > 2q + 3 olacak sekilde pozitif tamsayilar ve S, (N, +) nin

{m,m+1,gm+2q+2,...,qn+ (m —1)}

ile tiretilen alt monoidi olsun. S, katliligr m ve gomiilis boyutu e = m — 2q olan bir
simetrik nimerik semigruptur. Ayrica F(S) = 2gm + 2q + 1 dir.
(¢) m ve q, m > 2q + 4 olacak sekilde negatif olmayan tamsaylar ve S, (N, +) nn

{m,m+1,(g+1)m+q+2,....(¢g+)m+m—q—2}

ile tretilen alt monoidi olsun. S, m kathlk ve e = m —2q — 1 gomiiliis boyutu ile bir
simetrik nimerik semigruptur. Ayrica F(S) = 2(q+ 1)m — 1 dir.

(d) mvee, 2 <e<m-—1 olacak sekilde tamsaylar olsun. Kathlik m(S) = m wve
gomfiiliis boyutu e(S) = e olacak sekilde bir simetrik nimerik semigrup vardar.
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Ispat. (a) Ap(S,m(S)) = {0 =ap < a1 < ... < @p(s)_1} olsun. Onerme 2.35 (f)
yardimiyla her ¢ € {0,1,...,m(S) — 1} i¢in apy(s)—1 = @; + Gy (5)-1—; olur. m(S) >3
ise am(5)—1 toplam seklinde yazilabilecegi icin minimal iirete¢in elemam olamaz. O
halde i = 1 segebiliriz. Ap(S,m(S))nin minimal {irete¢ olmayan sifirdan farkl en
az bir eleman: oldugundan e(S) < m(S) — 1 dir.

(b) (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

(¢) (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

(d) e =21ise S = (m, m+1), m kathlik ve e gomiiliis boyutu ile bir simetrik niimerik
semigruptur. Boylece e > 3 kabul edebiliriz. Iki durumda inceleyelim:

m — e ¢ift ise m — e = 2q olacak sekilde ¢ € N\ {0} vardir. Daha fazlasi e > 3,
m > m — e+ 3 olmasii saglar ve sonug olarak m > 2¢ + 3 dir. Lemma 2.39 (b)’den
m kathilik ve e = m — 2¢g gomiiliig boyutu ile bir simetrik niimerik semigrubun varlig
aciktir.

m — e tek ise m — e = 2g+ 1 olacak sekilde ¢ € Nvardir.e >3, m >m—e+3
olmasini saglar ve sonug olarak m > 2¢g + 4 diir. Lemma 2.39 (c)’den m kathlik ve
e =m — 2q — 1 gomiiliig boyutu ile bir simetrik niimerik semigrubun varhigi aciktir.
]

Ornek 2.40 (1) m = 5 ve ¢ = 1 i¢in S = (5,6,7) alt monoidi olsun. O zaman
Lemma 2.39 (b) yardvmyla S, m = 5 kathlik ve e = 3 gomailiis boyutuna sahip bir
simetrik nimerik semigruptur. Ayrica F(S) = 13 tir.

(2) m = 10 ve ¢ = 3 i¢in S, {10,11,45} ile dretilen alt monoid olsun. O zaman
Lemma 2.539 (c)’den S, m = 10 kathlik ve e = 3 gomailiis boyutuna sahip bir simetrik
nimerik semigruptur. Ayrica F(S) =179 dur.

Onerme 2.35 (b)’nin bir sonucu olarak indirgenemez niimerik semigruplar F(.S)
Frobenius sayisina sahip, en az olasi cinse sahip ntimerik semigruplardir. Ayrica,
S’nin maksimal gomiiliis boyutuna sahip bir simetrik niimerik semigrup olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul m(S) = 2 olmasidir. Ciinkii Lemma 2.39 (a) yardimiyla geriye
kalan niimerik semigruplar i¢in maksimal gomiiliis boyutu olamaz.

2.1.3. Pseudo-simetrik niimerik semigrup

Tanim 2.41 S bir indirgenemez nimerik semigrup olmak tizere F(S) ¢ift ise S ’ye
pseudo-simetrik nimerik semigrup denir, kisaca S pseudo-simetriktir diyecegiz.

Onerme 2.42 (a) S ’nin pseudo-simetrik olmasu i¢in gerek ve yeter kosul F(S) ¢ift
vex € Z\ S igin, ya F(S) —x € S yada x = F(S)/2 olmasidur.
(b) S pseudo-simetriktir ancak ve ancak g = w dir.

(¢) S pseudo-simetrik nimerik semigrup ve n € S olsun. £S5 4 p e Ap(S,n) dur,

2

diger bir deyisle @ € PF(S) dir.

(d) S, ¢ift Frobenius sayist ile verilen bir nimerik semigrup ve n € S\ {0} olsun.
S'nin pseudo-simetrik olmast i¢in gerek ve yeter kosul

Ap(S,n):{a0<a1<...<an_2:F(S)+n}U{@+n}
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ve heri € {0,1,...,n— 2} i¢in a; + ap_o9_; = Gn_o olmasidar.

Ispat. (a) Onerme 2.35 (a)nm ispatma benzer sekilde gosterilir.
(b) x # @ olacak gekilde her z € Z \ S igin F(S)"—x € Svexr= @ ezZ\S
icin FI(S) —z ¢ S oldugundan n(S) = g — 1 dir. Onerme 2.27'den yararlanarak
F(S) +1=9g+(9—1) olur B('jylece g = F(S)+2 dir.
(c) 29 ¢ S oldugundan Z8) 4n e § oldugunu ispatlamaliyiz. Tersini iddia edelim.
(a) yardlmlyla F(S) — (F(QS) +n) = F(S) —n € S dir. Bu ( ) — F(S) —n+nes
olmasini saglar. Fakat bu imkansizdir. )
(d) : =) (c) yardimiyla @ +n € Ap(S,n) dir. Onerme 2.19’dan

F(S

% +n < maks<,Ap(S,n) = F(S)+n
dir. w € Ap(S,n)\{@%—n} isew—n¢&Svew—n# S) dir. Onerme 2.35
(a)’dan F(S) — (w —n) € S ve boylece mak3<s Ap(S,n) —w=F(S)+n—weS
dir. Daha fazlasi, maks< Ap(S,n) —w + £B) ) 4 n dir. Aksi halde w = % olur.
Ispatn geri kalan1 Onerme 2.35 (f)’nin 1spat1ndan hareketle gosterilebilir.
(—=:)z # @ ve © ¢ S olacak sgekilde bir x tamsayisi olsun. F'(S) —x € S
oldugunu gosterelim. w = x (mod n) olacak sekilde w € Ap(S,n) alalim. Uygun

k € N\ {0} i¢in z = w — kn olur. Bunu iki durumda inceleyebiliriz:

F(S) +n ise FI(S)—x=F(5)— (w%—n—kn) = (@ + (k—1)n) olur.
Ek olarak x 7& ise bu k # 1 olmasina neden olur. Boylece k > 2 ve F(S)—z € S
dir. Aksi halde, an_g w € S oldugundan

FS)—xz=FS)+n—w+(k—1n=ap,2—w+(k—1)neSs
dir. m
Ornek 2.43 (1) S = (3,7,11) = {0,3,6,7,9, —} olsun. F(S) = 8 ¢ift ve 2 ¢ S
igin8—2¢€S5,4¢ S z’gm4:§: £5) ,5¢ S i¢in8 —5 € S oldugundan Onerme
2.42 (a)’dan S pseudo-simetrik numemk semagruptur.

(2) S=(6,7,11) = {0,6,7,11,12,13,14,17, —} nimerik semigrubunun Frobenius
saysy F(S) = 16 dur. Fakat

Ap(S,11) = {0,12,13,14,26,27,6,7,19,20,21}

F(S
{O<6<7<12<13<14<20<21<26<27}U{%+11}

kimesinde en az biri € {1,...,9} i¢in ag # a; + ag_; oldugundan Onerme 2.42 (d)
yardimayla S pseudo-simetrik degildir.

Onerme 2.44 S bir nimerik semigrup ve 0 # n € S olsun. S pseudo-simetriktir
ancak ve ancak
F(S5)

maks< Ap(S,n) = {T +n, F(S)+n}
dur.
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Ispat. Onerme 2.42 (d)’den, her i € {0,1,...,n — 2} i¢in a; + apo_i = Ap_s

oldugundan a; <g a,_o dir. Fakat @ + n, diger elemanlar ile kargilagtirilamadig:

icin maks< Ap(S,n) = {F(S) + n, @ +n} dir. =

Gozlem 2.45 PF(S) tanwmu yardimwyla yukardaki dnermenin sonucu olarak S
numerik semigrubu icin asagidaki kosullar denktir:

(1) S pseudo-simetriktir.

(2) PF(S) ={F(S), %}

Ek olarak t(S) = 2 ise PF(S) = {F(S), 22} saglamayabilir.

2

Lemma 2.46 S = {p,, py, - ..} bir pseudo-simetrik niimerik semigrup, S 'nin énderi
c olsun. p; + (¢ — 1)/2 den farkl herhangi bir a € Ap(S,p,) i¢in py +c—1—a €
Ap(S,p,) dir.

Ispat. Oncelikle p, + ¢ — 1 —a € S oldugunu gosterelim. a € Ap(S, p,) oldugundan
a— p; ¢ S dir ve hipotez yardimiyla (¢ — 1)/2 den farkhdir. S pseudo-simetrik
oldugundan p, +c—1—a=c—1— (a—p;) € S olur.

Simdi, p; +¢—1—a— py =c—1—a ¢ S oldugunu iddia edelim. Aksi halde
¢ —1 € S olmahdir. Bu imkansiz oldugundan, p; +¢—1—a € Ap(S, p;) olmahdir.
|

Lemma 2.47 (a) S, m(S) > 4 ile bir pseudo-simetrik nimerik semigrup olsun.
e(S) <m(S)—1 dir.
(b) S nidmerik semigrubu i¢in asaqidaki kosullar denktir:

(1) S, e(S) = m(S) = 3 ile bir pseudo-simetrik niimerik semigruptur.

(2) x, 8 ile bolinemeyen bir tamsay: olmak tzere S = (3, x + 3,2x + 3) dir.
(¢) m > 4 olacak sekilde m pozitif tamsayse olsun. F(S) ¢ift ve m(S) =m, e(S) =3
olacak sekilde bir S pseudo-simetrik numerik semigrubu vardir.
(d) m ve q, m > 2q+ 5 olacak sekilde negatif olmayan tamsayilar ve S, (N, +) nan

{mm+1(g+1)m+q+2,....(¢+Ym+m—q—3,(g+1)m+m—1}

ile tretilen alt monoidi olsun. S, m kathlk ve e = m —2q — 1 gomiiliis boyutu ile bir
pseudo-simetrik nimerik semigruptur. Ayrica F(S) = 2(q+ 1)m — 2 dir.
(e) m > 2q + 4 olacak sekilde m € N, g € N\ {0} ve S, (N, +) mn

{m,m+1,gm+2q+3,....,qgm+m —1,(¢+ 1)m+q+ 2}

ile turetilen alt monoidi olsun. S, m kathhk ve e = m — 2q gomaulis boyutu ile bir
pseudo-simetrik nimerik semigruptur. Ayrica F(S) = 2gm + 2q + 2 dir.

(f) muwee, 3 <e<m—1 olacak sekilde pozitif tamsayilar olsun. Kathlik m(S) =m
ve gomiiliis boyutu e(S) = e olacak sekilde bir pseudo-simetrik nimerik semigrup
vardar.
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Ispat. (a) Bir niimerik semigrup icin e(.S) < m(S) oldugunu biliyoruz. e(S) = m(S)

ise S, {m(S),n1,..., Ny (s)—1} minimal iireteg sistemi ile iiretilmistir ve
F(5)
Ap(S,m(S)) ={0 <ny < ... <Npyg)-1y U{ns = — Tt m(S)}

dir. m(S)—1 > 3 oldugundan n,,(sy_1 —ng € S olur. Buise {m(S),n1, ..., Npns)-1}
kiimesinin S’nin minimal tireteg sistemi olmasi ile geligir.
(b) (1 = 2) e(S) = m(S) = 3 ise {3,n1,n2}, S'nin minimal ireteg sistemidir.

Onerme 2.42 (d) yardimyla, F'(S) cift ve

Ap(S,S) = {0,%1 = @4‘3,”2:F(S)+3}

dir. x = @ alimirsa ny = x + 3 ve nyg = 2x + 3 olur. x = @ ¢ S oldugundan z,
3’in bir kat1 degildir.

(2=1) {3,2+3,22x+3} kiimesinin S’nin minimal iireteg sistemi oldugu agiktir ve
e(S) = m(S) = 3 dir. Sonug olarak Ap(S,3) = {0, z+3,2x+3} dir. 2243 = F(5)+3
ve buradan @ + 3 = 22 + 3 olur. Boylece S pseudo-simetriktir.

(c¢) m’ye bagh olarak iki durumda inceleyelim:

m ¢ift ise baz1 ¢ € N icin m = 2q + 4 dir.
S={mm+1,(g+1)m+ (m—1))
olsun. Burada m(S) = m ve e(S) = 3 diir. Bu kogullar altinda

Ap(S;m) ={0,m+1,2(m+1),...,(m=2)(m+D}U{(g+Dm+ (m—1)}

olur. Apéry kiime yardimiyla F'(S) = (m—2)m—2 ¢ift ve @#—m = (g+1)m+(m—1)

dir. Boylece S'nin pseudo-simetrik ntimerik semigrup oldugu agiktir.

m tek ise baz1 ¢ € N\ {0} i¢in m = 2¢ + 3 dir. S niimerik semigrubu
S=(mm+1,(g+1)m+q+2)

olsun. m(S) = m ve e(S) = 3 diir. Ap(S,m) kiimesi {0,m +1,...,q¢(m + 1), (¢ +
Dm+q+2, (m+1)+(g+1)m+q+2,...,q(m+1)+(g+1)m~+q+2}U{(¢+1)(m+1)}
dir. Apéry kiimesi yardimiyla F(S) = 2(1+ ¢+ mq) ¢ift ve @ +m = (¢g+1)(m+1)
dir. Boylece S'nin pseudo-simetrik ntimerik semigrup oldugu agiktir.

(d) (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

(e) (Rosales ve Garcia-Sanchez 2009).

(f) Lemma 2.47 (c)’den e = 3 ise semigrubun varhg: agiktir. Boylece 4 <e <m —1
kabul edebiliriz. Iki durumda inceleyelim:

m — e tek ise m — e = 2q + 1 olacak gekilde ¢ € N vardir. Daha fazlasi e > 4
oldugundan m > 2q + 5 dir. Lemma 2.47 (d)’den m kathlik ve e = m — 2¢ — 1
gomiiliig boyutu ile bir pseudo-simetrik niimerik semigrubun varhgr aciktir.

m — e ¢ift ise m — e = 2q olacak gekilde ¢ € N\ {0} vardir. Daha fazlasi e > 4
oldugundan m > 2q + 4 dir. Lemma 2.47 (e)’den m kathilik ve e = m — 2¢ gomiiliig
boyutu ile bir pseudo-simetrik niimerik semigrubun varhig: agiktir. m
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Ornek 2.48 (1) g =2, m = 11 olsun. Lemma 2.47 (d)’den S = (11,12, 37, 38, 39, 43)
nimerik semigrubu m(S) = 11, e(S) = 6, F(S) = 64 ile bir indirgenemez nimerik
semigruptur. Ayrica

Ap(S,11) = {0,12, 24, 36, 37, 38,39, 51, 63, 75} U {43}
dir.
(2) ¢ = 2, m = 11 olsun. Bu durumda, Lemma 2.47 (e¢)’den S = (11,12,29, 30, 31, 32, 37)

niimerik semigrubu m(S) = 11, e(S) =7, F(S) = 50 ile bir indirgenemez niimerik
semigruptur. Ayrica

Ap(S,11) = {0, 12,24, 29, 30,31, 32,37,49,61} U {36}

dir.

2.1.4. Aralikla iiretilen niimerik semigrup

Tanim 2.49 S numerik semigrubu, i,7 € N, 1 < j olacak sekilde

S:{nzz—i—nl+1(2—|—1)++n]j | iy Mt 1y -+, T GN}

ise S, {i,i+1,...,j} aralgi tarafindan tretilen nimerik semigrup olarak adlandurilur.
Lemma 2.50 {i,i+ 1,...,j} tarafindan dretilen niimerik semigrup Sgiqa,.. 53 0l-
mak tzere

-----

formundadar.

Ispat. (Amoros 2004). m

77777

(b) Pseudo-simetrik olan ve aralikla iretilen tek nimerik semigrup {0,3, —} dor.

Ispat. (a) (Amoros 2004).

(b) Lemma 2.50 yardimuyla {7,...,j} tarafindan iiretilen asikar olmayan Sy . j;
niimerik semigrubu & = 0 i¢in {0,1,2,...,7 — i}, k = licin {4,i + 1,0+ 2,...,7},
k= 2igin {2i,2i+1,2i +2,...,2j} ve k > 3 i¢in benzer sekilde olusan kiimelerin
birlesiminden meydana gelir. Kiimelerin elemanlar1 goz oniine alindiginda p, ve
onder arasindaki bogluklarin araliklarinda, her bir araligin uzunlugu ondan onceki
uzunluktan (j —¢) kadar az olmasini saglar. Bagka bir deyisle, 1 ve ¢ — 1 arasindaki
kutuplarin araliklarinda, her bir araligin uzunlugu ondan 6nceki uzunluktan (j — 7)
kadar fazla olmasini saglar. Simdi, pseudo-simetrik tanimi yardimiyla, (¢ —1)/2, ilk
bosluk veya bosluklarin araliginin son boglugu olmalidir. n bogluktan olusan araligin
ilk boslugunun (¢ — 1)/2 oldugunu varsayalim. Bunu iki kisimda inceleyelim:

(c—1)/2=1ise c=3ve S={0,3,—} olur.
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(c—1)/2 # 1 ise p sayma doniigiimii olmak tizere (¢ — 1)/2 > p; dir. O halde,
S pseudo-simetrik ise kutuplarin bir 6nceki aralig (n — 1) uzunluktadir. S bir aralik
tarafindan tretildiginden (¢ — 1)/2’den sonraki kutuplarin ilk araliginin uzunlugu
(n—1)+j — ¢ olmahdir. Ayrica, S pseudo-simetrik oldugundan (¢ —1)/2’den 6nceki
bosluklarin araliklari ayni uzunlukta olmalidir. Fakat, S aralikla tiretilen niimerik
semigrup oldugundan (¢ — 1)/2’den énceki bogluklarin araliginin uzunlugu n+ j —1
olmalidir. Bu ise ¢eligkidir. O halde (¢ — 1)/2 bosluklarin araliginin en son boslugu
olamaz. Boylece, aralikla tiretilen pseudo-simetrik niimerik semigrup igin tek olasilik
(¢ —1)/2 =1 oldugu durumdur. m

2.1.5. Akut niimerik semigrup

Tanim 2.52 S # N, p : N — § sayma doniusuimiine, g cinsine ve ¢ onderine
sahip olan nimerik semigrup olsun. p,-1(¢_y elemany semigrubun dominant: olarak
adlandirilir ve d ile gosterilir.

i € N igin g(i), p; den kiiciik bogluklarin sayist olsun. g(p~'(c)) = g ve
g(p~H(d)) = ¢ < g dir. i, g(i) = ¢ olacak sekilde en kiigiik tamsay1 ise p;, S’nin alt
onderi olarak adlandirihir ve ¢ ile gosterilir.

Gozlem 2.53 ¢ > 0 ise  — 1 ¢ S dir. Aksi halde g(p~(cd — 1)) = g(p~(¢)) wve
d —1 < elde edilir. ¢ ve d arasindaki tim saylarin S de olduguna dikkat edelim.
Aksi halde g(p~*(c)) < ¢’ olur.

Tanim 2.54 Bir nimerik semigrup bir ¢ € N i¢in {0y U{i € N | i > ¢} kiime-
sine egit ise adi (ordinary) nimerik semigrup olarak adlandwrlir, burada kisaca adi
diyecegiz.

Adi niimerik semigruba érnek olarak N verilebilir.

Gozlem 2.55 S # N numerik semigrubu i¢in asagidakiler denktir:
(a) S adi nimerik semigruptur.

(b) S’nin dominant, 0 dar.

(¢) S'nin alt onderi 0 dar.

Gergekten, a <= bveb = cagktir. Simdi, (¢)'nin saglandigini varsayalim.
Eger d > 1 ise bunun anlami 1 € S dir ve boylece S = N olur, bu ise hipotezle celigir.

Tanim 2.56 S, p sayma fonksiyonu ve p; alt onderi ile adi olmayan bir nimerik
semigrup ise o zaman p,_, elemans alt dominant olarak adlandirilir ve d’ ile goster-
alir.

Bu boluimde tanimlanan ifadeler sembolik olarak

d=maks {peS|p<c}

18



¢ =min {p € 5|g(p) =g(d)}
ve
d =maks {peS|p<c}

seklinde ifade edilebilir.

Tanim 2.57 Adi veya adi olmayan niimerik semigrubun énderi c, alt onderi ¢,
dominants d, alt dominanty d' iken ¢ —d < ¢ —d' saglyorsa akut nimerik semigrup
olarak adlandurilur.

Ornek 2.58 (1) S = (4,7,9) = {0,4,7,8,9,11, —} nimerik semigrubunda ¢ =
11, d =9, ¢ =7 ved = 4 dir. Burada ¢ —d < ¢ — d' sagladigindan S niimerik
semigrubu akuttur.

(2) S=(3,8) ={0,3,6,8,9,11,12, 14, —} nimerik semigrubunda ¢ = 14, d = 12,
d =11 ved =9 dw. Burada ¢ —d < ¢ — d" sagladigindan S nimerik semigrubu
akuttur.

Gozlem 2.59 S numerik semigrubunda, onderden onceki bosluklarin araliklarimin
son araligr, ondan bir onceki bosluk araligindan daha kicuk ise akut nimerik semi-
gruptur.

Onerme 2.60 S bir nimerik semigrup olsun.

(a) S simetrik ise akuttur.

(b) S pseudo-simetrik ise akuttur.

(¢) S aralikla diretilen nimerik semigrup ise akuttur.

Ispat. S adi niimerik semigrup ise aciktir. S, ¢ cinsi, ¢ Oonderi, ¢ alt onderi, d
dominanti, d’ alt dominant ile adi olmayan bir niimerik semigrup olsun.

(a) S simetrik semigrup varsayalim ve F'(S) yerine ¢ — 1 notasyonunu kullanalim. S
simetrik ntimerik semigruptur ancak ve ancak herhangi negatif olmayan ¢ tamsayisi
icini ¢ Sisec—1—1i¢€ S dir. Eger S adi degilse 1 ¢ S ve ¢ — 2 € S sayis1 S’nin
dominantidir. Buradan ¢ —d =2 dir. ¢ — 1 ¢ S oldugundan ¢ —d =2 < ¢ — d’ dir
ve boylece S akuttur.

(b) S pseudo-simetrik niimerik semigrup varsayalim. 1 = (¢ — 1)/2 ise ¢ = 3 ve
S = {0,3, —} niimerik semigrubu adidir. Aksi halde 1 # (¢—1)/2 ise (a)’'da 1l ¢ S
i¢in yapilan iglemlere denktir.

(¢) S, {i,i+1,...,7} aralhg ile iiretilen niimerik semigrup olsun. O zaman Lemma
2.50 yardimiyla ¢ = ki, ¢ = (k —1)i, d = (k. — 1)j ve d = (k — 2)j olacak gekilde
uygun k elemani vardir. Boylece ¢ —d' = k(i —j) —i+2jiken c—d =k(i—j)+ 7
olur ve S akuttur. m

Ornek 2.61 (1) S =(6,9,11) ={0,6,9,11,12,15,17, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 26, — }
simetrik numerik semigrubunun Onerme 2.60 (a) yardimyla akut nimerik semigrup
oldugunu soyleyebiliriz. Soyle ki, ¢ = 26, d = 24, ¢ = 20 ve d' = 18 oldugundan
c—d<d—=d dir.
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(2) S = (3,8,13) = {0,3,6,8,9,11,—} pseudo-simetrik niimerik semigrubunun
Onerme 2.60 (b) yardimyla akut nimerik semigrup oldugunu séyleyebiliriz. Soyle
ki, c=11,d=9, ¢ =8 ve d = 6 oldugundan c —d <  — d" dir.

Gozlem 2.62 Akut olmayan niimerik semigruplar vardwr. Ornedin,
S =1{0,6,8,9}u{ieN|i>12}
oldugu durumda, ¢ =12, d =9, ¢ =8 ve d =6 dir.

Diger yandan simetrik semigrup, pseudo-simetrik semigrup, aralikla tiretilen
semigrup olmadigi halde akut olan 6yle niimerik semigruplar vardir.

Ornek 2.63 (1) S = (6,7,15) = {0,6,7,12,13,14,15,18,19,20,21,22,24, —}
numerik semigrubunu alalim.

Ap(S,13) = {0,14,15,29,30,18,6,7,21, 22,36}
= {0<6<7<14<15<18<21<22<24<25<29<30<36}

kiimesinde Onerme 2.35 (f)’den en az bir i € {0,1,2,...,12} i¢cin ajp # a; + ajo—;
oldugundan S simetrik niimerik semigrup degildir. Fakat ¢ =24, d = 22, ¢ = 18 wve
d =151ile c —d < ¢ — d' saglandige i¢in S akut niimerik semigruptur. Boylece S
simetrik olmadigr halde akuttur.

2.2. Arf Nimerik Semigruplar

S, p: N — S sayma doniigiimii ile belirlenen niimerik semigrup olsun.

Tanim 2.64 ¢ > j > k olacak sekilde her i,j,k € N i¢in p; + p; — p, € S 1ise
S niumerik semigrubu Arf niumerik semigrup olarak adlandvrilir, burada kisaca Arf
diyecegiz.

Gozlem 2.65 p; > cise i > j > k olacak sekilde her j, k icin p; + p; — pp € S
oldugu agiktir. Boylece tanymdaki kosul yerine ¢ = p, olmak tzere, k < 7 <1 <r
almak yeterlidir.

Arf niimerik semigruplara 6rnek olarak {0,3,4,5,...}, {0,m,m+1,m+2,...}
ve N verilebilir. Tanim 2.5’e gore N semigrubu inductive oldugundan herhangi bir
inductive semigrup tiimevarim yontemi ile Arf ntimerik semigruptur.

Onerme 2.66 S Arf nimerik semigrup olsun. Bazi i, j € N icini,i+j € S ise her
keNicini+ kj €S olur. S Arfvei,i+ 1€ S isei > c dir.
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Ispat. k iizerinde tiimevarim uygulayalim. £ = 0 ve k = 1 igin sonug acgiktir. £ > 0
ve 1,1+ j,0+ kj € S ise

(i+7)+G@+kj)—i=i+(k+1)j €S

dir. =

Onerme 2.67 S, p sayma donisumi ile belirlenen nimerik semigrup olsun. Asagidaki
kosullar denktir:

(a) S Arf niimerik semigruptur.

(b) © > k kosulunu saglayan her i,k pozitif tamsayist i¢in 2p, — p,, € S saglanar.

Ispat. Her Arf niimerik semigrubun (b) kogulunu sagladig1 agiktir. Kargit olarak (b)
kogulunu kabul edelim. k < j <14 < r olacak sekilde i, j, k pozitif tamsayilar1 olsun.
m = p; + p; — py, € S oldugunu gostermeliyiz. Eger i = j veya j = k ise bu agiktir.
Aksi halde, k < j <1 ise ig =1, jo = J, ko = k olsun ve

m:p20+10]0_pk0:(2p]0_pk0)+p7'0_p‘70

seklinde yazilsin. (2p;, — py,) € S ve (2p;, — py,) > pj, olduguna dikkat edelim. iy,
jla kl

pi, = maks {2p;, — prys Pio}

pjl = min {2p]0 - pk07p’io}

Pry = Pjo

yardimiyla tanimlansin. Buradan i1 > j; > ki ve 11 > 19, J1 = Jo, k1 > ko icin
m = p;, +pj, — P, olur. iy = jy ise (b) kogulu m € S olmasin gerektirir. Aksi halde,
iy > Jp > ki icin m = p;, + p;, — py, olacak sekilde (i;), (j¢), (k) pozitif tamsayilarmin
i¢ artan dizisi elde edilir. Burada iki olasilik vardir: ¢;, = j, veya j, = kj olacak
sekilde bir h indeksi varsa m € S olmasidir. Aksi halde, her ¢ igin 7, > 7, > k; ise o

zaman yapisal olarak (j;) dizisi kesin artan olur. Béylece j, > r olacak sekilde 6yle
h indeksi vardir ve yine m € S elde edilmis olur. m

Onerme 2.68 S nimerik semigrubunun Arf olmasi icin gerek ve yeter kosul her-
hangi bir p € S i¢in S(p) ={l' —p | ' € S, " > p} kiimesinin bir nimerik semigrup
olmasidar.

Ispat. S’yi Arf niimerik semigrup varsayahm. O zaman 0 € S(p) dur. I, I' € S ve
I'>p,l">pikenmy =1 —p,my=1"—p isem  +myg=1"+1'—p—polur. S
Arf oldugundan I” + 1’ — p € S dir ve bu eleman p’dan biiylik veya esittir. Boylece
my+meg € S(p) dir. m

Onerme 2.69 S1,59, ..., Sp Arf nidmerik semigruplar ise S = S1 NSy N...NS, de
Arf nimerik semigruptur.
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Ispat. i > j > kolacak sekilde her t € {1,2,...,n} i¢in p;, p;, pp € Sy olsun. p artan
oldugundan p; > p; > p, dir. Boylece her t € {1,2,...,n} icin p; + p; — p,, € S;
oldugundan p; + p; — p, € S dir. =

Tanim 2.70 A C N, obeb(A) = 1 olmak tizere A’yi igeren tim Arf nimerik semi-
gruplarin kesisimine A tarafindan tretilen Arf numerik semigrup denir ve A’y
iceren en kiicik Arf nimerik semigruptur, Arf(A) ile géosterilir.

Tanim 2.71 S Arf nimerik semigrup ise Arf(S) = S dir. S = Arf(A) ise A’ya
S'nin Arf drete¢ sistemi denir. S bir nimerik semigrup ise Arf(S)’ye S’'nin Arf
kapanisy denir.

Lemma 2.72 S C N bir alt monoid olsun.

S :{pi+pj_pk | Pi> P Pr € S, p; ij Zpk}

de N’nin alt monoidi olur ve S C S dir.

Ispat. S nin alt monoid oldugu aciktir. Ayrica, p € Sicmnp=p+p—p e S
oldugundan S C S’ elde edilir. m

Bunu kullanarak S C N alt monoidi ve n € N i¢in S™ alt monoidini tanimla-
yalim:

SY = 8
Sn—i—l — (Sn)/

Lemma 2.73 S bir niimerik semigrup ise éyle k € N vardwr ki S* = Ar f(S) dir.

Ispat. n tizerinde tiimevarim kullanarak her n € N icin S™ C Arf(S)’yi ispat-
layalim. Soyle ki; n = 1i¢in S* = (S°) = 8" C Arf(S) dir. n—1 igin S"~! C Arf(S)

oldugunu kabul edelim. n i¢in

S"=(S"N CA{pi+ ;= o | pisps ok € ATS(S), p; = p; = prt = Arf(S)

ile 8™ C Arf(S) olur ve boylece her n € N i¢in S™ C Arf(S) oldugu gosterilmis
olur. Diger yandan S C S™ S C §"™! = (S")" oldugundan dolay1 S C S' C ... C
Sn C 8™ sonsuz dizisi olugur. Fakat S bir niimerik semigrup oldugu icin bu
zincir sonlu olmalidir. O halde, S* = S**! olacak bicimde uygun & € N vardir. Bu
kosul altinda S* Arf niimerik semigrup ve S C S* dir. Hatta, S C Arf(S) ve S C S*
iken S’yi kapsayan en kii¢iik Arf niimerik semigrup S’nin Arf kapanigi oldugundan
Arf(S) C S* olur. Burada, belirlenen % elemani icin de S* C Arf(S) oldugundan
Sk = Arf(S) elde edilmis olur. m

Lemma 2.74 S Arf nimerik semigrup ve A, S’nin Arf drete¢ sistemi olsun. Bu
durumda

(a) Minimal trete¢ sisteminin en kigik elemans m(S) € A dur.

(b) Her p € S i¢in B(p) = {a € A | a < p} tamwmlansin. Eger p €< A >" ise
p €< B(p) >" dir.

(¢) A ve B minimal trete¢ sistemi ise A = B dir.

22



Ispat. (a) S\ m(S)nin Arf niimerik semigrup oldugunu gésterelim. p; > p; = P
olacak sekilde p;, p;, pj, € S\m(S) olsun. p;, p;, p, € S ve S Arf oldugundan p;+p; —
pr, € S dir. p; + p; — p, # m(S) ise p; + p; — p, € S\ m(S) oldugunu iddia edelim.
Pi> Py Px € S\ m(S) icin p; > p; > p, > m(S) oldugundan p; + p; — p, > m(S) dir.
Béylece p; + p; — pp € S\ m(S) oldugundan S\ m(S) Arf niimerik semigruptur.
m(S) ¢ Aolsa A C S\m(S), Arf(A) C Arf(S\m(S)) ve Arf(S\m(S)) = S\m(S5)
oldugundan Arf(A) C (S \ m(S)) olur. Bu ise A'nin Arf {ireteg sistemi olmasiyla
celigir, m(S) € A olmahdir.

(b) n tizerinden tiimevarim uygulayalim. n = 0igin p €< A >%ise p €< B(p) >° dur.
n € Nigin p €< A >"ise p €< B(p) >"'nin varhgimi kabul edelim. §imdi, n+1 € N
icin p €< A >"lise p €< B(p) >"" oldugunu iddia edelim. p €< A >""! olsun. O
halde x > y > z olacak sekilde oyle z,y, 2 €< A >" i¢in p = x + y — 2z dir. Hipotezi
kullanmirsak x €< A >™ iken © € B(z)"; y €< A >" iken y € B(y)"; z €< A >"
iken z € B(z)" olur. z > y > zi¢in p = x + y — z oldugundan z < y < z < p ve
B(z) € B(y) C B(x) C B(p) dur. x > y > z olacak sekilde x,y,2 €< B(p) >" iken
p=x+y—2z €< B(p) >"" olur.

(00 A={0=py, <p <...<p,<..pJveB={0=Xx<M\N<..<
Ay < ...} olsun. (a)’dan p;, = m(S), p; € A, \y = m(S) ve \; € B dir. Buradan
p1 = A1 = m(S) olur. A # B oldugunu varsayalim. p, # A, olacak sekilde en
kiigiik tamsay1 r olsun. Hatta, A\, < p, varsayalim. A, € S oldugundan A, €< A >"
vardir. A\, €< A >"ise \, €< B(\,) >"=< py,...,p,_; >" olur. Ayrica her k < r
icin p, = A\ oldugundan A\, €< Ay,..., \—1 >" ve A\, € Arf(B\ A,) dir. Boylece
S = Arf(B\ A,) olur. Fakat, bu B'nin minimal Arf {ireteg sistemi olmast ile gelisir.
A = B olmahdir. m

S niimerik semigrubunun minimal iireteg¢ sisteminin kardinalitesine Arf-rank
denir, Arf — rank(S) ile gosterilir.

Lemma 2.75 S bir Arf nimerik semigrup ve m € S olsun. (m + S) U {0} da Arf
numerik semigruptur.

Ispat. (m 4+ S) U {0} niimerik semigruptur. m + p,, m + py, m + py € m + S ve
m+ p, > m+ p, > m+ py olmak tizere (m + py) + (m+py) — (m+p3) E m+ S
oldugunu iddia edelim. m+p; > m+py > m+pg ise p; > py > py dir. S Arf niimerik
semigrup oldugundan p; + py, — p3 € S olur ve (m + p;) + (m+ py) — (M + py) =
m+ (p; + py — p3) € m+ S dir. Béylece (m +5)U {0} Arf niimerik semigruptur. m

Lemma 2.76 S Arf nimerik semigrup ve a, R keyfi pozitif tamsaylar olsun. O
zaman

S=aSU{meN|m>R}

Arf nimerik semigruptur.

ispat. i > j > k olacak sekilde p;,p;,p € S elemanlar1 S’nin 6nderinden kiiciik
olsun. Boylece R > p; > p; > p, dir. o > § > v olacak sekilde p,,pz,p, € S vardir
ki p; = apa, p; = apg, pp = ap. dir. O zaman p;+p; —p, = a(p, +pg—p,) € aS C S
oldugundan S Arftir. m
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Ornek 2.77 S = {0,6,7,8, —} Arf nimerik semigrubunu ele alalim. 7 € S i¢in
7T+ S = {7,13,14,—} Arf nimerik semigrup olmadigy halde Lemma 2.75°den
(7T+ S)u{0} ={0,7,14,20,21, —} Arf nimerik semigruptur.

Lemma 2.78 m,ry,rq,...,7, € N, obeb(m,ry,rs,...,1,) =1 olsun. Bu durumda
(@) m+ <m,ry,re, ..., 1, S"C Arf(m,m+ri,m+ry,....m+1,)

(b) (m+ Arf(m,ri,re,...,1p)) U{0} = Arf(m,m+ri,m+ry,....,m-+1,)

(c) m+ F(Arf(m,ri,ra,...,1)) = F(Arf(m,m+mr,m+re,...,m+ry)) dur

Ispat. (a) n tizerinden tiimevarim uygulayalim. n = 0 i¢in
m+ < m,ry,re,...,rp >C Arf(m,m+ri,m+ry,...,m+ry)

oldugunu ispatlamaliyiz. i, j, k € {1,2, ..., p} olsun.

(1) m—+r;, m+r;, me Arf(m,m +ri,m+ry,...,m~+1,) icih m+r, +1r; =
(m+mr)+(m+r;)—meArf(m,m+ri,m+ry,...,m+ry,) olur.
(2) m+ri+r;, m+ry, m e Arf(m,m+ri,m+re, ..., m+r,) icin m—4r;+r;+1r; =

(m+r;+r;)+(m+ry) —me Arf(m,m+ry,m+ry,...,m+r,) dir. Elemanlarin
uygun katlarim alarak Am + M\ry+ ...+ X\, € Arf(m,m+ri,m+ry, ... ,m+ry,)
olur. m + Am + My + ...+ Ay, € Arf(m,m 4+ ry,m+rqy,...,m+ 1) dir. Bu
formdaki elemanlar m+ < m,ry,72,...,7, >nin elemanlar oldugundan m+ <
m, 11,72, ..., 7 >C Arf(m,m +ri,m+ry,...,m+r,) oldugu goriiliir. n € N i¢in
m+(<m,ry,re,..., 1 >)" C Arf(m,m—+ry,m+ry, ..., m+r,) nin varhgim kabul
edelim. Simdi, n + 1 € N igin

m+ < m,ri, 1y, ..., 1y ST Arf(mom i, m o, m )

oldugunu gosterelim. a € m+ < m,ry,re,...,7 >"" igin @ = m+ b, b €<
My r1,re, ... 1 >"Tdir. b €< myry,re, ., ST iging < myry,re, ., ST
de x > y > z olacak sekilde oyle x,y, z elemanlar1 vardir ki b = x + y — 2 dir.
Buradan (m + z), (m +y), (m+ 2) € m+ < m,ry,re,...,1r, >" olur. Yerine ko-
yvarsak a =m+b=m+z+y—z=(m+z)+(m+y)—(m+2) € Arf(m,m+
r1,m+ra,...,m+r1,) elde edilir ve her n € N igin m + (< m,r1,79,...,1, >)" C
Arf(m,m+ri,m+ry,...,m+r,) oldugu goriliir.

(b) m+ (< m,ry,re,...,rp >)" C Arf(m,m—+ri,m+ry,...,m+r,) oldugu (a)'da
gosterilmistir. Oyle k € N vardir ki < m,rq,79,. .. 1y SF= Arf(m,ri,ra, ..., 1))
dir. O halde, m + Arf(m,ry,re,...,1p) C Arf(m,m + ri,m + ro,...,m + 1p)
dir. mym +ri,m +re,...om+1, € (m+ Arf(m,ri,ra,...,1r,)) U {0} olur ve
buradan m + Arf(m,ri,72,...,7,) U {0} Arf ntimerik semigruptur. Fakat bu el-
emanlara sahip en kiigiik Arf ntimerik semigrup, {m, m +ri,m+rq,....m+r,} ele-
manlarinin olugturdugu niimerik semigrubun Arf kapanisi oldugundan, Arf(m,m+
r,m 4+ Tro,...,m+r,) C (m+ Arf(m,ry,7a,...,7,)) U {0} olur. Béylece (m +
Arf(m,ri,ra, ..., 1)) U{0} = Arf(m,m +ri,m +1ry,...,m+r,) elde edilir.

(¢) (a) ve (b)nin sonucu olarak elde edilir. m

X C N\ {0} ve obeb(X) =1 olmak tizere N'nin bir alt kiimeler dizisini
Al - X
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Apir = {z —min A, |z € A} — {0}) U {min A,}

seklinde tanimlayalim. Oklid algoritmasi fikri ile Gyle bir negatif olmayan ¢ tamsayis
vardir ki ¢ = min {k € N|1 € A;} dir.

Onerme 2.79 Yukaridaki kabuller altinda
Arf(X) = {0,min Ay,min Ay +min As,...,min Ay + ... +min A1, —}

seklindedir.

Ispat. 1 € A, oldugundan Arf(A,) = N dir.
Arf(A,—1) = (min A1 + Arf(A,)) U{0} = (min A,_; + N) U {0}

dir. Bu durumda Arf(A,—1) = {0, minA,_,, —} dir. i izerinden tiimevarim kulla-
narak ispat yapalim. Arf(A,_;) nin

{0,min A,_i,min Ag_; +min Ag_it1,...,min Ag_i + ... +min A1, —}
oldugunu kabul edelim. Simdi Arf(A,_;_1)’in
{0,min Ay_i—1,min Ag_i—1 +min Ag_i,...,min Ag_i_1 + ... +min A1, —}
oldugunu iddia edelim.
Arf(Ag—ic1) = (min A1 + Arf(A,—;)) U {0}
esitliginde Arf(A,—;)’yi yerine koyalim boylece Arf(A,—;—1) semigrubu
{0,min Ag—i—1,min Ag—iy +min Ag_iy....min Ag_i_1 + ...+ min A1, —}

kiimesi olarak elde edilir ve ispat tamamlanmig olur. m

Ornek 2.80 Ar f(7,24,33) 'nan elemanlarini yukaridaki algoritmayr kullanarak hesap-
layalvm. Burada X = {7,24,33} dir.

A =X, min Ay =717,

Ay = ({x —min Ay |z € A} — {0}) U {min A1} ={7,17,26}, min Ay =7

As = ({x —min Ay |z € Ay} — {0}) U {min Ay} = {7,10,19}, min A3 =7

Ay = ({z —min As |z € A3} —{0}) U {min A3} ={7,3,12}, min Ay =3

As = ({x —min Ay |z € Ay} —{0}) U {min Ay} = {3,4,9}, min As =3

Ag = ({z—min As | x € A5} —{0}) U {min A5} = {1,3,6} elde edilir. Burada
q="6 ve Arf(X) =1{0,7,14,21,24,27, —} dur.

Onerme 2.81 S Arf ise akuttur.

Ispat. S Arf niimerik semigrup olsun. d > ¢ > d' oldugundan d + ¢ — d' € S ve
d+ ¢ —d > d dir. Boylece d + ¢ — d > ¢ olur ve buradan S akuttur. m
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Ornek 2.82 S = {0,10,11} U {i € N | i > 15} oldugu durumda, ¢ = 15, d = 11,
d =10 ved =0 dwr. S, Arf niimerik semigrup olmadigr halde akut olan nimerik
semaigruba ornektir.

Onerme 2.83 Bir aralikla tretilen ve Arf olan nimerik semigruplar, negatif ol-
mayan uygun ¢ tamsaylary ig¢in sadece {0} U{i € N | i > ¢} formundaki nimerik
semagruplarder.

ispat. Lemma 2.50 ve Onerme 2.66'nin sonucu olarak elde edilir. m

2.3. Cebirsel Fonksiyon Cisimleri

Bir projektif cebirsel egri V', bir boyutlu projektif varyetedir. Bunun anlami, V
tizerindeki rasyonel fonksiyonlar cismi K (V'), bir degiskenli cebirsel fonksiyonlar
cismidir. Bu boltimde cebirsel fonksiyon cisimlerinin genel 6zelliklerini verecegiz.
Bélim boyunca K, herhangi bir cisim olacaktir. Ayrintili bilgi i¢in (Stichtenoth
2009) bakilabilir.

2.3.1. Genel ozellikler

Tanim 2.84 F bir cissim ve K C F cisim genislemesi olsun. Eger F, K tzerinde
askin olan uygun x € F i¢in K(x) tzerinde bir sonlu genisleme ise F''ye K fizerinde
bir degiskenli fonksiyon cismi denir, F/K ile gdsterilir.

Genel olarak F/K bir degiskenli fonksiyonlar cismi ise F = K(x,y) olmak
tuzere oyle bir o(T) € K(x)[T] indirgenemez polinomu vardir ki o(y) = 0 dur.

Bu ¢aligma boyunca F', K iizerinde bir degiskenli fonksiyonlar cismini gostere-
cektir. ' = K(z) olacak gekilde x € F, K iizerinde agkin ise F//K fonksiyonlar
cismine rasyonel fonksiyon cismi denir.

Ornek 2.85 (1) F = K(z) ve z € F, K iizerinde askin olsun. F, K(z) tzerinden
sonlu genigleme oldugundan dolayr F/K bir fonksiyonlar cismidir.

(2) F = K(z,y) ve char K # 2 olsun. y*> = z(x — 1)(xz + 1) polinomu igin uygun
o(T) € K(x)[T] indirgenemez polinomu vardir ki ¢(y) = 0 dir. O halde F/K bir
fonksiyonlar cismidir.

(3) F = R(z,y) olsun. z* + y* = —1 polinomunu alalim. o(T) = 2> + T? + 1 in-
dirgenemez polinomu i¢in ¢(y) = 0 oldugundan R(x,y)/R bir fonksiyonlar cismidir.

F'nin K iizerinde cebirsel elemanlar1 kiimesi kz F'nin bir alt cismidir. f(N )
F/K'nin sabitler cismi olarak adlandirihr ve K C K ; F olur. Burada F', K
iizerinde fonksiyonlar cismidir. Ayrica K = K ise K’ya F’nin tiim sabitler cismi
denir.
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Ornek 2.86 (1) F = K(z) ise K = K dur.

(2) F = R(x,y) ve 2° + 223y + y* = —1 olsun. (23 +y*)? = —1 i¢in z,y € F
oldugundan 23 +y?> = o € F dir. o* = —1 ve buradan o = i olmahdir. O halde
i € F dir. Fakati € C, R tizerinden cebirsel oldugundan C C F olur. Boylece K = C
dir.

Tanim 2.87 F/K bir degiskenli fonksiyon cismi ve O, F nin bir althalkast olsun.
(a) KSOGF

(b) Her z € F iginya z € O ya da 27 € O

kosullary saglaniyorsa O ya F 'nin valuation halkast denir.

F/K’nn bir O valuation halkasi bir lokal halkadir, O'nun maksimal idealine
F/K fonksiyon cisminin bir noktas: (place) denir. F//K nin noktalar kiimesi Pp ile
gosterilir. P € P ise P = tO olacak bicimde t € F' vardir, bu ¢ elemanina P’nin
yerel parametresi denir. O, F//K’nin valuation halkasi ve P, onun maksimal ideali
ise O, P ile tek tiirlii belirlidir. Soyle ki, O = {z € F | 27! ¢ P} dir ve burada O
halkasina P noktasinda valuation halkasi denir ve Op ile gosterilir.

Tanim 2.88 F/K fonksiyon cismi olsun. v : F — Z U {oco} fonksiyonu
Ju(z) =00 <= =0
b) Her z,y € F i¢in v(zy) = v () + v(y) dir.
c) Her x,y € F i¢in v(z +y) > min {v(x),v(y)} dir.
d) v(z) =1 olacak sekilde bir z € F vardur.
(e) Her 0 # a € K igin v(a) =0 dur.
kosullariny saglarsa v’ye bir ayrik degerlendirme (discrete valuation) denir, kisaca
valuation diyecegiz.

(a
(
(
(

F/K’nmm bir v valuation1 ve v(x) # v(y) olacak sekilde x,y € F olsun. Bu
durumda v(z 4+ y) = min {v(x),v(y)} olur. P € Pg ve t, P'nin yerel parametresi
olmak tizere her 0 # z € F eleman1 z = t"u bigiminde tek tiirlii yazilabilir, burada u,
O’'nun tersinir elemani ve n € Z dir. Bundan boyle O* ile O’'nun tersinir elemanlar
kiimesini gosterecegiz. vp : F' — Z U {oo} fonksiyonu vp(z) := n, vp(0) := oo ile
tanimlanir.

Teorem 2.89 F'/K bir fonksiyon cismi olsun. )
(a) P € Pg i¢in yukarida tanimlanan vp fonksiyonunun valuationdur. Ustelik,

Op = {z€ F|vp(z) >0},

Op = {z€F|vp(z) =0},

P = {zeF|vp(z) >0}
dir. © € F elemany P igin bir yerel parametredir ancak ve ancak vp(x) = 1 dir.
Tersine v, F'/K 'nin valuations olsun. F/K min P := {z € F | v(z) > 0} noktasina

karsilik gelen valuation halkast Op = {z € F | v(z) > 0} dur-
(b) F/K man her O wvaluation halkast F 'nin maksimal althalkasidor.
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Ispat. (Stichtenoth 2009). m

Pr noktalar kiimesi, valuation halkalar1 kiimesi ve valuation fonksiyonlari
kiimesi arasinda birebir egleme vardir.

Tanim 2.90 P € Pr olsun.

(a) Op/P’ye, P'nin kalan siniflar cismi denir ve Fp ile gosterilir. Op valuation
halkasy ve P onun maksimal ideali oldugundan Op/P cisimdir. F — Fp U {o0},
x +— x(P) dénigimine P’ye gore kalan simiflar déniisimi denir. x € Op igin
x + P = z(P) notasyonu kullanilir, x ¢ Op i¢in x(P) = oo dur.

(b) P noktasinin derecesi [Fp : K| duwr ve der P ile gésterilir. der P = 1 ise P,
F/K nin rasyonel noktast olarak adlandirilir.

P, F/K'mn bir noktasi ve 0 # = € P ise der P < [F': K(x)] < oo dir. Sonug
olarak F/K’nin sabitler cismi K, K’'nin bir sonlu geniglemesidir ve her noktanin
derecesi sonludur.

Tamim 2.91 P € Pp ve z € F olsun. vp(z) > 0 ise P’ye z’nin bir sifur, hatta
vp(z) = m > 0 ise P’ye z'nin m mertebeli bir sifiri; vp(z) < 0 ise P’ye z 'nin bir
kutbu, hatta vp(z) = —m < 0 ise P’ye z'nin m mertebeli bir kutbu denir.

Ornek 2.92 F = C(z) ve z = % olsun. P, = ((x — 1)), P, = ((z — 2)),
Py = ((x+3)) ve vp(z) = vp, (%) = 2up,(x — 2) + vp, (W) =
0—vp, ((z—1)(z+3)?) = —vp (x—1) —2vp (xr+3) = -1 —-0= —1 olur. O halde
Py, 1 mertebeli kutup noktasidir. Benzer sekilde Py, 2 mertebeli sifir noktas: ve Ps,
2 mertebeli kutup noktasidar.

F/K bir fonksiyon cismi ve z € F, K iizerinde agkin eleman ise z’in en az bir
sifir1 ve bir kutbunun oldugu kolayca goriilebilir, dolayisiyla Pr # () dir.

2.3.2. Bolenler

F/K bir degiskenli cebirsel fonksiyonlar cismi ve K onun tiim sabitler cismi kabul
edilecektir.

Tanim 2.93 F/K 'min bélenler grubu D,

Dr ={D = Z npP | hemen hemen her P € Pr i¢in np = 0,np € Z}
PePp

dir. Bir P € Pr ve D béleni i¢in vp(D) = np tanimlanar.

Ornek 2.94 F = C(z), U = (z — 3)%(z + 1)*(x — 2)~° ifadesini bélen olarak ifade
edersek D = 2P; + 3P, — 3P, + 3P, — 5P, = 2P; + 3P, — 3P, — 2P, olur. Ozel
olarak, Ps; noktasiny alalvm. np, = 2 dir.
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D =) pep, npP boleni icin destek kiimesi supp D = {P € Pr | np # 0} ile
tammlanir. D =3 pp npP ve D' =3 5, npP olmak iizere iki bolenin toplami

D+ D = Z(np+n}3)P

PePr

~D= > -npP

PePr

ve bolenin toplamsal tersi

dir. Ayrica D bolen grubunun sifirt

0:= Z npP, her np =0
PePr
dir.
D; <Dy <= Her P € Pp 1g1n Up(Dl) < UP(DQ)
Dp tzerinde kismi siralama bagintisi tanmimlar. Eger Dy < Dy ve Dy # D, ise

D, < D, yazariz. Bir bolen 0 < D ise pozitif bolen olarak adlandirilir. Bir bolenin
derecesi kavrami ise

der D = Z npder P

PePp

ile tamimhdir. Burada, der : Dy — Z bir grup homomorfizmidir.

Tanim 2.95 0 £ x € F, Z, x’in kutuplar kimesi ve N, x’in sifirlary kiimest olmak

(@)=Y vp(@)P, (2)o =) (~vp(x))P, (2) = (2)o — (¥)

PeN PeZz

biciminde tanimlanan bolenlere siraswyla x in sifir boleni, kutup bolent ve esas bolens
denir. (z)g > 0, (¥)oo > 0 ve (¥) = Y pep, vp(2) P oldugu agiktir. 0 # x € F elemam
1¢in

reK < (z)=0
dar.

Tanim 2.96 Bolenlerin
PF):={(x)|0#£x€ F} CDp

kimesine F/K 'min esas bolenlerinin grubu denir.

0+#z,y € F igin (zy) = () + (y) ve (z7!) = —(z) oldugundan Dg’nin bir alt
grubudur. Dp/P(F), F//K’nin bdlen sinifi grubu olarak adlandirihr. D € Dp olmak
tizere D’nin bélen simfi [D] ile gosterilir. [Dy] = [Ds] ise Dy + P(F) = Dy + P(F)
alalm. Dy — Dy € P(F) dir ancak ve ancak uygun x € F'\ {0} icin D; — Dy = (z)
dir. Boylece Dy = Ds + () olacak sekilde 6yle x € F'\ {0} vardwr. [D] = [D'] ise
D, D’ € Dr’ye denk bolenler denir, D ~ D’ ile gosterilir.
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Ornek 2.97 u = Wm vev = % olsun. Siraswyla bolenler D = (u) =
2P1+3P3—P2—5P4—5Poo+6poo —2P1—|—3P3—P2—5P4—|—POO UGD/ ( )Z
AP, +3P3 — 2P, — TP, — TP, + 9P, = 4P, + 3P; — 2P, — TP, + 2P, seklindedir.
D' = D+4+2P,— P,—2P,+ P, = D+z olacak sekilde uygun (z) = 2Py — Po—2P,+ P,
boleni vardwr. Sonuc olarak D ~ D' dir.

Tanim 2.98 A € Dg béleni i¢in
L(A)={zeF|(z)>—-A}U{0}

kiimesine A ile olusturulan Riemann-Roch uzay: denir.

A= 3T b= 3 mQy, mi,my > 0 olsun. £(A) kiimesi, sifirlarn Q;
noktasinda vg,(r) > m; > 0 ve kutuplar1 P; noktalarinda olma ihtimali olan
vp(z) > —n; (i =1,...,r) olacak sekilde z € F elemanlarindan olusur.

Lemma 2.99 A, B € Dy olsun. Bu durumda

(a) x € L(A) olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul her P € Pg i¢in vp(z) > —vp(A)
olmasudar.

(b) L(A) # {0} ancak ve ancak A’ > 0 olacak sekilde bir A ~ A’ béleni vardar.

(¢) L(A), K dizerinde bir vektor uzayidar.

(d) A € Dp ve A~ A ise L(A) ve L(A") izomorftur.

(e) L(0) = K dur.

(f) A< 0 ise L(A) = {0} dur

(9) A< B ise L(A) C L(B) ve boyx (L(B)/L(A)) < der B—der A dur.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m

Tamim 2.100 A € Dp béleni igin I(A) = boyx (L(A)) tamsayisina A béleninin
boyutu denir.

Teorem 2.101 (a) Her esas bélenin derecesi sifurdor.
(b) x € F\ K igin ()0, ()00 swraswyla x’in sifir béleni ve kutup béleni olsun.

der (z)p =der ()s = [F: K(7)]
dur.
(c) A,A" € Dg olsun.
(1) A~ A ise l(A) =1(A") ve der A =der A
(2) der A< 0 isel(A)=0

(3) der A =0 olsun. Bu durumda,
A esas bélendir. <= [(A) > 1 < I(A) =1 olur.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m
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Tanim 2.102 F/K fonksiyonlar cismi olsun.
g :=maks {der A—1(A)+1|Ae€Dr}

tamsayisina F'/K 'nan cinsi denir.

Eger A =0 ise der 0 —[(0) + 1 = 0 oldugundan g > 0 dur.

2.3.3. Riemann-Roch teoremi

Tanim 2.103 A € Dg boleni i¢in,
i(A) :=1(A)—der A+g—1

tamsayisina A’man indeksi (index of speciality) denir.

A’nmin derecesi yeterince biiyiik segilir ise i(A) = 0 olur. Dolayisiyla i(A) negatif
olmayan bir tamsayidir.

Tanim 2.104 F/K fonksiyonlar cismi olsun.

(02N

P+— ap
fonksiyonunu ele alalvm. Sonlu sayida hari¢ her P € Prp i¢in ap € Op ise a’ya

F/K man bir adeli denir. F/K 'nan adeller kimesi Ap ile gosterilir.

Bir adel, ] pep,, I direk carpiminin bir elemani olarak ifade edilebilir.

Ap = {a = (ap) € H F | sonlu sayida hari¢ her P € Pp i¢in vp(ap) > 0}

PePp

dir. Ap, K tzerinden vektor uzayidir. x € F i¢in (z,z,...) € Ap ile F, Ap i¢inde
diigtintilebilir.

Tamim 2.105 (a) A € Dg béleni igin,
Ap(A) :={a € Ar | vp(a) > —vp(A), her P € Pr}

tanamlanar.
(b) F/K fonksiyonlar cismi ve w : Ap — K, K dzerinde dogrusal bir déniisim
olsun. Uygun bir A € Dp béleni i¢in w(Ap(A) + F) = 0 ise w'ye F/K 'min Weil
diferansiyeli denir. F/K 'nman Weil diferansiyeli kiimesi Qp ile gosterilir. A € Dp
bolent ic¢in,

Qr(A) :={w e Qp | w(Ar(A) + F) =0}

tanamlanar.
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Ap(A), Ap'nin, Qp (A), Qp'nin K iizerinde alt vektor uzaylaridir.

Onerme 2.106 Qp, K dzerinden vektor uzayrdr. Hatta Qp , F uzerinde bir boyutlu
vektor uzayidar.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m

Tanim 2.107 (a) 0 # w € Qp, A, B € Dg olsun. w(Ap(B)+F) =0 ve w(Ap(A)+
F) =0 iken A < B saglanwyorsa B ’ye w’nin béleni denir ve B = (w) ile gosterilir.
(b) 0 #£ w € Qp i¢in vp(w), vp((w)) ile tanimlanar.

(c) w € Qp ve P € Pr olmak tizere vp(w) > 0 ise P’ye w nin sifirr, vp(w) < 0 ise
P’ye w’nin kutbu, vp(w) > 0 ise w’ye P de dizenlidir denir.

(d) F/K’nin bir boleni uygun bir Weil diferansiyelinin bir boleni ise bu bélene
kanonik bolen denir.

0#z € Fve0# we Qp ic¢in (zw) = (z) + (w) dir. Boylece kanonik iki
bolen denktir.

Teorem 2.108 (a) (Duality Teoremi) A € Dp ve W = (w), F/K 'nan bir kanonik
boleni olsun. O halde

T — TWw

" { LIW=A) — Qp (A)

dontisumi vektor uzayr olarak K-izomorfizmdir.
(b) (Riemann-Roch Teoremi) W, F/K nan bir kanonik boleni ve cinsi g olsun. Her
A € Dpr icin

l(A) =der A+1—g+I(W-A)

dar.
Ispat. (Stichtenoth 2009). m

Sonug 2.109 (a) W kanonik béleni i¢in der W = 2g — 2 ve (W) =g dir.
(b) A€ Dp iginder A>2g—1 isel(A)=der A+1— g dir.

Ispat. (a) Riemann-Roch teoremi ve Lemma 2.99 (e)’den yararlanarak, A = 0 icin
1=10)=der0+1—g+ (W —0)
dir. Béylece [(W) = g olur. Ote yandan Riemann-Roch teoreminde A = W icin
g=IW)=derW +1—-g+I(W —-W)=derW +2—g

olur ve buradan der W = 2g — 2 dir.

(b) Riemann-Roch teoreminde W kanonik béleni i¢in [(A) = der A+1—g+1(W—A)
dir. (W —=A) i¢in der (W —A) =der (W)—der A =2g—2—der Aveder A>2g—1
oldugundan der (W—A) < 0 olur. Teorem 2.101 (¢-2)’den (W —A) =0 dir. m
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Tanim 2.110 P € Pp olsun. (x)s = nP olacak sekilde bir x € F wvarsa n > 0
saysina P nin bir kutup sayist (pole number) denir. Aksi halde P’nin bosluk sayis
(gap number) olarak adlandurilir.

n € N, P'nin kutup sayisidir ancak ve ancak [(nP) > I((n — 1)P) dir. Ayrica,
P’nin kutup sayilarinin kiimesi N toplamsal semigrubunun bir alt semigrubudur.
So6yle ki nq,ny kutup sayist ise (21)s = n1 P, (23)eo = noP ve buradan (x129)s =
(n1 + n2)P dir.

Onerme 2.111 (a) F/K fonksiyonlar cismi i¢in asagudaki ifadeler denktir:
(1) F rasyonel fonksiyonlar cismidir, yani F' = K(x) dir.

(2) F/K fonksiyonlar cismi i¢in g = 0 ve der A = 1 olacak sekilde uygun
A € Dg varder.
(b) P € Pp olsun. Bu durumda her n > 2g i¢in kutup béleni (x)se = nP olacak
sekilde bir x € F' vardur.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m

Teorem 2.112 (Weierstrass Bosluk Teoremi) F/K fonksiyonlar cismi, g > 0 wve
P € Pr derecesi bir olan bir nokta olsm_@. Bu durumda P’nin i, < ... < i4 olacak
sekilde tam g tane bosluk sayisy vardir. Ustelik, iy =1 ve 1, < 2g — 1 dir.

Ispat. Onerme 2.111 (c)’den P’nin her bosluk sayis1 < 2¢g — 1 dir ve 0 bir kutup
sayisidir. Bogluk sayilari igin

i, P'nin bir bosluk sayisidir <= L((i — 1)P) = L(iP)
karakterizasyonu vardir. Vektor uzaylarinin

K = £(0) C £(P) C £L(2P) C - C L((2g— 1)P) C ---

dizisini diigiiniirsek burada Sonug 2.109 (b) yardimiyla [(0) = 1 ve {((29 —1)P) =g
dir. Lemma 2.99 (g)’den her 7 i¢in

1(iP) < I((i — 1)P) + 1

dir. L((i — 1)P) & L(iP) yardmuyla 1 < i < 2g — 1 igin g — 1 say1 vardir. g
sayist P’nin bosluklaridir. Simdi 1 sayisinin bosluk oldugunu gostermeliyiz. Aksini
varsayalim, 1 sayist P’nin bir kutbu olsun. Kutup sayilarimin kiimesi toplamsal bir
semigrup oldugundan, her n € N sayis1 bir kutup sayisidir ve hig bir bosluga sahip
degildir. Bu ise g > 0 ile celigir. m

Tanim 2.113 P € Pp olmak tuzere P’deki kutup sayilar: kimesine Weierstrass
semaigrup denir.
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Gozlem 2.114 £(0) C L(P)C L(2P) C --- C L((29g — 1)P) C L(2gP) C ---
dizisinde sonlu sayida hari¢ her P noktas i¢in kutup sayilary kiimesi aynidir. Sadece
sonlu sayrda nokta icin farklansr. Bu tip noktalara Weierstrass noktas: aksi halde
adi (ordinary) nokta denir.

F/K, F'/K' cebirsel fonksiyonlar cismi ve tiim sabitler cismi sirasiyla K, K’
olsun. Burada K miikemmel cisim kabul edilecektir.

Tanim 2.115 F'/K've F/K cebirsel fonksiyonlar cismi olsun. K' O K, F' O F ve
F'/F cebirsel genisleme ise F'/K'ya F/K man bir cebirsel geniglemesi denir. [F' :
F] < o0 ise F'/K'ya F/K 'man sonlu genislemesi denir.

F'/K', F/K’'nin cebirsel geniglemesi olsun. K’/K cebirsel ve F N K' = K
dir.

Tanim 2.116 F'/K', F/K 'man cebirsel genislemesi ve P € Pp olsun. P' € Ppr igin
P C P’ ise P', P’nin bir geniglemesidir denir, P'|P ile gdsterilir.

Onerme 2.117 F'/K', F/K mn cebirsel genislemesi, P (veya P'), F/K 'mn (F'/ K
bir noktasi ve Qp C F (Qp C F') karsilik gelen valuation halkasi, vp (vpr) karsilik
gelen valuation olsun. P'|P ise, P=P NF ve Qp = Qp NF dir.

PP < Qp C Qp <= Herx € F i¢in vp(x) = e.wp(x) olacak sekilde bir
e > 1 tamsayisy vardar.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m

Tanim 2.118 Onerme 2.117°de bahsedilen e == e(P'|P) > 1 tamsaysina P’ niin P
tzerinde dallanma indeksi (ramification index) denir. e(P'|P) = 1 ise P', P uzerinde
dallanmamas (unramified), aksi halde dallanmastyr (ramified) denir. [Fp, : Fp|'ye P’
niin P tzerinden relative derecesi denir ve f(P'|P) ile gdsterilir.

Onerme 2.119 P'|P ve F'/K’, F/K 'nun cebirsel genislemesi olsun.

(a) f(P'|P) < oco<=[F': F] <0

(b) F"/K", F/K 'min cebirsel genislemesi ve P" € Pr», P' niin genislemesi ise
e(P"|P) = o(P"|P').c(P'|P) ve f(P"|P) = f(P"|P').f(P'|P)

dar.

(c¢) Her P' € P igin tam bir tane P € Pp vardwr ki P'|P, yani P = P'N F dir.

(d) Her P € Pg i¢in en az bir, en ¢ok sonlu sayida P € Pp genislemesi vardur.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m
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Teorem 2.120 F'/K’, F/K mun sonlu genislemesi, P € Pp ve Py,..., Py, F'/K'
de P’nin geniglemeleri olsun. e; = e(B;|P), fi = f(FP|P) ise

Zelfz = [F/ . F]
i=1
dir.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m

Bu caligmada yararlanacagimiz fonksiyon cismi geniglemelerinin 6nemli iki
sinifin1 olugturan Kummer ve Artin-Schreier geniglemeleri hakkinda detayh bilgi
icin (Stichtenoth 2009)’a bakilabilir.

2.3.4. Cebirsel fonksiyon cismi ornekleri

Bu boliimde baz cebirsel egrileri fonksiyon cismi dilinde inceleyecegiz. Ik 6rnek K
tizerinde rasyonel fonksiyonlar cismi K (z) dir ve cinsi g = 0 dir. Burada g > 1 olan
baz1 fonksiyon cisimlerini ifade edelim.

Tanim 2.121 K, Fnin tim sabitler cismi olmak tzere F/K fonksiyonlar cisminin
cinsi, g = 1 ve der A = 1 olacak sekilde uygun A € Dp var ise F/K 'ya eliptik
fonksiyon cismai denir.

Onerme 2.122 F , K tizerinde bir eliptik fonksiyon cismi olsun.
(a) char K # 2 ise F = K(z,y) ve

y* = f(z) € K[a]
olacak sekilde uygun x,y € F vardir, burada f(x) tam kare boleni olmayan polinom
ve der f(x) =3 dir.
(b) char K =2 ise F' = K(z,y) ve
v +y = f(z) € K[x], der f =3
ya da

9 1
Cry=ot——
axr

+b,a,b€Kz}ea7é0

olacak sekilde uygun x,y € F vardur.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m

Tanim 2.123 F/K cebirsel fonksiyon cismi olsun. g > 2, [F : K(z)] = 2 ve K(x) C
F ise F/K’ ya hipereliptik fonksiyonlar cismi denir.
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Lemma 2.124 (a) Cinsi g > 2 olan F/K cebirsel fonksiyonlar cismi hipereliptiktir
ancak ve ancak der A = 2 ve l(A) > 2 olacak sekilde bir A € Dp vardar.
(b) g =2 olan her F/K cebirsel fonksiyonlar cismi hipereliptiktir.

Ispat. (a) F/K hipereliptik olsun. [F : K (z)] = 2 olacak sekilde = € F secelim ve
A := (x)s bolenini diigiinelim. O halde der A = 2 ve 1,z € L(A) elemanlart K
tizerinde lineer bagimsizdir. Sonug olarak [(A) > 2 dir.

Tersine, F//K’nin cinsi g > 2 ve [(A) > 2 ile der A = 2 olan A bodlenini ele
alahm. A; ~ A olacak sekilde A; > 0 boleni vardir. Béylece der Ay =2 ve [(Ay) > 2
dir. z € L(A;) \ K olacak sekilde bir eleman bulabiliriz. O halde (7). < A; dir ve
boylece [F': K(z)] = der ()s < 2 olur. F'/K rasyonel olmadigindan [F : K(z)] = 2
elde edilir.

(b) F//K’nim cinsi g = 2 olarak verilsin. Sonug 2.109 (a)’dan her W € D kanonik
boleni i¢in der W = 2g —2 = 2 ve [(W) = g = 2 vardir. (a) yardimiyla F'/K’nin
hipereliptik oldugu goriilir. m

Ornek 2.125 Oyle Jonksiyon cisimleri vardur ki, bir P noktasu icin  bosluk sayist
dizisi 1,2,...,g den farkhdwr. Ornegin, F = K(x,y), v> + 23y + 2 = 0 ile tanmmh
Fye Klein quartik fonksiyon cismai denir.

Ornek 2.126 Fp tizerinde

y' +y =a”
denklemiyle verilen F' = Fpe(x,y) fonksiyon cismini dikkate alalim, burada q bir
asal sayrnin kuvveti, m bir pozitif tamsayr ve (q¢,m) = 1 dir. Bu simf i¢in cins
g = (¢—1)(m—1)/2 dir. Eger m = q+ 1 ise fonksiyon cismine Hermityen
fonksiyon cismi denir.

Lemma 2.127 F2 dzerinde Hermityen fonksiyon cismi
H = Fp(z,y) vey! +y =27
ile tamamlanabilir. O halde asagidaki ozellikler saglanur:
(a) H min cinsi g = q(q—1),/2 dir.
(b) H, Fp tzerinde derecesi bir olan ¢* + 1 noktaya sahiptir. Yani,

(1) x ve y’'nin ortak kutbu Qs dur.

(2) Her o € Fp igin, 87+ 3 = ot olacak sekilde q tane 3 € Fp vardr.,
Ayrica her (a, ) ikilist i¢in, x(Pap) = o ve y(P,) = [ olmak tzere derecesi bir
olan sadece P, g € Py noktasidar.

Ispat. Genellegmis Artin-Schreier geniglemesi yardimiyla ispatlanabilir. m

Ornek 2.128 Uygun pozitif n pozitif tamsaypse i¢in gy = 2" ve q = 22" olmak
uzere,

y'—y =a'(z® - x)
denklems ile belirlenen bir degiskenli cebirsel fonksiyonlar cismini F = Fy(z,y)/F,
ile gosterelim. Bu fonsiyon cismine Suzuki fonksiyon cismi denir. ¢> + 1 tane
rasyonel noktasy vardar.
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2.4. Cebirsel Kodlar

Bu boliimde kodun tanimi, sahip oldugu parametrelerin 6zellikleri ve ayrica cebirsel
geometrik kod ile duali olan kodun sahip oldugu parametrelerin 6zellikleri verilecek-
tir.

2.4.1. Kodlar

q bir asal saymin kuvveti olmak tizere, F, ile ¢ elemanh sonlu cisim ve Fy ile F,'nun
n-defa kendisiyle kartezyen carpimi gosterilecektir.

Tanim 2.129 (a) a = (ay,a, ..., ay), b = (b1, ba, ..., b,) € Fy olmak iizere a ve b’nin
Hamming uzakligr
d(a,b) = #{i | a; # b;},

a € Fy 'nin agirhge ise

wt(a) := d(a,0) = #{i | a; #5 0}
ile tanwmlanar.
(b) C C Ty, Fy 'nin bir alt vektor uzay ise C'ye Fy dizerinde bir lineer kod, C nin
her bir elemanina ise bir kod kelime denir.
(¢) C'nin F, tuzerinden vektor uzay: olarak boyutuna, C kodunun boyutu denir ve
boy C' ile gosterilir.
(d) C CFy oldugundan n’ye C kodunun uzunlugu denir.
(e) C, F, dzerinden bir lineer kod olmak tizere

d(C) :=min {d(a,b) | a,b € C;a # b}
sayisina C' kodunun Hamming uzaklige ya da minimum uzaklhge denir.

Ornek 2.130 Fy = Z3 olsun. wit(1,3,2,4) = 4, wt(1,4,0,0) = 2, wt(0,3,0,0) = 1,
wi(4,3,0,1) = 3 ve d((4,3,0,1),(1,3,2,4)) = 3, d((1,4,0,0), (0,3,0,0)) = 2 dur.

Tanim 2.131 Uzunlugu n, boyutu k, minimum uzaklige d olan bir lineer koda n, k, d]
kod ve n,k,d’ye bu kodun parametreleri denir.

C kodunun minimum uzakligi i¢in

d(C) = min {d(a,b)|a,be€ C,a#b} =min {d(a—>5,0)]|a,beC, a#b}
= min {wt(a—>b) |0#a—be C}

dir.

Tanim 2.132 (a) C, F, dzerinden [n, k, d] kod olsun. Saturlary C 'nin bir tabany olan
kxn matrisine C''nin bir trete¢ matrisi denar.

(0) a = (a1, a2, ..., an), b= (b1, ba, ..., bn) € F igin (a,b) == 37" a;b; ile tanvmlanan
ifadeye ¥y tzerinde kanonik i¢ ¢arpim denir.

(¢) C CF} bir kod ise C* :={u € F | (u,c) = 0 her c € C} kiimesine C nin duali
denir.
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n __ L . 1. . L .
[, = C & C— dir ve boyuta gecilirse n = boy C' + boy C~ dir.

Tanim 2.133 C~’in direte¢ matrisine C’nin parite kontrol matrisi (esitlik kontrol
matrisi) denir.

Bir [n, k, d] lineer kodun kontrol matrisi H, (n — k)xn tipinde bir matristir ve
rank = n—Fk dir. u', u'nun devrigi (transpoze) olmak iizere C' = {u € F | H.u' = 0}
dir. Boylece parite kontrol matrisi, bir u € Fy vektorintn bir kod kelime olup
olmadigini kontrol eder.

Onerme 2.134 (Singleton Swniri) C bir lineer [n, k, d] kod olsun. Bu durumda
k+d<n+1
dar.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m

C bir lineer [n, k,d] kod olsun. k +d = n + 1 ise C' lineer koduna maksimum

uzaklikta ayrilabilir kod (MDS) denir.

2.4.2. Cebirsel geometrik kodlar

V.D. Goppa tarafindan tanimlandigi i¢in bu kodlar geometrik Goppa kodlar olarak
adlandirihir. Bu boliimde agagidaki gosterimleri kullanacagiz.

F/F, cinsi g olan cebirsel fonksiyonlar cismidir.
P, Py, ..., P,, F/F,/nun derecesi 1 olan, ikigerli birbirinden farkli bélenleridir.
D=P +PFP+..+P,.
G, F/F,/nin Supp G N Supp D = () olacak sekilde bir boleni olsun.
Tanim 2.135 evp : L(G) — Fy déndisimii evp(x) = (x(P1),...,z(P,)) € Fy ile
tanmemlansin. D ve G bélenleri ile olusturulan Cr(D,G) := evp(L(G)) cebirsel geo-

metrik kodu

ile tanymlanar.

Supp G N Supp D = @ oldugundan z € L(G) igin vp,(z) >0 (i = 1,2,...,n)
olur. z’in P; moduna gore x(F;) kalan smifi, P;’nin kalan smiflar cisminin bir ele-
manidir. P;’nin derecesi 1 oldugundan kalan smiflar cismi F, ve béylece z(FP;) € F,

dar.

Teorem 2.136 C(D,QG)
k=I1(G)—U(G—-D)ved>n—der G
ile bir [n, k,d] koddur .
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ispat. Tanim 2.135 ile verilen evp dontigiimii orten bir lineer doniisiimdiir ve
Cek(evp) ={z € L(G) |vp(z) >0; i=1,..,n} = L(G — D)

dir. k = boy C(D,G) = boy L(G) — boy L(G — D) dir. Cz(D,G) # 0 ise minimum
uzaklik d kabul edilebilir. wt(evp(x)) = d olacak sekilde x € L(G) secelim. D’nin
destek kiimesinde F; , ..., P; _, olmak iizere tam n — d nokta vardir. Boylece

0#2€L(G—(Pyt.+P )
olur. Teorem 2.101 (c-2) yardimiyla
0<der (G—(P,+..+PF,_,))=der G—n+d

olur ve boylece d > n — der G dir. m

Sonug 2.137 der G < n kabul edelim. O halde evp : L(G) — Cp(D,G) donitigimi bi-
rebirdir ve bu durumda,
(a) Cz(D, G) lineer kodu d > n —der G ve k =1(G) > der G+ 1— g ile bir [n, k,d|
koddur. Boylece

k+d>n+1—g

olur. Onerme 2.134 ile birlestirilirse n +1 — g < k+d < n+ 1 seklinde k + d icin
alt ve ust sinar belirlenmis olur.

(b) 29 —2 < der G <n ise k=der G+1— g dir.

(¢) {z1,...,zx}, L(G) nin bir tabani ise

1 (P) x1(P) ... z1(Py,)
M=| ; z

matrisi Cp(D, G) nin irete¢ matrisidir.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m

g = 01ise n+1 = k+d oldugundan bu tiir kodlarin MDS kod olduguna dikkat
edelim.

Tanim 2.138 d* := n — der G tamsaysina Cp(D,G) kodunun atanmis uzaklg
denir.

Tanim 2.139 G ve D, bu bolim basinda verilen kabuldeki gibi olsun. Bu durumda,
Cao(D,G) kodu

Ca(D,G) :={(wp,(1),...,wp, (1)) | w € Qp(G — D)} CF}

ile tanymlanar.
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Teorem 2.140 Cq (D, G) bir [0/, k', d'] kod olsun.

(a) ' =i(G — D) —i(G) ve d > der G — (2g — 2) dir.

(b) der G >2g—2ise k' =i(G—D)>n+g—1—der G dir.
(c)2g—2<der G<nisek'=n+g—1—der G=n+g— (der G+ 1) dir.
(d) Ca(D,G) = (Co(D,G))* dir.

Ispat. (Stichtenoth 2009). m

Tanim 2.141 (d')* = der G — (29 — 2) ye Cq(D, G) 'nin atanmas uzaklige denir.

Onerme 2.142 vp () = —1 ve np, = 1, i = 1,...,n olacak sekilde bir n Weil
diferansiyeli i¢in H := D — G + (n) olmak tzere

(CE(Da G))L = CQ(D’ G) = CE(D7H)

dir.

Ispat. (Cz(D,G))* = Co(D, Q) esitligi Teorem 2.140 (d)’de verilmisti. i = 1,...,n
i¢in vp,(n) = —1 oldugundan Supp (D — G + (n)) N Supp D = O olur. Buradan
Cr(D, D—G+(n)) tamimhdir. Teorem 2.108 (a) yardimiyla p(x) := xn ile tanimlanan
w: L(D,D—G+ (n) — Qr(G — D) olacak sekilde bir izomorfizm vardir. z €
L(D,D — G+ (n)) i¢in

(@n)p,(1) = np,(z) = 2(F).np,(1) = 2(F)
dir. Boylece Co(D,G) = Cr(D,D — G+ (n)) olur. m
Sonug 2.143 FEger
2G —D < (n) vei=1,...ni¢innp (1) =1
olacak sekilde bir n Weil diferansiyeli var ise Cz(D,G) C (Cr(D,G))* dir. Eger
2G—D=(n)venp(l)=1,i=1,..,n
ise Cr(D,G) = (Ce(D, G))* dir.
Ispat. 2G — D < (n) ifadesi G < D — G + () ifadesine denktir. Onerme 2.142’den
(Ce(D,G))* = Ce(D,D =G+ (n)) 2 Ce(D,G)
elde edilir, boylece ilk kosul saglanir. 2G — D = () yani G = D — G + () ise
(Ce(D,G))* = Ce(D,D = G+ (n) = Ce(D,G)

dir. m
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3. BULGULAR

Bu boliimde niimerik semigruplarin, cebirsel egriler ve cebirsel kodlara bazi uygu-
lamalar1 verilmigtir. Burada ¢, S = {p, = 0 < p; < ...} niimerik semigrubunun
onderi olmak iizere c = p, ile gosterilecektir.

3.1. Cebirsel Egriler ile Niimerik Semigruplarin ili§kileri

Ornek 3.1 (1) Pseudo-simetrik olan ve aralikla tiretilen tek nimerik semigrup
{0,3, —} oldugu Onerme 2.51 de gésterilmistir.

(2) F bir hipereliptik fonksiyonlar cismi ve Q, F izerinde rasyonel nokta olsun.
Q nun Weierstrass semigrubu hipereliptik olarak adlandirilir, yani, bazi t > 3 olan
tek tamsayilar icin S =< 2,t > dir. (Egert = 3 semigrubu genel olarak eliptik olarak
adlandirler). Hipereliptik semigruplar e(S) = 2 oldugundan simetriktir. Ustelik, Arf
niumerik semigruptur.

Onerme 3.2 Arf pseudo-simetrik olan nimerik semigruplar sadece {0,3,—} ve

{0,3,5,—} dur.

Ispat. S bir Arf pseudo-simetrik niimerik semigrup olsun. Ilk olarak Ap(S, py) =
{0, py+(c—1)/2, p;+c—1} oldugunu gosterelim. O kapsamasi agiktir. Ters kapsamay1
gostermek i¢in [ € Ap(S,p;),l ¢ {0,p, + (¢ —1)/2,p; + ¢ — 1} varsayalim. Lemma
2.46 yardimiyla | # p, +¢c—1, py+¢c—1—12> p, oldugundan p, +c—1—-1€ S
dir. Bagka bir deyisle, [ # 0 ise o zaman [ > p; olur. Burada Arf olma kogulundan
dolay1 py +c—1—1+4+1—p;, = c—1 € S dir. Bu ise celigkidir.

Simdi, #Ap(S,p;) = 1 ise py = 1 ve S = N dir. Fakat N pseudo-simetrik
niimerik semigrup degildir.

#Ap(S, p;) = 2 ise Gozlem 2.10’dan p; = 2 dir. Bu durumda, S hipereliptik
olmalhdir. Boylece, S pseudo-simetrik niimerik semigrup degildir.

Sonug olarak, #Ap(S, p;) = 3 olmalidir. Bu, Gézlem 2.10°dan p; = 3, 1 ve 2
nin bogluk olmasim saglar. (¢ —1)/2 = 1 ise ¢ = 3 olur ve S = {0,3, —}"yi verir.
Aksi halde, (¢ —1)/2 = 2 ise ¢ = 5 olur ve S = {0,3,5, —}’yi verir. Son olarak
1# (¢c—1)/2ve2# (c—1)/2 ise S pseudo-simetrik niimerik semigrup oldugundan
c—1,c—3 € S olur. Bu ise Lemma 2.66 ile gelisir. m

Onerme 3.3 Simetrik Arf nimerik semigruplar sadece hipereliptik semigruplardar.

Ispat. Oncelikle her hipereliptik semigrubun Arf ntimerik semigrup oldugunu biliyo-
ruz. Tersine, S Arf, p € Sve p < cise p+1 ¢ S dir. Aksi halde 2(p+1)—p =p+2€ S
olur. Benzer gekilde p + 3,p +4,... € S oldugu goriilebilir ve bu p < c¢ ile gelisir.
Buradan, [0, ¢] araliginda ardigik iki tamsaymin ikisinin birden kutup olamayacag:
goriiliir. Eger S simetrik ise bogluklar i¢in aym durum s6z konusudur. (Eger [, + 1
bosluklar ise o zaman ¢ — [ — 2,¢ — | — 1 kutuplardir). 0 zaten kutup oldugundan,
[0,c] NS =0,c] N 2N elde edilir. Boylece S hipereliptiktir. m
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Ornek 3.4 (1) Ornek 2.125 de verilen Klein quartik fonksiyon cismini K = Fg

tizerinden dikkate alalym. Denklemi x5 ile carpip z = —ya? dondisiimi yapilirsa, 7 =

sz elde edilir. Bu durumda F’yi Fg(z) nin bir genislemesi olarak disinebiliriz.
Fs(z) iginde (z2) = Py — Py, (1 — 2) = Py — Py olacaktur. F iginde ise cisim
genislemesinden kaynaklanan dallanma indeksi ile ¢arpilmak durumundadirlar. Bu
indeks Py, Py, Py i¢in 7 diger noktalarda ise 1 dir, ayrica fonksiyon cisminin cinsi

3 tur. F icinde Py, 'un bir genislemesi Qs olsun. Bu durumda,

2’3

1—2

Vo (77) = vg.( )=3Tvp (z) —Twp (1 —2)=—-2.7

diger yandan vg_ (z7) = Twg.. () oldugundan vg. (x) = —2 dir. Benzer sekilde,
Twp, (2) = vo (2) = vo. (—yz?) = 2.vg (z) +vg. (y) = 2.(—2)+ v, (y) nedeniyle
V.. (y) = —3 elde edilir. Dolayiswyla, Q 'daki Weierstrass semigrup {0,3,5,6,7,8,9, ...
dir. ¢ = 5 ve (¢ — 1)/2’den farklh bosluklar sadece | = 1 ve | = 4 dir. Her iki du-
rumda da ¢ — 1 —1 € S oldugundan bu S ’nin pseudo-simetrik oldugunu gosterir.
Ayrica c=5,d=c =3 ved =0 dr. Bu, Tanmam 2.5/ te verilen tanmim yardimuyla
adi olmayan akut nimerik semigrup icin bir érnektir. Onerme 3.2 yardvmaiyla S bir
Arf nimerik semigruptur.

(2) Ornek 2.126 de verilen Hermityen fonksiyon cismini alalim. Simdi, P := Py, ve
Q := Py noktalarini alalvm. Burada P, sonsuzdaki noktayr and P, ise, x — a ve
y — b min ortak sifiriny gostermektedir. Bu durumda, x ve y’nin bolenlerinin

(@)= Y Pu—qPx ve (y)=m(Po— Px)

ba4b=0
ayrica
(a'y’) =i Y P+ (i+ jm)Po — (iq + jm) P
ba+b=0, b0
oldugu kolayca gorilebilir. Hermityen fonksiyon cismi i¢in L(rPy) un, r > 0, bir
taban -
{a'y:0<i,0<j<qg-1, ig+j(g+1)<r}

dir. Q noktasindaki Weierstrass semigrup S = (q,q + 1) dir. Bu durumda, ¢ = 3
alimirsa Weierstrass semigrup {0,3,4,6,7,8, ...}, bosluk saylar {1,2,5} olur. Ben-
zer sekilde, Fig tizerinde y* +y = x° denklemi ile belirli Hermityen egrisi icin Q
daki semigrup

S = (4,5) = {0,4,5,8,9,10} U {i € N | i > 12}

dir. Bu durumda ¢ =12, d = 10, ¢ = 8 ve d' = 5 oldugundan S akuttur. Ustelik, S
simetrik ve {4,5} araligu ile tretilen nimerik semigruptur.

(3) Ornek 2.128 de verilen Suzuki fonksiyon cismini alalvum. Her a,b € F,icinz —a
ve y — b’nin ortak noktasi olan tek tirlu belirle bir P, € Pp noktast vardir. Ek
olarak, sonsuzda tek bir Py, —noktasi vardir. F’nin cinsi g = qo(q — 1) dir. F,
F,(x) fonksiyon cisminin bir genislemesi olarak gérilebilir ve [F : F,(x)] = q dur.
Qa € Pr) ile x — a’mn sifirimi Qoo € Pry(x) ile sonsuzdaki noktayr gosterelim ve

-1 9

+ v

e a9 q
X, Y, vi=yo —xgdo | W:.:=Yox

Q
ow"“
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fonsiyonlariny dikkate alalvm. Bu durumda

(P)oe = 0P (8)oo = (44 @0) Pos (0)o = (44 -0 Pos (whoo = (g + -+ 1)Pog

elde edilir. Her b € F, i¢in Py, , Qo mn bir genislemesi ve F//F,(x) derecesi q olan
bir genisleme oldugundan, Qg noktast F’de tam olarak parcalanir. Buradan

($)=ZP0b—qPoo

beF,

elde ederiz. Boylece, vp,(y) = vg,(y) , €(PoolQo) = 1 dir. Hatta, y(y?' — 1) =
z T (z — a) ve
beFy

UQo(y> = (qo + 1)UQo<x) + Z UQO(:B - a) - UQo(yq_l - 1) =qo + 1
beF;

dir. Boylece, vpy,(y) = qo + 1, vpy(v) = 5 + 1 ve vp,(w) = (¢ + L + 1) elde edilir.
wman kutup béleninin derecesi (¢+ L +1) dir. Bu durumda, (w) = (¢+ L +1)Fo —
(q+ qio +1)P dir. F/F, Suzuki fonksiyonlar cismi ve P, bir rasyonel noktasi olsun.

P noktasindaki Weierstrass semigrup <q, q+qo,q+ q%, q+ ;io + 1> dir. qo = 2 i¢in
semigrubun onderi, dominant:, alt onderi ve alt dominanty swraswyla 28,26,20 ve
18 oldugundan dolayr akut nimerik semigruptur. g = £(S)+1 oldugundan semigrup

2
simetriktir.

Ornek 3.5 g = 2 olan hipereliptik fonksiyon cismi olsun. Weierstrass bosluk teore-
minden 1 < i; < 2g—1 ve tam g tane bosluk sayist vardir. Burada g = 2 oldugundan
1 < 4; < 3 olur. 1 bosluktur. Diger bosluk ya 2 yada 3 tir. Swasiwyla Weierstrass
semigrup {0,3, —} ve {0,2,4, —} olur.

Tablo 1: Baz fonsksiyon cisimlerinin semigruplar
Simetrik Pseudo-simetrik Arf Akut Aralikla Uretilen

Hermityen f. c. X X X X
Hipereliptik f. c. X X
Klein quartik f. c. X X X
Suzuki f. c. X X
Adi semigrup X X
{0,3,....} X X X
S{i’m’(k+2)i—2} X X
{0,3,5,...,} X X

Burada x sembolii fonksiyon cisminin hangi niimerik semigruba dahil oldugunu be-
lirtir.
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Ornek 3.6 g = 2 olan hipereliptik fonksiyon cismi olsun. Weierstrass bosluk teore-
minden 1 < i; < 2g—1 ve tam g tane bosluk sayis vardir. Burada g = 2 oldugundan
1 <i; <3 dir ve 1 bosluktur. Diger bosluk ya 2 ya da 3’tir. Swraswyla {0,3, —} ve
{0,2,4,—} olur.

3.2. D i§lemi ve V-Dizisi

S bir ntimerik semigrup olsun. Sayfa 3’te ifade edilen p : N — S sayma dontigiimii ve
S niimerik semigrubu icin @ iglemi

i@ =p"p+p;)
ve v = (v;)ien dizisi Alp;] := {p; € S| p; — p; € S} olmak iizere
v; = #Ap;]

ile tanimlanir.

Ornek 3.7 S = {0,4,5,8,9,10,12, —} niimerik semigrubu i¢in 1 ® 1 = p~1(p; +
p1) =p t(4+4) =p'(8) =3,304 = p (py+py) = p 1 (8+9) = p(17) = 11 dir.
403 = p~Hpytps) = p~H(17) = 3®4 = 11 dir. Boyle devam edilirse & 'nin degismeli
oldugu ve ayrica & nin, N'nin dogal siralamasina uydugu kolayca gorilebilir. Yani
a < biseadc < bbe dir. v dizisi 1,2,2,3,4,3,4,6,6,4,5,8,9,8,9,10,12,12,13, 14, . ..
dir.

Onerme 3.8 (a) a,b pozitif tamsaylar, S, p sayma donisimi ile belirli nimerik
semigrup, d € Z ve d > 2 olsun. ' = dS U{i € N|i > dp,s,} ile tansmlanmak
lizere Bg, Bg swraswyla S, S" ye bagh & islemleri olsun. Bu durumda, her i < a, her
j<bicini®g j=1iPBsjveS #£S dir.

(b) k pozitif bir tamsays ve S, p sayma déntisimi ile belirli nimerik semigrup, d € Z
ved>2 olsun. S' =dSU{i € N|i>dp,} ile tamamlanmak iizere v¥, v¥ siraswyla
S, S’ ne ait v dizisi ise her i < k i¢in v° = 0% ve S # S dir.

Ispat. (a) S" # S oldugu agiktir. p/, S’ nin sayma doniigiimii olsun. Her k < a ®g b
icin pj, = dp,, dir. Ozel olarak, i < a ve j < bise p|, = dp; ve p; = dp; olur. Béylece
pg@slj = p;+ 0y =dp; +dp; =dp,g; olur. Bui®g j=1i®g j yisaglar.

(b) S # 5" oldugu agiktir. p/, S’ nin sayma doniigiimii olsun. Her ¢ < k i¢in p) = dp;,
dir. Ozel olarak j < i < k ise pi—p; = d(p;—p;) € S" dir ancak ve ancak p, —p; € S
dir. Buradan vf = vf'olur. [ ]

Gozlem 3.9 S, g cinsine, ¢ onderine ve p sayma dontusumine sahip numertk semi-
grup olsun. ¢(i), p; den daha kiigtik bosluklarin sayisi ise o zaman p; = g(i)+1i oldugu
aciktir. Sonug olarak

p; = g-+i, heri>pl(c) ise
p; < g+i, heri< pt(c) ise

dir. Ozel olarak p~'(c) = ¢ — g dir.
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Onerme 3.10 S, ¢ onderine ve p sayma donusimine sahip niumerik semigrup
olsun.
(a) Her hangi bir a € N ve her b € N igin

Pa+b Z pa+b

dir. p, > c ise esitlik saglanar.
(b) Her hangi bir a,b € N i¢in a ®b < a + p, dir. p, > c ise egitlik saglanar.

(c) S, @ islemi ile tek tirli belirli bir nimerik semigruptur.

Ispat. (a) p, ve p,pp arasinda bosluk olmayacak sekilde bir b elemani varsa p, ., =
pq+0 dir. Buna karsin p, ve p,,;, arasinda en az bir bosluk olacak sekilde bir b varsa
Patp > P + b dir. p, > cise p,’dan daha biiyiik bir bosluk olmayacaktir. Boylece
her b icin p, ., = p, + b olur. Tersine p, < cise p,,, > p, + b soyleyebiliriz.
(b) @ @ bnin tammindan p,q;, = p, + py ve p, > c ise (a) yardimiyla her b igin
Pat Py < Patp, dir. p dontgimii bijektif ve artan oldugundan dolayi, bu p, > ¢ ise
a®b<a+ p, anlamina gelir.
(¢) S’nin tek tiirli belirli oldugunu p'nin her ¢ € N igin & yardimiyla tek tiirlii belirli
olmasindan yararlanarak gosterecegiz. Burada, (b) yardimiyla

1®j < j+p;, her jicin

i®j = j+p; p; = colacak gekilde her j icin

dir. Boylece her ¢ icin maks; {(¢ ® j) — j} varhgi & yardimiyla tek tiirlii belirlidir
ve bu kesinlikle p; dir. m

v—dizisi bir niimerik semigrup belirler. Burada, elemanlarin nasil belirlendigini
gosterelim.

Onerme 3.11 S, g cinsine, ¢ onderine ve p sayma donustumune sahip niumerik
semigrup olsun. g(i), p; den daha kii¢ik bosluklarin sayist olmak tizere

D(i):={leN\S|p,—1eN\S}
olsun. Bu durumda, her i € N i¢in
v; =1 —g(i) +#D() + 1

dir. Ozel olarak heri > 2c — g — 1 i¢in (veya, denk olarak, p; > 2c—1 olacak sekilde
her i i¢in), v; =i — g+ 1 dir.

Ispat. (Kirfel ve Pellikaan 1995). m

Teorem 3.12 (v;), S nimerik semigrubuna ait dizi ise aym (v;) dizisine sahip baska
bir numerik semigrup yoktur.
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Ispat. S = Nise (v;) kesin artandir ve (v;) dizisine sahip bagka bir niimerik semigrup
yoktur. S # N varsayalim. (v;) dizisi yardimiyla g cinsi ve ¢ 6nderi belirlenebilir.
k = 2c— g —2 olsun. Asagida c ve g bilinmeden k’nin nasil belirlenecegini gérecegiz.
¢ > 2 ve bu yiizden 2¢ — 2 > ¢ dir. Bu k = p~1(2¢ — 2) ve g(k) = g saglar. Onerme
3.11 yardimiyla vy = k — g + #D(k) + 1 olur. Ancak D(k) = {c — 1} dir. Sonug
olarak v, = k — g + 2 olur. Onerme 3.11°dan her ¢ > k icin v; = i — g + 1 dir. Bu
ylizden
k =maks {i | v; = vi11}

dir. Cinsi
g=k+2—u
olarak, onderi
C_k+g+2
2

seklinde belirleyebiliriz.

{0} € Sve {i e N|i>c} C S oldugu biliniyor. Ustelik , {1,c —1} C N\ S
dir. Bu durumda, her i € {2,...,¢ — 2} i¢in ¢ € S olup olmadigin belirlemek kalir.
i €{2,...,¢— 2} varsayalim. ¢ — 1 +1i — g > ¢ — g ve buradan p,_,,; , > ¢ dir. Bu
g(c —141i— g) = g anlamina gelir. Sonug olarak

Veiticg =C—1+i—g—g+#D(c—1+i—g)+1
dir. Bagka bir deyisle, eger
D(i)={leN\S|c—14+i-1eN\S,i<l<c—1}

seklinde tanimlanirsa

_ LN D) U{c—1,i}, i€ N\ S ise
Dle=1+i-9) _{ D(3), aksi halde

olur. Son iki egitlikten
i bosluk degildir <= v,_14;—y =c+1i—2g+ #D(i)

olur. Bu tiimevarimsal olarak ¢ = ¢ — 2 den 7 = 2 ye kadar azalan i'nin S’ye ait olup
olmadigini verir. m

Teorem 3.13 S, ¢ onderine, ¢ alt onderine, d dominantina ve p sayma dontsimine
sahip adi olmayan akut nimerik semigrup olmak tizere

m=min {p (c+c —2),p(2d)}
olsun. Bu durumda,

(@) vy > Uy dir.
(b) Heri>m i¢in v; < v;4q dir.

Ispat. (Amoros 2004). m
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Sonug 3.14 S, ¢ onderine, ¢ alt dnderine ve p sayma dontisimine sahip adi ol-
mayan akut nimerik semigrup olsun. m = min {p~(c+c —2), p~1(2d)} olmak iizere
m tamsaysi, her i > m i¢in min {v; | p; € S, p; > p;y1} = vip1 olacak sekilde en
ktictk tamsaydar.

Ornek 3.15 Klein quartik’in Py noktasindaki Weierstrass semigrubu Ornek 3.4 de
verilmisti. S niumerik semigrubunun onderi 5, alt ondert 3 ve dominanty 3 tur. O
halde, p~t(c+c —2) = p~1(2d) = 3 ve boylece m = min {p~t(c+c —2),p 1 (2d)} =3
tur. v3 > vy ve her i > 3 i¢in v; < Vi1 oldugundan Teorem 3.13 saglanmas olur.
Ayrica min {v; | p; € S, p; > p3} # v3 dken her i > 3 dgin min {v; | p; € S,
P = Pip1} = Vi1 dir.

Onerme 3.16 S, ¢ onderine, ¢ alt onderine ve d dominantina sahip adi olmayan
numertk semigrup olsun.

(a) S simetrik ise min {c+ ¢ —2,2d} =c+ —2=2c—2— p, dir.

(b) S pseudo-simetrik ise min {c¢+ ¢ —2,2d} = c+ — 2 dir.

(c) S Arfise min {c+ ¢ —2,2d} = 2d dir.
(d)

S aralikla tretilen nimerik semigrup ise min {c¢+ ¢ —2,2d} = c+ < — 2 dir.

ispat. (a) S simetrik ise d = ¢ — 2 oldugu Onerme 2.60'm ispatinda gosterilmisti.
Boylece, ¢ < d oldugundan ¢+c¢ —2 = d+ ¢ < 2d dir. Ustelik, c— 1 = F(S) alirsak
Onerme 2.35 (a)’dan negatif olmayan herhangi = tamsayisi igin ¢ — 1 — z € S dir.
¢ —1=c—1—p, olur ve boylece ¢ = ¢— p, dir. Sonug olarak, c+¢ —2 =2c—2—p,
dir.

(b) S adi olmayan pseudo-simetrik ise 1 # ¢ — 1/2 bosluk oldugundan d = ¢ — 2 dir.
Boylece, ¢ + ¢ — 2 =d + ¢ < 2d olur.

(¢) S Arf ise ¢ = d dir. Soyle ki, ¢ < dise d —1 € S ve S Arf oldugundan
d+1=2d—(d—1) € S dir. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde, d < ¢ — 2 oldugundan
2d < c+c — 2 olur.

(d) S, {i,i+1,...,j} tarafindan iiretilen niimerik semigrup olsun. Lemma 2.50’den
c = ki ved= (k—1)j olacak sekilde k tamsayisi vardir. ¢ —d < j —i dir, aksi halde
(k+1)i—kj=c—d—(j—1i) > 0 oldugundan kj + 1, ¢’den daha biiyiikk bosluk
olmahdir. Diger taraftan, d—c¢ > j—i ve boylece 2d— (¢4 —2) = d—c+d—' +2 >
i—j+j—i+2>2dir. m

Ornek 3.17 Ornek 3.4 de verilen Hermityen egrisi icin onder 12, dominant 10 ve
alt onder 8 dir. Teorem 3.13 ve Onerme 3.16 yardimayla p e+ —2) =12 sayps,
Um > Uyt olacak sekilde en biyik m tamsayisidir. Boylece, her ¢ > m i¢in min
{v; | pj €S, pj > piy1} = vig1 olacak sekilde en kiigik tamsaydar. Onerme 3.16’dan
c+cd —2=2c—2—p, dir.

S bir niimerik semigrup ve v = (v;), v—dizisini olmak ftizere her i € N i¢in
v-dizisi ve @ iglemi arasindaki baginti

=#{(, k) eN* [ j @ k =i}
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seklindedir. v;’yi hesaplamak icin {j @ k | 0 < j, k < i}’ye bakmak yeterlidir. Sonug
olarak herhangi bir semigrup, onun & iglemiyle tamamen belirlenebilir. Bagka bir
deyigle Onerme 3.8 (a) ve (b)nin bir sonucudur.

Onerme 3.18 S bir nimerik semigrup olsun.
(a) S, p sayma déniigimine sahip adi nimerik semigrup ise
1, 1=20
v; = 2, 1<1<py

olur.
(b) S nidmerik semigrubu i¢in (v;) dizisi azalmayan ise S Arftir.

Ispat. (a) vg =1 ve 0 < p; < 2p, oldugu durumda v; = 2 oldugu aciktir. O halde,
2p; = p,, 41 oldugundan her 1 <4 < p; i¢in v; = 2 dir. Son olarak, p; > 2p, ise
p; nin yanisira p; — p, 'den biiyiik bogluk olmayan tiim elemanlar A[p,]’ye aittir ve
geriye kalan bogluk olmayan elemanlardan hi¢ birisi A[p,]’ye ait degildir. S’nin cinsi
gise v;=p;, —p; +2—gvep, =i+ g dir. Boylece, v; =1 — p; + 2 dir.

(b) p, S’nin sayma doniigiimii olsun. Timevarim yéntemi uygulayarak ispat yapalim.
Herhangi negatif olmayan ¢ tamsayisi igin

(1) Alp,1apy) = 17 €N | j < i U{p~ (20, —p,) |0 < j < i}, burada U, ayrik
kiimelerin birlegimini gostermektedir.

(2) A[ppfl(pﬂrpprl)] = {] eN ‘ J < Z} = {p_l(pz + Pi+1 — p]) | 0< J < 7’}
Eger (1), her 7 i¢in saglamyor ise {j € N [ j < i} C Alp,-1(5,] olduguna dikkat
edelim. Bu durumda, Onerme 2.67'dan S Arftir. i = 0 durumunda (1) ve (2)’nin
saglandigr agiktir. 4 > 0 varsayalim. Tiimevarim hipotezi yardimiyla, v,-1¢, 4,
2¢ dir. Simdi, (v;) azalmayan bir dizi ve 2p; > p; | + p; oldugundan v,-1(5,) > 2i
dir. Diger taraftan, j,k € Ni¢in j < k ve p; + p, = 2p; ise p; < p; ve p = p; dir.
Bu durumda,

P(A[prl(Qpi)]) SH{p 10 <itU{2p—p; [0 <) <i}

olur. Boylece v,-1(2,) > 24 olmas igin gerek ve yeter kogul
Alpyrapp) =7 ENTG <} U{p™ (2 — ;) |0 < j < i}

olmasidir. Bu (1)’i ispatlar. Son olarak, (1), v,-1(2,.y = 2i + 1 olmasim gerektirir ve
benzer gekilde (2) elde edilir. m

Onermenin bir sonucu olarak, S adi niimerik semigrup ise (v;) dizisi azal-
mayandir.

Teorem 3.19 (a) (v;) dizisi azalmayan tek nimerik semigrup adi nimerik semi-
gruplardar.
(b) (v;) dizisi kesin artan olacak sekilde tek nimerik semigrup N dir.

Ispat. (a) Onerme 3.18 (a) ve (b), Onerme 2.60, Onerme 2.81, Teorem 3.13’nin bir
sonucu olarak elde edilir.
(b) (a) ve Onerme 3.18 (a)’min bir sonucudur. m
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3.3. Cebirsel Geometrik Kodlar ve Arf Niimerik Semigruplarla Iligkisi

[F, sonlu bir cisim ve F', F, iizerinde bir fonksiyon cismi olsun. Bir rasyonel () noktasi
alahm ve K. (Q), @ diginda kutbu olmayan fonksiyonlarin kiimesi (halkasi) olsun.

5= 5(Q) = {~volf) | f € Kul@Q} = {p =0 < py <)

seklinde ifade edilir. vg(1) = 0 ve her f,g € K(Q) icin vo(f.g9) = vo(f) + volg)
oldugundan S = S(Q), @ da Weierstrass semigrubudur, burada S’nin énderi ¢ = p,
ile gosterilecektir. Bir m pozitif tamsayisi i¢in, L(mQ) = {f € K. (Q) | vo(f)
—m} dir. F' de Q ¢ P olacak sekilde n fakli rasyonel noktanin kiimesi P
{P,..., P,} olmak {izere D = ) P, olsun.

=1

» { Koul(Q) — F;

v

degerlendirme doéniigiimiinii alalim. Bir noktali cebirsel geometrik kod Cq(D, p,@Q) =
evp(L(p,Q))* dir. Burada kisaca C; diyecegiz. i = 1,2,--- i¢in —vg(h;) = p; ola-
cak gekilde h; € K (Q) fonksiyonu secilebilir. C;’yi, h; = evp(h;) olacak sekilde
hy, ..., h; parite kontrol sistemine gore tanimlayabiliriz.

Cr={c€lF,; [ch; =0, heri=1,..1}

C nin parametreleri soyledir: uzunlugunun n oldugu agiktir. Ayrica p;, < n ise boyut
en az n — ([ dir. p; > n oldugu durumlarda ise, hy, ..., h;'nin bazilar1 bagimli olabilir
ve boyutun tam olarak degeri Teorem 2.108 (b) yardimiyla hesaplanabilir. d(C;), C;
kodunun minimum uzakhgimi gostermek tizere, genel olarak d(C)) tizerinde alt simir,
d(Cy) > dg(l) :== 1+ 1 — g olacak sekilde Goppa smir1 (Goppa atanmig minimum
uzakligl) ile verilir, (Hoholdt 1998).

Tamim 3.20 p, € S kutbu i¢in Alp;] = {p € S| p; —p € S} kiimesini ele alalvm.
Bu durumda,

dorp(l) = min {#Alp,] [ p; €S, p; > pr1}

tamsayisina C) 'nin minimum uzaklgu izerinde mertebe siniri(veya Feng-Rao sinari)
denir.

Teorem 3.21 dg(l) S dORD(l) S d(C[) dir.

Ispat. (Hoholdt 1998). m

Mertebe smirimin 6nemli 6zelligi sadece S'nin elemanlar1 yardimiyla (yani,
ne F' ne de P ile iligkisiz olarak) hesaplanabilir olmasidir. Burada dogrp(l) mini-
mum uzaklik tizerinde daha iyi bir simirdir. Cebirsel geometrik kodlarin Feng-Rao
tarafindan tanimlanan bir genellegtirmesi agagidaki sekilde verilebilir.
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Tanim 3.22 Bir pozitif d tamsayist i¢in
Ry=1{i | #Alp) = vi < d}
olsun. Ry, {p € S| #A|p| < d} ile denktir. Genellestirilmis geometrik Goppa kod
C(d) = {c €F} | ch; =0, heri€ Ry}

ile tanymlanar.

C(d)'nin parametreleri séyledir: C'(d)nin minimum uzakligi en az d dir. Ayrica,
eger d = dorp(l) ise C; C C(d) dir. Dolaysiyla C'(d)’'nin boyutu en az C;'nin boyutu
kadardir. Tamimdan boy C(d) > n — #Ry dir. ¢ = p,, S’nin 6nderi olmak iizere,
2c < nvel<d< 2r—2ise tiim hy’ler dogrusal bagimsizdir ve boy C'(d) = n—#Ry
dir. Boylece kodun bilinmeyen parametrelerini yine S’nin elemanlar1 yardimiyla elde
edebiliriz.

Ca(D, p,@Q) bir noktali cebirsel geometrik kod ve S, @ noktasindaki Weier-
strass semigrup olsun. Daha 6nce Cq(D, p,Q) nin minimum uzakhg iizerinde mer-
tebe siirinin nasil hesaplanacagini gosterilmigti. Bu hesaplamalar sadece S semi-
grubuyla alakalidir. Daha fazlasi v-dizisi kavramini gerektirir. Bu, ¢ogu semigru-
plar i¢in genel olarak zordur. Arf niimerik semigruplar i¢in A[p]'min kardinalitesini
hesaplamak daha kolay olacaktir. Burada S # N kabul edecegiz.

p € Sigin {py,...,p;} € Alp| olacak sekilde maximum j olsun. Bu durumda,

A[)O]:{)01,~--,,0j,,0—,01,__.7p—pj}

olur. Giinkii {py, ..., p;, p—p1,...,p—p;} C Alp] aciktir. Tersine, k > j icin p, € Alp]
ise i < j olmak iizere p — p, = p; olur. Aksi halde p —p,; 1 = p;, +pp —pj11 €S
oldugundan j'nin segimiyle geligir. Ama yine de {p;,...,p;, p—py,- .., p—p;} kiimesi
birgok tekrarlayan elemam igerebileceginden # A[p] = 2j saglanmayabilir. Buradan
p € S igin

alp) = maks {j|py,-...p; € Alp]}
Blp) = maks {j|p1.....p; € Alpl, p; < p—p;}
= maks {j | p; € Alpl. 2p; < p}

tanimlayahm. Bu durumda, a(p) > B(p), Alp] = {p1;- - Pap) P—P1s -+ P~ Pa(p)}
ve

28(p) =1, 2pg,p ise
Alpl = ()=~
#Al] { 26(p) 2p5(p)2P 15€

elde edilir.

Ozellikle # A[p]'nin tek olmas icin gerekli ve yeterli kogul p € 25 olmasidir. Simdi
a(p) ve B(p) sayilart hakkinda ne séyleyebilecegimizi gorecegiz. Ilk olarak #A[p]'nin
tek oldugu durumu ele alalim.

Onerme 3.23 S Arf ise her p; € S icin B(2p;) =i dir. Sonug¢ olarak #A[2p;| =
2¢ — 1 dir.
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Ispat. S Arfise her k < i icin 2p, — p, € S ve {py,...,p;} C A[2p;] olur. B(2p;) > i
ise p; + pp = 2p; olacak sekilde j, k > i vardir. Bu ise imkansizdir. m

p € S\ 25 kutuplan i¢in, 3(p) hakkinda genel olarak acik bir ifade veremeyiz.
Ama yine de amacimiz i¢in yeterli olacak bazi sinirlamalar verebiliriz.

Bir 7 pozitif tamsayisi i¢in p; = ¢+ p;,; — 1 olsun. Her i icin p; > ¢ oldugundan
p; bir kutup sayisidir. Daha fazlasi, p; = p, +p;1 — 1 = p, o1 dir. Ozellikle,
i >r—1icint > 0 olmak tizere i = (r —1)+t yazilabilir. Buradan p,,; = p,, = ¢+t
ve sonug olarak p; = 2c+t —1=p_,,; dir.

Onerme 3.24 (a) S bir nimerik semigrup olsun. Eger p € S ve p > p;_y ise
{p1,....p;} C Alp| olur. Ustelik i < r ise #A[p] > 2i dir.

(b) S Arf niimerik semigrup ise a(p;) = i olur. Ustelik, i < r ise B(p;) = i ve
#Alp;] = 2i dir.

Ispat. (@) p>piaisej=1,... ii¢in p—p; > c+ p; —p; > c olur. Béylece
p—p; €S vep; €Alp] olur. Buradan {py,...,p;,p— py,...,p — p;} S Alp] dir.
i < rise p; < c olur. Boylece 2p, < p;_1 < p ve p; < p — p; dir. Sonug olarak
{pi,- s PisP— P1,---,p— p;} kilmesindeki her eleman farkhdir.

(b) pi — pip1 = c—1 ¢ S oldugundan p; ., ¢ Alp;] ve a(p;) < i dir. S Arfise p > p;—4
olmak kosuluyla (a), a(p) > i anlamina gelir ve i < r ise 5(p;) > i dir. Buradan
hareketle ¢ < r i¢in 2p;, < p;’nin bir sonucu olarak istenen elde edilir. m

Daha o6nce soylediklerimizden yola ¢ikarak ¢ > r — 1 oldugu durumda (p;)
dizisini gozden gecirirsek tiim kutuplar p > p,_1 = 2¢ — 1 dir, yani, j > c+r — 1
i¢in p; = p;_. dir. a(p;_.) = j — ¢ oldugundan

A[p]] = {pl’...,pj_c,pj _p17"'7pj _pj_C}

elde edilir. Eger j > c+r ise p; —p, > p;_. olmasi i¢in gerek ve yeter kogul s <r—1
olmasidir. Ayrica tekrarlamayan elemanlarin olusturdugu

Alpsl =Apve s pjcs Py = Prov P = Pra}
elde edilir.

Onerme 3.25 (a) j > ¢+ 7 icin #A[p,] = j — g dir.
() j <c+rise B(p;) <r—1wve#A[p;] <2r —2 < #Alp,,] dir.
(¢) ppy +1r < j<c+riseB(p;) =r—1dir

Ispat. (a) Tammdan hareketle gosterilebilir.

(b) B(p;) <r —1 gostermek yeterlidir. Aksi halde baz1 j < ¢+ icin B(p;) > r ise
2p, < p; < peyr—y elde edilir. Fakat bu 2¢ < 2¢ — 1 olmasina neden olur.

(¢) pp_y + 7 < jise pg < p; olur. S Arfise p > p; 1 olmak koguluyla a(p) > i ve
i < rise B(p;) > i oldugu verilmigti. Bunun ve (b)nin sonucu olarak istenen elde
edilir. m

Onerme (a)'min 6zel bir durumu olarak #A[p,.,] = ¢+ —g = 2r — 1 dir. Bu
say1 j < c+1r oldugu zaman #A[pj]’mn kardinalitesi tistten siirhdir.
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Teorem 3.26 S, cinsi g olan Arf numerik semigrup ve ¢ = p,., S 'nin onderi olsun.
i=1,...,r—=1aginl; =1+ p; — 2 ve ek olarak ly = 0 olsun. O zaman, herhangi
bir | pozitif tamsayist i¢in,

(CL) Lo <1<, <l._q ise dORDU) =0

(b) c+r—2=1,_1 <lisedorp(l) =dg(l)=1+1—g dir.

Ispat. [,_; = ¢ + 7 — 2 oldugundan Onerme 3.25 den (b) aciktir. (a)’y1 ispatlamak
i¢in, oncelikle t = 1,...,r — 1 i¢in p; = Pripir—1 = Prig oldugunu dikkate alalim.
Buradan, eger [;_1 <1 < l; ise p;—1 < p;o1 < p; elde edilmis olur. Boylece Onerme
3.24 ve Onerme 3.25 (b)’ye gore

dorp(l) = min {#Alp] | p = pi1} = #A[pi] = 2

elde edilmig olur ve ispat tamamlanir. m

3.4. Genellestirilmis Kodlarin Tekrar Orani

Her S semigrubuicind > 2r —1lise #R; =d+g— 1 ve #Ry._o = p,_; +r — 1 dir.
d > 2r — 2 olmak sartiyla #R; = pray + L%J olarak yazilabilir, (Kirfel ve Pellikaan
1995, Hoholdt 1998).

Tanmim 3.27 Her d > 1 icin #Ry = praq + ng formailini saglayan semigrup
duragan (stable) olarak adlandurilar.

Duragan semigrubun karakterizasyonu hala acik bir problemdir. Bu boliimde
duragan semigruplarin Arf niimerik semigrup oldugunu ispatlayacagiz. Bunu goster-
mek i¢in bazi notasyonlar tamimlayalim. d pozitif tamsayisi i¢in

Sa:={p €S| #Alp| = d}

olsun. Boylece #Ry11 = #Ryq + #Sg dir. Duragan semigruplar karakterize etmek
icin 1 < d < 2r — 3 araligindaki d degerlerini incelemek yeterlidir. O zaman bir .S
semigrubun duragan olmasi icin gerek ve yeter kosul 1 < d < 2r — 3 araligindaki her
d tek tamsayisi, d = 2t 4+ 1 olmak ftizere

#S: =1
#Re = ppyr+t

olmasidir.

Lemma 3.28 S bir semigrup ve p € S olsun. O halde #Alp] tektir ancak ve ancak
p € 2S dir. Bu durumda, p = 2p; ise #A[p] < 20 — 1 dar.

Ispat. Her p € Alp| i¢in p/ = p—p € Alp| dir. Boylece, p = p' = p — p olacak gekilde
p € Alp] kutbuna sahip degilse # Alp] ¢ifttir, yani, p € 25 dir. Bu durumda, p = 2p,
ise p+p' = p = 2p, ile birlikte her p,p’ € Alp] icin ya p < p; yada p' < p, dir,
boylece #A[p] < 2i —1 olur. m
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Onerme 3.29 S bir semigrup olsun. Asagidaki kosullar denktir:
(a) Her p; € S igin #A[2p,] = 2i — 1dir.

(b) Her tek d igin #Sq =1 dir.

(c) S Arf’tir.

Ispat. Lemma 3.28’¢ gore her tek d tamsayisi icin, #5, = 1 olmasi icin gerek ve
yeter kosul her p; i¢in #A[2p,] = 2¢ — 1 dir. Bunun olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

Al2p) = {p1s- 30020 = 1o 5200 — pi}

olmasidir, yani, ¢ > j olacak sekilde her 4,7 i¢in 2p, — p; € S dur. Onerme 2.67%
gore, bu S’nin Arf olmasina denktir. m

Sonug olarak, her duragan semigrup Arftir. Tersine, Arf niimerik semigruplarin
duragan oldugunu ispatlayalim. Burada, 1 < d < 2r — 3 araligindaki her d tek tam-
say1s1 i¢in gerceklendigini gostermek yeterlidir. d = 2t +1 ise o zaman # Ry = p;  +1
olur.

Lemma 3.30 S bir Arf nimerik semigrup ve d, 1 < d < 2r — 3 arahgindaki tek
tamsayilar olsun. p; = ¢+ p; . — 1 olmak tizere

(a) Rg C [0,p) NS dir.

(0) {p € 0, NS [ B(p) 2t + 1} ={pri1 + Pryrs - Priy T Ppa} dir

Ispat. (a) #A[p] < d < 2r — 3 ise Onerme 3.25 (b), p < p,_; olmasim gerektirir.
Boylece Onerme 3.24 (a)’dan istenen sonug elde edilir.

(b) a(p) >t + 1 olacak sekilde p € [0,p¢] NS ise o halde baz1 i’ler i¢in p = p, ., + p;
olur. 2p,.; < p oldugundan i > t + 1 saglanir. Bagka bir deyisle, p € [0,p] ve
B(py) = toldugu igin p < p, ve i < r—1dir. {p € [0,p | NS | B(p) > t+ 1} C
{pPes1+ Pis1s - Pryr + pp_1} olur. Tersinin varhigr aciktir. m

p € [0,p) NS olmak iizere p € R, olmasi igin gerek ve yeter kogul G(p) <t
olmasidir.

Teorem 3.31 S bir semigrup olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(a) S Arftir.
(b) Her pozitif d tamsayist i¢in #Rq = pray + 12| dir.

ispat. Eger (b) saglanir ise her d tek tamsayisi igin #S; = 1 ve Onerme 3.29’dan
dolay1 S Arf semigrup oldugu aciktir. Tersine, S Arf ve 1 < d < 2r — 3 araligindaki
bir d tek tamsayisi olsun. Onerme 3.29’dan #S, = 1 dir. d = 2t + 1 yazarsak o
zaman Lemma 3.30 (b)’ye gore

#Rq = #([0,p] NS) — #{pr1 + P15 Pey1 T Pr1}

olur. py = p, + prpy — 1 = pry,,, 1 oldugundan #([0,p] N.S) =7+ ppyy — 1 elde
edilir. Béylece, #Rq = (r+p,1 —1)— (r—t—1) = p,,; +t olur ve S, (b)’yi saglar.
|

Simdi C; ve C(d) kodlarinm boyutlarini kargilagtiralim.
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Onerme 3.32 S Arf niimerik semigrup olsun. Pozitif bir | tamsaysi i¢in d =
dorp(1) oldugunda C; ve C(d) kodlarma ele alalim. ly, ... 1,y Teorem 3.26 daki
gibt olsun.

(a)i<r—1wve2c<mnilel_, <l<l;iseboy C(d)—boy Cr =1—p; —i dir.

(L) I >0,y =cH+r—2ise C(d) = C dir.

Ispat. 2¢ < n ise C'(d) ve C; icindeki tiim h; kontrolleri lineer bagimsizdir. Béylece
boy C; =n — 1, boy C(d) = n — #Ry ve boy C(d) — boy C; = | — # Ry olur. Simdi,
licqy <1< l;ise d=2i ve #R; = p; + i oldugundan | — #R4; =1 — p; — ¢ dir. Bu
(a)’y1 ispatlar. [ > ¢+ r — 1 ise Teorem 3.26'ya gére d = [+ 1 — g > 2r — 1 dir.
Buradan #R; = d + 1 — g = [ olur, sonug olarak Ry = {p,,...,p,} ve C(d) = C,
dir. m
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