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ÖZET

ÇOK DE¼G·IŞKENL·I HERMITE TABANLI APPELL POL·INOMLARI

ÜZER·INE

Burak KURT

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Y¬lmaz Ş·IMŞEK

Ocak 2013, 61 sayfa

·Ilk bölümde Appell polinomlar ailesindeki baz¬polinomlar ile Hermite polinomu-

nun tan¬mland¬¼g¬diferensiyel denklem verilmi̧stir. Sonra ilk olarak klasik Bernoulli,

Euler, Genocchi, Euler-Frobenius polinomlar¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu polinomlar¬n sa¼gla-

d¬klar¬özellikler ifade edilmi̧stir.

Bulgular bölümünde Dattoli ve arkadaşlar¬taraf¬ndan tan¬mlanan 2D-Bernoulli

polinomlar¬n genelleştirilmesi verilmi̧stir. Genelleştirilmi̧s parametreli Apostol-Berno-

ulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi polinomlar¬ için çeşitli yeni rekürans ba¼g¬n-

t¬lar¬ispatlanm¬̧st¬r. Hermite- tabanl¬Apsotol-Bernoulli polinomu ile Hurwitz-Lerch

zeta fonksiyonu ve genelleştirilmi̧s Frobenius-Euler polinomu ile Hurwitz-Lerch zeta

fonksiyonu aras¬ndaki lineer ba¼g¬nt¬lar ispatlanm¬̧st¬r. Bu polinomlar için baz¬yeni

genellemeler verilmi̧stir. Son olarak üstel fonksiyonlar¬n integral de¼geri iki de¼gi̧skenli

ve dört de¼gi̧skenli Hermite polinomlar¬cinsinden ifadeleri bulunmuştur.
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The aim of this thesis is to investigate the Hermite-based Appell polynomials.

In the �rst section, we de�ne Appell polynomials and Hermite polynomials. In the

second section, we introduce classical Bernoulli polynomials, classical Euler polyno-

mials and Appell polynomials. After, some theorems which satisfy these polynomials

are proven.

In the �nal section, 2D-Bernoulli polynomials and Apostol-Bernoulli polyno-

mials are given. Also some theorems are proved. Two relations are proved between

Hermite-based Apostol-Bernoulli polynomials with Hurwitz-Lerch zeta function and

between generalized Frobenius-Euler polynomaials with Hurwitz-Lerch zeta func-

tion.
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ÖNSÖZ

Bu tez çal¬̧smas¬, esas olarak önbilgiler ve bulgular olmak üzere iki bölümden

oluşmaktad¬r. ·Ilk olarak Appell polinom ailesinden olan polinomlar¬, Hermite poli-

nomlar¬ve klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar¬verilmi̧stir. Daha sonra

Apostol-Bernoulli polinomlar¬, Apostol-Euler polinomlar¬ve Appell polinomlar¬ta-

n¬mlanm¬̧st¬r. Bunlar¬n sa¼glad¬¼g¬baz¬ba¼g¬nt¬lar ispatlanm¬̧st¬r.

Genelleştirilmi̧s parametreli Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi

polinomlar¬nda çeşitli yeni rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ispatlanm¬̧st¬r. Hermite- tabanl¬Apos-

tol-Bernoulli polinomu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu ve genelleştirilmi̧s Frobenius-

Euler polinomu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu aras¬nda lineer ba¼g¬nt¬ispatlan-

m¬̧st¬r. Son olarak üstel fonksiyonlar¬n integral de¼geri iki de¼gi̧skenli ve dört de¼gi̧skenli

Hermite polinomlar¬cinsinden ifadeleri verilmi̧stir. Bu tez çal¬̧smas¬n¬n, bu alandaki

çal¬̧smalara önemli katk¬lar sa¼glayaca¼g¬inanc¬nday¬m.

Bu çal¬̧sma boyunca bilgisini ve zaman¬n¬ benimle paylaşan, deste¼gini esirge-

meyen dan¬̧sman¬m Say¬n Prof. Dr. Y¬lmaz Ş·IMŞEK�e teşekkürlerimi sunar¬m.
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1. G·IR·IŞ

n. mertebeden verilen fAn(x)g, n 2 N0 = f0; 1; 2; � � � g polinomlar dizisi

d

dx
An(x) = nAn�1(x), n 2 N0

ve a0 6= 0 olmak üzere

A(t) =
1X
n=0

an(x)
tn

n!
,

kuvvet serisi için

A(t) exp(xt) =

1X
n=0

An(x)
tn

n!

eşitli¼gini gerçeklerse fAn(x)g dizisine Appell polinomlar dizisi denir (Dattoli vd 2002,

Lu Da.-Q. 2011, Trembly vd 2011). Buradaki A(t) fonksiyonuna fAn(x)g dizisinin

do¼guray fonksiyonudur.

Fizikte ve matematikte çok uygulama alanlar¬olan Appell polinomlar¬n¬n baz¬-

lar¬n¬verelim (Dattoli vd 2002):

A(t) =
t

et � 1 al¬rsak, An(x) = Bn(x)

klasik Bernoulli polinomu,

A(t) =
2

et + 1
al¬rsak, An(x) = En(x),

klasik Euler polinomu,

A(t) =
2t

et + 1
al¬rsak, An(x) = Gn(x),

klasik Genocchi polinomu,

A(t) =

�
t

et � 1

��
al¬rsak, An(x) = B�n (x), � 2 C,

genelleştirilmi̧s Bernoulli polinomu,

A(t) =

�
2

et + 1

��
al¬rsak, An(x) = E�n (x), � 2 C,

genelleştirilmi̧s Euler polinomu,

A(t) =

�
2t

et + 1

��
al¬rsak, An(x) = G�n(x), � 2 C,
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genelleştirilmi̧s Genocchi polinomu,

A(t) = �1 � � ��mtm
��
e�1t � 1

�
� � �
�
e�mt � 1

��(�1)
al¬rsak,

m. mertebeden genelleştirilmi̧s Bernoulli polinomu,

A(t) = 2m
��
e�1t + 1

�
� � �
�
e�mt + 1

��(�1)
al¬rsak,

m. mertebeden genelleştirilmi̧s Euler polinomu,

A(t) =
tm

et �
m�1P
h=0

th

h!

al¬rsak, An(x) = B[m�1]n (x), m � 1,

Natalini anlam¬nda genelleştirilmi̧s Bernoulli polinomu,

A(t) =

�
t

�et � 1

��
al¬rsak, An(x) = B�n (x; �), � 2 C,

�. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomudur.Son denklemde � = 1 için genelleştir-

ilmi̧s Bernoulli polinomu B�n (x) elde edilir.

� = � = 1 al¬nd¬¼g¬nda da Bn(x) klasik Bernoulli polinomu elde edilir.

A(t) =

�
2

�et + 1

��
al¬rsak, An(x) = E�n (x; �), � 2 C,

�. mertebeden Apostol-Euler polinomu elde edilir.

� = 1 için genelleştirilmi̧s Euler polinomu E�n (x), � = � = 1 al¬nd¬¼g¬nda da

En(x) Euler polinomu elde edilir.

A(t) = exp
�
�0 + �1t+ � � �+ �r+1tr+1

�
, �r+1 6= 0

olursa An(x), r = 1 için Hermite polinomu, r = 2 için ortogonal polinomlar¬kap-

sayan genelleştirilmi̧s Gould-Hopper polinomu,

A(t) =
1

(1� t)m+1
al¬n¬rsa, An(x) = n!Gmn (x)

dir.

Bernoulli polinomlar¬n¬ tan¬mlayan alt¬ farkl¬ yaklaş¬m vard¬r (Costabille vd

2006).
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Bu tez çal¬̧smas¬nda, Appell polinomlar ailesinin üyeleri olan Hermite-tabanl¬

Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi polinomlar¬n¬n gerçekledi¼gi

ba¼g¬nt¬lar ve sa¼glad¬klar¬teoremler incelenece¼gi için ilk olarak Hermite polinomlar¬n¬

tan¬mlayal¬m.

y
00 � 2xy0 + 2�y = 0

diferensiyel denklemini sa¼glayan polinoma Hermite polinomu denir. Burada � sabit-

tir. Hermite polinomunun do¼guray fonksiyonu

1X
n=0

Hn (x)
tn

n!
= e2xt�t

2

ifadesiyle tan¬mlan¬r. ·Ikinci ve üçüncü bölümde iki de¼gi̧skenli ya da çok de¼gi̧skenli

Hermite polinomlar¬tan¬mlanarak, bunlar ile Appell polinomlar¬aras¬ndaki teorem-

ler, ba¼g¬nt¬lar ifade edilecek ve ispatlanacakt¬r.
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2. ÖN B·ILG·ILER, KURAMSAL B·ILG·ILER VE KAYNAK TARAMA

2.1. Klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi Polinomlar¬ve Baz¬Özellikleri

Tan¬m 2.1 Bn (x) Bernoulli Polinomlar¬, En (x) Euler Polinomlar¬ve Gn (x) Genoc-

chi Polinomlar¬s¬ras¬yla

1X
n=0

Bn (x)
tn

n!
=

t

et � 1e
xt, jtj < 2�, (2.1)

1X
n=0

En (x)
tn

n!
=

2

et + 1
ext, jtj < �, (2.2)

1X
n=0

Gn (x)
tn

n!
=

2t

et + 1
ext, jtj < � (2.3)

ifadeleriyle tan¬mlan¬r (Abramowitz ve Stegun 1964).

x = 0 alarak Bernoulli, Euler ve Genocchi say¬lar¬elde edilir. Bu say¬lar¬n do¼gu-

ray fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

1X
n=0

Bn
tn

n!
=

t

et � 1 , jtj < 2�, (2.4)

1X
n=0

En
tn

n!
=

2

et + 1
, jtj < �, (2.5)

1X
n=0

Gn
tn

n!
=

2t

et + 1
, jtj < � (2.6)

ifadeleriyle tan¬mlan¬r (Abramowitz ve Stegun 1964).

Bernoulli polinomu

Bn (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
Bk(x)y

n�k;

Bn (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
Bkx

n�k

=
nX
k=0

�
n

k

�
Bn�kx

k;

B
0

n(x) = nBn�1 (x) ;

4



nX
k=0

�
n+ 1

k

�
Bk(x) = (n+ 1) x

n

ba¼g¬nt¬lar¬n¬ve

Bk(mx) = m
k�1

m�1X
l=0

Bk(x+ lm
�1) (2.7)

Raabe ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekler (Abramowitz ve Stegun 1964).

Benzer olarak En(x) Euler polinomu

En (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
Ek(x)y

n�k;

En (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
Ekx

n�k

=
nX
k=0

�
n

k

�
En�kx

k;

nX
k=0

�
n

k

�
Ek(x) + En(x) = 2x

n;

ba¼g¬nt¬lar¬n¬ve

En(mx) =

8>><>>:
mn

m�1P
k=0

(�1)k En(x+ km�1), n 2 N0, m = 1; 3; 5; � � �

� 2
n+1
mn

m�1P
k=0

(�1)k Bn(x+ km�1), n 2 N0, m = 2; 4; 6; � � �
(2.8)

Raabe ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Abramowitz ve Stegun 1964, Srivastava ve Pinter 2004).

Genocchi polinomunun do¼guray fonksiyonu Euler polinomuna benzer oldu¼gu için

yukar¬daki bilinen özellikler Genocchi polinomu için de yaz¬labilir. Bernoulli poli-

nomlar¬, Euler polinomlar¬ve Genocchi polinomlar¬aras¬nda çok çeşitli ba¼g¬nt¬lar

vard¬r (Abramowitz ve Stegun 1964).

2.2. Tek De¼gi̧skenli Hermite Polinomlar¬

Tan¬m 2.2 (Rainville 1960)Tek de¼gişkenli Hermite polinomu Hn(x),

1X
n=0

Hn(x)
tn

n!
= exp(2xt� t2) (2.9)

5



ifadesiyle ya da

Hn(x) =

[n2 ]X
k=0

(�1)k n!

k!(n� 2k)!(2x)
n�2k (2.10)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r. Burada "[.]" işareti tam de¼ger anlam¬ndad¬r.

Bu tan¬mlara denk olan Rodrigues formülü

Hn(x) = (�1)n exp(x2)
dn

dxn
�
exp(�x2)

	
(2.11)

eşitli¼gi ile verilebilir. (2.10)�dan

H0(x) = 1; H1(x) = 2x; H2(x) = 4x
2 � 2; H3(x) = 8x3 � 12x;

H4(x) = 16x
4 � 48x2 + 12; H5(x) = 32x5 � 160x3 + 120x;

H6(x) = 64x
6 � 480x4 + 720x2 � 120; H7(x) = 128x7 � 1344x5 + 3360x3 � 1680x

elde edilir. Hermite polinomu

2xHn(x) = 2nHn�1(x) +Hn+1(x);

xH 0
n(x) = nH

0
n�1(x) + nH

0
n(x);

H 0
n(x) = 2xHn(x)�Hn+1(x)

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬n¬ve

1Z
�1

e�x
2

Hn(x)Hm(x)dx = 2
nn!
p
�, �m;n

ortogonallik özelli¼gini gerçekler (Rainville 1960). Burada �m;n kroneker deltas¬ve

e�x
2
fonksiyonuna Hn(x) Hermite polinomunun a¼g¬rl¬k fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.3 (Dattoli vd 1998) ·Iki indisli-tek de¼gişkenli Hermite polinomu

1X
n=0

1X
m=0

um

m!

vn

n!
Hm;n(x) = e

x(u+v)�uv (2.12)

ifadesiyle tan¬mlan¬r.
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(2.12)�den

Hm;n(x) =

nX
k=0

�
n

k

�
xk+m(�v)n�k

eşitli¼gi yaz¬labilir. Tek de¼gi̧skenli iki indisli Hermite polinomu tan¬m¬ndan

Hm;n(x) =

min(m;n)X
q=0

(�1)q q!
�
m

q

��
n

q

�
xm+n�2q (2.13)

ba¼g¬nt¬s¬elde edilir.

2.3. Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi Polinomlar¬

�. mertebeden klasik Bernoulli, Euler, Genocchi polinomlar¬s¬ras¬yla�
t

et � 1

��
ext =

1X
n=0

B(�)n (x)
tn

n!
; jtj < 2�, 1� = 1, (2.14)

�
2

et + 1

��
ext =

1X
n=0

E(�)n (x)
tn

n!
; jtj < �, 1� = 1 (2.15)

ve �
2t

et + 1

��
ext =

1X
n=0

G(�)n (x)
tn

n!
; jtj < �, 1� = 1 (2.16)

ifadeleri ile verilir (Luo ve Srivastava 2006, Luo vd 2003). Burada � gerçel ya da

karmaş¬k say¬d¬r. � = 1 durumunda klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar¬

elde edilir.

Genelleştirilmi̧s Bernoulli ve Euler polinomlar¬tan¬mlar¬ndan

B(�+�)n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
n�k(x)B

(�)
k (y)

E(�+�)n (x+ y) =

nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
n�k(x)E

(�)
k (y) (2.17)

eşitlikleri kolayca elde edilir. (2.17) de � = 0 al¬rsak

B(�)n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
n�k(x)y

k

E(�)n (x+ y) =

nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
n�k(x)y

k

7



bulunur.

(2.14) ve (2.15) den

B(�)n (x+ 1)�B(�)n (x) = nB
(��1)
n�1 (x), n 2 N (2.18)

E(�)n (x+ 1) + E(�)n (x) = 2E(��1)n (x), n 2 N (2.19)

B(��1)n (x) =
1

n+ 1

nX
k=0

�
n+ 1

k

�
B
(�)
k (x)

E(��1)n (x) =
1

2

 
E(�)n (x) +

nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
k (x)

!
ifadeleri elde edilir (Luo ve Srivastava 2006).

Genelleştirilmi̧s Bernoulli polinomlar¬ ve Euler polinomlar¬ aras¬nda aşa¼g¬daki

ba¼g¬nt¬lar¬ifade edelim.

Teorem 2.4 (Srivastava ve Pinter 2004) �. mertebeden Bernoulli polinomu ile �.

mertebeden Euler polinomlar¬aras¬nda

B(�)n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

��
B
(�)
k (y) +

k

2
B
(��1)
k�1 (y)

�
En�k(x), � 2 C, n 2 N0;

E(�)n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

��
E
(��1)
k+1 (y)�B(�)k+1(y)

�
Bn�k(x), � 2 C, n 2 N0

ba¼g¬nt¬lar vard¬r.

Tan¬m 2.5 �. mertebeden Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi

polinomlar¬s¬ras¬yla�
t

�et � 1

��
ext =

1X
n=0

B(�)n (x;�)
tn

n!
; (2.20)

� = 1 ise jtj < 2�, � 6= 1 ise jtj < jln�j ,�
2

�et + 1

��
ext =

1X
n=0

E(�)n (x;�)
tn

n!
; jtj < jln (��)j , (2.21)

�
2t

�et + 1

��
ext =

1X
n=0

G(�)n (x;�)
tn

n!
; jtj < jln (��)j (2.22)

eşitlikleriyle tan¬mlan¬r (Luo 2009, Trembly vd 2012, Kurt ve Şimşek 2012).
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Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler polinomlar¬n¬n do¼guray fonksiyonu tan¬m¬n-

dan

B(�+�)n (x+ y;�) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
n�k(x;�)B

(�)
k (y;�)

E(�+�)n (x+ y;�) =
nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
n�k(x;�)E

(�)
k (y;�) (2.23)

�B
(��1)
n�1 (x;�) = �B(�)n (x+ 1;�)�B(�)n (x;�)

2E(��1)n (x;�) = �E(�)n (x+ 1;�) + E(�)n (x;�) (2.24)

ba¼g¬nt¬lar¬kolayca elde edilir (Luo 2009).

(2.23) de � = 0 alarak

B(�)n (x+ y;�) =

nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
n�k(x;�)y

k

E(�)n (x+ y;�) =
nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
n�k(x;�)y

k

elde edilir.

Di¼ger taraftan (2.20) ve (2.21) den

E(��1)n (x;�) =
1

2

 
�

nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
k (x;�) + E(�)n (x;�)

!
, n 2 N0

B(�)n (x;�2) = 2�n
nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
n�k(�)E

(�)
k (2x;�)

ve

Bn(x;��) = 2n�1
�
�Bn(

x+ 1

2
;�2)�Bn(

x

2
;�2)

�
ifadeleri elde edilir (Luo 2009).

Teorem 2.6 (Luo ve Srivastava 2006) Pinter-Srivastava toplama teoremi olarak

ifade edilen aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar vard¬r:

B(�)n (x+ y;�)

=
1

2

nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k (y;�)

 
En�k(x;�) + �

n�kX
j=0

�
n� k
j

�
Ej(x;�)

!
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=
1

2

nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k (y;�)En�k(x;�)

+
�

2

nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
k (y;�)

n�kX
j=0

�
n� k
j

�
Ej(x;�),

E(�)n (x+ y;�)

=

nX
k=0

2

k + 1

�
n

k

��
E
(��1)
k+1 (y;�)� E(�)k+1(y;�)

�
Bn�k(x;�).

Teorem 2.7 (Wang 2008) �, �, � 2 C, n 2 N0 olsun. �. mertebeli Apostol-

Bernoulli polinomu ve �. mertebeli Apostol-Euler polinomu aras¬nda

B(�)n (x+ y;�) =
1

2�

nX
k=0

�
n

k

� 1X
m=0

�
�

m

�
�mB

(�)
n�k(m+ y;�)

!
E
(�)
k (x;�)

eşitli¼gi vard¬r.

(2.7) ve (2.8)�de klasik Bernoulli polinomlar¬ ve klasik Euler polinomlar¬ için

Raabe ba¼g¬nt¬lar¬n¬ vermi̧stik. Şimdi yüksek mertebeden Apostol-Bernoulli poli-

nomlar¬ve yüksek mertebeden Apostol-Euler polinomlar¬ için Raabe ba¼g¬nt¬s¬n¬n

genelleştirmesini verelim.

Teorem 2.8 (Luo 2009) m 2 N0, �, � 2 C olsun. Yüksek mertebeden Apostol-

Bernoulli polinomu için

B(�)n (mx;�) = mn��
X

v1;��� ;vm�1�0

�
�

v1; � � � ; vm�1

�
�rB(�)n (x+

r

m
;�m). (2.25)

çarp¬m eşitli¼gi vard¬r. Burada

r = v1 + 2v2 + � � �+ (m� 1) vm�1,�
�

v1; � � � ; vm�1

�
=
� (�� 1) � � � (�� v1 � v2 � � � � vm + 1)

v1!v2! � � � vm!
d¬r.

Teorem 2.9 (Luo 2009) m 2 N0, n, l 2 N, �, � 2 C olsun. Bu durumda yüksek

mertebeden Apostol-Euler polinomlar¬için Raabe ba¼g¬nt¬s¬aşa¼g¬daki eşitlikler verilir:
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m tek ise,

E(�)n (mx;�)

= mn
X

v1;��� ;vm�1�0

�
�

v1; � � � ; vm�1

�
(��)r E(�)n (x+

r

m
;�m), (2.26)

m çift ise

E(�)n (mx;�)

=
(�2)lml

(n+ 1)l

X
0�v1;v2;��� ;vm�1�l
v1+v2+���+vm�1=l

�
�

v1; v2; � � � ; vm�1

�
(��)r B(l)n+l(x+

r

m
;�m).

(2.27)

Burada

(n)0 = 0; (n)k = n (n+ 1) � � � (n+ k � 1)

dir.

(2.22) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak

G(�)n (x) = G(�)n (x; 1),

G(�)n (�) = G(�)n (0;�),

Gn(x;�) = G(1)n (x;�),

Gn(�) = G(1)n (�), G
(0)
n (0;�) = x

n

eşitlikleri yaz¬labilir (Luo 2009).

Ayr¬ca (2.22) ba¼g¬nt¬s¬ndan

G(�)n (x;�) =

nX
k=0

�
n

k

�
G
(�)
n�k(�)x

k,

G(�)n (x;�) =

nX
k=0

�
n

k

�
G
(��1)
n�k (�)Gk(x;�),

�G(�)n (x+ 1;�) +G
(�)
n (x;�) = 2nG

(��1)
n�1 (x;�),

d

dx

�
G(�)n (x;�)

�
= nG

(�)
n�1(x;�),

11



dp

dxp
�
G(�)n (x;�)

�
=

n!

(n� p)!G
(�)
n�p(x;�), n, p 2 No

ve

G(�+�)n (x+ y;�) =

nX
k=0

�
n

k

�
G
(�)
k (x;�)G

(�)
n�k(y;�)

eşitlikleri elde edilebilir (Luo 2009).

Teorem 2.10 (Luo ve Srivastava 2011) Genelleştirilmiş Apostol-Genocchi polinomu

G(l)n (x;�)

= e�x ln�
1X
k=0

�
n+ k � l

k

��
n+ k

k

��1
G
(l)
n+k(x)

(ln�)k

k!
, n, l 2 N0, � 2 C

(2.28)

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.

Teorem 2.11 ( Luo ve Srivastava 2011) Genelleştirilmiş Apostol-Bernoulli, genelleş-

tirilmiş Apostol-Euler ve genelleştirilmiş Apostol-Geocchi polinomlar¬aras¬nda aşa¼g¬-

daki eşitlikler vard¬r:

G(l)n (x;�) =
n!

(n� l)!E
(l)
n�l(x;�), n, l 2 No, � 2 C,

E(l)n (x;�) =
n!

(n+ l)!
G
(l)
n+l(x;�), n, l 2 No, � 2 C,

G(�)n (x;�) = (�2)
�B(l)n (x;��), �, � 2 C, 1� := 1

ve

B(�)n (x;�) =
1

(�2)�G
(�)
n (x;��), � 2 C, 1� := 1.

Teorem 2.8 ve Teorem 2.9�a benzer olarak genelleştirilmi̧s Apostol-Genocchi

polinomlar¬için katl¬çarpma teoremini verelim.

Teorem 2.12 (Jolany vd 2013) m 2 N, n 2 No, �, � 2 C için yüksek mertebeden

Apostol-Genocchi polinomu için

G(�)n (mx;�)

= mn��
X

v1;��� ;vm�1�0

�
�

v1; � � � ; vm�1

�
(��)rG(�)n (x+

r

m
;�m).
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çarpma formülü vard¬r. Burada

r = v1 + 2v2 + � � �+ (m� 1) vm�1,�
�

v1; � � � ; vm�1

�
=
� (�� 1) � � � (�� v1 � v2 � � � � vm + 1)

v1!v2! � � � vm!
ve m tek tamsay¬d¬r.

2.4. Natalini Anlam¬nda Bernoulli Polinomu

Tan¬m 2.13 (Natalini ve Berdani 2003) Yeni genelleştirilmiş Bernoulli polinomu

G[m�1](x; t) =
tmext

et �
m�1P
h=0

th

h!

=

1X
n=0

B[m�1]n (x)
tn

n!
(2.29)

ifadesiyle tan¬mlan¬r. Burada m � 1 dir.

"[:]" notasyonu tam de¼ger fonksiyonu de¼gildir. Bu tezde bir gösterim olarak kul-

lan¬lm¬̧st¬r.

m = 1 için G[0](x; t) =
1P
n=0

B
[0]
n (x) t

n

n!
klasik Bernoulli polinomu elde edilir. (2.29)

ba¼g¬nt¬s¬dan genelleştirilmi̧s Bernoulli say¬lar¬n¬n bir kaç tanesi

B
[m�1]
0 = m!;

B
[m�1]
1 = � m!

m+ 1
;

B
[m�1]
2 =

2m!

(m+ 1)2(m+ 2)
; � � �

elde edilir.

(2.29)�dan

B[m�1]n (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k xn�k

ve

B[m�1]n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x)yn�k

=

nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (y)xn�k

bulunur (Natalini ve Berdani 2003).
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Tan¬m 2.14 (Kurt 2010) Katl¬yeni genelleştirilmiş Bernoulli polinomu

1X
n=0

B[m�1;�]n (x)
tn

n!
=

0BB@ tm

et �
m�1P
h=0

th

h!

1CCA
�

ext, (� 2 C) (2.30)

ifadesiyle tan¬mlan¬r. m = 1, � = 1 için klasik Bernoulli polinomu elde edilir.

(2.30)�dan

B[m�1;�]n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1;�]
k (x)yn�k,

B[m�1;�+�]n (x+ y) =

nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1;�]
k (x)B

[m�1;�]
n�k (y),

B[m�1;�]n =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1;l]
k B

[m�1;��l]
n�k

eşitlikleri elde edilmi̧stir (Kurt 2010).

Tan¬m 2.15 (Trembly vd 2011) �. mertebeden yeni genelleştirilmiş Apostol-Bernoul-

li polinomunu

1X
n=0

B[m�1;�]n (x;�)
tn

n!
=

0BB@ tm

�et �
m�1P
h=0

th

h!

1CCA
�

ext, (� 2 C) (2.31)

ifadesiyle tan¬mlan¬r.

Trembly vd 2011, Srivastava-Pinter toplama teoremine benzer aşa¼g¬daki teorem-

leri isptlam¬̧slard¬r.

Teorem 2.16 (Trembly vd 2011) Apostol-Euler polinomu ile yeni genelleştirilmiş

Apostol-Bernoulli polinomu aras¬nda

B[m�1;�]n (x+ y;�)

=
nX
k=0

�
n

k

� 
B
[m�1;�]
k (y;�) +

k

2

k�1X
j=0

�
k � 1
j

�
B
[m�1;�]
j (y;�)B

[�1]
k�1�j(0;�)

!
En�k(x;�)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.
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Teorem 2.17 (Trembly vd 2011) Yeni genelleştirilmiş Apostol-Bernoulli polinomu

için

�B[m�1;�]n (x+ 1;�)�B[m�1;�]n (x;�)

= n
n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
B
[m�1;�]
k (x;�)B

[�1]
n�1�k(0;�)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

2.5. Parametreli Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi

Polinomlar¬

Bu bölümde Bernoulli polinomlar¬n¬n, Euler polinomlar¬n¬n ve Genocchi polinom-

lar¬n¬n farkl¬bir genelleştirmesi ele al¬nacakt¬r.

Tan¬m 2.18 (Luo vd 2003) a, b ve c pozitif parametreli genelleştirilmiş Bernoulli

polinomu Bn(x; a; b; c) ile gösterilerek

1X
n=0

Bn (x; a; b; c)
tn

n!
=

t

bt � at c
xt, jtj < 2�

jln b� ln aj , x 2 R (2.32)

ifadesiyle tan¬mlan¬r. Burada a, b, c 2 R+, a 6= b dir.

Teorem 2.19 (Luo vd 2003) a, b, c 2 R+, a 6= b, x 2 R ve n � 0 için

Bn (x; 1; e; e) = Bn(x), Bn (0; a; b; c) = Bn(a; b),

Bn (x; a; b; c) =

nX
k=0

�
n

k

�
(ln c)n�k Bk(a; b)x

n�k,

Bn (x; a; b; c)

=
nX
k=0

�
n

k

�
(ln c)n�k (ln b� ln a)k�1Bk

�
ln a

ln a� ln b

�
xn�k

ve

Bn (x+ 1; a; b; c) =

nX
k=0

�
n

k

�
(ln c)n�k Bk(x; a; b; c)

eşitlikleri vard¬r.
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Tan¬m 2.20 (Luo vd 2003) a, b, c 2 R+ olsun. Genelleştirilmiş Euler polinomu

En(x; a; b; c)
1X
n=0

En (x; a; b; c)
tn

n!
=

2

bt + at
cxt (2.33)

ifadesiyle tan¬mlan¬r.

Teorem 2.21 (Luo vd 2003) a, b, c 2 R+, x 2 R ve n � 0 olsun.

E0 (a; b; c) = 1, Ek (1; e; e) = Ek, Ek (a; b; c) = Ek (b; a; c) ,

Ek (a
�; b�; c�) = �kEk (a; b; c) ,

En (x; a; b; c)

=
kX
j=0

�
k

j

�
(ln c)k�j

�
ln
b

a

�j �
x� 1

2

�k�j
Ej

�
ln c� 2 ln a
2 (ln b� ln a)

�
,

2nEn (x; a; b; c) =
kX
j=0

�
k

j

�
(ln c)k�j (2x� 1)k�j Ej(a; b; c)

eşitlikleri vard¬r.

Tan¬m 2.22 (Srivastava vd 2010) Parametreli �. mertebeden Apostol-Bernoulli poli-

nomu�
t

�bt � at

��
cxt =

1X
n=0

B(�)n (x;�; a; b; c)
tn

n!
;

����t ln ba + ln�
���� < 2�; 1� = 1 (2.34)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r. Burada a, b, c 2 R+, a 6= b, � 2 C dir.

� = a = � = 1, b = c = e al¬rsak klasik Bernoulli polinomu elde edilir.

Teorem 2.23 (Srivastava vd 2010) a, b, c 2 R+, a 6= b, x 2 R olsun. Bu durumda

B(�)n (x+ 1;�; a; b; c) =

nX
k=0

�
n

k

�
(ln c)n�k B

(�)
k (x;�; a; b; c),

B(�)n (x+ �;�; a; b; c) = B(�)n (x;�;
a

c
;
b

c
; c),

B(�+�)n (x+ y;�; a; b; c) =

nX
k=0

�
n

k

�
B
(�)
n�k(x;�; a; b; c)B

(�)
k (y;�; a; b; c),

B(�)n (x+ y;�; a; b; c) =

kX
r=0

�
k

r

�
(y ln c)r B

(�)
k�r(x;�; a; b; c)

ba¼g¬nt¬lar¬gerçeklenir.
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Tan¬m 2.24 (Srivastava vd 2011) Parametreli �. mertebeden Apostol-Euler poli-

nomu�
2

�bt + at

��
cxt =

1X
n=0

E(�)n (x;�; a; b; c)
tn

n!
;

����t ln ba + ln�
���� < �; 1� = 1 (2.35)

ifadesiyle tan¬mlan¬r. Burada a, b, c 2 R+, a 6= b, � 2 C dir.

� = a = � = 1, b = c = e al¬rsak klasik Euler polinomu elde edilir.

Teorem 2.25 (Srivastava vd 2011) Parametreli �. mertebeden Apostol-Euler poli-

nomu E(�)n (x;�; a; b; c) için

E(�)n (x+ 1;�; a; b; c) =
nX
k=0

�
n

k

�
(ln c)n�k E

(�)
k (x;�; a; b; c),

E(�)n (x+ �;�; a; b; c) = E(�)n (x;�;
a

c
;
b

c
; c),

E(�+�)n (x+ y;�; a; b; c) =
nX
k=0

�
n

k

�
E
(�)
n�k(x;�; a; b; c)E

(�)
k (y;�; a; b; c)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.26 (Srivastava vd 2011) Parametreli �. mertebeden Apostol-Genocchi poli-

nomu�
2t

�bt + at

��
cxt =

1X
n=0

G(�)n (x;�; a; b; c)
tn

n!
;

����t ln ba + ln�
���� < �; 1� = 1 (2.36)

ifadesiyle tan¬mlan¬r. Burada a, b, c 2 R+, a 6= b, � 2 C dir.

� = a = � = 1, b = c = e al¬rsak klasik Genocchi polinomu elde edilir.

2.6. Çok De¼gi̧skenli Hermite Polinomlar¬

Tek de¼gi̧skenli klasik Hermite polinomunun tan¬m¬Tan¬m 2.2�de verilmi̧sti.
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Tan¬m 2.27 (Rainville 1960) ·Iki de¼gişkenli klasik Hermite polinomu
1X
n=0

Hn(x; y)
tn

n!
= exp(2xt� yt2) (2.37)

ifadesiyle ya da denk olan

Hn(x; y) = n!

[n2 ]X
m=0

(�y)m(2x)n�2m
m!(n� 2m)! (2.38)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Dattoli vd 1997).

(2.37)�den iki de¼gi̧skenli Hermite polinomu ile tek de¼gi̧skenli Hn(x) polinomu

aras¬nda

Hn(x; y) = n!

[n2 ]X
m=0

Hn�2m(x)
(1� y)m

m!(n� 2m)! (2.39)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r. (2.37)�den

d

dx
Hn(x; y) = 2nHn�1(x; y),

d

dy
Hn(x; y) = �n (n� 1)Hn�2(x; y),

Hn(x; y) = 2xHn�1(x; y)� 2 (n� 1) yHn�2(x; y)

eşitlikleri yaz¬labilir (Dattoli vd 1997).

exp
�
2 (x+ y) t� 2t2

�
= G(x; y; t) (2.40)

olarak alal¬m.

(2.37) ve (2.40) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

Hn(x+ y; 2) =
nX
r=0

�
n

r

�
Hn�r(x)Hr(y) (2.41)

elde edilir. Benzer şekilde

Hn(x+ y + z; 3) =
nX
r=0

�
n

r

�
Hn�r(x+ y)Hr(z) (2.42)

daha da genel olarak

Hn

 
MX
s=1

xs;M

!
=

nX
r=0

�
n

r

�
Hn�r

 
M�1X
s=1

xs;M � 1
!
Hr(xM) (2.43)

elde edilir (Dattoli vd 1994).
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Tan¬m 2.28 (Dattoli vd 1994) ·Iki de¼gişkenli genelleştirilmiş Hermite polinomu
1X
n=0

�
(2)Hn(x; y)

� tn
n!
= exp(2xt� t2 + 2yt2 � t4) (2.44)

ifadesiyle tan¬mlan¬r.

Bu polinomlar

(2)Hn(x; y) = n!

[n2 ]X
r=0

Hn�2r(x)Hr(y)

r!(n� 2r)!

seri ifadesiyle verilir (Dattoli vd 1994). Benzer olarak üç de¼gi̧skenli genelleştirilmi̧s

Hermite polinomu
1X
n=0

�
(3;2)Hn(x; y; z)

� tn
n!
= exp(2xt� t2 + 2yt2 � t4 + 2zt3 � t6)

(3;2)Hn(x; y; z) = n!

[n3 ]X
r=0

(2)Hn�3r(x; y)Hr(z)

r!(n� 3r)!

eşitlikleriyle ifade edilir (Dattoli vd 1994). Bu şekilde tan¬mlanan çok de¼gi̧skenli Her-

mite polinomlar¬na literatürde Bell tipli Hermite polinomu denmektedir. (2.44) den-

klemindeki de¼gi̧sken say¬s¬say¬labilir say¬ya geni̧sletilebilir. Hermite polinomlar¬n¬n

çeşitli tan¬mlar¬kaynaklarda görülmektedir. Ayn¬araşt¬rmac¬lar farkl¬yay¬nlar¬nda

farkl¬tan¬mlar kullanm¬̧slard¬r. Bu tan¬mlar benzer tiptedir.

Tan¬m 2.29 (Dattoli vd 1997) ·Iki de¼gişkenli genelleştirilmiş Hermite polinomu

et(ax+by)+h(bx+cy)�
1
2(at2+2bth+ch2) =

1X
m=0

1X
n=0

tm

m!

hn

n!
Hm;n(x; y)

a; c 2 R+, ac� b2 > 0 (2.45)

eşitli¼giyle tan¬mlan¬r. Bu tip polinomlara Appell-Kampé de Fériet tipi polinomlar

denir.

(2.45) ba¼g¬nt¬s¬ndan

Hm;n(x; y)

=

min(m;n)X
q=0

(�1)q q!
�
m

q

��
n

q

�
bqHm�q(ax+ by;�

a

2
)Hn�q(bx+ cy;�

c

2
)
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eşitli¼gi yaz¬labilir.

(2.45) eşitli¼gi ile tan¬mlanan genelleştirilmi̧s Hermite polinomunun gerçekledi¼gi

ve toplama formulü olarak isimlendirilen

Hm;n(x+ x1; y + y1)

=
1

2
m+n
2

mX
p=0

nX
q=0

�
m

q

��
n

q

�
Hm�p;n�q(

p
2x;
p
2y)Hp;q(

p
2x1;

p
2y1)

eşitli¼gi (2.45)�den kolayca elde edilir.

(Dattoli vd 2008) aşa¼g¬daki dört de¼gi̧skenli tek parametreli Hermite polinomunun

üreteç fonksiyonunu tan¬mlam¬̧slard¬r:

1X
m=0

1X
n=0

um

m!

vn

n!
Hm;n(x; �; y; �j�) = exu+�u

2+yv+�v2+�uv. (2.46)

(2.46) ba¼g¬nt¬s¬diferansiyel denklem çözümlemelerinde, di¼ger matematik ve �zikte

bir çok uygulamas¬ vard¬r. (2.46) ba¼g¬nt¬s¬ bu tezin bulgular k¬sm¬nda tekrar ele

al¬nacakt¬r. Bu ba¼g¬nt¬yard¬m¬yla üstel fonksiyonlar¬n integralini hesaplamada kul-

lan¬lacakt¬r.

(2.46)�dan

Hm;n(x; �; y; �j�) = m!n!
min(m;n)X
s=0

�s

s! (m� s)! (n� s)!Hm�s(x; �)Hn�s(y; �)

eşitli¼gi elde edilir (Dattoli vd 2008).

2.7. Hermite Tabanl¬Bernoulli, Euler Polinomlar¬ve Hermite Tabanl¬

Apostol-Bernoulli Polinomlar¬

Klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar¬n¬(2.1)-(2.3) ba¼g¬nt¬lar¬nda tan¬m-

lam¬̧st¬k. Di¼ger taraftan Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi poli-

nomlar¬da (2.19)-(2.21) eşitliklerinde ifade edilmi̧stir. Burada Hermite-tabanl¬poli-

nomlar verilecektir. Bu polinomlar¬n temel özellikleri incelenecektir.
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Tan¬m 2.30 (Dattoli vd 1999) Hermite tabanl¬Bernoulli polinomu
1X
n=0

(HBn(x; y))
tn

n!
=

t

et � 1e
xt+yt2 (2.47)

ifadesiyle tan¬mlan¬r.

(2.47)�den

HBn(x; y) =
nX
s=0

�
n

s

�
Bn�sHs(x; y)

eşitli¼gi kolayca elde edilir (Dattoli vd 1999). Burada Hs(x; y) iki de¼gi̧skenli Hermite

polinomudur.

Ayr¬ca

HBn(x; 0) = Bn(x),
d

dx
(HBn(x; y)) = n (HBn�1(x; y)) ,

d

dy
(HBn(x; y)) = n (n� 1) (HBn�2(x; y)) ,

d

dy
(HBn(x; y)) =

d2

dx2
(HBn(x; y))

eşitlikleri yaz¬labilir (Dattoli vd 1999).

Tan¬m 2.31 (Khan vd 2009) Hermite tabanl¬Euler polinomu
1X
n=0

(HEn(x; y))
tn

n!
=

2

et + 1
ext+yt

2

(2.48)

ifadesiyle tan¬mlan¬r.

(2.48) den

HEn(x; y) =

nX
k=0

2�k
�
n

k

�
En�kHk(x; y),

HEn(x+ 1; y) +H En(x; y) = 2Hn(x; y)

ve

HBn(x; y) = 2
�n

nX
m=0

(HEm(2x; 4y))Bn�m

eşitlikleri yaz¬labilir (Khan vd 2009).
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Tan¬m 2.32 (Lu 2011) Hermite tabanl¬�. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomu

1X
n=0

�
HB

(�)
n (x; y;�)

� tn
n!
=

�
t

�et � 1

��
ext+yt

2

, � 2 C (2.49)

eşitli¼gi tan¬mlan¬r.

(2.49)�dan

HBn(x; y;�) = HB
(1)
n (x; y;�),

HBn(x; y) = HB
(1)
n (x; y; 1)

yaz¬labilir (Lu 2011). (2.49) do¼guray fonksiyonu tan¬m¬ndan

d

dx

�
HB

(�)
n (x; y;�)

�
= n

�
HB

(�)
n�1(x; y;�)

�
,

d

dy

�
HB

(�)
n (x; y;�)

�
= n (n� 1)

�
HB

(�)
n�2(x; y;�)

�
,

d

dy

�
HB

(�)
n (x; y;�)

�
=

d2

dx2
�
HB

(�)
n (x; y;�)

�
elde edilir (Lu 2011).

Hermite tabanl¬ �. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlar¬n¬n gerçekledi¼gi

rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ndan baz¬lar¬

HB
(�)
n (x; y;�) =

nX
m=0

�
n

m

�
B
(�)
n�m(�)Hm(x; y),

HB
(�)
n (x; y;�) =

nX
m=0

�
n

m

�
B
(��1)
n�m (�) (HBm(x; y;�)) ,

Hn(x; y) =
1

m+ 1

nX
m=0

�
n+ 1

m

�
(HBn(x; y))

şeklindedir (Lu 2011).
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2.8. Genelleştirilmi̧s Frobenius-Euler Polinomlar¬

Tan¬m 2.33 (Carlitz 1959) Eulerian polinomu

1X
n=0

Hn(xju)
tn

n!
=
1� u
et � ue

xt

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r. Burada u 2 Cn f1g d¬r. x = 0 için H(�)
n (0; u) Frobenius-Euler

say¬s¬elde edilir. Klasik Frobenius-Euler polinomu

mn

m�1X
n=0

um�1�rHn

�
x+

r

m
jum
�
=
1� um
1� u Hn(muju)

çarpma ba¼g¬nt¬s¬n¬ve

(2u� 1)
nX
r=0

�
n

r

�
Hn�r(uj1� u) = uHn(u+ vju)� (1� u)Hn(u+ vj1� u)

rekürsiyon ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Carlitz 1959).

Tan¬m 2.34 (Kurt ve Şimşek 2011) Hn(xju; b; c) genelleştirilmiş Frobenius-Euler

polinomu
1X
n=0

Hn(xju; b; c)
tn

n!
=

�
1� u
bt � u

�
cxt (2.50)

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r. Burada b, c 2 R+, u 2 C ve juj > 1 dir.

b = c = e al¬rsak klasik Frobenius-Euler polinomu elde edilir.

x = 0 için
1X
n=0

Hn(u; b)
tn

n!
=

�
1� u
bt � u

�
Frobenius-Euler say¬s¬elde edilir (Kurt ve Şimşek 2011).

(2.50) den

Hn(x;u; b; c) =

nX
k=0

�
n

k

�
(x ln c)n�kHk(u; b; c)

ve
d

dx
Hn(x;u; b; c) = (ln c)

nHn�1(x;u; b; c)
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elde edilir (Kurt ve Şimşek 2011).

Son y¬llarda üzerinde çok çal¬̧sma yap¬lan genelleştirilmi̧s Hurwitz-Lerch zeta

fonksiyonu �(�;�)(�;�)(z; s; a)

�
(�;�)
(�;�)(z; s; a) :=

1X
n=0

(�)�n
(�)�n

zn

(n+ a)s
(2.51)

ifadesiyle tan¬mlan¬r (Srivastava vd 2010). Burada

s, z 2 C ( jzj < 1) için � 2 C, a, � 2 CnZ�0 , � , � 2 R+; � < � ;

jzj = 1 için � = � ve Re(s� �+ �) > 0

d¬r.

(2.51) denkleminden

�
(1;1)
(�;1)(z; s; a) = �

�
(�)(z; s; a) =

1X
n=0

(�)n
n!

zn

(n+ a)s

yaz¬labilir (Srivastava vd 2010).

�
(1;1)
(1;1)(z; s; a) =

1X
n=0

zn

(n+ a)s

jzj < 1 iken a 2 CnZ�0 , s 2 C; jzj = 1 iken Re s > 1

oldu¼gunda Lerch-zeta fonksiyonu,

�
(1;1)
(1;1)(1; s; a) = �(s; a), Re s > 1, a 2 CnZ

�
0

oldu¼gunda Hurwitz zeta fonksiyonu,

�
(1;1)
(1;1)(1; s; 1) = �(s), Re s > 1,

Riemann zeta fonksiyonu elde edilir.
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3. BULGULAR

3.1. 2D-Hermite Bernoulli Polinomu ·Için Baz¬Genelleştirmeler

Bu bölümde (2.29) ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla Natalini anlam¬nda 2D-Hermite Bernoulli

polinomlar¬tan¬mlanm¬̧st¬. Bu polinomlar¬n baz¬temel özellikleri verilecektir.

(2.29) ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla aşa¼g¬daki önerme elde edilir.

Önerme 3.1 a 2 R+ olsun. Genelleştirilmiş Bernoulli polinomu B[m�1]n (x), aşa¼g¬-

daki ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glar:

B[m�1]n (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k xn�k,

B[m�1]n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x)yn�k

=
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (y)xn�k

ve

B[m�1]n (ax) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1]
k (x)(a� 1)n�kxn�k.

Şimdi Tan¬m 2.14�ü kullanarak aşa¼g¬daki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2 � mertebeli genelleştirilmiş Bernoulli polinomu B[m�1;�]n (x)

B[m�1;�+�]n (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1;�]
k (x)B

[m�1;�]
n�k (y) (3.1)

toplam¬n da¼g¬lma ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.

·Ispat. (2.30) ba¼g¬nt¬s¬ndan

1X
n=0

B[m�1;�+�]n (x+ y)
tn

n!
=

0BB@ tm

et �
m�1P
h=0

th

h!

1CCA
(�+�)

e(x+y)t

=

 1X
n=0

B[m�1;�]n (x)
tn

n!

! 1X
n=0

B[m�1;�]n (y)
tn

n!

!

=
1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
B
[m�1;�]
k (x)B

[m�1;�]
n�k (y)

!
tn

n!
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bulunur. Yukar¬daki denklemde tn

n!
in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa istenilen sonuç bu-

lunur.

Bir önceki bölümde Hermite polinomlar¬n¬n baz¬genelleştirilmeleri verilmi̧stir.

Bunlardan 2001 y¬ll¬nda Bretti vd taraf¬ndan
1X
n=0

H(2)
n (x; y)

tn

n!
= ext+yt

2

(3.2)

baz iki de¼gi̧skenli Hermite polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu poli-

nomlar için sa¼glad¬¼g¬baz¬özellikler verilmi̧stir.

Bu bölümde bu polinomlar ile ilgili baz¬özdeşlikler ve ba¼g¬nt¬lar verilecektir.

Tan¬m 3.3 (Bretti vd 2004) 2D Bernoulli polinomu B(2)n (x; y)

t

et � 1e
xt+yt2 =

1X
n=0

B(2)n (x; y)
tn

n!
(3.3)

ifadesiyle tan¬mlan¬r.

(2.47)�de verilen tan¬mdaki Hermite-tabanl¬ Bernoulli polinomu HBn(x; y) ile

(3.3) de verilen 2D-Bernoulli polinomu B(2)n (x; y) ayn¬anlamdad¬r. Ayn¬yazarlar

farkl¬yay¬nlar¬nda her iki tan¬m¬da kullanm¬̧slard¬r.

Tan¬mdan B(2)n (x; y), 2D Bernoulli polinomu ile H
(2)
n (x; y), iki de¼gi̧skenli Hermite

polinomu aras¬nda

B(2)n (x; y) =
nX
k=0

�
n

k

�
Bn�kH

(2)
k (x; y)

= n!
nX
k=0

Bn�k
(n� k)!

[ k2 ]X
s=0

xk�2sys

s!(k � 2s)! ,

H(2)
n (x; y) =

nX
h=0

�
n

h

�
1

n� h+ 1B
(2)
h (x; y)

ba¼g¬nt¬lar vard¬r.

Teorem 3.4 2D Bernoulli polinomu

B(2)n (x+ 1; y)�B(2)n (x; y) = nH
(2)
n�1(x; y) (3.4)

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.
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·Ispat. (3.3) denkleminden

1X
n=0

B(2)n (x+ 1; y)
tn

n!
�

1X
n=0

B(2)n (x; y)
tn

n!

= text+yt
2

= t
1X
n=0

H(2)
n (x; y)

tn

n!

yaz¬labilir.

1X
n=0

�
B(2)n (x+ 1; y)�B(2)n (x; y)

� tn
n!
=

1X
n=0

nH
(2)
n�1(x; y)

tn

n!

elde edilir. t
n

n!
nin katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak istenen bulunur.

3.2. Genelleştirilmi̧s Parametreli Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve

Apostol-Genocchi Polinomlar¬·Için Baz¬Genelleştirmeler

Bu kesimde ilk olarak Genocchi tipli say¬lar ve Genocchi tipli polinomlar ele al¬narak,

sa¼glad¬klar¬rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ispatlanacakt¬r.

Genelleştirilmi̧s parametreli Apostol-Genocchi polinomlar¬n¬(2.36) da�
2t

�bt + at

��
cxt =

1X
n=0

G(�)n (x;�; a; b; c)
tn

n!
;

����t ln ba + ln�
���� < �; 1� = 1

ba¼g¬nt¬s¬yla verilmi̧sti. Burada a, b, c 2 R+, a 6= b, � 2 C dir.

(2.36) denkleminde � = � = 1 ve x = 0 al¬nd¬¼g¬nda Genocchi tipli Gn(a; b) say¬s¬
1X
n=0

Gn(a; b)
tn

n!
=

2t

bt + at
; jtj < �

jln b� ln aj (3.5)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Luo ve Srivastava 2011).

Bu bölüm boyunca � 2 Z+ olarak al¬nm¬̧st¬r.

Gn(1; e) = Gn, klasik Genocchi say¬s¬d¬r. (3.5) den

eG(a;b)t =
2t

et(ln b�ln a) + 1
e�t ln a
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yaz¬labilir. Baz¬hesaplamalardan sonra

G0(a; b) = 0, G1(a; b) = 1

Gn(a; b) +
nX
k=0

�
n

k

�
(ln b� ln a)k�n Gk(a; b) = 2n

�
ln
1

a

�n�1
rekürans ba¼g¬nt¬lar¬elde edilir. Buradan bir kaç Genocchi say¬s¬

G2(a; b) = � ln a� ln b,

G3(a; b) = �6(ln a)3 + 3 ln a ln b

elde edilir.

Önerme 3.5 a, b 2 R+ olsun. Aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar¬n herbiri do¼grudur:

Gn(a; b) = (ln b� ln a)n�1Gn
�

ln a

ln a� ln b

�
,

Gn(a; b) =
nX
k=0

�
n

k

�
(� ln a)n�k (ln b� ln a)k�1 Gk.

·Ispat. (3.5)�den

1X
n=0

Gn(a; b)
tn

n!
=

1X
n=0

(ln b� ln a)n�1Gn
�

ln a

ln a� ln b

�
tn

n!

yaz¬l¬r. t
n

n!
nin katsay¬lar¬eşitlenerek Önerme 3.7 nin ilk k¬sm¬ispatlanm¬̧s olur.

·Ikinci eşitlik için

1X
n=0

Gn(a; b)
tn

n!
=

1

ln b� ln a

1X
n=0

(ln b� ln a)nGn
tn

n!

1X
n=0

(� ln a)n t
n

n!

yaz¬l¬r. Sa¼g taraf da Cauchy çarp¬m¬uygulanarak ve tn

n!
in katsay¬lar¬ eşitlenerek

istenen sonuç elde edilir.

(2.36) denkleminde � = 1 alarak Genocchi tipli Gn(x; a; b; c) polinomu
1X
n=0

Gn(x; a; b; c)
tn

n!
=

2t

bt + at
cxt; jtj < �

jln b� ln aj (3.6)

ifadesiyle tan¬mlan¬r. Burada a, b, c 2 R+, a 6= b dir.
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(2.36) ve (3.6)�dan

Gn(0; a; b; c) = Gn(1; a; b; c)

ve

Gn(x) = Gn(x; 1; e; e),

Gn = Gn(0) = Gn(0; 1; e; e) = Gn(x; 1; e; 1)

elde edilir.

Ayr¬ca (2.34) ile verilen B(l)n (x;�; a; b; c) genelleştirilmi̧s Apostol-Bernoulli poli-

nomlarda, (2.35) E (l)n (x;�; a; b; c) genelleştirilmi̧s Apostol-Euler polinomu ve (2.36)

G(l)n (x;�; a; b; c) genelleştirilmi̧s Apostol-Genocchi polinomu

Gn(x; a; b; c) = �2B(1)n (x;�1; a; b; c) = nE
(1)
n�1(x; 1; a; b; c)

yaz¬l¬r.

Önerme 3.6 a, b, c 2 R+, a 6= b olmak üzere aşa¼g¬daki ifadeler vard¬r:

Gn(x; a; b; c) =
nX
k=0

�
n

k

�
(x ln c)n�kGk(a; b)

ve

Gn(x; a; b; c) =
nX
k=0

�
n

k

�
(x ln c)n�k (ln b� ln a)n�1Gk

�
ln a

ln a� ln b

�
.

Bu önermenin ispat¬Tan¬m 3.8 kullanarak hemen elde edilir.

Di¼ger taraftan Tan¬m 3.8 den

1X
n=0

Gn(x+ y; a; b; c)
tn

n!

= 2tcxt + 2tcxt
�
cyt � at � bt
bt + at

�
= 2

1X
n=0

(x ln c)n
tn+1

n!
+

 1X
n=0

Gn(x; a; b; c)
tn

n!

!

�
 1X
n=0

((y ln c)n � (ln a)n � (ln b)n) t
n

n!

!
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yaz¬l¬r. Bu seri özdeşli¼ginden

Gn(x+ y; a; b; c) = 2n (x ln c)n�1 +
nX
k=0

�
n

k

��
(y ln c)n�k � (ln a)n�k � (ln b)n�k

�
Gk(x; a; b; c)

elde edilir.

Genelleştirilmi̧s parametreli Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler polinomu (2.34)

ve (2.35)�de s¬ras¬yla aşa¼g¬daki ifadeler ile tan¬mlan¬r:�
t

�bt � at

��
cxt =

1X
n=0

B(�)n (x;�; a; b; c)
tn

n!
;

burada

����t ln ba + ln�
���� < 2�; 1� = 1

ve �
2

�bt + at

��
cxt =

1X
n=0

E (�)n (x;�; a; b; c)
tn

n!
;

burada

����t ln ba + ln�
���� < �; 1� = 1

d¬r.

Teorem 3.7 a, b 2 R+, a 6= b, x, y 2 R ise

B(�)m

�
x+ y

2
;�2; a; b; c

�
= 2�m

mX
k=0

�
m

k

�
E (�)k (y;�; a; b; c)B(�)m�k(x;�; a; b; c)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

·Ispat. (2.34) ve (2.35) den
1X
m=0

B(�)m

�
x+ y

2
;�2; a; b; c

�
(2t)m

m!

=

�
2

�bt + at

���
t

�bt � at

��
c(

x+y
2 )2t

=
1X
m=0

 
mX
k=0

�
m

k

�
E (�)k (y;�; a; b; c)B(�)m�k(x;�; a; b; c)

!
tm

m!

yaz¬l¬r. t
m

m!
in katsay¬lar¬n¬kaŗs¬laşt¬rarak istenen bulunur.
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Önteorem 3.8 x1, x2,� � � ,xn bir halkan¬n de¼gişmeli elemanlar¬ise her � 2 C için

(1 + x1 + x2 + � � �+ xn)� =
X

v1;v2;��� ;vm�0

�
�

v1; v2; � � � ; vm

�
xv11 � � �xvmm (3.7)

dir. Burada toplam vi � 0 bütün tan¬msay¬lar üzerinde al¬n¬p�
�

v1; v2; � � � ; vm

�
=
� (�� 1) � � � (�� v1 � v2 � � � � vm + 1)

v1!v2! � � � vm!
(3.8)

dir (Luo 2009).

Bu önerme daha sonra ki bölümler de kullan¬lacakt¬r.

Teorem 3.9 m 2 N, � 2 C olsun. Bu durumda

B
(�)
n (mx;�; a; b; c)

mn��

=
X

v1;v2;��� ;vm�1�0

�
�

v1; v2; � � � ; vm�1

�
�r

�B�n
�
x+

r(ln b� ln a) + � ln a(m� 1)
m ln c

;�m; a; b; c

�
dir. Burada

r = v1 + 2v2 + � � �+ (m� 1) vm�1,�
�

v1; � � � ; vm�1

�
=
� (�� 1) � � � (�� v1 � v2 � � � � vm + 1)

v1!v2! � � � vm!
dir.

·Ispat.

t

�bt � at = �te
�t ln a

0BB@
m�1P
k=0

�kekt(ln b�ln a)

1� �memt(ln b�ln a)

1CCA
alarak ve (2.34) kullanarak

1X
n=0

B(�)n (mx;�; a; b; c)
tn

n!

=

�
�te�t ln a

1� �memt(ln b�ln a)

�� m�1X
k=0

�kekt(ln b�ln a)

!�
emxt(ln c)

=
X

v1;v2;��� ;vm�1�0

�
�

v1; v2; � � � ; vm�1

�
�r

�
�

�tet ln a
1� �memt(ln b�ln a)

��
emt ln c(x+

r(ln b�ln a)
m ln c )
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elde edilir. Burada

r = v1 + 2v2 + � � �+ (m� 1) vm�1,�
�

v1; � � � ; vm�1

�
=
� (�� 1) � � � (�� v1 � v2 � � � � vm + 1)

v1!v2! � � � vm!
dir. Gerekli i̧slemlerden sonra tn

n!
in katsay¬lar¬n¬kaŗs¬laşt¬rarak istenen sonuç bu-

lunur.

Burada a = 1, b = c = e al¬n¬rsa Luo 2009 daki yapt¬¼g¬sonuç elde edilir.

Slk(m; a; b)

=
X

0�v1;v2;��� ;vm�l
v1+v2+���+vm=l

�
l

v1; v2; � � � ; vm

�
(ln b� ln a)k (v1 + 2v2 + � � �+mvm)k

olsun.

Bu toplam a = 1, b = e al¬rsak Luo (2009) taraf¬ndan verilen toplam elde edilir.

Slk(m; a; b) ile B
(�)
n (x; 1; a; b; a) polinomu aras¬nda aşa¼g¬daki ili̧ski vard¬r.

Teorem 3.10

Sln(m; a; b)

=
lX

k=0

n+kX
p=0

�
l

k

��
n+ l

p

�
B
(l�k)
p (mk + l; a; b; b)B(k)n+l�p(�mk; a; b; a)

(n+ 1)l
(3.9)

dir. Burada m, l 2 N0 ve

(x)k = x (x� 1) � � � (x� k + 1)

dir.

·Ispat.

1X
n=0

Sln(m; a; b)
tn

n!

=

1X
n=0

8><>:
X

0�v1;v2;��� ;vm�l
v1+v2+���+vm=l

�
l

v1; v2; � � � ; vm

�
(ln b� ln a)n

� (v1 + 2v2 + � � �+mvm)ng
tn

n!
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yukar¬da ki denklemden

1X
n=0

Sln(m; a; b)
tn

n!
=

X
0�v1;v2;��� ;vm�l
v1+v2+���+vm=l

�
l

v1; v2; � � � ; vm

�
et(ln b�ln a)(v1+2v2+���+mvm)

=

�
et(ln b�ln a)

1� et(ln b�ln a) �
e(m+1)t(ln b�ln a)

1� et(ln b�ln a)

�l
yaz¬l¬r. (2.34)�de � = 1 alarak

1X
n=0

Sln(m; a; b)
tn

n!

=

lX
k=0

�
l

k

� 1X
p=0

B(l�k)p (mk + l; a; b; b)
tp

p!

!

�
 1X
q=0

Bkq (�mk; 1; a; b; a)
tq

q!

!
t�l

=
1X
n=0

lX
k=0

n+kX
p=0

�
l

k

��
n+ l

p

�

�
Bl�kp (mk + l; a; b; b)Bkn+l�p(�mk; a; b; a)

(n+ 1)l

tn

n!

tn

n!
in katsay¬lar¬n¬eşitleyerek istenen bulunmuş olur.

(3.9)�da a = 1 ve b = e al¬rsak (Luo 2009, s. 382, (27) denklem) elde edilir.

Parametreli � mertebeli genelleştirilmi̧s Apostol-Genocchi polinomu (2.36) da�
2t

�bt + at

��
cxt =

1X
n=0

G(�)n (x;�; a; b; c)
tn

n!
;

burada

����t ln ba + ln�
���� < �; 1� = 1, �; � 2 C

eşitli¼gi ile tan¬mlanm¬̧st¬r.

Teorem 3.11 a, b 2 R+, �, � 2 C ve n 2 N0 olsun. Bu durumda � mertebeden

genelleştirilmiş Apostol-Genocchi polinomu G(�)n (x;�; a; b; c)

G(�+�)n (x+ y;�; a; b; c) =

nX
k=0

�
n

k

�
G
(�)
k (x;�; a; b; c)G

(�)
n�k(y;�; a; b; c) (3.10)

eşitli¼gini gerçekler.
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·Ispat. (2.36) denklemini kullan¬larak kolayca görülür.

Teorem 3.12 a, b 2 R+, n, r 2 N0 ve � 2 C olsun. Bu durumda genelleştirilmiş

Apostol-Genocchi polinomu G(�)n (x;�; a; b; c), n � r için;

G(r)n (x;�; a; b; c)

= 2r
�
n

r

�
r!

1X
m=0

�
m+ r � 1

m

��
m ln

b

a
+ x ln c� r ln a

�n�r
(��)m (3.11)

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.

·Ispat. (2.36) denkleminden

1X
n=0

G(r)n (x;�; a; b; c)
tn

n!
=

�
2t

�bt + at

�r
cxt

= (2t)r e�tr ln a
�
1 + �et ln

b
a

��r
ext ln c

= 2rtr
1X
n=0

( 1X
m=0

�
m+ r � 1

m

�
(��)m

�
�
m ln

b

a
+ x ln c� r ln a

�n�
tn

n!

=
1X
n=0

(
2r
�
n+ r

r

�
r!

1X
m=0

�
m+ r � 1

m

�
(��)m

�
�
m ln

b

a
+ x ln c� r ln a

�n�
tn+r

(n+ r)!

n yerine n� r (n � r) alarak ve tn nin katsay¬lar¬n¬kaŗs¬laşt¬rarak (3.11) elde edilir.

Teorem 3.13 a, b, c 2 R+, a 6= b, n, � 2 N0 olsun. Genelleştirilmiş Apostol-

Genocchi polinomu ile Apostol-Euler ve Apostol-Bernoulli say¬s¬aras¬nda

G(�)n (x;��2; a; b; c) = (�1)� 2��n
nX
k=0

�
n

k

�
E (�)k (2x;�; a; b; c)B(�)n�k(0;�; a; b; c) (3.12)

denklemi sa¼glan¬r.
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·Ispat. (2.34), (2.35) ve (2.36) denklemlerinden

1X
n=0

G(�)n (x;��2; a; b; c) t
n

n!

=

�
2t

��2bt + at

��
cxt = (�1)�

�
2

�b
t
2 + a

t
2

��
cxt2�

� t
2

�b
t
2 � a t2

��
= (�1)� 2�

1X
n=0

E (�)n (2x;�; a; b; c)
tn

2nn!

1X
k=0

B(�)k (0;�; a; b; c)
tk

2kk!

=
1X
n=0

(
(�1)� 2��n

nX
k=0

�
n

k

�
E (�)k (2x;�; a; b; c)

� B(�)n�k(0;�; a; b; c)
o tn
n!
.

dir. t
n

n!
in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬rarak (3.12) eşitli¼gi bulunur.

Şimdiye kadar genelleştirilmi̧s Apostol-Genocchi polinomlar¬n¬ ele al¬p gerçek-

ledikleri ba¼g¬nt¬lar¬verdik ve teoremleri ifade ederek ispatlad¬k.

Şimdi de HG
(�)
n (x; y;�; a; b; c) n¬n Hermite-tabanl¬Apostol-Genocchi polinomlar¬

gerçekledi¼gi baz¬ba¼g¬nt¬lar verilerek ispatlanacakt¬r. Ayr¬ca Hermite-tabanl¬Apos-

tol-Genocchi polinomu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksi�yonu aras¬ndaki bir do¼grusal

ifade gösterilecektir.

Genelleştirilmi̧s Hermite-tabanl¬Apostol-Genocchi polinomunun do¼guray fonksiy-

onu yard¬m¬yla da tan¬mlanabilir.

Tan¬m 3.14 �. mertebeli genelleştirilmiş Hermite-tabanl¬ Apostol-Genocchi poli-

nomu HG
(�)
n (x; y;�; a; b; c)

1X
n=0

�
HG

(�)
n (x; y;�; a; b; c)

� tn
n!
=

�
2t

�bt + at

��
cxt+yt

2

,

����t ln� ba
�
+ ln�

���� < �; 1� = 1
(3.13)

ifadesiyle tan¬mlan¬r. Burada a, b, c 2 R+, a 6= b, � 2 C d¬r.

(3.13) den

HG
(�)
n (x; y;�; a; b; c) =

[n2 ]X
l=0

G(�)n�l(x;�; a; b; c) (y ln c)
l

l! (n� 2l)!

elde edilir.
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Teorem 3.15 HG
(�)
n (x; y;�; a; b; c) genelleştirilmiş Hermite-tabanl¬Apostol-Genocc-

hi polinomu

HG
(�+�)
n (x1 + x2; y1 + y2;�; a; b; c)

=
nX
k=0

�
n

k

��
HG

(�)
n�k(x1; y1;�; a; b; c)

��
HG

(�)
k (x2; y2;�; a; b; c)

�
ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekler. Burada a, b, c 2 R+, �, � key� karmaş¬k say¬, n 2 N0 d¬r.

·Ispat. (3.13) denkleminden kolayca elde edilir.

Teorem 3.16 a, b, c 2 R+, a 6= b, l 2 N0 olsun. Genelleştirilmiş Hermite-tabanl¬

Apostol-Genocchi polinomu HG
(l)
n (x; y;�; a; b; c) ile genelleştirilmiş Hurwitz-Lerch zeta

fonksiyonu ���(z; s; a) aras¬nda

HG
(l)
n (x; y;�; a; b; c)

= 2ln!

[n2 ]X
j=0

��l
�
��; l � n+ 2j; x ln c�l ln a

ln b�ln a
�

j! (n� l � 2j)! ln

�
b

a

�n�l�2j
(y ln c)j

eşitli¼gi vard¬r. Burada a, b, c 2 R+, (a 6= b), l 2 N0 d¬r ve j�j < 1, x 2 RnZ0.

·Ispat. (3.13) denkleminden

1X
n=0

�
HG

(l)
n (x; y;�; a; b; c)

� tn
n!

=

�
2t

�bt + at

�l
cxt+yt

2

= (2t)l e�tl ln a
�
1 + �et ln(

b
a)
��l

ext ln ceyt
2 ln c

= 2ltl
1X
k=0

(l)k (��)
k

k!

1X
j=0

(y ln c)j
t2j

j!

�
1X
n=0

�
x ln c� l ln a+ k ln

�
b

a

��n
tn

n!

burada j�j < 1 d¬r.
1X
n=0

�
HG

(l)
n (x; y;�; a; b; c)

� tn
n!
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=
1X
n=0

2l
1X
j=0

1X
k=0

(l)k (��)
k

k!

�
�
x ln c� l ln a+ k ln

�
b

a

��n
(y ln c)j

t2j+n+l

j!n!

=

1X
n=0

8><>:2l
[n2 ]X
j=0

��l
�
��;�n; x ln c�l ln a

ln b�ln a
�

j!n!

� ln
�
b

a

�n
(y ln c)j

�
tn+l+2j

elde edilir. Şimdi n yerine n � l al¬rsak (n > l), tn nin katsay¬lar¬n¬kaŗs¬laşt¬r¬rsak

teoremin ifadesi elde edilir.

Not 3.17 Teorem 3.17 y = 0 al¬n¬rsa, Srivastava vd 2010 taraf¬ndan bulunan

Teorem 5�e indirgenir.

Teorem 3.18 m tek, n 2 N0, a, b, c 2 R+ olsun. Yüksek mertebeden Hermite-

tabanl¬Apostol-Genocchi polinomu

HG
(�)
n (mx; y;�; a; b; c)

= mn��
X

v1;v2;��� ;vm�0

�
�

v1; v2; � � � ; vm

�
(��)r

�HG(�)n

 
x+

r(ln b
a
) + � (m� 1) ln a
m ln c

;
y
m2 ;�

m; a; b; c

!

çarpma formülünü gerçekler. Burada r = v1 + 2v2 + � � �+ (m� 1) vm�1 dir.

·Ispat.

2t

�bt + at
= 2te� ln a

m�1P
k=0

�
��emt(ln b�ln a)

�k
1 + (�et(ln b�ln a))

m (3.14)

elde edilir. (3.7) özdeşli¼gi ile son (3.14) denklemi ve (3.13) Hermite-tabanl¬Apostol-
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Genocchi polinomu tan¬m¬ndan

1X
n=0

�
HG

(�)
n (mx; y;�; a; b; c)

� tn
n!

=

�
2t

�bt + at

��
cmxt+yt

2

=

�
2te� ln a

1 + �memt(ln b�ln a)

�� m�1X
k=0

(��)k ekt(ln b�ln a)
!�

�e(mxt+yt2) ln c

=
X

v1;v2;��� ;vm�0
m��

�
�

v1; v2; � � � ; vm

�
(��)r

�
�

2tm

�mbmt + amt

��
c(mxt+yt

2) ln c

=
1X
n=0

(
mn��

X
v1;v2;��� ;vm�0

�
�

v1; v2; � � � ; vm

�
(��)r

�HG(�)n
�
x+

r(ln b� ln a) + � (m� 1) ln a
m ln c

;
y
m2 ;�

m; a; b; c

��
tn

n!

elde edilir. t
n

n!
in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬rarak istenen sonuç elde edilir.

E¼ger Teorem 3.20 de � = 1, y = 0 al¬rsak Jolony-Shari�-Alskelaye 2013 buldu¼gu

HG(�)n (mx; a; b; c)

= mn��
X

v1;v2;��� ;vm�0

�
�

v1; v2; � � � ; vm

�
(�1)r

�
�
HG(�)n

�
x+

r(ln b� ln a) + � (m� 1) ln a
m ln c

; a; b; c

��
formülü elde edilir.

Teorem 3.19 a, b, p, q 2 R+, m 2 N, � 2 C olsun.

HG
(�)
n (px; qy;�; a; b; c)

=
nX
k=0

[ k2 ]X
j=0

�
HG

(�)
n�k(x; y;�; a; b; c)

�
((p� 1)x ln c)k�2j

� ((q � 1) y ln c)j n!

j! (n� k)! (k � 2j)! (3.15)

olur.
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·Ispat. (3.13) denkleminden

1X
n=0

�
HG

(�)
n (px; qy;�; a; b; c)

� tn
n!

=

�
2t

�bt + at

��
cxt+yt

2

c(p�1)xtc(q�1)yt
2

yaz¬l¬r. Bu ifadenin sa¼g taraf¬

=
1X
n=0

�
HG

(�)
n (x; y;�; a; b; c)

� tn
n!

1X
k=0

((p� 1)x ln c)k t
k

k!

1X
j=0

((q � 1)y ln c)j t
2j

j!

=

1X
n=0

1X
k=0

1X
j=0

((p� 1)x ln c)k
�
HG

(�)
n (x; y;�; a; b; c)

�
((q � 1)y ln c)j t

2j+n+k

k!n!j!

=

1X
n=0

nX
k=0

[ k2 ]X
j=0

�
HG

(�)
n�k(x; y;�; a; b; c)

�
((p� 1)x ln c)k�2j ((q � 1) y ln c)j

� tn

j! (n� k)! (k � 2j)!

elde edilir. tn katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬rarak (3.15) elde edilir.

3.3. Apostol Tipli Frobenius-Euler Polinomlar¬·Için Baz¬Genelleştirmeleri

Tan¬m 3.20 (Şimşek 2011, Kurt ve Şimşek 2013) a, b, c 2 R+, a 6= b, x 2 R ve

� 2 C olsun. Genelleştirilmiş Apostol-tipli Frobenius-Euler polinomu
1X
n=0

H(�)
n (x;u; a; b; c;�)

tn

n!
=

�
at � u
�bt � u

��
cxt (3.16)

ifadesiyle tan¬mlan¬r.

E¼ger (3.16)�da x = 0 ve � = 1 al¬rsak genelleştirilmi̧s Apostol-tipli Frobenius-

Euler say¬lar¬n¬
1X
n=0

Hn(u; a; b;�)
tn

n!
=
at � u
�bt � u

elde ederiz (Şimşek 2011).

Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da a = 1 al¬rsak

1X
n=0

Hn(u; 1; b;�)
tn

n!
=

1� u
�bt � u
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elde edilir (Kurt ve Şimşek 2013).

b = e ve � = 1 için
1X
n=0

Hn(u)
tn

n!
=
1� u
et � u

Hn(u) Frobenius-Euler say¬s¬elde edilir.

Özel olarak u = �1 için
1X
n=0

En
tn

n!
=

2

et + 1

elde edilir. Burada En Euler say¬s¬d¬r.

Teorem 3.21 Aşa¼g¬daki eşitliklerin herbiri do¼grudur:

H(�)
n (x;u; a; b; c;�) =

nX
k=0

�
n

k

�
H(�)
k (u; a; b; c;�) (x ln c)

n�k , (3.17)

H(�+�)
n (x+ y;u; a; b; c;�) =

nX
k=0

�
n

k

�
H(�)
k (x;u; a; b; c;�)H

(�)
n�k(y;u; a; b; c;�), (3.18)

((x+ y) ln c)n =
nX
k=0

�
n

k

�
H(��)
k (x;u; a; b; c;�)H(�)

n�k(y;u; a; b; c;�) (3.19)

ve

H(��)
n (x;u2; a2; b2; c2;�2) =

nX
k=0

�
n

k

�
H(��)
k (x;u; a; b; c;�)H(��)

n�k (x;�u; a; b; c;�).

(3.20)

·Ispat. ·Ilk olarak (3.19) denklemini ispatl¬yal¬m.

(3.16) denkleminden 1X
n=0

H(��)
n (x;u; a; b; c;�)

tn

n!

! 1X
n=0

H(�)
n (y;u; a; b; c;�)

tn

n!

!
= c(x+y)t

1X
n=0

 
nX
k=0

�
n

k

�
H(�)
n�k(y;u; a; b; c;�)H

(��)
k (x;u; a; b; c;�)

!
tn

n!

=

1X
n=0

((x+ y) ln c)n
tn

n!

elde edilir. t
n

n!
in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬r¬larak istenen sonuç elde edilir.

40



Benzer olarak (3.17), (3.18) ve (3.20) eşitliklerin ispatlar¬yap¬labilir.

(3.19) denkleminden

((x+ y) ln c)n =
�
H(��)(x;u; a; b; c;�) +H(�)(y;u; a; b; c;�)

�n
ifadesi de yaz¬labilir. Burada

�
H(�)(y;u; a; b; c;�)

�n
= H

(�)
n (y;u; a; b; c;�) anlam¬nda

d¬r.

Teorem 3.22 � 2 N olsun. Bu durumda
�X
k=0

�
�

k

�
(�u)��k �k (x ln c+ k ln a)n

=

nX
p=0

�X
k=0

�
n

p

��
�

k

�
(�u)��k (k ln b)p �H(�)

n�p(x;u; a; b; c;�).

·Ispat. (3.16) denkleminden

1X
n=0

 
�X
k=0

�
�

k

�
(�u)��k �k (x ln c+ k ln a)n

!
tn

n!

=
1X
n=0

 
nX
p=0

�X
k=0

�
n

p

��
�

k

�
(�u)��k (k ln b)pH(�)

n�p(x;u; a; b; c;�)

!
tn

n!

elde edilir. Eşitli¼gin her iki taraf¬nda tn

n!
in katsay¬lar¬n¬eşitlersek istenen sonuç elde

edilir.

Teorem 3.23 Genelleştirilmiş Apostol-tipli Frobenius-Euler polinomu

(2u� 1)
nX
r=0

�
n

r

�
Hr(x;u; a; b; c;�)Hn�r(y; 1� u; a; b; c;�)

= (u� 1)Hn(x+ y;u; a; b; c;�) + uHn(x+ y; 1� u; a; b; c;�)

+
nX
k=0

�
n

k

�
Hk(x+ y;u; a; b; c;�)�

nX
k=0

�
n

k

�
(ln a)n�kHk(x+ y; 1� u; a; b; c;�)

rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.

·Ispat.

(2u� 1) a
t � u

�bt � uc
xt a

t � (1� u)
�bt � (1� u)c

yt

=
�
at � u

� �
at � (1� u)

�
c(x+y)t

�
1

�bt � u �
1

�bt � (1� u)

�
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özdeşli¼ginden

(2u� 1)
 1X
n=0

Hn(x;u; a; b; c;�)
tn

n!

! 1X
n=0

Hn(y; 1� u; a; b; c;�)
tn

n!

!

=
�
at � 1 + u

� 1X
n=0

Hn(x+ y;u; a; b; c;�)
tn

n!

�
�
at � u

� 1X
n=0

Hn(x+ y; 1� u; a; b; c;�)
tn

n!

elde edilir. Bu eşitlikte baz¬i̧slemler yaparak

(2u� 1)
1X
n=0

nX
r=0

�
n

r

�
Hr(x;u; a; b; c;�)Hn�r(y; 1� u; a; b; c;�)

tn

n!

= (u� 1)
1X
n=0

Hn(x+ y;u; a; b; c;�)
tn

n!

+u
1X
n=0

Hn(x+ y; 1� u; a; b; c;�)
tn

n!

+
1X
n=0

nX
r=0

�
n

r

�
(ln a)n�rHr(x+ y;u; a; b; c;�)

tn

n!

�
1X
n=0

nX
r=0

�
n

r

�
(ln a)n�rHr(x+ y; 1� u; a; b; c;�)

tn

n!

bulunur. ·Iki tarafta tn

n!
in katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬rarak istenen sonuç edilmi̧s olur.

E¼ger önceki teoremde a = 1, b = c = e, � = 1 al¬rsak Carlitz�in

(2u� 1)
nX
r=0

�
n

r

�
Hr(x;u)Hn�r(y; 1� u)

= (u� 1)Hn(x+ y;u) + uHn(x+ y; 1� u)

+Hn(x+ y;u)�Hn(x+ y; 1� u)

sonucu elde edilir.

Şimşek (2011) de Yn(x;�; a) fonksiyonunun do¼guray fonksiyonu

t

�at � 1a
xt =

1X
n=0

Yn(x;�; a)
tn

n!
, (a � 1) (3.21)

ifadesi ile tan¬mlam¬̧st¬r.
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Teorem 3.24 Genelleştirilmiş Apostol tipli Frobenius-Euler polinomu, n � 1 için,

n (Hn(x;u; a; b; b;�)� x ln cHn�1(x;u; a; b; c;�))

=
1

u
ln a

nX
k=0

�
n

k

�
Yn�k(1;

1

u
; a)Hk(x;u; a; b; b;�)

��
u
ln b

nX
k=0

�
n

k

�
Yn�k(

1

u
; a)H(2)

k (x+ 1;u; a; b; b;�) (3.22)

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.

·Ispat. (3.16) denkleminde c = b ve � = 1 al¬p, t ye göre türev alal¬m.
1X
n=0

Hn+1(x;u; a; b; b;�)
tn

n!

=
at ln a

at � u
at � u
�bt � ub

xt � b
t� ln b

at � u

�
at � u
�bt � u

�2
bxt + x ln b

at � u
�bt � ub

xt.

(3.21) denklemini kullanarak

1X
n=0

Hn+1(x;u; a; b; b;�)
tn

n!

=
1
u
ln a

t

1X
n=0

nX
k=0

�
n

k

�
Yn�k(1;

1

u
; a)Hk(x;u; a; b; b;�)

tn

n!

�
�
u
ln b

t

1X
n=0

nX
k=0

�
n

k

�
Yn�k(

1

u
; a)H(2)

k (x+ 1;u; a; b; b;�)
tn

n!

+x ln b
1X
n=0

Hn(x;u; a; b; b;�)
tn

n!

bulunur. Baz¬i̧slemlerden sonra (3.22) elde edilir.

Teorem 3.25 m 2 N olsun. Bu durumda

H(�m)
n (u; a; b; c;�)

=

nX
k=0

�
n

k

�
H(��)
k (�x;u; a; b; c;�)H(��m)

n�k (x;u; a; b; c;�):

·Ispat. (3.16) denkleminde � yerine ��m alal¬m.�
at � u
�bt � u

���
c(�x)t

1X
n=0

H(��m)
n (x;u; a; b; c;�)

tn

n!

=

�
at � u
�bt � u

��m
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yaz¬l¬r. Buradan

1X
n=0

H(��)
n (�x;u; a; b; c;�) t

n

n!

1X
n=0

H(��m)
n (x;u; a; b; c;�)

tn

n!

=
1X
n=0

H(�m)
n (u; a; b; c;�)

tn

n!

ve

1X
n=0

nX
k=0

�
n

k

�
H(��)
k (�x;u; a; b; c;�)H(��m)

n�k (x;u; a; b; c;�)
tn

n!

=
1X
n=0

H(�m)
n (u; a; b; c;�)

tn

n!

elde edilir. Her iki tarafta tn

n!
in katsay¬lar¬n¬kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa Teorem 3.27 ifadesi elde

edilir.

Teorem 3.26 � 2 N olsun. Genelleştirilmiş Apostol tipli Frobenius-Euler polinom-

lar¬ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu aras¬nda

H(�)
n (x;u; a; b; c;�)

=
�X
k=0

�
�

k

�
(�u)�kG

�
�n;x; �

u
; a; b; c;�; k

�
; (3.23)

eşitli¼gi vard¬r. Burada
���
u

�� < 1 ve x 2 CnZ�0 d¬r.
G(s;x; �; a; b; c;�; j)

=
1X
m=0

�
m+ �� 1

m

�
�m

(x ln c+ j ln a+m ln b)s

dir. Burada

� 2 C, j�j < 1, x 2 CnZ�0 , a 6= b ve a, b, c 2 R+

d¬r.

·Ispat. (3.16) denkleminden

1X
n=0

H(�)
n (x;u; a; b; c;�)

tn

n!

=
�X
k=0

�
�

k

�
(�u)�k

1X
m=0

�
m+ �� 1

m

��
�

u

�m
et(x ln c+k ln a+m ln b)
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Burada
���
u
et
�� < 1 dir. Bu koşul alt¬nda

1X
n=0

H(�)
n (x;u; a; b; c;�)

tn

n!

=

1X
n=0

�X
k=0

�
�

k

�
(�u)�k

1X
m=0

�
m+ �� 1

m

��
�

u

�m
(x ln c+ k ln a+m ln b)n

tn

n!

bulunur. Burada
���
u

�� < 1 dür. Her iki tarafta tn

n!
in katsay¬lar¬n¬eşitleyerek istenen

sonuç elde edilir.

Not 3.27 (3.23) denkleminde a = 1, b = c = e al¬rsak

H(�)
n (x;u;�) = �(1� u)

�

u
G(�n;x; �

u
; 1; e; e;�; 1)

= �(1� u)
�

u
�(
�

u
;�n; x),

elde edilir. Burada � 2 C,
���
u

�� < 1 ve x 2 CnZ�0 d¬r.
Buradan

G(�n;x; �
u
; 1; e; e;�; 1) = �(

�

u
;�n; x)

bulunur.

3.4. Hermite Polinomlar¬Yard¬m¬yla Üstel Fonksiyonlar¬n ·Integrali

Bu kesimde üstel baz¬fonksiyonlar¬n integrali Hermite polinomlar¬yard¬m¬yla bulu-

nacakt¬r.
1Z

�1

e�x
2

dx =
p
�

oldu¼gu analizden bilinmektedir. Benzer olarak yukar¬daki integralden faydalanarak

1Z
�1

e�(ax
2+bx+c)dx =

r
�

a
e
b2�4ac
4a (3.24)

oldu¼gu hemen görülür (Dattoli vd 1998, Babusci vd 2012).

i.
1R
�1

(ax+ b)n e�cx
2+�xdx tipi integrallerin de¼geri
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In =
1R
�1

(ax+ b)n e�cx
2+�xdx olsun. Her iki taraf¬ t

n

n!
çarp¬p toplam alal¬m.

1X
n=0

In
tn

n!
=

1X
n=0

1Z
�1

(ax+ b)n
tn

n!
e�cx

2+�xdx

=

1Z
�1

1X
n=0

(ax+ b)n
tn

n!
e�cx

2+�xdx

=

1Z
�1

e(ax+b)te�cx
2+�xdx

= ebt+c(
at+�
2c )

2

1Z
�1

e�c(x+
at+�
2c )

2

dx.

(3.24) kullanarak

=

r
�

c
ebt+

a2t2+2at�+�2

4c (3.25)

elde edilir.

(3.25) ve (3.2) denklemlerinden

1X
n=0

In
tn

n!
=

r
�

c
e
�2

4c

1X
n=0

Hn(b+
a�

2c
;
a2

4c
)
tn

n!

elde edilir. t
n

n!
nin katsay¬lar¬n¬kaŗs¬laşt¬rarak

In =

1Z
�1

(ax+ b)n e�cx
2+�xdx =

r
�

c
e
a2

4cHn(b+
a�

2c
;
a2

4c
)

elde edilir.

ii.
1R
�1

(ax+ b)m (cx+ d)n e�fx
2+�xdx tipli integraller

Çift de¼gi̧skenli ya da çok de¼gi̧skenli ve parametreli Hermite polinomlar¬n¬n benzer

tipte farkl¬tan¬mlar¬vard¬r.

Örne¼gin, dört de¼gi̧skenli bir parametreli Hermite polinomu (3.2) eşitli¼gine benzer

olarak
1X
m=0

1X
n=0

um

m!

vn

n!
Hn;m(x; y;w; zj�) = exu+yu

2+vw+zv2+�uv (3.26)

ifadesiyle tan¬mlan¬r (Dattoli vd 1998, Babusci vd 2012).
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In;m =

1Z
�1

(ax+ b)m (cx+ d)n e�fx
2+�xdx

olsun. ·Iki taraf¬ u
m

m!
vn

n!
çarp¬p toplam¬alal¬m.

1X
m=0

1X
n=0

In;m
um

m!

vn

n!

=

1Z
�1

1X
m=0

(ax+ b)m
um

m!

1X
n=0

(cx+ d)n
vn

n!
e�fx

2+�xdx

=

1Z
�1

e(ax+b)ue(cx+d)v�fx
2+�xdx

= ebu+dv
1Z

�1

e�fx
2+x(�+au+cv)dx

= ebu+dv
1Z

�1

e
�f
�
x2�au+cv+�

f
x+(au+cv+�2f )

2
�
e
(au+cv+�)2

4f dx

=

r
�

f
ebu+dv+

1
4f
(au+cv+�)2

=

r
�

f
e
�2

4f eu(b+
a�
2f )+u2

a2

4f
+v(d+ c�

2f )+v2
c2

4f
+ ac
4f
uv (3.27)

bulunur. Bu son eşitlikte
�
x = b + a�

2f
,
�
y = a2

4f
,
�
w = d + cf

2f
,
�
z = c2

4f
,
�
� = ac

2f
al¬n¬p

(3.26) eşitli¼gi de göz önüne al¬n¬rsa

1X
m=0

1X
n=0

Im;n
um

m!

vn

n!

=

r
�

f
e
�2

4f

1X
m=0

1X
n=0

Hm;n(
�
x;
�
y;

�
w;

�
zj�� )u

m

m!

vn

n!

elde edilir. ·Iki tarafta um

m!
vn

n!
in katsay¬lar¬eşitlenirse

Im;n =

1Z
�1

(ax+ b)m (cx+ d)n e�fx
2+�x

=

r
�

f
e
�2

4fHm;n(b+
a�

2f
;
a2

4f
; d+

c�

2f
;
c2

4f
j ac
2f
)

bulunur.
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iii.
1R
�1

Hn (ax+ b; y) e
�cx2+�xdx tipli integraller

Ayn¬yöntem ile
1X
n=0

In
tn

n!
=

1X
n=0

1Z
�1

Hn (ax+ b; y) e
�cx2+�xdx

tn

n!

=

1Z
�1

e(ax+b)t+yt
2�cx2+�xdx

=

1Z
�1

e�cx
2+x(�+at)+bt+yt2dx

= ebt+yt
2+

(�+at)2

4c

1Z
�1

e�c(x�
�+at
2c )

2

dx

=

r
�

c
e
�2

4c e
t(b+a�

2c )+t2
�
y+a2

4c

�

=

r
�

c
e
�2

4c

1X
n=0

Hn

�
b+

a�

2c
; y +

a2

4c

�
tn

n!

bulunur. Buradan
1Z

�1

Hn (ax+ b; y) e
�cx2+�xdx

=

r
�

c
e
�2

4cHn

�
b+

a�

2c
; y +

a2

4c

�
elde edilir.

iv.
1R
�1

Hm (ax+ b; y)Hn (ax+ b; y) e
�cx2+�xdx tipli integraller

Önceki integrallerde yap¬lan benzer yöntem kullan¬l¬rsa
1X
m=0

1X
n=0

Im;n
um

m!

vn

n!

=

r
�

f
e
�2

4f

1X
m=0

1X
n=0

Hm;n(
�
x;
�
y;

�
w;

�
zj�� )u

m

m!

vn

n!

elde edilir. Buradan

Im;n =

1Z
�1

Hm (ax+ b; y)Hn (cx+ d; y) e
�fx2+�xdx

=

r
�

f
e
�2

4fHm;n

�
b+

a�

2f
; y +

a2

4f
; d+

c�

2f
; z +

c2

4f
j ac
2f

�
sonucu elde edilir.
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4. SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda ilk olarak Dattoli-Natalini taraf¬ndan tan¬mlanan yeni tip

Bernoulli polinomlar¬2D-Bernoulli polinomlar¬nda toplama ve fark ba¼g¬nt¬lar¬ is-

patland¬. Parametreli Apostol-Bernoulli polinomlar¬nda genelleştirmeler yap¬larak,

Raabe ba¼g¬nt¬s¬n¬n genelleştirilmesi ispatland¬. Parametreli Apostol-Genocchi poli-

nomu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu aras¬nda do¼grusal ba¼g¬nt¬verildi. Apostol-

tipli parametreli Frebenius-Euler polinomlar¬nda negatif üstlü Frobenius-Euler poli-

nomlar¬aras¬nda baz¬rekürans ba¼g¬nt¬lar¬elde edildi. Carlitz taraf¬ndan Frobenius-

Euler polinomunda bulunan bir sonucun genelleştirilmesi yap¬lm¬̧st¬r.

Son olarakta klasik analizde hesaplanamayan baz¬belirli integralleri de Hermite

polinomlar¬yard¬m¬yla hesaplanabilirli¼gi gösterildi.
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