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OZET

COK DEGISKENLi HERMITE TABANLI APPELL POLINOMLARI
UZERINE

Burak KURT

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
Ocak 2013, 61 sayfa

Ik boliimde Appell polinomlar ailesindeki bazi polinomlar ile Hermite polinomu-
nun tanimlandig: diferensiyel denklem verilmistir. Sonra ilk olarak klasik Bernoulli,
Euler, Genocchi, Euler-Frobenius polinomlari tanimlanmistir. Bu polinomlarin sagla-

diklar: 6zellikler ifade edilmistir.

Bulgular boliimiinde Dattoli ve arkadaglar tarafindan tanimlanan 2 D-Bernoulli
polinomlarin genellegtirilmesi verilmigtir. Genellestirilmis parametreli Apostol-Berno-
ulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi polinomlar1 i¢in ¢esitli yeni rekiirans bagin-
tilar1 ispatlanmistir. Hermite- tabanli Apsotol-Bernoulli polinomu ile Hurwitz-Lerch
zeta fonksiyonu ve genellestirilmis Frobenius-Euler polinomu ile Hurwitz-Lerch zeta
fonksiyonu arasindaki lineer bagintilar ispatlanmigtir. Bu polinomlar i¢in baz1 yeni
genellemeler verilmistir. Son olarak iistel fonksiyonlarin integral degeri iki degiskenli

ve dort degiskenli Hermite polinomlar: cinsinden ifadeleri bulunmustur.
ANAHTAR KELIMELER: Bernoulli polinomalari, Euler polinomlarr,

Hermite polinomlari, Appell polinomlari,

Appell dizileri.
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The aim of this thesis is to investigate the Hermite-based Appell polynomials.
In the first section, we define Appell polynomials and Hermite polynomials. In the
second section, we introduce classical Bernoulli polynomials, classical Euler polyno-
mials and Appell polynomials. After, some theorems which satisfy these polynomials

are proven.

In the final section, 2D-Bernoulli polynomials and Apostol-Bernoulli polyno-
mials are given. Also some theorems are proved. Two relations are proved between
Hermite-based Apostol-Bernoulli polynomials with Hurwitz-Lerch zeta function and
between generalized Frobenius-Euler polynomaials with Hurwitz-Lerch zeta func-

tion.
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ONSOz

Bu tez calismasi, esas olarak onbilgiler ve bulgular olmak tizere iki boliimden
olusmaktadir. Ik olarak Appell polinom ailesinden olan polinomlar:, Hermite poli-
nomlar1 ve klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar1 verilmigtir. Daha sonra
Apostol-Bernoulli polinomlari, Apostol-Euler polinomlar: ve Appell polinomlar: ta-

nimlanmigtir. Bunlarin sagladigl bazi bagintilar ispatlanmigtir.

Genellegtirilmis parametreli Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi
polinomlarinda cesitli yeni rekiirans bagintilari ispatlanmistir. Hermite- tabanl Apos-
tol-Bernoulli polinomu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu ve genellestirilmis Frobenius-
Euler polinomu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu arasinda lineer bagint1 ispatlan-
migtir. Son olarak iistel fonksiyonlarin integral degeri iki degigkenli ve dort degiskenli
Hermite polinomlar: cinsinden ifadeleri verilmistir. Bu tez ¢alismasinin, bu alandaki

calismalara onemli katkilar saglayacagl inancindayim.

Bu caligma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, destegini esirge-

meyen danismanmm Saym Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK’ e tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

n. mertebeden verilen {4, (z)}, n € Ng ={0,1,2,---} polinomlar dizisi

d
%An(x) =nA,_1(x),n € Ny

ve ag # 0 olmak {izere

kuvvet serisi i¢in
[e.e] tn
AW exp(at) = 32 (o)

esitligini gerceklerse { A, ()} dizisine Appell polinomlar dizisi denir (Dattoli vd 2002,
Lu Da.-Q. 2011, Trembly vd 2011). Buradaki A(t) fonksiyonuna {A, (x)} dizisinin
doguray fonksiyonudur.

Fizikte ve matematikte ¢ok uygulama alanlari olan Appell polinomlarimin bazi-

larim verelim (Dattoli vd 2002):

At) = o t_ . alirsak, A, (z) = B, (x)

klasik Bernoulli polinomu,

A(t) = —2— alirsak, A, (z) = Eu(x),

et +1

2t
A(t) = a1 alirsak, A, (x) = G,(x),

t o
At) = (et — 1) alirsak, A, (z) = By (z), a € C,

genellestirilmis Bernoulli polinomu,

A0 = (57) almsak, 4,(0) = B2, a € C,

genellestirilmis Euler polinomu,

2t \“ o
At) = (et - 1) alirsak, A, (z) = Go(z), a € C,

1



genellestirilmis Genocchi polinomu,

Alt) = ag - apt™ [(e™F = 1) -+ (e — 1)] 1) alirsak,

m. mertebeden genellegtirilmis Bernoulli polinomu,
Aty =2"[(e®" 4+ 1) -+ (e™" +1)] =0 alirsak,

m. mertebeden genellegtirilmis Euler polinomu,
tm
A(t) = ————— alusak, A,(z) = BIm=U(z), m > 1,
et — > %

Natalini anlaminda genellestirilmis Bernoulli polinomu,

At) = ()\ett_ 1) alirsak, A, (x) = By (z,\), a € C,

a. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomudur.Son denklemde A = 1 igin genellestir-
ilmig Bernoulli polinomu B (x) elde edilir.

A =« =1 alindiginda da B,,(x) klasik Bernoulli polinomu elde edilir.

Aet +1

«. mertebeden Apostol-Euler polinomu elde edilir.

At) = < 2 > alirsak, A, (x) = EX(z,\), a € C,

A = 1 i¢in genellegtirilmig Euler polinomu E%(z), A = o = 1 alindiginda da

E,(x) Euler polinomu elde edilir.

A(t) = €xp (CO + Clt ++ <r+1tr+1) ’ Cr—i—l 7é 0

olursa A, (z), r = 1 i¢in Hermite polinomu, r = 2 igin ortogonal polinomlar1 kap-

sayan genellestirilmis Gould-Hopper polinomu,

1
A(t) = ———57 almrsa, A, (z) = nlGJ' ()
(1—-1)
dir.
Bernoulli polinomlarimi tanimlayan alt1 farkh yaklagim vardir (Costabille vd

2006).



Bu tez ¢aligmasinda, Appell polinomlar ailesinin iiyeleri olan Hermite-tabanh
Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi polinomlarinin gergekledigi
bagintilar ve sagladiklari teoremler incelenecegi icin ilk olarak Hermite polinomlarini
tanimlayalim.

y — Z:Uy/ +2\y =0

diferensiyel denklemini saglayan polinoma Hermite polinomu denir. Burada A sabit-

tir. Hermite polinomunun doguray fonksiyonu
- tn >
Z H, (l’) A 62zt—t
n!
n=0

ifadesiyle tanmimlanir. Ikinci ve ticiincii boliimde iki degiskenli ya da cok degiskenli
Hermite polinomlar: tammmlanarak, bunlar ile Appell polinomlar: arasindaki teorem-

ler, bagintilar ifade edilecek ve ispatlanacaktir.



2.  ON BILGILER, KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMA

2.1. Klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi Polinomlar: ve Baz1 Ozellikleri

Tanim 2.1 B, (z) Bernoulli Polinomlar, E, (x) Euler Polinomlar: ve G,, (x) Genoc-

chi Polinomlar, sirasiyla

- tn t

B, (z) — = ——¢* 2 2.1
nEO (@) 5= —g¢" Mt <2m (2.1)
- tn 2 xt
;En(x)m_etﬂe . |t <, (2.2)
- tn 2t .
;Gn(x)a—et_{_le < (2.3)

ifadeleriyle tanymlanr (Abramowitz ve Stequn 1964).

x = 0 alarak Bernoulli, Euler ve Genocchi sayilar1 elde edilir. Bu sayilarin dogu-

ray fonksiyonlar: sirasiyla

A t
n=0
N 2

B,—=— |t|<m, 2.5
N 2t

G = ——— |t| < 2.6
> Gy =y M < (2.6

ifadeleriyle tanimlanir (Abramowitz ve Stegun 1964).

Bernoulli polinomu



Y (n;—l)Bk(m) = (n+1)2"

k=0

bagintilarini ve

Bi(mx) = mF™! Z_ Bi(z +1m™) (2.7)

Raabe bagimtisimi gergekler (Abramowitz ve Stegun 1964).

Benzer olarak E,(x) Euler polinomu

B, (z+y) = (Z)Ek

-5

nk’gj

B, (z) = (Z) Bz
)z

m" Y (=) E,(z+km™Y), neNy, m=1,3,5,
E,(mzx) = k=0 (2.8)

—Z (—l)an(x—i—km_l), neNy,m=24,6,---
k=0

Raabe bagmtisin saglar (Abramowitz ve Stegun 1964, Srivastava ve Pinter 2004).
Genocchi polinomunun doguray fonksiyonu Euler polinomuna benzer oldugu igin

yukaridaki bilinen 6zellikler Genocchi polinomu igin de yazilabilir. Bernoulli poli-

nomlari, Euler polinomlar: ve Genocchi polinomlar: arasinda ¢ok cesitli bagintilar

vardir (Abramowitz ve Stegun 1964).

2.2. Tek Degiskenli Hermite Polinomlar:

Tamim 2.2 (Rainville 1960)Tek degiskenli Hermite polinomu H,(z),

Z H,( = exp(2zt — t?) (2.9)



ifadesiyle ya da

3

]
=> (-1 m(2x)"—2k (2.10)

k=0

NI

esitligi ile tanemlanar. Burada "].]" isareti tam deger anlamindadar.

Bu tanimlara denk olan Rodrigues formiilii

H,(z)=(—1)"exp(x { xp(—2z?) } (2.11)
esitligi ile verilebilir. (2.10)’dan
Ho(z) =1, Hy(v) =2z, Ho(z) = 42® — 2, Hs(x) = 82* — 12u,
Hy(x) = 162" — 482% + 12, Hs(x) = 322° — 1602° + 120w,
Hg(z) = 6428 — 480x* + 7202% — 120, H(x) = 12827 — 13442° + 33602° — 1680z
elde edilir. Hermite polinomu

20H,(x) =2nH, 1(z) + H,1(x),

vH,(x) = nH, () +nH, (),

H(2) = 20H, (¢) — Hypa (1)

rekiirans bagintilarini ve

oo

/ ¢ Hy(2)Hy (2)dx = 2"n\/7, Gpm

ortogonallik ozelligini gergekler (Rainville 1960). Burada 6,,, kroneker deltasi ve

e~ fonksiyonuna H,(x) Hermite polinomunun agirlik fonksiyonu denir.

Tanim 2.3 (Dattoli vd 1998) Iki indisli-tek degiskenli Hermite polinomu

oo o0 Um Un o
St () = et (2.12)
n=0 m=0 o

ifadesiyle taniymlanar.



(2.12)’den

Hp() = (Z) Sk

k=0
esitligi yazilabilir. Tek degiskenli iki indisli Hermite polinomu tanimindan

Hypn() = mig‘jn) (—1)?¢! (m) (”) g2 (2.13)

g q)\q

bagintisi elde edilir.

2.3. Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler, Apostol-Genocchi Polinomlar:

«. mertebeden klasik Bernoulli, Euler, Genocchi polinomlar: sirasiyla

U NN X
(et_l) et =3 BY(a) . [t <2m 10 =1, (2.14)

n=0
o tn
(@) - o
ve
2t
(a a
(etH) ZG , Jtf<m, 1% =1 (2.16)
ifadeleri ile verilir (Luo ve Srivastava 2006, Luo vd 2003). Burada a gergel ya da

karmagik sayidir. & = 1 durumunda klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar:

elde edilir.

Genellestirilmis Bernoulli ve Euler polinomlar: tanimlarindan

n

B,(La+6)(l“+y) — Z (k;)B(a) (z )B(ﬁ)( )

k=0
« - n «@
Bty = Y (1) ES@E W 217
k=0

esitlikleri kolayca elde edilir. (2.17) de 8 = 0 alirsak

Bty = 3 (1) Buon

k=0

EOwy) = 3 (1) B on



bulunur.

(2.14) ve (2.15) den

B@(z+1)— B®(2) =nB®Y(z),n e N (2.18)
EY(z 4 1)+ EW(z) =2E“Y(z),neN (2.19)
B (a) = —— Z (” L)@
BV = £ (Eff*)@) +3 (1) <x>)
k=0

ifadeleri elde edilir (Luo ve Srivastava 2006).

Genellegtirilmis Bernoulli polinomlar1 ve Euler polinomlar: arasinda agagidaki

bagintilar ifade edelim.

Teorem 2.4 (Srivastava ve Pinter 2004) o. mertebeden Bernoulli polinomu ile c.

mertebeden FEuler polinomlar, arasinda

n

n o k _(o—
Bty =D (k> (Bé )+ gB,i_P(y)) E,-4(), a € C, n € Ny,

k=0

- n a— e
Eflo‘)(x +y) = Z (k) (E,gﬂl)(y) — B,(H)l(y)> B, k(z), a € C,n €Ny

k=0
bagintilar vardar.

Tanim 2.5 a. mertebeden Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi

polinomlar: sirasiyla

e’ = By (z; ) —, (2.20)
<)\et—1 — n!

A=1ise |t| <2m, N# 1 ise [t| <|In ]|,

2 : xt EOO (@) (. t" o
<)\€t + 1) € = ~ En ($7 )\)n'7 |t| < ’ln( )\)l ; (221)
2t ae” = §°° G (z; )\)ﬁ [t] < |In(—=A)] (2.22)
et + 1 c Tl '

egitlikleriyle tanimlanwr (Luo 2009, Trembly vd 2012, Kurt ve Simsek 2012).

8



Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler polinomlarinin doguray fonksiyonu tanimin-

dan

BE ety = 3 (1) BB i)

Bty = 3 (1) BB i) (229
AB D (@50) = AB@(x + 150) — B (a3 )

2B D (;0) = AEW (2 + 1;A) + B (x;\) (2.24)
bagintilar1 kolayca elde edilir (Luo 2009).

(2.23) de 8 = 0 alarak

B+ = 3 ()

2
k=0
Ez+y\) = (Z) E™, (g
k=0

elde edilir.

Diger taraftan (2.20) ve (2.21) den

n

1
(a— 1) - (o) (@) (-
E} .1')\—2 )\g E (x;\) + E) (x,)\)),nENo

B (z;\?) = 27" < ) VEL) (22; \)
k=0

ve
x+1.

By (z;—\) =21 <)\Bn(

ifadeleri elde edilir (Luo 2009).

Teorem 2.6 (Luo ve Srivastava 2006) Pinter-Srivastava toplama teoremi olarak

ifade edilen asagudaki bagintilar vardur:

B (x4 y; A)

N —

(et (e (o)

k=0

9



AE Qo

=0

n 9 n . )
— S </{3) (Elg-ﬂl)(y; /\) — Elg-i-)l(yS )\)> ank(x; )\)‘
k=0

Teorem 2.7 (Wang 2008) «, 5, N € C, n € Ny olsun. «. mertebeli Apostol-

Bernoulli polinomu ve . mertebeli Apostol-Fuler polinomu arasinda
() . L~ (™) (5 (8 ymp . @)
B¢ (x+y,A)=2—BZ L > CNTBY(m+ i ) | B (w5 )
k=0 m=0

esitligi vardr.

(2.7) ve (2.8)’de klasik Bernoulli polinomlar1 ve klasik Euler polinomlar: icin
Raabe bagintilarini vermigtik. Simdi yiiksek mertebeden Apostol-Bernoulli poli-
nomlar1 ve yiiksek mertebeden Apostol-Euler polinomlar: i¢in Raabe bagintisinin

genellestirmesini verelim.

Teorem 2.8 (Luo 2009) m € Ny, a, A € C olsun. Yiiksek mertebeden Apostol-

Bernoulli polinomu i¢in

B (ma; \) = m"™ Z ( “ )X"Bff‘) (x+ L; A™). (2.25)
1)17 .o .. m

V1, Um—120

carpim egitligi vardir. Burada

r=uv+2v+--+(m—1)v,_1,

o S ala—=1)--(a—vi—vy— vy + 1)
Uy, N ?}1!’02!--"Um!

dar.

Teorem 2.9 (Luo 2009) m € Ng, n, | € N, a, A € C olsun. Bu durumda yiiksek

mertebeden Apostol-Euler polinomlar: i¢in Raabe bagintist asagidaki esitlikler verilir:

10



m tek ise,

m ¢ift ise

E (ma; \)

(—2)l m! ( a ) r o) r

= —A) B (x 4+ —; A™).
(Tl + 1)1 0<v1,v2;vm_1<l V1,V2,** , Un—1 ( ) +l( m )
v14vot+Vm—1=1
(2.27)
Burada
(n)y=0,(n),=nmn+1)---(n+k—1)

dir.

(2.22) bagmtis1 kullanilarak

W) = (1),
O = G0,
Gu(;N) = GV(w; ),

esitlikleri yazilabilir (Luo 2009).

Ayrica (2.22) bagintisindan

G (x; )) = (Z) G\ (N,

3

G (z;)) = (Z)G; (NG \),

k=0
AG@) (2 + 1; ) 4+ G (25 )) = 2nG ) (2 ),
d

(G () = nG (:),

11



dP
dx? (

n! o
G(a)< )) — = p)!Gfl_)p(x; A), n, p €N,

ve

Gt (g + ;A Z() G\ (2, )G (g N)

k=
esitlikleri elde edilebilir (Luo 2009).

Teorem 2.10 (Luo ve Srivastava 2011) Genellestirilmis Apostol-Genocchi polinomu

G (3 N)
bk I\ (4 k] In )"

o~ (n +k ) (n—]: ) folk(x)%, n,l €Ny, e C
k=0 '

(2.28)
bagintisine saglar.

Teorem 2.11 ( Luo ve Srivastava 2011) Genellestirilmis Apostol-Bernoulli, genelles-
tirilmig Apostol-Euler ve genellestirilmis Apostol-Geocchi polinomlar: arasinda asagr-

daki egitlikler vardar:

|
GO(z;)) = (nﬁ ol EY (z;0), n, 1 €N,, A€ C,
EO(z:\) = (ni l G (@0, n, 1 €N, A€C,

Gz N) = (=2)* BU(2;=)\), a, A€ C, 1° =1

n

ve

! GY(z;=\), a €C, 1% :=1.

Bv(za)(x§ )‘) = (_2)0‘ n

Teorem 2.8 ve Teorem 2.9’a benzer olarak genellegtirilmis Apostol-Genocchi
polinomlari i¢in kath ¢arpma teoremini verelim.

Teorem 2.12 (Jolany vd 2013) m € N, n € N, A\, a € C i¢in yiiksek mertebeden

Apostol-Genocchi polinomu igin

G (ma; )



carpma formiili vardwr. Burada

r=uv+2v+ -+ (m—1)v,_1,
( a ) ala—1)--(a—vy—vyg—--v,+1)

?}1!’02! s ’Um!

U1y 5 Um—1

ve m tek tamsaydar.

2.4. Natalini Anlaminda Bernoulli Polinomu

Tanim 2.13 (Natalini ve Berdani 2003) Yeni genellestirilmis Bernoulli polinomu

tm xt o tn
) = S 22
et _ th n=0 n.
h!
h=0

ifadesiyle tanimlanir. Burada m > 1 dir.

"[.]" notasyonu tam deger fonksiyonu degildir. Bu tezde bir gosterim olarak kul-

lanilmigtar.

m = 1igin GO(z,t) = 3 BY (z)%; klasik Bernoulli polinomu elde edilir. (2.29)
n=0

bagintisidan genellegtirilmis Bernoulli sayilarinin bir kag tanesi

B([)mfl] =ml,

elde edilir.

(2.29)dan

ve

B lz+y) = >

bulunur (Natalini ve Berdani 2003).



Tanim 2.14 (Kurt 2010) Katl yeni genellestirilmis Bernoulli polinomu

«

t" tm
E B[m_l’a}(aj)— =| —— ext, (a € C) (2.30)
— n 7’L' n m—1 th
n=0 e—>
h=0

ifadesiyle tanimlamar. m =1, a = 1 i¢in klasik Bernoulli polinomu elde edilir.

(2.30)’dan

esitlikleri elde edilmigtir (Kurt 2010

~—

Tanim 2.15 (Trembly vd 2011) . mertebeden yeni genellestirilmis Apostol-Bernoul-

lv polinomunu

(%

S - [~ | L eee e
n! m-
n=0 et — %

h=0

ifadesiyle tanymlanar.

Trembly vd 2011, Srivastava-Pinter toplama teoremine benzer agagidaki teorem-

leri isptlamiglardir.

Teorem 2.16 (Trembly vd 2011) Apostol-Euler polinomu ile yeni genellestirilmig

Apostol-Bernoulli polinomu arasinda

BIm=el (g +y; )

i k—1
n m—1,a k E—1 S— B
k=0 =0

bagintisy vardar.
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Teorem 2.17 (Trembly vd 2011) Yeni genellestirilmis Apostol-Bernoulli polinomu
$cin
ABI™ M2 413 0) — BIo)(a )

n—1

—1

~ (”k )B,Lm bl N BUY (0; )
k=0

bagintisy vardar.

2.5. Parametreli Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi

Polinomlari

Bu boéliimde Bernoulli polinomlarinin, Euler polinomlarinin ve Genocchi polinom-

larinin farkh bir genellestirmesi ele alinacaktir.

Tanim 2.18 (Luo vd 2003) a, b ve ¢ pozitif parametreli genellestirilmis Bernoulli

polinomu By, (x;a,b,c) ile gosterilerek

= t" t 2
> Bu(wiabe)— = 2", < — T zeR  (2.32)

t—a Inb — Inal

ifadesiyle tanimlanir. Burada a, b, c € RT, a # b dir.
Teorem 2.19 (Luo vd 2003) a, b, c € RY, a #b, x € R ven >0 igin

B, (z;1,e,e) = B,(z), B, (0;a,b,¢) = B,(a,b),

n

By, (z;a,b,¢) = <Z) (In¢)" " By(a, b)a™ ",

k=0

By, (z;a,b,¢)
n—k k—1 Ina n—k
< ) (Ine)" " (Inb—1na)" " By (lna—lnb x

n

B, (z+1;a,b,¢c) = (Z) (Ine)" " By(x;a,b, ¢)
k=0

OMS

ve

esitlikler:y vardar.
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Tanim 2.20 (Luo vd 2003) a, b, ¢ € R™ olsun. Genellestirilmis Euler polinomu
E,(x;a,b,c)

- tn 2
Z E, (z;a,b,¢) Rl ! (2.33)

ifadesiyle tanymlanar.
Teorem 2.21 (Luo vd 2003) a, b, c € RT, z € R ve n > 0 olsun.
Ey(a,b,c) =1, Ex(1,e,e) = Ey, Ey (a,b,¢) = Ey (b,a,c),

Ek (aa’ ba? ca) = akEk (a7 ba C) ’

-5 C)mer (1) ()8 (i)

k
2"E, (z;a,b,c) Z ( ) (Ine)* 7 (22 — 1)*7 Ej(a,b, c)
esitliklery vardar.

Tanim 2.22 (Srivastava vd 2010) Parametreli . mertebeden Apostol-Bernoulli poli-

nomau
ZB x)\'abc)ﬁ tlné—l—ln)\ <2m1%=1 (2.34)
/\bt —at Tl a ’
esitligi ile tanamlanar. Burada a, b, c € R™, a # b, a € C dir.
A=a=a =1, b= c= e alirsak klasik Bernoulli polinomu elde edilir.

Teorem 2.23 (Srivastava vd 2010) a, b, ¢ € RT, a # b, x € R olsun. Bu durumda

n

BY(z+1;X\a,b,0) = Y (Z) (Ine)" ™" B (w; A a,b, ),

k=0

b
B (z + a; \;a,b,¢) = B (x; ) 220,
Cc C

n

BE ) (x4 y; Nabo) = (Z) B, (X a,b,0) B (y; A a, b, ).
k=0

r
r=0

k
k
B (@ 4+ habe) =Y ( ) (whne) B (230, b,
bagintilary gerceklenir.
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Tamim 2.24 (Srivastava vd 2011) Parametreli a. mertebeden Apostol-Euler poli-
nomu

n

“ = t b
"= "E(z; X a,b,c)—, [thn=+In)
) C 2 M (x; N a, b, c) na—i—n

ot <ml1*=1  (2.35)

()\bt +al

ifadesiyle tanymlanir. Burada a, b, c € RT, a # b, a € C dir.

A=a=a=1, b= c= e alirsak klasik Euler polinomu elde edilir.
Teorem 2.25 (Srivastava vd 2011) Parametreli . mertebeden Apostol-Euler poli-
nomu Eﬁa)(:c; A;a, b, c) igin

E (x4 1;Aa,b,¢) = (Z) (Ine)" ™" By (w; X a,b, ),
k=0

ET(LOlJrﬁ) (CL' + Y; )\7 a, b’ C) = Z (Z) E'r(zoi)k(l'7 )\, a, b, C>El(cﬁ) (y7 )\’ a, b, C)
k=0

egitliklert saglanar.

Tanim 2.26 (Srivastava vd 2011) Parametreli . mertebeden Apostol-Genocchi poli-

nomu

Abt + at nl’ a

2 “ = n
( t ) cmt:ZG;a)(a:; /\;a,b,c)t— ‘tlné—I—ln)\‘ <ml1*=1 (2.36)
n=0

ifadesiyle tamamlanir. Burada a, b, c € RT, a # b, a € C dir.

A=a=a=1,b=c= e alirsak klasik Genocchi polinomu elde edilir.

2.6. Cok Degiskenli Hermite Polinomlar:

Tek degiskenli klasik Hermite polinomunun tanimi Tanim 2.2’de verilmisti.
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Tanim 2.27 (Rainville 1960) Iki degiskenli klasik Hermite polinomu

0o 4

§ Hn(‘r7 y>_' = exp(2xt - ytz)
n.

n=0

ifadesiyle ya da denk olan
5]
Hy(w,y) =nl Y
m=0

esitligi ile tanemlanar (Dattoli vd 1997).

(=y)™ (2x)" "

-y
m!(n — 2m)!

(2.37)

(2.38)

(2.37)’den iki degiskenli Hermite polinomu ile tek degiskenli H,(z) polinomu

arasinda ]
5 1=y
= nl E L S VA
Halr,y) =n! — Hn_2m<£)m!(n —2m)!
bagintisi vardir. (2.37)’den

0
_Hn 5 =2 Hn— 'y Y)s
55 [1n(@:y) = 2nHu (2, y)

0
@Hn(:c,y) =-n(n—1)H, o(z,y),

H,(v,y) = 2vH, 1(z,y) —2(n — 1) yH, »(7,y)

esitlikleri yazilabilir (Dattoli vd 1997).
exp (2(z +y)t —2t°) = G(z,y;t)
olarak alalim.
(2.37) ve (2.40) bagintilarindan
" /n
oot 02 =3 (7)o 0,0
elde edilir. Benzer gekilde
Hy(x+y+23)= (n) H, .(z+y)H.(2)
daha da genel olarak
M
H, (Z oy M )
s=1

elde edilir (Dattoli vd 1994).

|
3
VR
=33
N——
i
VN
M
2
<
-
e
=
s

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)



Tamim 2.28 (Dattoli vd 199/) Iki degiskenli genellestirilmis Hermite polinomu

o0 n

t
((Q)H (x, y)) = exp(2xt — t* + 2yt — t*) (2.44)
n=0

ifadesiyle tanimlanar.

Bu polinomlar

n27“ ()
YH my—n'z r'n—27“

seri ifadesiyle verilir (Dattoli vd 1994). Benzer olarak ti¢ degiskenli genellestirilmig

Hermite polinomu

o n

t
((3’2)Hn(:v, Y, z)) — = exp(2xt — 2 + 2yt* — t* + 2% — 19)
n!

)Hn—3r(xay>Hr(z)
(372)Hn(‘ra Y, Z) =n! Z r'(n _ 37“)'

esitlikleriyle ifade edilir (Dattoli vd 1994). Bu sekilde tanimlanan ¢ok degiskenli Her-
mite polinomlarina literatiirde Bell tipli Hermite polinomu denmektedir. (2.44) den-
klemindeki degisken sayisi sayilabilir sayiya genisletilebilir. Hermite polinomlarinin
gesitli tamimlar1 kaynaklarda goriilmektedir. Aym aragtirmacilar farklh yayinlarinda

farkli tanimlar kullanmiglardir. Bu tanimlar benzer tiptedir.

Tanim 2.29 (Dattoli vd 1997) Iki degiskenli genellestirilmis Hermite polinomu

et(ax-l-by)-l-h(ba;—&-cy)—%(at2+2bth+ch2 Z Z " hn mn .I' y)
m=0 n= 0
a,c € R, ac—0*>0 (2.45)
esitligiyle tanymlanir. Bu tip polinomlara Appell-Kampé de Fériet tipi polinomlar

denir.

(2.45) bagmtisindan

Hm,n<x7 y)

min(m,n)

— Z (—=1)%¢! (ZL) (Z) V' H,,_,(ax + by, —%)Hn_q(bx + cy, —g)

q=0
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esitligi yazilabilir.

(2.45) esitligi ile tanimlanan genellestirilmis Hermite polinomunun gergekledigi

ve toplama formulii olarak isimlendirilen

Hypn(z + 21,y + y1)

- & 3 (”;) ( )Hmwﬁ VY H, (v Er1, Vg1

n
2 q

p=0 ¢=0

esitligi (2.45)’den kolayca elde edilir.

(Dattoli vd 2008) asagidaki dort degigkenli tek parametreli Hermite polinomunun

iirete¢ fonksiyonunu tanimlamiglardir:

S S o) = S
m! n! ’

m=0 n=0
(2.46) bagintisi diferansiyel denklem ¢oziimlemelerinde, diger matematik ve fizikte
bir ¢ok uygulamasi vardir. (2.46) bagintis1 bu tezin bulgular kisminda tekrar ele

alinacaktir. Bu bagint1 yardimiyla iistel fonksiyonlarin integralini hesaplamada kul-

lanilacaktar.
(2.46)’dan
min(m,n) s

esitligi elde edilir (Dattoli vd 2008).

2.7. Hermite Tabanli Bernoulli, Euler Polinomlar:1 ve Hermite Tabanh

Apostol-Bernoulli Polinomlar:

Klasik Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlarimi (2.1)-(2.3) bagmtilarinda tanim-
lamigtik. Diger taraftan Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve Apostol-Genocchi poli-
nomlar1 da (2.19)-(2.21) esitliklerinde ifade edilmigtir. Burada Hermite-tabanlh poli-

nomlar verilecektir. Bu polinomlarin temel 6zellikleri incelenecektir.
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Tanim 2.30 (Dattoli vd 1999) Hermite tabanle Bernoulli polinomu

> tn o o
(6 Bn(w,9)) — = Z—" (2.47)
n=0 ’

ifadesiyle tanimlanar.

(2.47)’den

n

#Bn(z,y) = (Z) By Hy(x,y)

s=0
esitligi kolayca elde edilir (Dattoli vd 1999). Burada H(x,y) iki degiskenli Hermite

polinomudur.

Ayrica

uBn(x,0) = B,(x),

D%(HBn(x,y)) = n(gBn-i(z,y)),
%(HBn(x’y)) = n(n—l) (HanZ(:my))?
o (uBa(e.) = 3 (uBala)

esitlikleri yazilabilir (Dattoli vd 1999).

Tanim 2.31 (Khan vd 2009) Hermite tabanly Euler polinomu

[e.9]

tn 2 e
(En(r,y) 3 = e rrut (2.48)
=0

n

ifadesiyle tanimlanar.

(2.48) den

ve

aBn(z,y) =27" (1 Em(22,4y)) By,

m=0

esitlikleri yazilabilir (Khan vd 2009).



Tamim 2.32 (Lu 2011) Hermite tabanl o. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomu

# B (z,y; \) = ! e e C (2.49)

t __
—~ e 1

egitligi tanimlanar.

(2.49)dan

#Bn(,y;\) = wBM (2, y;0),

uBn(z,y) = wBWY(z,y;1)

yazilabilir (Lu 2011). (2.49) doguray fonksiyonu tanimindan

D (e}
— (aBy (x,y30) =n (HBifl(x,y; A)) ,

ox
0 a
oy (1B @y ) = n(n=1) (nB 2 :0))
D By ) = o (4B (@ N)
Dy n y J 0332 n yJ

elde edilir (Lu 2011).

Hermite tabanli «. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlarimin gercekledigi

rekiirans bagintilarindan bazilar

seklindedir (Lu 2011).
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2.8. Genellestirilmis Frobenius-Euler Polinomlar:

Tanim 2.33 (Carlitz 1959) Eulerian polinomu

n

o

"o l—u
ZHn(x\u)a = ¢
n=0

esitligi ile tanimlaner. Burada u € C\ {1} duwr. © = 0 i¢in Hy(la)((), u) Frobenius-Fuler

sayse elde edilir. Klasik Frobenius-Euler polinomu

m 1 o m
m" Z u™ T H, (x + %|um> = _uu H, (mu|u)

carpma bagintising ve

n

(2u—1) Z (f)Hn_T(uH —u) =uH,(u+vu) — (1 —u) Hy(u+v|1 — u)

r=0

rekirsiyon bagintisine saglar (Carlitz 1959).

Tanim 2.34 (Kurt ve Simsek 2011) H,(x|u;b,c) genellestirilmis Frobenius-FEuler

polinomu
1
E H,(x|u; b, c)— oy (bt—u> c*t (2.50)

tireteg fonksiyonu ile tanwmlanir. Burada b, ¢ € R, u € C ve |u| > 1 dir.

b = ¢ = e alirsak klasik Frobenius-Euler polinomu elde edilir.

r = 0 i¢in

ZH ub <bt_2)

Frobenius-Euler sayis: elde edilir (Kurt ve Simgek 2011).
(2.50) den

n

H,(z;u;b,¢) = Z (Z) (z1ne)" % Hy(u; b, c)
k=0
ve

0
D—Hn(:c;u; b,c) = (Ine)" Hy,_1(x;u;b,¢)
T
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elde edilir (Kurt ve Simsek 2011).

Son yillarda iizerinde ¢ok caligma yapilan genellestirilmis Hurwitz-Lerch zeta

fonksiyonu <I> (z s, a)

o0

(pa ,u
P (2,8,a) Z ). n+a) (2.51)

3

ifadesiyle tanimlanir (Srivastava vd 2010). Burada

s,2€C(|]z|<1)igmpeC,a,veC\Zy,p,0 eR", p<o;

|2l =1i¢gin p=0ve Re(s—pu+r)>0
dir.

(2.51) denkleminden

1,1 . #)n
(I)EM71))(Z,8,(I) ®7,(z,5,a) Z

n=0

yazilabilir (Srivastava vd 2010).
(1 1)
d! (1) (z,s,a) Z (n+a)
|z] < 1iken a € C\Zy, s € C; |z] =1 iken Res > 1
oldugunda Lerch-zeta fonksiyonu,

@8:3(1,5,@) =((s,a), Res >1,a € C\Z,

oldugunda Hurwitz zeta fonksiyonu,

o (1,5,1) = C(s), Res > 1,

Riemann zeta fonksiyonu elde edilir.
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3. BULGULAR

3.1. 2D-Hermite Bernoulli Polinomu icin Bazi Genellestirmeler

Bu boliimde (2.29) bagmntisi yardimiyla Natalini anlaminda 2D-Hermite Bernoulli
polinomlar: tanimlanmigti. Bu polinomlarin bazi temel 6zellikleri verilecektir.

(2.29) bagmtisi yardimiyla agagidaki énerme elde edilir.

Onerme 3.1 a € R olsun. Genellestirilmis Bernoulli polinomu B (x), asag-

daki bagintilary saglar:

B ) = 3 () B,
k=0

ve
n

BIm(az) = (k) B () (a — 1) Fan
k=0

Simdi Tanmim 2.14’ii kullanarak asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2 « mertebeli genellestirilmis Bernoulli polinomu B,[Lm_l’a] (x)

n

o n m—1,« m—1,
Bl +51<m+y>=2(k>3,£ @) B ) (3.1)

k=0

toplamin dagilma bagintisine saglar.

Ispat. (2.30) bagmtisindan

et — t—h,
h=0
_ f:B[m‘“@(x)ﬁ i 1,6 )t_
" n! yn'
n=0 n=0
R N £ W N P
- Z( (3) s, <y>) ’
n=0 k=0



bulunur. Yukaridaki denklemde ’;—n, in katsayilar1 kargilastirilirsa istenilen sonug bu-

lunur. ]

Bir 6nceki boliimde Hermite polinomlarinin bazi genellestirilmeleri verilmigtir.

Bunlardan 2001 yillinda Bretti vd tarafindan

- (2) t" xt+yt?

n=0 ’
baz iki degiskenli Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu tanimlanmistir. Bu poli-
nomlar icin sagladig1 bazi 6zellikler verilmigtir.

Bu boliimde bu polinomlar ile ilgili baz1 6zdeslikler ve bagintilar verilecektir.

Tanim 3.3 (Bretti vd 2004) 2D Bernoulli polinomu 37(12)<£L’, Y)

t xtt+yt? EOO : (2) "
et 16 - ot Bn ($7y>ﬁ (33)
ifadesiyle tanimlanar.

(2.47)’de verilen tammdaki Hermite-tabanl Bernoulli polinomu g B,(z,y) ile
(3.3) de verilen 2D-Bernoulli polinomu BY (x,y) aym anlamdadir. Aym yazarlar
farkli yayinlarinda her iki tanimi da kullanmislardir.

Tanimdan Br(?)(a:, y), 2D Bernoulli polinomu ile H,(f)(x, y), iki degiskenli Hermite

polinomu arasinda

bagintilar vardir.
Teorem 3.4 2D Bernoulli polinomu

BP(x + 1y) = B (a.y) = nt,, (x.y) (3.4)
bagintisine saglar.
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Ispat. (3.3) denkleminden

Z BP(x+1, ?J)a - Z B,(f)(x,y)m
n=0 n=0

textertz

n

> t
n=0

yazilabilir.
Z B(2 (x+1,y) — B,(LQ)(x,y)) i ZnHT(L,)l(x
n=0 n=0
elde edilir. ;—T: nin katsayilar kargilagtirilarak istenen bulunur. ]

3.2. Genellestirilmis Parametreli Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler ve

Apostol-Genocchi Polinomlar: I¢in Baz1 Genellestirmeler

Bu kesimde ilk olarak Genocchi tipli sayilar ve Genocchi tipli polinomlar ele alinarak,

sagladiklar rekiirans bagintilar: ispatlanacaktir.

Genellestirilmis parametreli Apostol-Genocchi polinomlarini (2.36) da

2t “ xt - 6% t?’l b o
()\bt+at) ¢ :;QT(L )(x;/\;aabac)aa 'tlna+1n)\‘<7r,l =1

bagintisiyla verilmigti. Burada a, b, ¢ € RT, a # b, a € C dir.
(2.36) denkleminde A = o = 1 ve = 0 alindiginda Genocchi tipli G, (a,b) sayist

™
Zg (,0)" bt+ P — (3.5)

Inb —Inal

esitligi ile tanimlanir (Luo ve Srivastava 2011).

Bu béliim boyunca « € Z* olarak alinmigtir.

Gn(1,€) = G,, klasik Genocchi sayisidir. (3.5) den

2t
Glab)t _ ="  —tlna
€ et(lnb—Ina) + 16
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yazilabilir. Baz1 hesaplamalardan sonra

go(a’ b) =0, gl(a> b) =1

Gu(a,b) + ;0 (Z) (Inb—Ina)*" Gy(a,b) = 2n (m é)”‘l

rekiirans bagintilar: elde edilir. Buradan bir kag Genocchi sayisi

Go(a,b) = —Ina—Inb,

Gs(a,b) = —6(Ina)®+3nalnb
elde edilir.

Onerme 3.5 a, b € RT olsun. Asajrdaki bagntilarin herbiri dogrudur:
B 1 Ina
gn(a, b) = (lnb In (l) Gn (m 5

n

Gn(a,b) = Z <Z) (—=Ina)" " (Inb—Ina)* " G,.
k=0
Ispat. (3.5)’den

Ina t"
. n—1 e B
E Gnl(a, b E (Inb—1Ina)" G, (lna—lnb) oy

n=0

yazilir. ’;—n, nin katsayilar1 esitlenerek Onerme 3.7 nin ilk kismi ispatlanmis olur.
Ikinci esitlik icin

(o)

Zgnab . hlb_lnaZ(lnb—lna”Qn 'Z; —Ilna)"”

yazilir. Sag taraf da Cauchy carpimi uygulanarak ve % in katsayilar1 esitlenerek
istenen sonug elde edilir. [ ]
(2.36) denkleminde A = 1 alarak Genocchi tipli G,(z;a, b, c) polinomu

2t ™
n b, O < ——— 3.6
Zg o Cn! Btat | ’<\lnb—lna\ (3:6)

ifadesiyle tamimlamr. Burada a, b, ¢ € R, a # b dir.
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(2.36) ve (3.6)’dan
Gn(0;a,b,¢) = Gn(1;a,b,¢)

ve

Gn(z) = Gu(x;1,e,e),
G, = GL(0)=G,(0;1,e,e) =G,(x;1,e,1)

elde edilir.

Ayrica (2.34) ile verilen B! )(x; A;a, b, ¢) genellegtirilmis Apostol-Bernoulli poli-
nomlarda, (2.35) 5,2”(:::; A;a, b, c) genellegtirilmis Apostol-Euler polinomu ve (2.36)

gl)(x; A;a, b, c) genellegtirilmis Apostol-Genocchi polinomu
Gu(w;a,b,¢) = —2BD (3~ 1;0,b,¢) = néLY, (25130, b, ¢)
yazilir.

Onerme 3.6 a, b, c € Rt, a # b olmak iizere asagudaki ifadeler vardur:

n

Gul(r;a,b,0) =Y (Z) (zIne)" " &, (a,b)

k=0

ve
n

Gn(z;a,b,c) = (k’) (xlnc)"_k (Inb — lna)"_1 G <ln—a) ]
k=0

Ina—Inb

Bu 6nermenin ispati Tanim 3.8 kullanarak hemen elde edilir.

Diger taraftan Tanim 3.8 den
o0 tn’
Z; gn(x +y;a, b7 C)g
At gt bt
— 2t xt + 2t xt -
o ()
. an 0 n
= 2;% (xlnc) oy + nzggn(x;a, b, c)m

x (Z (yIne)" — (Ina)” — (Inb)") g)

n=0

o0
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yazilir. Bu seri 6zdegliginden
Gu(z +y;a,b,¢) = 2n (zIne)" " +
- n n—k n—k n—k
- - k\L; @, 0,
Z <k’) ((ylnc) (Ina) (Inbd) )g (z;a,b,c)
k=0
elde edilir.

Genellestirilmis parametreli Apostol-Bernoulli ve Apostol-Euler polinomu (2.34)

ve (2.35)’de sirasiyla agagidaki ifadeler ile tanimlanir:

et . tr
()\bt—> ZB X, )\,a,b,C)m,

b
burada tln——i—ln)\‘ <2m 1*=1
a
ve
2 acwt :ig(a)(x.)\-a b C)ﬁ
)\bt+at o n IR Rt g n|7
b
burada tln—+ln)\‘<7r,1a:1
a
dir.

Teorem 3.7 a, b e R", a #b, x, y € R ise

B (x;ty /\2 a,b c)

m

= 2mZ( ) y: Xya,b,0)BY) (z;A;a,b, c)

bagintisy vardar.

Ispat. (2.34) ve (2.35) den

ZBa)<$+fl/ )\Q;G,b,C)%
m:

m=0

t : =y )ot
(Abwrat) (Abt—at> )

mo ., .
yazilir. % in katsayilarim kargilagtirarak istenen bulunur. ]
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Onteorem 3.8 z, xo, - -z, bir halkamn degismeli elemanlary ise her o € C igin

o Q v,
I+ +ay+-+x,)" = Z (U y y )xil’l...;pwzn (3.7)
1, V2" s Um

V1,02, ,Um >0
dir. Burada toplam v; > 0 biitin tamimsaylar iizerinde alinwp

o\ _ale-1-a-n-n—um+]
U1, V2, y Um B /Ul!/UQ!""Um!

(3.8)
dir (Luo 2009).
Bu 6nerme daha sonra ki boliimler de kullanilacaktir.

Teorem 3.9 m € N, a € C olsun. Bu durumda

Bff“)(mx; A;a,b,c)
mnfa

V1,02, ,Un-1

V1,V2, ,Um—120

B <x+T(lnb—lna)+alna(m—1);>\m;a’byc)
mlnc
dir. Burada
r:v1+202+---+(m—1)vm_1,
o L ala—=1)---(a—vi—vy— vy + 1)
UL, U] v1lva! -+ vy
dir.
ispat.

mz—l /\kekt(ln b—Ina)
3 ¢ —tlna k=0
bt — gt 1 — \"emt(lnb—Ina)

alarak ve (2.34) kullanarak

o0 t”
Y " B (ma; Aa,b,c)—
n!
n=0

e "y k kt(Inb—In a) ) t(Inc)
- <1 - )\memt(lnblna)) Z Aeeltin na emat(lne

k=0

V1,V2, " , Un-1

V1,02, ,Um—1>0

tlna @
" ( —te )) Jtlnc(a40nboine

1 — \"emt(lnb—Ina

31



elde edilir. Burada
T:U1+2'U2+"'+(m—1>vmfl7

( o ):a(a—1)---(a—vl—vg—'--vm+1)

’Ul!’l}g! s Um!

* 5 Um—1
dir. Gerekli iglemlerden sonra % in katsayilarini kargilagtirarak istenen sonug bu-
lunur. [

Burada a = 1, b = ¢ = e alinirsa Luo 2009 daki yaptig1 sonug elde edilir.

Si.(m; a,b)
= Z < : )(lnb—lna)k(vl+2112+--~+mvm)k

U /l) « o U
0<0 09, o<l N 12 20T Em

v1+v2+- At vm =l
olsun.
Bu toplam a = 1, b = e alirsak Luo (2009) tarafindan verilen toplam elde edilir.

Sk(m;a,b) ile B,(la)(x; 1;a,b,a) polinomu arasinda agagidaki iligki vardir.

Teorem 3.10

S!(m,a,b)
I n+k (I-k) . (k) .
B Z Z (l) (n + l) By (mk +1;a,b,b)B,,  (—mk;a,b,a) (3.9)
=0 p=0 k p (n+ 1)1

dir. Burada m, | € Ny ve

@)y =z(@—=1)--(z—-k+1)

dir.

ispat.
> Sh(msa,b)—
n=0

= l
= Z Z <U1 - Um)(lnb—lna)”

n=0 0<v1,v2, ,um <l
v1+va+tFvm =l
n

t
x(vl—|—2vg—|—~-—|—mvm)”}ﬁ
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yukarida ki denklemden

S tn l
Sl “ab)— = t(Inb—In a)(v1+2va+--+muvp,)
> siima S (oot o)

0<vy,v2, ,um <l
v1+va+-Fvm=l

B 6t(lnb—lna) e(m+1)t(1n b—Ina) !
- 1 — et(lnb—Ina) o 1 — et(lnb—Ina)

yazilir. (2.34)’de A = 1 alarak
o0 tn‘
ZS;(m;a,b)m
A = tr
-k ,
= (k) (ZB; >(mk+z,a,b,b)a>
k=0 p=0
ok L
ZBQ(—mk;l;a,b,a)a t

X
q=0
B i l %“ (l) (n+l>
n=0 k=0 p=0 F P
By Hnk 4+ La b b)BL,, (~mksa.b.a)
% in katsayilarim esitleyerek istenen bulunmug olur. [ ]

(3.9)da a = 1 ve b = e alirsak (Luo 2009, s. 382, (27) denklem) elde edilir.

Parametreli o mertebeli genellestirilmis Apostol-Genocchi polinomu (2.36) da

2t “ Tt . (@) (n. Y. 13
(m) C —ZGn (l’,/\,(l,b,C)a,

n=0

burada

b
tln——i—ln)\‘ <ml1*=1,a,AeC
a

esitligi ile tanimlanmigtir.

Teorem 3.11 a, b € R™, o, f € C ve n € Ny olsun. Bu durumda o mertebeden
genellestirilmis Apostol-Genocchi polinomu Gl (x; \;a,b,c)
GOtz +y; N a,b,c) = Z (Z) G\(z; \ia,b,0)G? (y: M a, b, c) (3.10)

k=0

esitligini gercekler.
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Ispat. (2.36) denklemini kullanilarak kolayca goriiliir. |

Teorem 3.12 a, b € R", n, r € Ny ve A\ € C olsun. Bu durumda genellestirilmis

Apostol-Genocchi polinomu G%a)(x; A;a, b, c), n>r igin;

G (x; X a, b, c)

n . /m+r—1 b e
= 2 ! In — Inc—rl -7 (3.11
(T)r E ( - ><m na—i—x nc rna) (=)™ | )

m=0

bagintisine saglar.

Ispat. (2.36) denkleminden

— (2t)7‘ eftrlna <1+)\€tlng)_ e:ctlnc

- ey {i (m o 1) (A"

n=0 \m=0

X <m1né —i—xlnc—rlna) }t—
a n!

_ ii{y(njr)ﬂii(m+£_ﬁ)(‘Mm

n=0 m=0

b "l et
X [mn—+zlnc—rlna —_—
a (n+r)!

n yerine n —r (n > r) alarak ve t" nin katsayilarim kargilagtirarak (3.11) elde edilir.

Teorem 3.13 a, b, ¢ € R, a # b, n, a € Ny olsun. Genellestirilmis Apostol-
Genocchi polinomu ile Apostol-Euler ve Apostol-Bernoulli saiyst arasinda

n

G (a5 -500.0) = (-1 2 Y ()67 20 ha, b OB, 0 Kb (312
k=0

denklemi saglanar.
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Ispat. (2.34),

—~

2.35) ve (2.36) denklemlerinden

@ "
gn )(ZE, _A27 a, b7 C)ﬁ

[e [e E [
= ZL) = (-1) (%) ¢"'2® (%)
A0+ at bz 4+ a2 bz — a3

[e7rsYet Oo [e tn . « tk
= (-1)*2 E ED(2z; \; a, b, c)2nn' g Bli )(O;A;a, b, C)_Qkk"
n=0 T k=0 )

_ ¥ {(_wzwij <Z)5’5a)(2‘“ Xa,b,c)

n=0 k=0

hE

3
Il
o

n

t
X Bfﬁ)k((); A;a, b, c)} E

dir. £ in katsayilan kargilagtirarak (3.12) esitligi bulunur. [
Simdiye kadar genellestirilmis Apostol-Genocchi polinomlarinmi ele alip gergek-

ledikleri bagintilar1 verdik ve teoremleri ifade ederek ispatladik.

Simdi de gy Ggf‘) (x,y; \; a, b, ¢) min Hermite-tabanli Apostol-Genocchi polinomlar:
gergekledigi baz1 bagintilar verilerek ispatlanacaktir. Ayrica Hermite-tabanli Apos-
tol-Genocchi polinomu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksi-yonu arasindaki bir dogrusal
ifade gosterilecektir.

Genellegtirilmis Hermite-tabanli Apostol-Genocchi polinomunun doguray fonksiy-

onu yardimiyla da tanimlanabilir.

Tamim 3.14 «. mertebeli genellestirilmis Hermite-tabanls Apostol-Genocchi poli-

nomu g G\ (z,y; X\ a,b, c)

00 i of o 2 )
‘;r(a) . . - xt+yt v o«
Zno (H n (x’y»AvC%b,C)) = (Abt+at> Yt In (a) +ln)\‘ <ml*=1

(3.13)

ifadesiyle tanimlanir. Burada a, b, c € RT, a # b, a € C dur.

(3.13) den

3] L I

Z G (z;\;a,b,¢) (ylnc)
(o) . o n—I (Rt ]

HGn (I7y7 Aaa'a ba C) - l' (n _ 2[)'

=0

elde edilir.
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Teorem 3.15 HG,(f“) (x,y; A\; a,b, ¢) genellestirilmis Hermite-tabanly Apostol-Genocc-

hi polinomu

HGSX%) (x1 + 22, y1 + Y23 A0, b, ¢)

= i (Z) <HG$1Q,);€(371,91;)\; a,b, C)) <HGi(f)(x2>y2;)‘3a> b, C)>

bagintisiny gercekler. Burada a, b, c € RY, a, 8 keyfi karmasik sayr, n € Ny dar.
Ispat. (3.13) denkleminden kolayca elde edilir. m

Teorem 3.16 a, b, c € R, a # b, | € Ny olsun. Genellestirilmis Hermite-tabanl
Apostol-Genocchi polinomu HGS) (x,y; \; a, b, ¢) ile genellestirilmis Hurwitz-Lerch zeta

fonksiyonu ®7,(z, s,a) arasinda
G(l)(x y; A;a, b, c)

—n+ 2] mlnc—llna) b n—Il—2j ]
_ l ' > Inb—Ina v i
2'n g n—l—2j) In (a) (ylnc)

esitligi vardwr. Burada a, b, c € RY, (a #b), 1 € Ny dir ve |\ < 1, x € R\Zy.

Ispat. (3.13) denkleminden

n

t
(H Gg) (%, Y3 )\; a, b7 C)) .l
n

l
N ) byt

NE

3
Il
o

AVt + at
= (2t>l eftl Ina (1 + Aetln(%)) =i emg lnceyt2 Inc

l [ee) k e’} t2]
210y DS (e
k=0 7=0
> b t"
Inc—11 kln| - —
x;(x nc na -+ n<a>) o

burada |A| < 1 dir.
n!

i( G(l xy,Aabc))Z

n=0
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n=0 7=0 k=0
b n t2j+n+l
X :clnc—llna—irkln( )) (ylnec) —
a jin!
0 [%] d* (_)\ —_n xlncfllna)
_ Z 2l l ’ > Inb—Ina
' nl
n=0 7=0 J-ne

elde edilir. Simdi n yerine n — [ alirsak (n > 1), t" nin katsayilarim kargilagtirirsak

teoremin ifadesi elde edilir. ]

Not 3.17 Teorem 3.17 y = 0 alvmrsa, Srivastava vd 2010 tarafindan bulunan

Teorem 5’e indirgenir.

Teorem 3.18 m tek, n € Ny, a, b, ¢ € RT olsun. Yiiksek mertebeden Hermite-

tabanly Apostol-Genocchi polinomu

HGSLQ) (mx, Y; )‘7 a, b? C)

(0%
— n—o )\ r
" Z (Ulav27"' 7vm) ( )

V1,02, ,0m >0

rn?) +a(m—1)1na
x G <x—|— (n,) ( ) ,%;A"ﬂa,b,c)

mlnc

carpma formilini gercekler. Burada r = vy +2vy + -+ + (m — 1) v, 1 dir.

ispat.
=l mi(ino—Ina k
o | kzo (—)\e t(lnb—1 ))
— =2le” "= 3.14
Abt + at ¢ 1+ (\et(nb—Ina))™ (3:14)

elde edilir. (3.7) 6zdesligi ile son (3.14) denklemi ve (3.13) Hermite-tabanl Apostol-
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Genocchi polinomu tanimindan
N () t"
> (4G mayixiash, ) =
n

=0

— ( ) mmt+yt2
Abt 4 al

—Ina a (m—1 @
__\\k _kt(Inb—Ina)
1+ )\memt (Inb— lna)) < ( )\) € )

mzt—i—ytz) Inc

- Z O SRR [

V1,02, ,Um 20

% 2tm : C(mxt-‘,—ytz) Inc
A\rpmt + amt

B Z {mn_a vy Uzz (U17U27'Oé' : 7Um) <_)\)T

n=0 o, Um >0
i GO x_i_T(lnb—lna)—i—oz(m—l)lna,%;)\m,a,bm "
mlnc m n!
elde edilir. ’;—7: in katsayilar1 kargilagtirarak istenen sonug elde edilir. ]

Eger Teorem 3.20 de A = 1, y = 0 alirsak Jolony-Sharifi-Alskelaye 2013 buldugu

#G\M (ma; a,b, ¢)

(e
= n—-o _1 "
i Z <U1,U2,"' 7vm) ( )

V1,02, ,Um 20

y (Hgéa) (x+ r(Inb—Ina) + o (m — 1)1na;a,b,c)>

mlnc

formiilii elde edilir.
Teorem 3.19 a, b, p, g e RT, m € N, a € C olsun.

#G (pr, qy; \; a, b, ¢)

n

3]
Z (HG( ) (z,y; A\ a,b, c)) (p—1)zlne)2

k=0 j=0

% ((g - 1)ylncy v

gt(n — k) (k —2j)!

(3.15)

olur.
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Ispat. (3.13) denkleminden
(e ) "
Z( G (px, qy,Aabc))—
n!

n=0

B ()\th_T_ at> (Y (=1t (a=1)yt?

yazilir. Bu ifadenin sag tarafi

= Z(HG;Q)(x,y;)\;a,bc)n—Z —1x1nc Z q—lylnc ?
n=0 =0 =0
X X X . t2j+n+k
= Y3 (- Valnd) (4G @y Na b)) (= ylne)
: k:!n!j!
n=0 k=0 j5=0
o n (3] , |
- > (# G2 @y 2 0,0,0)) (0= 1) 2 ) (g = 1) yIn ey
n=0 k=0 j=0
tn
X = ;
Jjl(n— k) (k—25)!
elde edilir. ¢" katsayilar kargilagtirarak (3.15) elde edilir. ]

3.3. Apostol Tipli Frobenius-Euler Polinomlar: i¢cin Baz1 Genellestirmeleri

Tanim 3.20 (Simsek 2011, Kurt ve Simsek 2013) a, b, ¢ € RY, a # b, x € R ve

a € C olsun. Genellestirilmis Apostol-tipli Frobenius-FEuler polinomu

= t" at —u\“
(a) xt
nEOH (x;u;a,b, ¢ )\)n! <)\bt — u) c (3.16)

ifadesiyle tanymlanar.

Eger (3.16)’da z = 0 ve a = 1 alirsak genellegtirilmis Apostol-tipli Frobenius-

Euler sayilari

- " ad—u
;Hn(w a,b ) =
elde ederiz (Simsek 2011).
Yukaridaki bagint1 da a = 1 alirsak
t" 1—u

ZH U,l,b)\ m
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elde edilir (Kurt ve Simsek 2013).

b=eve A=1icin
t" l—u

E:H -~

H,,(u) Frobenius-Euler sayisi elde edilir.

Ozel olarak u = —1 icin
N 2
g E,— =
—~ nl e+1

elde edilir. Burada F,, Euler sayisidir.

Teorem 3.21 Asagqidaki esitliklerin herbiri dogrudur:

H (@5u30,b,60) = (Z> M (usa,b,¢; ) (wlne)" ™", (3.17)

k=0

Y ()H(a(xuabc)\)H Ly usa,b, e N), (3.18)

HE P @+ y5uia,b,60) =
k=0

n

Z <n) H,(C_a) (z;u;a,b,c; )\)Hffi)k(y; u;a,b,c;\) (3.19)

(e +y)mey =3 (7

k=0
ve
(n> My (w050, b, ¢, YRS} (03 —us 0, b, ;0.

HED) (23 0% 6%, 02, 2 \?) =
(3.20)

k

0

Ispat. Ilk olarak (3.19) denklemini ispatliyalim.

(3.16) denkleminden

TL tn
<ZH( Dz usa,b, ;N —'> (ZH y,u;a,b,c;/\)m>

n=0
Azt

(3] n n . . 4
> <Z (k)Hfl)k(y;U;a,b, & MY (3 u50,b, A)) s
n=0 \k=0

n

((z+y)ne)” —

o

i
o

n

elde edilir. % in katsayilar1 kargilagtirilarak istenen sonug elde edilir.
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Benzer olarak (3.17), (3.18) ve (3.20) esitliklerin ispatlar1 yapilabilir. ]
(3.19) denkleminden

(z+y)ne)" = (K" (@3u5a,b,¢7) + H (y;usa,0,¢ 7))

ifadesi de yazilabilir. Burada (H(a)(y; u;a,b,c; )\))n = g (y;w; a, b, c; \) anlaminda
dir.

Teorem 3.22 o € N olsun. Bu durumda

fj (Z) (—u)* * M (zlnc+ klna)”

ZZ( )(5) o Gy s ).

Ispat. (3.16) denkleminden

:22(%22()( ) —u)*F (kIn b)? H (xuabc)\))::

elde edilir. Esitligin her iki tarafmda in katsayilarini esitlersek istenen sonug elde

edilir. ]

Teorem 3.23 Genellestirilmis Apostol-tipli Frobenius-FEuler polinomu

n

(2u—1) Z (Z) H,(z;u;a,b,c; ) Hy—r(y; 1 — usa,b,c;N)

r=0
= (u—1)Hp(lx+y;u;a,0,6\) +uHy(z+y; 1 —usa,b,c; N)

n

+Z()Hkx+y,uabc)\ Z() (Ina)" Hk(x—l—y;l—u;a,b,c;)\)

k=

rekiirans bagintising saglar.

ispat.
t _ t _
1) ¢ —u g (1—u)
AbE—u o A — (1 —wu)

_ (at —u) (at —-(1- u)) et <)\bt1— u N — gl —u))
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ozdesliginden

(2u — 1) (ZH (z;u;a,b,c;\) )(iH” uabc)\)n)

n=0
n

= t
= a —1+u Zan—i—y;u;a,b,c;)\)n'

(0.) tn
a —u Zan+y, u;a,b,c;/\)—'
n

n=

elde edilir. Bu egitlikte baz1 islemler yaparak

tn
(2u—1) ZZ( ) xuabc)\)Hn,,,(y;l—u;a,b,c;/\)a

o tn
= (u—-1 n su;a,b, 6 0) =
(u );%H (x 4+ y;u;a,b, c )n'

n

= t
+uZHn :U—iry;l—u;a,b,c;)\)a

n

-I—ZZ (7“) (Ina)""H,(x + y;u;a,b, ¢ /\)t

n

n=0 r=0
oo n . tn
—ZZ( > (Ina)" " H(z+y;1 —uja,b,c;\)—
r n!
n=0 r=0
bulunur. Iki tarafta in katsayilar1 karsilagtirarak istenen sonug edilmis olur. m

Eger onceki teoremde a = 1, b = ¢ = e, A = 1 alirsak Carlitz’ in

n

(2u —1) Z (Z) H(x;u)H, . (y; 1 —u)
= (u—1)Hy(x+yu)+uH,(x+y; 1 —u)

+Hy (2 + y;u) — Ho(z 4+ y;1 — u)
sonucu elde edilir.

Simsek (2011) de Y,,(x; \; a) fonksiyonunun doguray fonksiyonu

i Yo (z: \: a) n,(aZl) (3.21)

n=0

ifadesi ile tanimlamigtir.
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Teorem 3.24

n(Hp(x;u;a,b,b; ) — xlncH, 1 (x;u;a,b, ¢ 0))
1
= Elnaz <Z)Ynk(1; Z;a)’hfk(:c;u;a,b, b; \)
Jlnbi "V (2 ayHP (@ + Lusa, b, b A)
u k n—k 'LL’ k y Wy Uy Uh Yy
bagintisine saglar.

ispat. (3.16) denkleminde ¢ = b ve o« = 1 alip, t ye gore tiirev alalim.

S m
Z Hn+1 (33', u; a, b; b? >\)_|
n:

n=0
a'lna at —u BAInD / at —u \2 o
— bwt _ brt 1 b bmt'
at —u bt —u at —u ()\bt_u> + x1ln NI
(3.21) denklemini kullanarak
[e.¢] tn
> Hua(wsu;a,b,0;0) —
n!
n=0
1 ln a o n n 1 .
T (k) Yarll; —sa)Helzsusa, b, 55 A)
n=0 k=0
u . (2) o "
ot ;) pre (k)ynk(u’ a)H, ' (z + 1;u;a,b, b; )\)n!

(o, ¢] tn
+x lanHn($; w; a, b, by \)—

|
— n!
bulunur. Baz: iglemlerden sonra (3.22) elde edilir.
Teorem 3.25 m € N olsun. Bu durumda
Hfjm) (u;a, b, c; \)

= > (Z> Hy ™ (= u;.0,b, 0 V™ (505 0,0, 650

k=0

Ispat. (3.16) denkleminde « yerine v — m alalim.
at —u \ "¢ C(,m)t i H(afm) ([L’ wa.b.c )\)ﬁ
o — n P E S A

n=0
B at—u\ "
A\t —u

Genellestirilmis Apostol tipli Frobenius-Euler polinomu, n > 1 icin,

(3.22)



yazilir. Buradan

7’L n

[o.0] o0 t
ZHg_O‘)(—x;u;a,b, cA) —' (a= ™ (x;u; a,b, c; )\)—‘
n!
n=0

TL

D HE ™ (usa,b,¢; ’\)E
n=0

ve

n 3 tn
<Z)H,(€ ( T;u;a,b,c )\)’H(Cv m)(x;u;a, b,c; \)—
0

NE

n!

n=0 k

tn
H%m(uabc/\)

NE

3
Il
o

elde edilir. Her iki tarafta % in katsayilarim karsilagtirilirsa Teorem 3.27 ifadesi elde

edilir.

Teorem 3.26 o € N olsun. Genellestirilmis Apostol tipli Frobenius-Euler polinom-

lar ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu arasinda

H (2;uza,b, ¢ \)

I N W D S
= Z(k>( u) (’5( n,x,u,a,b,c,a,k),

k=0

esitlige vardwr. Burada ‘%‘ <1lvexeC\Z, dur.

&(s;x,B;a,b, ¢ a,j)

B > /m+a-—1 5"
B ‘ m (xlnc+ jlna+ mlnb)®

m=

dir. Burada
BeC, |fl<1l,zeC\Zy,a#buvea,b, ceR"

dar.

Ispat. (3.16) denkleminden

n

Mg

H“(:cuabc)\)n!

« —k - m+a—1 AN\ t(zlnc+klna+mlnd)
Jer s ()6

m=0

0

3
el

=
Il
o
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Burada }%et’ < 1 dir. Bu kosul altinda

o0 tn
ZH%Q)(UU;U;G,b,C;A)—'
n!
n=0
_ oo« a i 0 m—+a—1 hY m ntn
— ;;(k) (—u) mz::o< m ><5> (xlnc+ klna+ mlnbd) ]

bulunur. Burada |%| < 1 diir. Her iki tarafta % in katsayilarinm esitleyerek istenen

sonug elde edilir. n

Not 3.27 (3.23) denkleminde a = 1, b = ¢ = e alirsak

1—u)® A
H@W%M==—L¥ﬂﬁkm%ﬂhwmﬁ
u u

elde edilir. Burada o € C, |%| <1vex e C\Z, dur

Buradan

A A
&(—njz, 516650 1) = B(Z, —n,
( n7$7u? 767€7a ) (u nx)

bulunur.

3.4. Hermite Polinomlar1 Yardimiyla Ustel Fonksiyonlarin Integrali

Bu kesimde {istel bazi fonksiyonlarin integrali Hermite polinomlar: yardimiyla bulu-

nacaktir. .
/ e dy = N3
oldugu analizden bilinmektedir. Benzer olarak yukaridaki integralden faydalanarak
/ e (@ tbote) g \/febzﬁac (3.24)
a

oldugu hemen goriiliir (Dattoli vd 1998, Babusci vd 2012).

i. [ (az+b)" e *tody tipi integrallerin degeri

—00
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I,= [ (az+0b)" e~cr*tordy olsun. Her iki tarafi % carpip toplam alalim.

= tn = ntn —cz?+ax
Zofna = ZO/(aa:+b) ¢ Ty

(3.24) kullanarak

_ \/EebH‘W (3.25)
C
elde edilir.

(3.25) ve (3.2) denklemlerinden

elde edilir. % nin katsayilarim karsilagtirarak

e}

2 T o2 ac a?
]n: bn —cr+awd — _—CHnb —
/(ax+)e x \/:e4 (—1—20 40)
elde edilir.
ii. [ (az+0)" (cx +d)" e~ +*dy tipli integraller

(ift degiskenli ya da cok degiskenli ve parametreli Hermite polinomlarinin benzer
tipte farklh tanimlar1 vardir.

Ornegin, dort degigkenli bir parametreli Hermite polinomu (3.2) esitligine benzer
olarak

> u™m " 2 2

E E __Hn m(m7 Yy;w, Z|T> = ewu—l—yu FowsvTTw (326)
m!n!

m=0 n=0

ifadesiyle tanimlanir (Dattoli vd 1998, Babusci vd 2012).
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o0

[n,m

—00

olsun. Iki tarafi %% carpip toplami alalim.

u™ o™

Pﬂg

n,m

m! n!

\8 iME?
3
I

3
I

WE

\
8

(aac+b)u€(c:v+d)v—fa;2+aacdx

I
—g

(&
—o0
0o
2
_ ebu—l—dv/e fx +z(a+au+cv)dl,
—00
0o

—00

1 2
\/?ebu-‘rdv-‘rzlf (autcv+a)

2 2 2
_ \/fezfeu(b+é?>+u23f+v(d+a?)+v2zf+:;uv

bulunur. Bu son esitlikte x = b + %, Yy = %, w=d+ %,

(3.26) egitligi de goz oniine alimirsa

o [oe)
Z Z u™ "
Im,n ' '
m:n
m=0 n=0
2 o0 o0

elde edilir. Iki tarafta %”—, in katsayilar: esitlenirse

Lne

o0

)

—00

bulunur.
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n
n!

_ 2_ autcvta autcvta 2
ebu—i-dv/e f(e cvta gy (auter ))e

Iy = / (az + b)™ (cx + d)" eI +oe

ca C

T o2 ace a?
= [ o+ 5 0 5 515

N / (ax 4 b)™ (cx + d)" e 7 Fordy

(au+cv+a)2
4f

2

(ax + b)" v ' E (cx +d)" R
m!
n=0

dx

ac



iii. [ H,(ax+b,y)e " t*dx tipli integraller

Ayni yontem ile

= " < > tr
E I— = E /Hn(ax—kb,y)e_“ +a’”dx—'
n. n.
n=0 n=0__,
oo
2.2
— /e(am+b)t+yt cr*+az 1.
—00
oo
—cx2 2
— /6 cx?+x(atat)+bt+yt dr
—00
00
2 (atat)? Co(w—axat)?
ebtert + /6 c(z 3o ) dx
—00

_ V@ﬁ;@%ﬁﬂ@ﬂg
c
T oo — ax a?\ "
= —ede Hn b a0 o
\/:6 Z <+20 y+4c)n!
bulunur. Buradan
/Hn (az + b, y) e~ T dy

T o2 ax a?
= - THn b 5 T
\/264 ( * 2c ¥ 40)
elde edilir.

iv. [ H, (ax+b,y) H, (ax +b,y) e+ tipli integraller

Onceki integrallerde yapilan benzer yontem kullanilirsa

o
u™ "

2 Innr

m=0 n=0
T o co o0 S
= 5 XS sl R
elde edilir. Buradan

= / H,, (az + b,y) Hy, (cx + d,y) e Iy

Im n
a? ca c? ac>

T o2 aq
= —e T Hyn | b+ =, y+——d+ —, 2+ —|—=
\/; ( 2f af 2f Af 2f

sonucu elde edilir.
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4. SONUQ

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak Dattoli-Natalini tarafindan tanimlanan yeni tip
Bernoulli polinomlar1 2D-Bernoulli polinomlarinda toplama ve fark bagintilar: is-
patlandi. Parametreli Apostol-Bernoulli polinomlarinda genellegtirmeler yapilarak,
Raabe bagitisinin genellestirilmesi ispatlandi. Parametreli Apostol-Genocchi poli-
nomu ile Hurwitz-Lerch zeta fonksiyonu arasinda dogrusal baginti verildi. Apostol-
tipli parametreli Frebenius-Euler polinomlarinda negatif iistlii Frobenius-Euler poli-
nomlar1 arasinda bazi rekiirans bagintilar: elde edildi. Carlitz tarafindan Frobenius-

Euler polinomunda bulunan bir sonucun genellestirilmesi yapilmigtir.

Son olarakta klasik analizde hesaplanamayan bazi belirli integralleri de Hermite

polinomlar1 yardimiyla hesaplanabilirligi gosterildi.
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