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Bu calismada, (2+1) boyutta Dirac ve DKP denklemlerinin sabit manyetik alan
ve (2+1) boyutlu uzay-zaman zemininde (solucan/kurt deligi zemininde) tam ¢oziimleri
elde edilmis ve enerji 6zdeger ifadeleri hesaplanmistir. Ayrica hem spin-1/2 hem de
spin-1 pargaciklarinin sabit manyetik alandaki akim ifadeleri tartisilmistir. Ancak spin-1

parcaciklari i¢in (2+1) boyutlu egri uzay zamanda sadece akim ifadeleri tartigilmistir.
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In this work, the exact solution of the (2+1) dimensional Dirac and DKP
equations have been obtained in a constant magnetic field and (2+1) dimensional curved
spacetime (wormhole) background and the energy eigenvalues have been calculated
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magnetic field have been also discussed. However, it has only been discussed for the
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1. GIRiS

Giliniimiizde (2+1) boyutlu uzay-zaman zemini, (3+1) boyutlu fiziksel uzay-
zaman zemininde kurulup gelistirilen kuantum elektrodinamigi ve kiitle g¢ekim
kuramlarmin oyuncak modellerinin ortaya konuldugu ve tartisildigi, adeta kuramsal
fizikgilerin laboratuari niteligindedir. Ozellikle, (2+1) kiitle ¢ekim kurami, (3+1)
boyutlu uzay-zamandaki benzerinin hemen hemen biitiin matematiksel ve fiziksel
sonuclarini igermesi ve kuantum elektrodinamiginde de bazi problemler dogalar1 geregi
(2+1) boyutlu olmasi; s6z konusu (2+1) boyutlu uzay-zaman zemininde ¢alismayi, son
derece ilging ve cazip bir hale getirmektedir. Dolayisiyla; sabit manyetik alan veya
grafen gibi tek katmanli yapilar ile 1/2 ve 1 spinli relativistik parcaciklarin
etkilesmeleri, dogalar1 geregi (2+1) boyutlu problemlerdir ve (2+1) uzay-zaman boyutu

kapsaminda incelenmelidir.

Son zamanlarda, (2+1) egri ve diiz uzay-zaman boyutunda cesitli potansiyeller
icin Dirac denkleminin tam c¢6ziimleri elde edilmistir. Dirac denklemi, bu
potansiyellerin etkisindeki Dirac parcaciklarin fiziksel ve matematiksel 6zelliklerinin
anlasilmasini saglar. Bundan dolayi, bu alanda yapilan ¢aligmalar olduk¢a 6nemlidir.
Dirac denklemiyle aciklanan parcaciklarin egri uzay-zamanda, Ozellikle genisleyen

evrendeki davranislari, astronomi ve kozmoloji alaninda biiylik 6neme sahiptir.

U¢ boyutta, o&zellikle, iki uzay ve bir zaman boyutunda Kuantum
Elektrodinamigi (QED,), uzay-zamanin boyutundan kaynakli topolojik ozelliklere,
egzotik istatistige ve kesirli spine sahip parcaciklarin (anyonlarin) varligi nedeniyle
biiyiik ilgi ¢ekmistir. (2+1) boyutta ayar alani i¢in topolojik kiitle terimi 6nemlidir.
Kiitleli ya da kiitlesiz, yiiklii ve spin-1/2 olan pargaciklarin (fermiyonlar) veya spin-0
olan skaler parcaciklarin (2+1) boyutlu QFED;'in, par¢acik ve yogun madde fizigi
kapsaminda, Ozellikle dlizgiin manyetik alanda, bir¢ok uygulamasi oldugu
goriilmektedir. QFED, kapsaminda; (2+1) boyutta Kuantum Hall etkisi (Leither 2008),
giiclii bir Coulomb alan1 ve Ahoronov-Bohm vektor potansiyeli etkisinde (Coulomb

potansiyeliyle birlestirilerek) elde edilen Dirac denkleminin ¢6ziimleri ile anlasilmaya

calisiimaktadir (Gavrilov ve Gitman 2004).



Genel gorelilik kurami, (3+1) uzay-zaman boyutunda olduk¢a zor ve karmagik
bir kuramdir. Kaldi ki; klasik diizeyde, kozmik sicim tekilliklerin dogas1 ve kapali
zamansal (timelike) egrilerinin olusumu hala anlasilamamistir. Kuantum diizeyinde ise
durum daha da kotiidiir. Uzun zamandir siiregelen c¢alismalara ragmen, s6z konusu
kuramm tutarli bir kuantum versiyonu, ne yazik ki, temel diizeyde bile olsa
gelistirilememistir. (3+1) uzay-zaman boyutunda genel gorelilik kurammin bu
acmazlarmin istesinden gelebilmek i¢in daha basit modeller (oyuncak modeller) ortaya
konulmaktadir. Bu baglamda ortaya konulan uzay-zaman geometrisinin genel bir
kovaryant kurami olarak (2+1) boyutlu kiitle ¢ekim kurami, gergekei (3+1) boyutlu
genel gorelilik kurami ile ayni kavramsal temele sahip olur. Ancak, birkag istisnai
durum disinda, (2+1) boyutlu model, (3+1) boyutlu modellere gére matematiksel hesap
acisindan olduk¢a basit oldugu halde; genel gorelilik kurammm (2+1) boyutlu

modelinin kuantum dinamiginin anlasilmasi, yine de kolay goziikmemektedir.

Ozellikle (2+1) boyutlu genel gorelilik kurami ilk ortaya atilma asamasinda, bir
Newtonyen limitine sahip degildi. Ancak, kiitle c¢ekim kuraminin kavramsal
sorunlarinin analiz edilmesi ac¢isindan (zamanin dogasi, gozlenebilirlerin ve
6zdurumlarm olusturulmasi, topoloji ve topolojik degisikliklerin rolii, kuantizasyon i¢in
farkli yaklagimlar ve bunlarin arasindaki iligki) acisindan son derece yararli oldugu

goriilmektedir.

(2+1) boyutlu kiitle ¢cekim kuramina iliskin ilk ¢alisma 1963 yilinda yapildi
(Staruszkiewicz 1963). Bu c¢alismayi takip eden yirmi yil i¢inde, zaman zaman, bu
konuda birkag¢ ¢alisma yapilmis olsa da (2+1) boyutta kiitle ¢ekim kurami, 6zellikle elde
edilen sonug¢larin Newtonyen bir limiti igermemesi nedeniyle pek ilgi ¢ekmemistir.
Fakat, Deser, Jackiw ve 't Hooft, (2+1) boyutta noktasal pargacik kaynaklarmin klasik
ve kuantum dinamigini ve Witten, Chern-Simons terimini ekleyerek (2+1) boyut kiitle
cekim temsilini ortaya koymasi ve kuramimn bu boyutta klasik limitin elde edilmesi ile
(2+1) boyutlu kiitle ¢ekim kurami, en yogun ¢aligilan alanlardan biri haline geldi. Daha
once (3+1) boyutlu egri zeminlerin kuantum elektrodinamiksel ve termodinamiksel
ozellikleri, bu kez (2+1) boyutlu egri zeminler i¢in de yogunlukla ¢alisilmaya baslandi.

Ciinkii bu boyutta matematiksel hesap, hem kiitle ¢ekim kurami hem de kuantum



elektrodinamigi acisindan oldukga basit bir hale gelmektedir. Bu basitlige 6rnek
olusturmasi acisindan; bir (2+1) boyutlu egri uzay-zaman zemininde; degiskenlerine
ayirma yontemi kullanilarak Dirac denkleminin tam ¢dziimleri, kolay bir sekilde
hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bulunmaktadir. Ayrica, s6z konusu zeminde;
Dirac akimlarinin Gordon ayrisimi yapilmakta ve bu ayrisim sonucu Dirac akimlarinin
manyetizasyon ve polarizasyon yogunluklar1 ifadeleri lizerinden parcacik ¢ift iiretimi
tartisilmaktadir (Sucu ve Unal, 2007). Bu ¢alismada elde edilen fiziksel sonuglar, (3+1)

uzay-zamanda elde edilen sonuglarla tutarlik i¢erisinde oldugu goriilmektedir.

Son zamanlarda, “oyuncak” kiitle ¢ekim modellerinin zeminlerinde Dirac
parcaciklarinin klasik ve kuantum mekaniksel davranislari, grafen gibi tek katmanli
yapilarin sasirtict 6zelliklerinin arastirilmasi konusunda, yogun madde fiziginin ilgi
odag1 haline gelmektedir. Ozellikle, (2+1) egri uzay zamanda kiitlesiz Dirac pargaciklari
icin elde edilen fiziksel sonuclar dikkate alindiginda; bu sonuglarin bazilarinin "yapay"
kiitle c¢ekim alanindaki fermiyon ¢iftlerinde ortaya c¢iktig1 gdzlemlenmektedir
(Novoselov ve Katsnelson 2005). Bu sonug, kiitle ¢ekim ile kuantum mekanigi arasinda
nadir ve dogrudan bir baglant1 olusturmasi bakimindan; egri uzay zamanda Dirac

denklemini ¢aligmak icin bir baska giiclii motivasyon saglamaktadir.

Einstein'in (3+1) kiitle cekim kuraminin en sansasyonel sonuglarindan solucan
delikleri ¢ozlimlerin benzerleri, (2+1) boyutlu kiitle ¢gekim kurami gercevesinde de elde
edilmektedir (Clement 1976). Clement tarafindan Onerilen bir solucan deligi uzay-
zamaninda; relativistik skaler alanin fiziksel davranisi incelenmektedir (Harriott ve
Williams 2001). Ayrica s6z konusu bu c¢oziimler, grafen yapilarmin fiziksel
ozelliklerinin anlasilmasinda kullanilabilecegi dngoriilmektedir (Gonzalez ve Herrero,

2010).

Grafen, karbon atomlarinin diizgiin tek tabakali olarak bir araya gelmelerinden
olusan iki boyutlu (2D) petek kafes i¢ine paketlenmis ve farkli boyutlarda bulunan diger
tiim grafitik malzemelerin temel yap1 tast durumundadr. Iki boyutlu grafenin
elektromanyetik 6zellikleri, ilk olarak 1984 yilinda incelenmektedir (Semenoff 1984).
2004 yilinda, grafen beklenmeyen bir sekilde laboratuvarda elde edildikten sonra



yapilan deneylerde yiik tasiyicilarin kiitlesiz Dirac fermiyonlar1 gibi davrandigi
dogrulanmaktadir (Novoselov vd 2005). Grafenin icindeki yiik tasiyicilar hi¢ bir
sacilma olmadan binlerce atom arasindaki mesafeyi alabilmektedir (Novoselov vd

2004).

Karbon atomlar1 etrafindaki elektronlarin hareketi goreli olmamasina ragmen,
grafenin petek oOrgiisiiniin periyodik potansiyeli ile etkilesimi diisiik enerjilerdeki yeni
parcaciksilarin olusumuna sebebiyet verir. Bu parcaciksilara da kiitlesiz Dirac
fermiyonlar1 ad1 verilir. Kiitlesiz Dirac fermiyonlar: kiitlesini kaybetmis elektronlar ya
da elektron yiikiine sahip notrinolar olarak tasvir edilebilirler. Alisilmadik iki boyutta
Dirac parcacigi gibi elektronik uyarimlari olan grafen (karbonun bir atom kalinligindaki

allotropu) kuramsal a¢idan gdzden gegirilmektedir (Castro Neto ve Novoselov 2009).

Klein-Gordon (KG) ve ozellikle spin-1/2 parcacigmi relativistik olarak
tanimlayan Dirac denkleminin basarisindan sonra spin-1 pargaciklar1 i¢in de bir
denklem gelistirildi. Ancak, Duffin, Kemmer ve Petiau tarafindan gelistirilen bu
denklem, spin-1/2 i¢in gelistirilen Dirac denkleminden farkli olarak spin-O0 ve spin-1
parcaciklar1 olmak tizere iki parcacigi temsil etmektedir (Petiau 1936, Duffin 1938 ve
Kemmer 1939).

1980'li yillarda kiitleli spin-1 parcaciklarinin deneysel olarak gozlenmesi
yoniinde yapilan ¢aligmalarin artmasi, bu pargaciklar1 kuramsal olarak anlamak icin
yapilan ¢aligmalar1 da hizlandirmistir (Fischbach vd 1973, Friedmann ve Kalbermann
1986, Kalbermann 1986 ). 2000 yilinin basina kadar yapilan pek ¢ok calismada, bu
parcaciklarin diiz uzay-zamandaki dinamigi anlamaya yonelik tartigmalar yer almaktadir
(Nedjadi Y., Barrett R.C. 1994-1995, Nesrin Yaltkaya Yiiksek Lisans tezi 1997). Son
zamanlarda, bu pargaciklarin egri uzay-zamandaki davraniglari ile ilgili ¢ok az da olsa
calismalar bulunmaktadir (Pimentel vd 2001, Hossain Ali 2002, Falek ve Merad 2011).
(3+1) boyutlu egri uzay zamanda goreli pargcacik denklemlerinin yapilar1 genelde
karmasik olmalar1 nedeni ile ¢oziimleri zordur. Ozellikle spin-1 denkleminin (3+1)
boyutta ¢oziimii oldukca zordur. Ciinkii spin-1 denklemi indirgendigi zaman, denklemin

icerdigi dalga fonksiyonu 16 bilesenli oldugundan, birbirine bagli 16 tane birinci



mertebeden tiirev iceren denklemler ortaya ¢ikar. Fiziksel problemin niteligi (1+1) veya
(2+1) gibi daha diisiik boyutta caligmaya izin veriyorsa; denklem sayis1 dorde
indirgendiginden spin-1 denklemi gibi goreli pargacik denklemlerini, (1+1) veya (2+1)
gibi daha diisiik boyutlarda incelemek daha kolay ve caligilabilir hale gelmektedir.

Duffin, Kemmer ve Petiau tarafindan gelistirilen DKP teorisinin 6nemli bir
sorunu, Klein-Gordon (spin-0) ve Proca teorisine (spin-1) denk olmasiyla ilgilidir. Son
zamanlarda, c¢esitli durumlarda ve Ozellikle zayif elektromanyetik alanlarda, KG
denklemi ve DKP denkleminin spin-0 kismi arasindaki denkligi delillerle kesinlestirmek
icin ¢abalar olmustur. Ayrica, spin-0 ve spin-1 i¢gin DKP, KG ve Proca alanlari
arasindaki esitlik Riemann uzay-zamani kapsaminda kanitlanmaktadir. Singular matris
kullanarak Riemann uzay zamaninda spin-1 denkleminin kiitlesiz pargacik limitini
tartisilmaktadir (R.Cassana 2002). Ayrica, bir baska calismada, (1+1) boyutta
Robertson-Walker uzay-zamaninda DKP denklemi (spin-0 ve spin-1 igin)
coziilmektedir (Falek ve Merad 2009).

Zitterbewegung’un klasik modelinini (Barut modeli) kuantizasyonundan, Dirac
parcaciklar1 ve diger yliksek spinli pargaciklarin relativistik kuantum denklemleri
tiiretilmektedir (Barut,A.O 1990). Bu kuantizasyon ile DKP denkleminin sadece spin-1
kismi elde edilmektedir. Yine bu modelden aymi kuantizasyon teknigi kullanilarak
kiitlesiz parcaciklarm relativistik kuantum denklemleri elde edilmektedir (Unal 1997).
Bu calismadan elde edilen denklemlerin egri uzay-zamana genellemesi yapilarak
kiitlesiz spin-1 parcacigi icin Friedeman-Robertson-Walker genisleyen evreninde bu
denklemlerin tam c¢oziimleri bulunmakta ve bu c¢oziimlerin kompleks Maxwell
denklemleri ile 6zdes oldugu gosterilmektedir (Sucu ve Unal 2002). Ayrica, genisleyen
evrende, kiitleli vektér bozonlarinin relativistik dalga denklemlerinin tam ¢oziimleri
elde edilerek fiziksel sonuglari elde edilmekte ve bu ¢oziimlerin Proca ve m> —0
limitinde Maxwell denklemlerine indirgenebildigi gdsterilmektedir (Sucu ve Unal
2005). (1+1) boyutta Riemann-Cartan uzay-zamaninda da Proca denklemi ve DKP
denkleminin spin-1 kismi arasindaki iliski incelenmis ve DKP denkleminin kompleks

Proca denklemine denkligi tartisiimaktadir (Unal 2005).



Bu tez kapsaminda; sabit manyetik alanda ve (2+1) uzay-zaman boyutlu solucan
deliklerinde yiiklii ve spinli relativistik parcaciklarin fiziksel davranislar1 incelenmekte
ve enerji ifadeleri bulunmaktadir. Bu baglamda; sabit manyetik alan problemi dogas1
geregi (2+1) boyutlu olmasi ve (2+1) boyutlu solucan deliklerinin grafen gibi tek
tabakali (katmanli) yapilara model olusturmalar1 nedeniyle; bu potansiyellerde Dirac
denkleminin (2+1) boyuttaki versiyonu kullanilarak spin-1/2 pargaciklar1 ve spin-1
denkleminin (2+1) boyuttaki versiyonu kullanilarak spin-1 pargaciklarinin fiziksel

ozellikleri arastirilmaktadir.

Tezin giris boliimiinde, tezin kapsamina iliskin literatiir gozden gecirilmektedir.
Ardindan ikinci boliimde, tez kapsaminda kullanmis oldugumuz Dirac ve spin-1
denklemlerinin cebrinin yani swa solucan delikleri ve bu konulara iliskin yapilan
calismalar hakkinda bilgi verilmektedir. Ugiincii boliimde ise s6z konusu denklemlerin
¢oziimiinde kullandigimiz yontemler ve bu yontemlerin matematiksel ozellikleri
anlatilmaktadir. Dordiincii bolimde denklemlerin ayrintili bir sekilde tam ¢oziimleri
verilmektedir. Son bdliim olan sonu¢ kisminda ise denklemlerin ¢oziimleri olan ve
parcaciklar1 temsil eden dalga fonksiyonlarmin, saglamalar1 gereken smir kosullarindan
oncelikle enerji ifadeleri elde edilmekte ve bu dalga fonksiyonlar: kullanilarak pargacik

akimlar1 hesaplanmaktadir.



2. KURAMSAL BILGILER
2.1. Dirac Denklemi

Dirac denklemi, 1928 yilinda P.M. Dirac tarafindan onerilen bir relativistik
kuantum mekanik dalga denklemidir. Kuantum mekaniginin ilkeleri ile tam uyumlu ve
ozel gorelilik teorisi ile biiylik dl¢iide tutarl, elektron ve pozitron gibi 1/2 spinli temel
parcaciklar ile proton ve nodtron gibi kompozit (bilesik) spin-1/2 pargaciklarini
tanimlamak i¢in yararlh bir denklemdir. Dirac denklemi; elektron spinini kendiliginden
icermesi ve anti pargaciklarin varligii ortaya koymasi bakimindan ¢ok dnemlidir (bu
parcacik ilk kez 1932 yilinda gézlenmis ve pozitron olarak adlandirilmistir). Ayni
zamanda, tek bir elektron i¢in olasilik genligini de agiklar. Bu tek pargacik teorisi,
elektronun manyetik momentini ve spin tahminini olduk¢a 1yi verir ve ayrica, atomik
spektral cizgilerde gbzlenen ince yapiyr ¢ok daha iyi agiklar. Ayni zamanda; Dirac
denklemi negatif enerji ¢oziimiine de agiklik getirir. Bu ¢6ziim, pozitif enerjili
parcaciklarin ¢oziimlerinin bir benzeridir, ancak zamanda geriye dogru hareket eden

parcaciklari betimler.

Dirac denklemi, uzay ve zamanm birinci tiirevlerini igeren bir denklemdir ve

asagidaki sekilde verilir,

L Oy _ _ - 2
17 2 =Hy , H =a.pc+ Pmc”. @.1)

Burada H, hamiltoniyen, m kiitle ve ;) momentumdur. @ ve [ birer matristir ve

asagidaki cebirsel antikomiitasyon bagntilarini saglarlar:

(@)’ =1,

a'a’ +a’a =0,
B =1
a'B+PBa’ =0

ve i# J. (2.2)



Bu matrislerin kareleri,
(@)’ =(a’) =(a’)" =1. (2.3)

Buradan gozlenebilir ki; & " ve B matrisleri, izsiz (kdsegen elemanlarinin toplami

sifirdir), Hermityen matrislerdir, £1 6zdegerine sahiptirler ve (3+1 boyutta), 4x4’lik

matrisler olmalidirlar. & * ve B matrislerinin 4x4’°liik matris olmalari, pargacig1 temsil

eden dalga fonksiyonun dort bilesenli bir spindr olmasini gerektirir. Buna gore dalga

fonksiyonu,

v = (Z ] 2.4)
o

seklinde ikili spindrdiir. Burada, y , parcacigi ve ¢, anti-parcacigi temsil eden spindriin

bilesenleridir. Ayrica, bu spindr bilesenleri spin yukar1 ve asag1 durumlari cinsinden

%:(le ve q):(y/fs] (25)
v, Vs

olarak tanimlanir. (2.4) ‘deki ifadenin kompleks esleniginin transpozu ise,

vi=(x" o) (2.6)
seklinde olur.

Dirac parcaciklarmin spin cebri, o’ ="y’ olmak iizere; y* =(y°,y’) Dirac
matrislerinden olusan Clifford cebridir (u =0,1,2,3). Bu cebrin bazlar1 (elemanlar1) olan
y* 'lerin arasindaki anti-komiitasyon bagmtisi, spin cebiri ile uzay-zaman

geometrisinin metrigi arasinda



{7“,7“}= vyt +y Tyt =21g" (2.7)

seklinde bir bagint1 saglarlar. Burada, I, 4x4’liikk birim matris ve g"", uzay-zamanin
metrigini temsil eder. e/, uzay-zaman geometrisinin bazlar1 ve n’=diag(+,-,-,-) olmak

iizere; g"",

uv MoV i

olarak tanimlanir. Boylece, cebrin bazlari ile uzay-zaman geometrisinin bazlari bu anti-

komiitasyon bagintis1 sayesinde birbirine baglanmis olur. Dolayisiyla, Dirac cebrinin

bazlarmin (elemanlarmin) matris temsili, bu anti-komiitasyon bagntisin1 koruyacak

sekilde ¢ok sayida degisik sekilde tamimlanabilir. Ayrica, «, Dirac matrisleri Pauli

matrisleri cinsinden,

. {0 0'11
a' = , (2.8)

, {0 1} , {0 —z} \ {1 0}
o= ol o= (2.9)
1 0 i 0 0 -1

I 0
ﬂ{o J (2.10)

seklinde yazilir. Boylece, Dirac denklemi yukarida ozellikleri verilen spin cebri

elemanlar1 ve spindr cinsinden,



ihaa—”’ = ihcdV y + Pmcy 2.11)
t

seklinde genel ifadesi yazilmis olur.
2.2. (2+1) Boyutlu Uzay-Zamanda Dirac Denklemi

Egri uzay-zamanda, (2+1) boyutta Dirac denklemi,
(64(0, +ied, -T, W = imw (2.12)

seklinde olur (Dirac 1936). Burada, A, elektromanyetik potansiyel bileseni, e ve m

strasiyla parcacigm yiikii ve kiitlesidir. (2+1) boyutlu uzay-zamanda Dirac spindrii iki
bilesene sahiptir. Bu bilesenler pozitif ve negatif enerji 6zdegerlerine veya zamanda ileri
ve geri hareket eden pargacik durumlarma karsilik gelir. Bu yiizden, Dirac cebri Pauli

matrisleri  cinsinden tanimlanabilir. Diliz  uzay-zamanda Dirac  matrisleri

oc'=(c’,0',0%) dir.
oc'=¢’ , o'=6' , o’=5" (2.13)

seklinde tanimlanir. Burada o°=0" seklinde tanimlanarak biri pozitif digeri negatif

olmak iizere iki enerji ¢Oziimiinin elde edilmesi saglanir. &',5°,5° Pauli

matrisleridir. Dirac matrisleri arasindaki anti-komutasyon bagintisi,
c'c’ +c’c' =2n" (2.14)

seklinde tanimlanir. 7”, diiz uzay-zamanin metrik tensoriidiir. Burada n,;=(1,-1,-1)
olarak tanimladik. Egri uzay-zamanmn metrik tensorii (g, ) ile diiz uzay zamanin metrik
tensorii (n”) arasindaki baglanti, iic ayaklar ( ¢' ) aracihfiyla kurulur. Burada

u,v=(0,1,2) egri uzay-zaman indisleri, 1,j=(0,1,2) ise diiz uzay zaman indisleridir.

10



N R uv _ Vo)
g, =e.en’, g =een (2.15)

uov

seklinde ifade edilir. I',, spin baglanti katsayisidir ve

r,= —%gﬂa (ei,yef —F;y)[a”,o”] (2.16)

seklinde tanimlanir. I'y, , Christoffel semboliidiir ve

, 1 ,|og" og™ og"
I, =— + — 2.17
L) & { ox*  ox*  ox7 } @17)

ile tanimlanir. (2.12)’de tanimlanan Dirac denklemi yardimiyla siireklilik denklemi,

» +div j=0
ot

seklinde elde edilebilir. Burada p =y "y olasilik yogunlugudur ve pozitif tanimlhdir.

Akim yogunlugu ise,
J" =yo'y (2.18)

seklindedir. (2+1) boyutlu uzay zamanda polarizasyon ve manyetizasyon yogunluklari

ise,
k I 0 [IK] | Q—
pr=—voy , M =5 VoV (2.19)

2m

seklinde bulunur. Burada y =y "6’ olarak tanimlanr.
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2.3. (2+1) Boyutlu Uzay-Zamanda Spin-1 Denklemi

Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denkleminin spin-1 parcasi, Dirac denklemi gibi
birinci mertebeden kismi tiirevli bir denklemdir. Spin-1 denkleminde gamma matrisleri

ile verilen Dirac cebrinin yerini, beta ile gosterilen Kemmer cebri alir.
(2+1) boyutlu uzay zamanda spin-1 denklemi,

(6" ()@ I+ 1®5" ()0, +ied, —T* (x)—2m)[¥(x) = 0 (2.20)
seklinde verilir. (Dernek, Sucu, Unal yayma génderilecek, Mustafa Dernek doktora tezi

2009) Burada A, elektromanyetik potansiyel bileseni, ¢ ve m sirasiyla par¢acigm yiki

ve kiitlesidir. Ayrica,
1
B, 25(0”(x)®1+1®0”(x) 2.21)
seklinde tanimlanir. F;’f X (x), spin-1 pargacig1 icin spin baglant1 katsayisidir ve
DKP
L7 =rx®I+I®r,(x) (2.22)

seklinde tanimlanir. Burada I', spin-1/2 pargaciginin spin baglanti katsayisidir ve uzay-

zamana bagli Dirac matrisi, *(x), cinsinden,
r o ] (2.23)
#(X)=—§U (x),0,(x),, :

ile gosterilir. Burada kovaryant tiirev noktali virgiille tanimlanmaktadir.

Serbest pargacik i¢in spin-1 denklemi,

12



(B 0, -m}¥ =0 (2.24)

olur. Burada f*, Kemmer cebrini saglar:

B BB B BB -g B g B (223)

Bu ifadede tanimlanan f*, (2+1) boyutta, 4x4’lik matrislerdir. (2+1) boyutlu uzay

zamanda spin-1 denklemi ise,
(B0, -—mM¥ =0 (2.26)

seklindedir ve Kemmer cebrin elemanlar1 olan Kemmer matrisleri (2+1) boyutlu uzay

zamanda,

B”:%(E”®I+I®E”) (2.27)

seklinde olur. Burada, 7, 4x4’liik birim matris ve ¢ * Dirac matrisleridir. Ayrica, dalga

fonksiyonu dort bilesenli bir spinordiir ve

YV,

w=| (2.28)
Vo

v,
seklinde tanimlanir. Bu denklemin, serbest parcacik ¢dziimleri, parcacigin durgun
kaldig1 gozlem cergevesinde elde edildi. Bu gozlem c¢ergevesinde bu ¢oziimlerin ve bu
denklemlerin ¢oziimlerinden akim ifadeleri ile klasik limiti tartisilmaktadir (Dernek,

Sucu ve Unal, yayina gonderilecek).

Spin-1 denklemi i¢in (2+1) boyutlu uzay zamanda akim yogunlugu ifadesi,

13



7 =L 9t erirest
2m (2.29)

seklinde tanimlanir (Sucu ve Unal 2005). Burada,
Y=¥'G"®5") (2.30)
seklinde ifade edilir.

2.4. (2+1) Boyutlu Uzay Zamanda Solucan Deligi

Solucan deligi, ayn1 uzay-zamanin iki farkli boliimlerini birlestirebilecegi gibi
farkli uzay-zamanlar1 da birbirine baglayabilecegi ongoriilen, iki agiz ve bu agizlari
birlestiren bir bogazdan olusur. Tarihte solucan deligi fikri 1916 yilinda Flamm
tarafindan ortaya atild1 (Einstein alan denklemlerinin yaymlanmasindan kisa bir siire
sonra). Benzer bir yapi, daha Einstein ve Rosen tarafindan calisildi. Einstein-Rosen
kopriisii olarak adlandirilan bu calisma Schwarzschild metrigini ¢ézerek, uzay-zamanin
iki farkli boliimiinii birlestirecek bir koprii fikrine dayanmaktadir. Daha sonra Morris,
Thorne ve Yurtsever "egzotik" olarak adlandirdiklar1 maddeden olusan solucan
deliklerinin 6zelliklerini incelediler. Bu egzotik madde, basin¢ ve yogunluk iliskisini
gosteren temel denklemi ihlal etmektedir. Thorne ve arkadaslari, bu maddeden
yapilacak bir solucan deligi ile yolculugun miimkiin olabilecegini kuramsal olarak

gosterdiler.

Birden fazla solucan deligi 6rnegi bulunmaktadir. Solucan deliklerinin birini
digerinden ayiran en 6nemli 6zelliklerinden ilki solucan deliginin bogazinin kararli ya
da kararsiz olup olmadigidir. Yani, acilis ve kapanismin siirekliligidir. Ikincisi, solucan
deliginin kiitle ¢cekim alanini olusturmak i¢in gerekli malzeme miktari, ‘sadece’ Vissel
solucan deligi icin gezegen kiitlesi gibi ya da Schwarzchild solucan deligi i¢in birkag
gilines kiitlesi kadar biiyiik olabilir. Solucan deliklerinin daha 1iyi anlasilmasi i¢in
Schwarzschild, Morris-Thorne ve Vissel solucan deligi tiirlerinin temel bazi

ozelliklerine bir goz atalim:

14



Schwarzschild solucan deliginin kararsiz bir bogazi vardir. Schwarzschild
solucan deliginin avantaji, sadece diger solucan deliklerine gore daha az, gezegen
biiytikligiinde kiitle gerektirmesidir. Morris-Thorne solucan deligi, Schwarzschild
solucan deliginden birkag agidan farklidir. Ik olarak bu solucan deliginin bogazi daha
kararhidir. Agizda biiytlik gelgit kuvvetleri olmasina ragmen ufku yoktur. Morris-Thorne
metrigi, yolculuk edilebilir bir solucan deligi liretmek icin yeterli bir metrik degildir.
Clinkii metrik, tam bogazda tekil olur. Vissel solucan deligi ise bir bogazi olusturmak
icin iki ‘derin’ potansiyel kuyusuyla birlikte oriilerek olusturulur. Bogazi agik tutmak
icin bir ¢cok egzotik maddeye ihtiya¢ olmasi rahatsiz edicidir. Yukaridaki iki solucan
deliginin aksine Vissel solucan deligi, asir1 egzotik madde nedeniyle 6nemli dlciide
daha az gelgit kuvvetlerine sahiptir. Bu solucan delikleri, bilinenlerin sadece bir kag

tanesidir. (Noyola, J.P. Relativity and Wormholes 2006)
Uzay geometrik olarak {i¢ tiirlii yapida olabilir: Egriligi sifir (diiz), pozitif
egrilikli (kiire gibi) ve negatif egrilikli (semer gibi). Uzay zamanin geometrisi genellikle

‘metrik’ ile tanimlanir. Metrik, herhangi iki nokta arasindaki uzakligin hesaplanmasi ile

ilgili olup yay uzunlugunun karesi ile ifade edilmektedir,
ds* =g, dx"dx’ (2.31)

burada g, ,metrik tensordir. Metrik katsayilari, egri uzay zamanda konuma bagli

fonksiyonlardir.
B =8apX)  x =(x" %), x" =ct (2.32)

burada a =1,2 olmak iizere x“ = (r,0) olur.
Bu caliymada kullanilacak olan solucan deligi metrigi, Clement tarafindan,

(2+1) boyutlu uzay zamanda,

ds’> =dt> —(a’> +r°)dr*> +r*d@?) (2.33)

15



seklinde tanimlanan metriktir. Burada a pozitif bir sabit ve 0<0<2x’ dir.

(2.33)’teki metrik kullanilarak, (2+1) boyutta, egri uzay-zamanda Klein-Gordon
denkleminin tam ¢o6ziimleri elde edilmektedir.(Harriott ve Williams 2000). Genel
¢oziim, Whittaker fonksiyonlariyla ifade edilmektedir. Nokta kaynak limitinde,

cozlimler Bessel fonksiyonlariyla alisilmis ifadelere indirgenmektedir.

16



3. MATERYAL VE METOT

Bu ¢alismada denklemler analitik olarak ¢dziilmiistiir. Ilk olarak sabit manyetik
alanda Dirac ve spin-1 denklemlerinin ¢oziimleri incelenmektedir. Sabit manyetik alan
icin Dirac ve spin-1 denkleminin ¢6ziimii i¢in kutupsal koordinatlar kullanilmaktadir.
Enerji 6zdeger ifadesi, kuvvet serisi yontemi kullanilarak elde edilmektedir. Daha sonra
(2.33)'te tanimlanan metrik i¢in Dirac denkleminin ¢6ziimii incelenmekte ve sonugta
Konfluent Heun denklemi elde edilmektedir. Son zamanlarda s6z konusu denklem fizik
alaninda cesitli uygulamalarina sik¢a rastlanmaktadir (Hortacsu 2011).

Heun denklemi, dort adet tekillige sahip bir denklemdir. Genel formu 12
karmagik parametre ile temsil edilir. 7 tanesi karakteristik listlerdir. Kalan bir tane ise

lokal olmayan yardime1 bir parametredir. Heun denkleminin genel hali,

M(1=x)(x—)R"(x) +[c(x—1)(x—1) +dX(x—1t)t +
(c—(a+b+1—c—d(x—D)R'() +(abx—A)R(x)+ AR(x) =0 G-

seklindedir. Burada boyutsuz lokal parametreler a,b,c ve d Frobenius ¢oziimiindeki
tekilliklere karsilik gelen karakteristik iistleri belirler. Olceklendirme parametresi, t, bir
tekilligin konumunu belirler. Yardimci parametre, A, ¢ogunlukla spektral bir parametre
olarak sunulur. Heun denklemlerinden biri olan Konfluent Heun denklemine gegcmeden
once konfluent denklemlerin nasil olustugundan bahsedelim. Konfluent denklemleri
denklemlerin diizenli sonlu bir tekil noktasi ile x =0 diizenli tekil noktasiin sonsuzda
diizensiz bir tekillige yol agmasiyla ortaya ¢ikar. Boylece denklemlerin parametre sayisi
bir azalirken, sonsuzdaki tekilliginin derecesi bir artar. Dolayistyla (3.1) Heun
denkleminde iki diizenli tekilliginin x=t ve x =0, sonsuzda diizensiz bir tekillige yol

acmasiyla Konfluent Heun denklemi elde edilir (Ronveaux 1995). Bu denklem,

de(Z)+(a+/3+1+§+1de(z)+(ﬂ+LjW(z):o (3.2)

dz? z z—1 dz z z-—1

seklinde tanimlanir. Burada,
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H:% [o-B-& -2n+B(a- &),

v:% [o+B+E+28+2n+E (atP)] , (3.3)

kisaltmalar1 kullanilmis olup, denklem (3.2)’ nin ¢6ziimii ise
W(z)=HeunC(a, B, ¢,5,n,2)

seklinde olur. z=0 ve z=1 diizenli tekil noktasidir. z=oo ise diizensiz tekil noktasidir.

Konfluent Heun denkleminde polinom ¢dziimler i¢in bilinen kosul,

2
5:{n+ﬁ+%ja, (n=12..) (3.4)

(3.4) bagmntist kullanilarak enerji 6z deger ifadesini elde edilir (Ronveaux 1995). Heun

denkleminin bilinen diger ¢esitlerinin belli basl 6zelliklerini kisaca inceleyelim.
3.1. Genel Heun denklemi

Genel Heun diferansiyel denklemi,

2
d Wz(x) +(Z+ 0 + ¢ ]dW(x) + apx=q W(x)=0 (3.5
dx x x-1 x—-a) dx x(x-D(x—a)
seklindedir. Burada parametreler arasinda,
o+y+&=a+p+1 (3.6)
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seklinde bir baginti vardir. x =0, 1, @ ve o olmak lizere dort tane diizenli tekil noktaya

sahiptir. Eger, a =1 ve g=aff veya a=q=0veya £ =0 ve ¢ = aaf} olursa, bu
denklem Hipergeometrik denklemlere indirgenir. y =6 =& :% olursa Lame denklemi

olur. HeunG( a,q,a,y,0,x) polinom ¢ozliimler i¢gin bilinen kosulu,
a =—-n (n pozitif tam say1)
olarak tanimlanir (Ronveaux 1995).

3.2. ikili Konfluent Heun Denklemi

Bu form, ayn1t anda a - o ve b — 0 olduktan sonra; x=1’deki tekillik, x=b

noktasima tasindiginda elde edilir. Bu denklem,

2
d Wz(x)+ a1x+&]dW(x)
dx X dx

1{[31 +ﬁ]x+(30+a‘a1]+(31 —QJL}W(x)zo (3.7)
2 2 2 )x

seklindedir. Burada, x=0 ve o olmak tizere iki diizensiz tekil nokta vardir. Ayrica,

o ve P katsayilar1 kompleks katsayilardir. Bu denklem 6zel durumlarda Konfluent

Hipergeometrik, Bessel, Euler ve Matiau denklemlerine indirgenebilir. o, =0 oldugu

dejenere durum Matiau denklemini verir (Ronveaux 1995).
3.3. Ciftkonfluent Heun denklemi
Ciftkonfluent Heun denklemi, Genel Heun denkleminden, a — o ve b — o

limitinde ve x=1"deki tekilligin, x=b notasmna tasimnmasiyla elde edilir. Sonsuzdaki

tekillik diizenli olur. x=0’ daki tekillik de dizenli kalir. Denklem

d*W(x)
dx’®

+(Ax2 +Bx+C+2+£2]W(x):0 (3.8)
X ox
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seklindedir. Ozel durumlarda bu denklem Kummer denklemine indirgenebilir.

HeunB(«a, B,7,6,x) polinom ¢éziimler i¢in bilinen kosulu,
y =2(n+1)+a, (npozitif tamsay1)

seklindedir (Ronveaux 1995).

3.4. Ucliikonfluent Heun Denklemi

Bu denklem,

2
d"W(x) N
dx?

(4x* + Bx® +Cx> + Dx+ EW(x) =0 (3.9)
seklindedir. HeunT («, B8,7,x) polinom ¢éziimler i¢in bilinen kosulu,
B =3(n+1)’dir, (n pozitif tamsay1).
Bu tezde, Dirac denkleminin, (2.33) 'teki metrik i¢in yapilan ¢6ziimlerinden
Konfluent Heun denklemi elde edilmistir. (2.33) 'teki metrik i¢in spin-1 denkleminin
¢Oziimiinde ise | F| (z)=(a;b;z) elde edilmektedir. Burada

a=-n, (n=0,1,2..) (3.10)

seklinde seri kesilir (Abramowitz 1964) ve buradan enerji 6z degeri ifadesi elde edilir.
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4. BULGULAR
4.1. Sabit Manyetik Alanda Dirac Denkleminin Co6ziimii
(2+1) uzay-zaman boyutunda Dirac denklemi,
(c'n" —my =0 4.1)
seklinde yazilir. Burada, o“ Dirac matrislerinin, Pauli matrisleri cinsinden ifadeleri,
oc'=5’, ¢'=ic',0’ =ic’ , h=c=l, 4.2)
seklindedir. Dortlii momentum vektorii ise,

0
ox" (4.3)

ﬂ_u:pu_EAu ’pu:i
c
olarak tanimlanir. p=0,1,2 i¢in (4.1)’deki Dirac denklemi,
o0 € 40 1,1 € 2,2 € _
o (p" =~ A+ o (p ——A)FTo (p"=—A)]y =0 (4.4)
seklinde olur. Dirac matrisleri yerine Pauli matrisleri yazilirsa,
30 _, 0 _, 0

[i6° -5 —-5>—-5ed’-ie5' A'-eiG" A>-m]y =0 (4.5)
ot ox’' ox?

seklini alir.

S MR PG
c = , 0 = , 0 = , W=
1 0 i 0 0 -1 v, (4.6)
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ifadeleri (4.5) denkleminde yerine yazilirsa,

-mF _1A%m}v”}w 4.7)
i 0 ¥,

seklinde olur. Burada x° =ct (c=1), x' =x, x* = y dir. Bu ifadeler (4.7)’de yerine

yazilirsa,

.0 0 o .0 .
i—-¢eAd -m -(—-1—+ie 4" +e 4”7 =0,
(& )wl(& & W,
(4.8)

.0 0 0 .0 . g
d—-ed’-m)y,-(—+i—+ieAd -eA” =0
( Py )Wz(& & ) v,

seklinde iki denklem elde edilir. Skaler potansiyel 4° =0’dir. Burada sistem kararli

oldugu i¢in kararh durumlarda w, =e ™ yve t//zzefiEt ¢ secilerek (4.8)’deki

denklemler diizenlenirse,

(E-m)y -(g-ii+ieAx+eAy)¢ =0, (4.9
ox Oy

(E+n0¢+(fi+ifi+ieAﬂeAy)Zr=0 (4.10)
ox Oy

sekline doniisiir. (4.9) denklemlerinden y ,

g—iéﬂ'eAx +ed”

x= Fem ¢
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biciminde ¢ekilip, (4.10) 'da yerine yazilirsa,

(g+i2+ieAx —eAy)(g—igﬂ'eAx +eA”)
ox Oy

(Etm)¢+ - ¢=0 (4.11)
E—-m

seklinde elde edilir. Benzer sekilde ¢ ifadesi de cekilip yerine yazilabilir. Bu iki

denklem arasinda matematiksel olarak hicbir fark yoktur. Bu ylizden birini ¢6zmek

yeterlidir. Denklem (4.11) diizenlenirse,

2 2
(B> - m2)¢+[a—2+8—2-(e214"2 ter g yie( A Lv 4" LyieBlg=0.  (4.12)
ox~ Oy ox oy

seklinde yazabiliriz. Yukaridaki denklemde,

o> o* o* 10 1 0° 1 1
T Y I Ly 4.13
o’ o o ror r 00 27 Y (413)

ifadeleri denklem (4.12)’de yerine yazilirsa,

0> 10 10 eB , , 2eB 0 0 s o
+ + +y ) —(——x—)+E —m +eBlp=0 4.14
T B A (#4149

seklinde elde edilir. Yukarida potansiyel ifadesi, kutupsal koordinatlar cinsinden

02 20y = rsin0(cop L -0 0 ospsing L+ 0P 0y O
o oy o r 00 o r 00 o0 (4.15)

seklinde elde edilir. Burada x* + y* =r> ve (4.15)’te verilen ifade, denklem (4.14) ‘te

yerine yazilirsa,
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0? 1a+1 0> e’B?

[ttty 2
or: ror r* 06? 4

r’+ieB %+E2-m2+eB]¢=0 (4.16)

olarak elde edilir. Denklem (4.16)’nin ¢6ziimii i¢in,

p:%,,z (4.17)

degisken degistirmesi yapilirsa, o zaman (4.16) denklemi,

2 2 1 2 . E2 B
d2 d2+ d 1 d2+Li_l+ m* +e )o() =0 4.18)
dp” dp pdp 4p do- 2pdo 4 2eBp

sekline doniisiir. Denklem (4.18)’e degiskenlerine ayirma yontemini kullanarak,

6 (p)=e"" Up) (4.19)

olacak sekilde bir doniisiim uygulanirsa,

2 2 2 2
A 1d Kk 1 EmmreBy -0
pdp 4p> 2p 4 2eBp

seklinde sadece p degiskenine bagli olacak bicimde elde edilir. Burada,

E* —m* —keB+eB
I = m keB+e (420)
2eB

kisaltmasi kullanilirsa,

d? 1 d k¥ 1
e —]U(p) =0 (4.21)
dp pdp 4p° 4
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seklinde elde edilir. (4.21) denklemi ¢6zmek i¢in oncelikle denklemin p —0 ve p —o©
limitindeki asimptotik davraniglarina bakilir. p —0 limitinde, p —0 iken U(p)=0

kosulundan (4.21) denkleminin ¢dziimii,

k
U(p)~p? (4.22)
olarak bulunur. © —°° limitindeki s6z konusu denklemin davranigi ise
_£
U(p)~e 2 (4.23)

seklinde bulunur. 0< p <oo araliginda bu denklemin ¢6ziimiinii bulmak i¢in, dncelikle

-p k

U(p)=e? p* R(p) (4.24)

tanim1 yapilir ve denklemde yerine yazilirsa,

2
p LRP) vy py L) (AL R(p)= 0 (4.25)
dp dp 2
seklinde elde edilir. (4.25)" teki denklem,
R(p)=>lap™ , p>0 , a#0 (4.26)
i=0

seklinde tanimlanan kuvvet serisi yontemini kullanarak ¢6ziiliir. Bu indisel denklemin

¢coziimiinden elde edilen tekrarlama bagntisi,

4 i+s—N g
T +s+DG+s+h+]D)

(4.27)
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seklindedir. (4.27)’deki tekrarlama bagintisi, s=0 ve s=-k durumlar1 i¢in incelenirse,

s=0 i¢in, tekrarlama bagntisi,

i—-N

iy = . a; 4.28
VDA k 1) (428)
olarak bulunur. Sonsuz olan seriyi belli bir yerde kesebilmek i¢in
lmax_NZO’imax:N:n
N:n:—%+L (4.29)

seklindeki kosullara gereksinim vardir. Buna gore (4.20) bagntisinda tanimladigimiz
lamda degerini, (4.29) bagntisinda kullandigimizda, parcacigm enerji 6zdegerlerini

tayin etmis oluruz. Enerji ifadesi,

E? =2keB+eBn+m’ ,

1

E = i(2keB +eBn+m’ )5 (4.30)

seklinde hesaplanir. Benzer hesaplama s=-k i¢in yapilirsa,

1

E=+(2neB +m? ) (4.31)

seklinde bulunur.

(2.18)’ de verilen akim yogunlugu ve
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1
—iEt+ik® 2
(V/]]:N e P V_VL(L+2v,v,p) 432)
I//Z e—iEt+ik9p ZW(L,V,p)

dalga fonksiyonu ifadesi yardimiyla akim bilesenleri hesaplanir. Burada, v = g,

2 2
L= E —m 5 ;ceB teB ve W, Whittaker fonksiyonudur.
e.

S

Whittaker fonksiyonunun, W, , = p Le

2 asimptotik ifadesi kullanilarak,

Jt :N2p2L—]ep(p2L +1)’

J =0, (4.33)

J@ — 2N2p2L+2v—]e—p’

seklinde elde edilir. (2.19)’da tanimlanan polarizasyon ve manyetizasyon yogunlugu

P] :N_Z(p2L+2V—]e—p)
P*=0
(4.34)
N2
M2 =D (prLvlge gyl
2o p*e)
seklinde olur. Polarizasyon yogunlugunun hiper yiizey lizeriden integrali,
J- Plio — I'(2L +2v) (4.35)
mI'(2L+4v)+T'(2L)]
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ve manyetizasyon yogunlugunun hiper yiizey iizerinden integrali,

[ M"do L (4.36)
> 2m

seklinde elde edilir. Burada, o hiper yiizey, m elektronun kiitlesi ve kartezyen

koordinatlardaki do = \/deidx i kutupsal koordinatlarda,

do = \/E

dpd0 4.37
2 pcB pd (4.37)

/2 . o\
biciminde elde edilir. Burada 1/|g| = —Zile tanimlanir. N, normalizasyon sabiti,
e

olasilik yogunlugunun tiim uzay iizerinden integrasyonu kullanilarak

1

N = [ eB Jz (4.38)
27(C(2L +2v) + T (2L))

seklinde elde edilir. (3+1) boyutta sabit manyetik alanda yiiklii parcaciklar i¢in elde
edilen ¢oziimlerde normalizasyon problemi ortaya g¢ikmaktadir. Ancak, bu problem
(2+1) boyutta incelenmesiyle (3+1) boyuttaki normalizasyon problemi asilmis olur.

Islemlerimizde %=1 ve e=1 almmayrp denklemlerimizde yerine yazilirsa
manyetizasyon yogunlugunun hiper yiizey iizerinden integrasyonunun, ;—, yani
m

elektronun manyetik dipol momentinin tam olarak verdigini goriiliir.
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4.2. Sabit Manyetik Alanda Spin-1 Denkleminin Coziimii

(2+1) boyutlu uzay zamanda spin-1 denklemi,

(6" ®1+1®c" )z, 2(1®1)M]=0

(4.39)

seklinde ifade edilir. Burada, u=0,1,2 degerlerini alir. Bu degerler (4.39) denkleminde

yerine yazilirsa,

(" ®T+I®c°)(p, —S4,)Ho' ®I+1®0)r,

c

Ho? ®I+1®c%)r,-2(1® 1) M)]y =0

(4.40)

seklinde bulunur. (4.40) denkleminde, Pauli matrisleri yerine,

dalga fonksiyonu yerine, w = Vo

yazilirsa,

2 00

0 0 0

0 0 0

0 0 0
0 T,
-, O
-, 0

0 -,

v,

Vo
v,

29

S O = O

i,

i,

S = O O

(4.41)

0] . )
J ifadeleri

iy 0 1|y,
0 im ||y,
0 im ||y,
ir, 0 ||y,
01w,
0
Vol (4.42)
01w,
1]\,



olarak elde edilir. Sabit manyetik alan i¢in,

A =-% ViB + %xj;B (4.43)

secilir ve dortlii momentum vektorti,

X

m.=p,—ed, =p, +§yB, (4.44)

e
Ty :py_eAy :py_EXB (4.45)

seklinde tanimlanir. Burada, 7 ve 7z, ifadeleri ise,

n_ =7, —im, (4.46)

T,=m otin, (4.47)

seklinde tanimlanir. (4.44) ve (4.45)’te verilen ifadeler, (4.46) ve (4.47)’de yerine

yazilirsa,
—io . 0 1 0 ieB
— W _— 5 448
r-=e (lar r 00 2r) ( )
g o< 010 _ieB
or rof 2 (4.49)

seklinde elde edilir. (4.42)’de verilen matris ifadesi diizenlenirse,
. 0 . : . .
215 v, ti(x, —ir,)) y, +i(x, —irn,) y, -2My, =0, (4.50)

(7, +imy) y, +i(m, —im,) v, -2My, =0, (4.51)
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-2i§l//2 + (m, +in,))y, + (7, +in,) vy, -2My,=0 (4.52)

olmak iizere ii¢ tane denklem elde edilir. (4.48) ve (4.49)’da verilen 7_ve 7«

+

bagintilari, denklem (4.50), ve (4.52)‘de yerine yazilirsa,

(£+im) + e —i2—1£+@r) =0 4.53
a " o rog 2 V07 (433
(5— my , - ee(—l§+;%—7”)%=0 (4.54)

seklinde bulunur. Bu spinor bilesenlerine

p=e Y (0), v, = W, (10) L wo=e T, (r,0), (4.55)

seklinde bir doniisiim uygulanir ve (4.53) ve (4.54) denklemlerinde yerine yazilirsa,

0 1 0 ieB

—iE+im)¥,(r,0) + e (-i————+—r) ¥, (r,0) =0, 4.56

(z zm) (r,0) T e (zar r6¢9+ 2r) o (7,0) ( )

(—iE —im)¥, (r,0) + ¢ (—i2+li—ﬁr)‘{’o(r,9) =0 (4.57)
or rog 2

denklemleri elde edilir. Aym sekilde (4.48) ve (4.49)’da verilen 7#_ve n, bagintilar
denklem (4.51) ‘de yerine yazilirsa,

. 1 , 0 10 ieB
—— O)+ie| —i————4+— ) =20 (r,0) =0 4.58
i r 5 r ¥ (r,0)+ie ( zaV 0 2 r ' (r,0) 1(r,0) ( )

seklinde olur. (4.56) ve (4.57) denklemlerinden ¥,(r,0)) ve ¥,(r,0) ifadeleri,
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—i0 .
(12 e,
¥ (r,0)= or_rdb 2 g (r9), (4.59)
—i(E—m)
19(_ii li_@,,)
W, (r,0)=— 100 _2 g (r0) (4.60)
—i(E+m)

A e Rl o R
r rr Wy (r,0)

i(E—m)

ie‘”(—ié—l 0, ieB e (=il 10 B )
p o ro6 2 ¥, (r,0)-2M ¥, (r,0)=0 (4.61)
—z(E+m)

denklemi elde edilir. Bu denklemde yeniden diizenlendiginde,

0 10 1 06> . 06 EeB B ?
(— ——+——5—leB +
ror r-00 00 2 4

|
~
o

E*—m’) ¥, (r,0)=0 (4.62)

seklinde ikinci mertebeden kismi tlirevli denklem elde edilir. Denklem (4.62),
degiskenlerine ayrilabilen bir denklem oldugu i¢in,

¥, (r,0)= " U(r)

(4.63)
seklinde bir ¢6ziim tanimlarsak,
d> 1d Kk e&'B® , kmeB—EeB+m(E*—m")
St ro+ YU(r)=0 (4.64)

dr* rdr r 4 m
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seklinde sadece r degiskenine bagli bir denklem elde edilir. Daha sonra denklem

B
(4.64)’lin ¢6zlimii i¢in, x = %rz degisken degistirmesi yapilirsa,

dzU(x)+ldU(x)_ k?
dx? x dx 4x?

U(x)+£U(x)—lU(x) =0 (4.65)
X 4

seklinde bulunur. Burada,

_ kmeB+m(E* —m®)— EeB
2meB (4.66)

L

olarak tanimlanir. Denklem (4.65)’e, sifir ve sonsuz limitindeki asimptotik

davranisindan elde ettigimiz,

-x k

Ux)= eTxER(x) (4.67)

dontistimii uygulanirsa,

d>R(x)

2
X

_k+1

X

(

+(k+1—x)d];(x)+

+L)R(x)=0 (4.68)
olarak elde edilir. (4.68)’de verilen denklemi ¢ozmek i¢in,
Rx)=Y a,x* a, #0 x>0 (4.69)
i=0

(4.69)’da  tanimlanan kuvvet serisi ydntemi kullanilir. Indisel denkleminin

¢Oziimlerinden,

5=0, s=—k (4.70)
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ve tekrarlama bagntisi,

a,, = s N a, (4.71)
(G+s+D)(E+s+k+1)

seklinde elde edilir. Burada,

(Y2 4.72)
seklinde tanimlanir. (4.71)’deki bagintida seri,

gy =N =1 (4.73)
seklinde kesilir. (4.72) bagntisindan, L, ifadesi

+1
L=n+ krl
2 (4.74)
seklinde elde edilir. Enerji degerini bulmak i¢in, (4.74)’te
2 2
L:kmeB+m(E m~)— EeB (4.75)
2meB
ifadesi yerine yazilirsa ve diizenlenirse,
2 eB 2
E-—FE——-2eBA+keB—m" =0, (4.76)
m
2 np2
E,, :éi\/m2+eB+QeBn+e —, n=0,1,2... (4.77)
T 2m 4m
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olarak bulunur. s=-k i¢in enerji ifadesi ise,

B |e’B’
E,= e—i\/e — +eB —2ekB + 2eBn'+m’
2m\ 4m (4.78)

seklinde elde edilir. (2.29)‘da verilen akim yogunlugu ifadesi yardimiyla, akim

yogunlunun bilesenleri,

Jo= L - vy,
m

T = e, - (8 ) (4.79)
m

A .
T = (P W), W, (- )
m

seklinde elde edilir. Dalga fonksiyonlari

1
—iO+ikO—iE; 3 ) 1 3
e i10+ikO—iEt - 1 7 2 eB L k

- k
r2(———-L-k)+——-—r2 W({L,—,r)—-r *W({L+1,—,r
—-E+m (2 ) 2 2 ( 2 ) ( 2 )

1 k
eik@*iEtr 2 W(L,E, r)

o

€ € £ €
Il
=

L k
eik@*iEtr 2 W(L,E, r)

(S}

1
i0+ik0—iEt 3 T 1 3
_2 1 2 _ _2
CRRRS P YL B S S S e 0 LA S ) S L
E+m 2 2 2 2 2

seklinde bulunur. Burada,
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B EeB —kemB —m(E* —m?)

L 4.80
2emB (4:80)

olarak tanimlanir. W, Whittaker fonksiyonunun asimptotik ifadesi,
W(L,%,r);rLe_% 4.81)

seklinde alinarak, (4.79) ifadesi yardimiyla akim yogunlunun bilesenleri hesaplanirsa,

J,_Nze"r““ o Y (a Y
m E-m E+m ’

_ N?B_sin[(= 2k +1)0]+ B, sin[(2k + 1)6] ’

J’ (4.82)
m
Jo_ N?B_cos|(~ 2k +1)9]- B, cos[(2k +1)0]
m
seklinde elde edilir. Burada, N, normalizasyon sabitidir. Ayrica,
L+k+l
o, = (1-eB) N ’
b 2 r
(4.83)

2 2
mtE

2L-1
2e"K—;—Lik]+r +§r” —

B.=

seklinde tanimlanir.
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4.3. (2+1) Boyutlu Uzay Zamanda Solucan Deligi i¢cin Dirac Denkleminin Coziimii

(2+1) boyutlu egri uzay zamanda Dirac denklemi,
(6#@,-T,)+imly(x)=0 (4.84)

seklinde ifade edilir. o* Dirac matrisinin, Pauli matrisleri cinsinden ifadeleri,

0 i 0 1 1 0
c" =(5",ic',ic?), ig'=| : , 6= ,0° = (4.85)
i 0 -1 0 0 -1

seklinde tanimlanir. (2.33)’te verilen,
ds’> =dt*> —(a® +r*)(dr® +r*d0?)

solucan deligi metrigi i¢in metrik tensér ve metrik tensoriin tersi,

1 0 0

g,=|0 —(@@ +r?) 0 : (4.86)
0 0 —r’(a’ +r?)
1 0 0

g =0 —(a*+r*)" 0 (4.87)
0 0 —r2(a*+r?)"

seklinde yazilir. (2.17)’de Christoffel sembolleri i¢in verilen tanim kullanarak, sifirdan
fakl1 Christoffel sembolleri,

s T) =T, = ——— (4.88)
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seklinde hesaplanir. (2.33)’teki solucan deligi metrigi kullanilarak ve

VAR 1SR A /)
g =e€¢1n

bagintis1 yardimu ile triyadlar (ligayaklar) ,

1 1
0 | 2
=1, ¢ = o 4
: a’+r? ’ ra’ +r? (4.89)

seklinde elde edilir. Egri uzay-zamandaki Dirac matrisleri, diiz uzay-zaman Dirac

matrisleri tiiriinden,

0 0—=0_
o =0 =0 , O =0 =——0 , (4.90)

seklinde bulunur. (2.16)" daki spin baglant1 katsayis1 kosegen (dioganal) metrikler icin,

1
r -t il s

seklinde yazilir. Bu bagint1 kullanilarak spin baglanti katsayilari,

(4.92)

seklinde hesaplanir. Yukaridaki ifadeler (4.84)’teki Dirac denkleminde yerine yazilirsa,

0°(0, ~T,)+0' (@, -+ (@, ~T,)|¥ = -im¥ , (4.93)
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seklinde elde edilir. (4.85)’de tanimlanan Pauli matrisleri, (4.94) denkleminde yerine

yazilirsa,

10 S U e +2r2 0 k4
0 + +i =0 (4.95

elde edilir. (4.95)’ deki matris ifadesinden,

i 1 a’ +2r’
+——0,¥, + —=0,¥, +i 5 ¥, +im¥, =0,
Na® +r? Jri(a® +r?) 2(a” +r7)
(4.96)
2 2
a_+2r Y, +im¥, =0

i 1
+—— Y, - —————0, ¥, +i——————
Nat +r? ! Jri(a® +r?) * 2a’ +r7)*?

seklinde iki denklem elde edilir. (4.96)’daki denklemler diizenlenirse,

1 5 oat +2r?

i
0, +im)¥, + 0, + +i— ¥, =0, (4.97)
! \/a2+r2 \/rz(a2+r2) 6 2(a2+r2)3/2 2

a’ +2r’

i 1
(-0, +im)¥, + 0, — O, +1i
’ Na® +r? Jri(a@ +r?) ’ 2a* +r?)*"?

]‘P, =0 (4.98)

seklinde olur. Degiskenlerine ayirma yontemini kullanarak spindr bilesenlerine

¥, (r,0,t)=e e F (r), ¥,(r,0,t)=e """ F,(r) (4.99)
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seklinde bir donilisiim uygulanir ve bu ifadeler (4.97) ve (4.98) denklemlerinde yerine

yazilirsa,
(E—m)F, ———— i+5+i+% F, =0,
Nat+ri\dr or 2r 2a +r7)
(4.100)
I S N 1 S B P
at+ri\dr v 2r 2a +r
denklemeleri elde edilir. Yukaridaki iki ifadeye,
B
F(ry=(a’+r*) *(r) *R (1) ,
L
F,(r)y=(a’+r*) *(r) *R,(r) (4.101)
dontistimleri uygulanirsa,
(E—-m)R,(r) —;(i+ Eij(r) =0, (4.102)
a’>+r> \dr r
(E+m)R,(r)+ ;(i—k}& (r)=0 (4.103)
a’+r2\dr r
seklinde daha sade denklemler elde edilir. (4.102)’den R, (r) ifadesi,
1 1 d k
R (r)= —+—)R, (¥ 4.104
1 (7) (E—m)m(dr R (1) (4.104)

seklinde ¢ekilir ve (4.103 )’te yerine yazilirsa,
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2 2
(d——Li—i—L—k—Jr(Ez—mz)(a2+r2)]R2 =0 (4.105)

dr’ a’>+ri*dr r* a*+r* ?

seklinde bulunur. Denklem (4.105)’1 ¢6zmek i¢in,

p=—"o (4.106)

degisken degistirmesi yapilirsa,

d%(p){ 1,1 )d@(p){ kkt) k(o)

P 20 20-p)) dp 40" Ap(-p)  4p

(l—p))Rz(p)=0 (4.107)
dp

denklemi elde edilir. (4.107) denklemine,

_k 2. p2 2
R, (p)=p *exp(™ b; )T (p) (4.108)

dontistimii uygulanirsa,

2 _ 2 [ 2 2
dT(Zp)+(azm+ L] 2kde(p)+a N-E +m (o)

dp 2(0-p)  2p dp 4(1-p)

+(1—2k)a2\/—E2:m2+a4(—Ez+m)T(p):0 (4.109)
P

seklinde Konfluent Heun diferansiyel denklemine doniisiir. (4.109) denkleminin genel

¢ozumi,

T(p)=HeunQa’N—-E* +m’ ,—k—%,—%,—%(—Ez +m2)a4,—%(—E2 +m’)a* —§+§,p)
s 1
+p HeunQla’~N-E* +m’ ,k+§,—%,—i(—E2 +m2)a4,—%(—E2 +m’)a’ —§+§,p),
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seklinde elde edilir. Par¢acigin enerji spektrumunu bulmak i¢in, (3.4) ifadesindeki

polinom ¢oziimler i¢in bilinen kosul,
o= —[n + %ja , (n=1,2..)

yardimiyla enerji ifadesi elde edilir. Burada,

T(p)= HeunC(a,,B,f,é‘,n,p) ve
1
5=—Z(—E2+m2)a4, a:azw/—Ez-sz’

1 3 1 k5
=—k-——, =——, =——(E*+m’)a’ ——+=
B ] o = Ja' -3

seklinde tanimlanir. Bu ifadeler (4.110)’da yerine yazilirsa,

—k—l—§+2
L A [N Vv |

seklinde bulunur. Diizenleme yapilirsa,
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1
4n 2kY )2
£o-ofm-(22-2
a 4 (4.112)

seklinde elde edilir. (4.112) ifadesinden elde edilen diger enerji 6zdeger ifadeleri
E = +m dir. Ancak bu durumda dalga fonksiyonlar1 iraksak olur. Bu nedenle, enerjinin
E =+m degerleri, enerji 0zdegeri olarak alinamaz. (4.112) ifadesinde; n=1,2,...

degerleri icin,

1
2%\ )
n=2- Ezz[mz—(%——l;] } : (4.113)

elde edilir. ¢ ve 7 sabitlerinin yazili oldugu enerji ifadesi,

1

2 2 5
E = i(m2c4 Bl ° (2n—k)2] (4.114)
a

seklinde olur.
4.4. (2+1) Boyutlu Uzay Zamanda Solucan Deligi i¢in Spin-1 Denkleminin Céziimii

(2+1) boyutlu uzay zamanda spin-1 denklemi,

(6" (x)® I+ 1® " ()0, ~T > (x))—2m ¥ (x) =0 (4.115)
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seklindedir. Bu denklemin (2+1) boyutlu egri bir uzay-zaman zeminindeki ¢oziimleri,
zaman ic¢inde genisleyen ve bilizilen bir evren modeli icin daha Once
tartisilmaktadir.(Mustafa Dernek, doktora tezi, 2009).

Denklem (4.115)’te, (4.90) ‘daki Dirac matrislerinin Pauli matrisler cinsinden ifadeleri

ve (4.92)’deki spin baglanti katsayilar1 yerine yazlirsa,

(0 ®I+186 o, ¥ +——— (i ®I+1®id ¥ +——— i? ®I +I®ic? ), ¥

\/az+r2 \/a2+12

a’ +2r
2(a2 + rz)

L (*er+I®ic?)

rva2 +I’2

ic'ic® ®I+1®ic'ic” W +2im¥ =0 (4.116)

denklemi elde edilir. Denklem (4.116)’da matris degerleri yerine yazilirsa,

200 07 0 i i O
000 0]|Y, 1 |i 00 ifw,
0, + 0+ (4.117)
000 0]|Y, Ca2li 00 i,
000 -2|W%, 0 i i 0]v,
0 1 1 o[¥ 000 0¥

L -1 0 0 1% a2 |20 0 2%

2= 00 1% | 2r(a+r)3/2210021‘1’
0 -1 -1 0]%, 000 0|¥

o€ 28 2€ €

seklinde elde edilir. Yukaridaki matris ifadesi diizenlenirse,

i 1 i 1
0, +im)\¥, + 0.+ 0, ¥, + 0.+ 0, ¥, =0 (4.118)
2 & (\/azwz W +7 G}WO (\/a2+r2 Wi +7 G}WO

P, 1(a+2r2)}y[ S B z(a+2r2)}x,2 2t =0 (4.119)
[\/ﬁ F ) e Wae )
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i 1

_ = 4.120
[\/ r\/a +7 ] [\/a +7 % W +7 ag]‘PO ’ ( )

2A~0, +im)¥, +

olmak iizere li¢ denklem elde edilir. Degiskenlerine ayirma yontemini kullanarak spinor

bilesenlerine

\Ijl — efiEteikQFlv(r) , \PZ =e*iEteik9F"2 (r) ve \IIO :e—iEteik0F0 (I") (4 121)

seklinde bir doniisim uygulanip, yukaridaki denklemlerde yerine yazilr ve bu

denklemler diizenlenirse,

(E-m)F, (r)—;( d k]F (r)=0 (4.122)
a*+pi\dror

(E+m)F2(r)+;(i—E]F (r)=0 (4.123)
a*+ri\dr r

1 i_i{ (@ +27) 1 ﬁ k (a+2r) A+ ImE() =0 4104
N +1* (dr r r(a +r)]F) a+r (dr rond+ ]F()+ ()= ( )

denklemleri elde edilir. (4.122) ve (4.123) denklemlerinden F,(r) ve F,(r) ifadeleri

cekilirse,
1 d k
F(r)= d_k 4.125
"= m)[ﬁ[dﬁr]}mm, @.125)
)= __1 [ ! (i_kj}% ", (4.126)
(E+m)\ Jg? 4,2 \dr r (r)
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olmak iizere iki denklem elde edilir. (4.125) ve (4.126) denklemlerindeki F,(r)ve F,(r)

ifadeleri, denklem (4.124)" te yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

2 2
ddFrOQ(r)+%ch(l)r(r)—l:—2F0(l")+(E2—m2)(a2+l"2)F0(l/‘)=O (4127)

seklinde elde edilir.

p=~—E*+m?r? (4.128)

degisken degistirmesi yapilir ve yeniden diizenlenir ise denklem (4.127),

d’F, 1 dF, k> N-E?* +m*a* 1
05P)+_ o(p) _Fy(p)- M ()=~ Fy(p)=0 (4.129)
dp> p dp 4p 4p 4

denklemine doniisiir. (4.129) denkleminin ¢6ziimii Konfluent Hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden,

Fo(p) = p? exp( _g)]F][E+—V—JEZ+nﬁa2 ; ﬂ,[k +1],pJ (4.130)

seklinde bulunur. Bu dalga fonksiyonun, p — oo yakinsamasi i¢in

k
St @ D= (0120, (4.131)

kosulu yazilir. Bu kosuldan,

1
E, :i(mz _é(%m]]z , (4.132)

a
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seklinde enerji ifadesi elde edilir. n=0,1,2 degerleri i¢in enerji ifadelerini,

1

2 \2

a

(4.133)

seklinde buluruz. Akim yogunlugu bilesenlerini hesaplamak i¢in,

(1+k+2£)

o P/ 2HM-iEL [ B ant [£1 of

k
—+1— WE—-,p)+
(E—my—4£+p p) ( 2'0)

W(£+1,]f,p)+i
p 27" p

1
o 2W(£,’2‘ P
(4.134)

€ 28 €

1
o 2W(£,’2‘ P

k

(1+k+26) k
L )
3

P! 2HHO-iEL [ BEaint [[ 1 of
— 41—

k
W —
(E+mp—4£+p \\p p) (’43’2”))+

ile verilen dalga fonksiyonu kullanilir. (4.134)’teki dalga fonksiyonu bagimntisinda,

P

Whittaker fonksiyonunun asimptotik ifadesi W(£,§, p)= e? p* seklinde almirsa,
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o P! 2HKO—iEL [ E*+m?
(E—mn—4£+p

[—2£p£2 +(1+k+2£)p" +iJ

N

Y ik97iEt\/2) \;+£
¥ € p
¥, = o (4.135)
ikO—Et— —+£
\Pz e 2p 2
—p/2+ik0—iEt | E2 2
¢ M ppt (ke +28)pt ——
(E+mW—4£+p Jp
[ 2 2 2
seklinde elde edilir. Burada £ = - £ ;—m T -dir. (4.135)’deki dalga fonksiyonlari,

(4.79)’da tanimlanan akim yogunlugu bilesenleri ifadesinde yerine yazilirsa, akim

bilesenleri,

20 2 2
J’:N (—E"+m )[ﬂ+2_ﬁ_2] (4.136)
m(p —4£)
J =0,
4.137)
2 £+]E Y
Lo N2mp (-2£(p — 1)+ k+1)+2kE
1
p*(E* —m?)
L
+ 2
seklinde bulunur. Burada 4 =-2£p > + (1+k+2£)p" , B. Z% ve
Tm

N normalizasyon sabitidir.
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5. SONUC

Bu tezde (2+1) boyutlu uzay-zamanda Dirac ve spin-1 denklemlerinin, sabit
manyetik alan ve (2+1) boyutlu uzay zamanda (2.33) ifadesi ile verilen solucan deligi
metrigi i¢cin ¢oziimler elde edilmekte ve bu ¢oziimler tartisilmaktadir. (3+1) boyutta
sabit manyetik alanda yiiklii pargaciklar icin elde edilen ¢oziimlerde ortaya c¢ikan
normalizasyon problemleri (2+1) boyutta asilmis olur. Grafen gibi tek katmanli
(tabakali) fiziksel yapilarm kuantum mekaniksel davraniglarinin anlasilmasi icin (2+1)
boyutlu uzay zamanda solucan (kurt) deligi metrigi zemininde relativistik spin-1/2 ve
spin-1 parcaciklarin kuantum mekaniksel davranislari incelenmekte ve s6z konusu
parcaciklar1 bu zeminde temsil eden dalga fonksiyonlari, bu fonksiyonlardan enerji

ifadeleri ve akim bilesenleri elde edilmektedir.

Sabit manyetik alanda Dirac pargaciklari i¢in enerji ifadesine, c ve 7 sabitleri

de dikkate alindiginda, n=0,1,2.. ve k =0 £1,£2... olmak iizere,

2 2
E = J_rmcz(uﬂ(mgj] : (5.1)

seklinde elde edilir. (5.1) ifadesinden n=0 i¢in, sifir durum enerjisi elde edilir. Burada

manyetik alanin ¢ok zayif ve ¢ok giiclii oldugu durumlar incelenirse, manyetik alanin

¢ok zayif oldugu durumda, eBA><< m’c*® gbz Oniine almarak, Dirac pargaciklar1 igin
g p

enerji ifadesi,

2
E, i[mc2 +—2er21 (k+£jj (5.2)
mc 2

seklinde olur. Manyetik alanin ¢ok giiclii oldugu durumda ise enerji ifadesi,

12

)2 (5.3)

49



seklinde elde edilir. Spin-1/2 parcaciklarmmi temsil eden dalga fonksiyonlarinin

asimptotik ifadeleri kullanilarak akim bilesenleri,

1

r_ h eB 2 201 _py 2L
J'=— prel(pT +]),
mec\ 2n(I'(2L +2v)+T°(2L1))
J =0, (5.4)
1
Jg _ & eB 2 p2L+2v—le—p .
m\2x('(2L+2v)+T'(2L))

seklinde bulunur. Normal akim yogunluklary, (5.4) ifadesinde hesaplanan akim
bilesenlerinin “e” pargacik yiikii ile ¢arpilmasiyla elde edilir.
Sabit manyetik alanda, Dirac denklemi i¢in polarizasyon ve manyetizasyon

yogunluklarmin bilesenleri,

N2

P] (p2L+2v—]e—p)’ (55)
m
2
M2 = N (p2L+4v—]e—p +p2L—]e—p) (5.6)
2m

seklinde bulunur. Bu Polarizasyon ve manyetizasyon yogunluklarinin hiperyiizey

iizerinden integralleri,

I Pl - AT(2L +2v) ’ 57)
: mc[l'(2L +4v)+T'(2L)]

[ M"do L (5.8)
s 2m
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seklide hesaplanir. Burada,o hiper yilizeydir ve iki boyutlu uzayda kartezyen
koordinatlarda do = \/deidx ; olarak tanimlanr.

Dirac akimlar1 olasilik akimlaridir ve hiz boyutundadir. Bu nedenle, normal yiik
akimlarm elde etmek i¢in Dirac akimi “e” yiikii ile carpilir. Dirac akimin1 Gordon
ayristmindan elde edilen polarizasyon ve manyetizasyon olasilik yogunluklarmin,
sirasiyla, (5.7) ve (5.8) ‘deki integral ifadelerinden elde edilen sonuglarini “e” parcacik
yiikii ile ¢arpilmasiyla, Dirac parcaciginin elektrik ve manyetik dipol momentleri elde

edilirr. Bu durumda; manyetizasyon yogunlugunun hiperyilizey iizerinden
integrasyonundan elde edilen ifadesinden; ;—h, yani elektronun manyetik dipol
m

momentinin, tam olarak hesaplamak miimkiin oldugu goriiliir.

Sabit manyetik alandaki relativistik spin-1 parcaciklari i¢in enerji ifadesi ise,

1
2p2 2.2 5
E, = eB i( e’B m-c +eBh+2eBhn] (5.9)

+
2me® \ 4m’c? n c’ c’
olarak bulunur. Manyetik alanimn ¢ok zayif oldugu, eB<< mc’ durumunda spin-1

parcaciklari i¢in enerji ifadesi,

2 2
E =+M 632(112;’ (n+l)] (5.10)

seklindedir. Manyetik alanin ¢ok gii¢lii oldugu durumda ise enerji ifadesi,

eB _ eB
E, = -+ >
2mc 2mc

(5.11)

olarak elde edilir. Sabit manyetik alanda, spin-1 pargaciklarmi temsil eden dalga

fonksiyonlarmin asimptotik ifadeleri kullanilarak akim bilesenleri,
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g N?B_sin[(- 2k +1)8]+ B, sin [(2k+1)9]’ (5.12)
Jo _ N?B. cos[(— 2k+1)¢9]—ﬁ+ cos[(2k+1)0]

m
seklinde bulunur.

(2.33) ifadesinde verilen solucan deligi metrigi i¢in Dirac denkleminin ¢6zimii

sonucu elde edilen enerji ifadesinde c ve 7 sabitleri yerine yazilirsa,

1

2
(4n—2k)2] , (n=1,2.,k=0+1,42...) (5.13)

2 2

hi‘e
2 4 4
m c'a

e

seklinde olur. Burada, a”, solucan deliginin bogazinin yarigapi, yani grafen igin orgii
sabitidir. Ayrica, k, agisal momentum ve n, baskuantum sayisit olmak tlizere kuantum
sayilaridir. Denklem (4.112)’de verilen ifadeden elde edilen diger enerji ifadeleri
E =+m’dir. Ancak bu ifade, (3.4)’te verilen Konfluent Heun denkleminin polinom
olma kosulunu saglamaz. Bu nedenle, enerji 6zdegeri olarak almamaz. (5.13)’teki enerji

bagintisindan, enerji degerinin gercel olabilmesi i¢in kok i¢cindeki ifade,

2.2

m et~ (4n 2k) 20 (5.14)
a

olmalidir. Bu durumda a” ’nin,

a’ ik < ﬂ(zn —k) (5.15)
m,c
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seklinde bir kritik degere sahip olur. a*’nin bu degerinin, L, ifadesi yani, A_,
m.c

Compton dalga boyu ile ayn1 mertebede ve boyutta oldugu goriilmektedir. Burada,
Compton dalga boyunun, enerji ifadesi i¢in esik deger oldugunu goriiliir. a*, tek
katmanli yapilar i¢in orgii sabiti olarak yorumlanmasi durumunda: @’<AZ, ise
(5.13)’teki enerji ifadesi imajiner olur. Dolayisiyla, kiitleli Dirac parcacigi, m® =0
kiitlesiz durumunda oldugu gibi orgii igerisinde tuzaklanmadan tiinelleme yaparak
geger. a’> A, durumunda ise pargacik kuantum sayilarinin degerine bagli olarak orgii
icerisinde toplam E enerjisiyle titresim yapar. Enerji ifadesinden elde edilen bu
sonuclar, literatiirdeki deney sonuglari ile tutarli oldugu goriilmektedir (Novoselov vd

2005).

Daha 6nce solucan deligi metrigi kullanilarak, Dirac denkleminin ¢6ziimiinden

elde edilen (4.105) denklemini, Schrodinger tipi bir denkleme doniistiirmek icin,

R(r)=(a® +r)*T(r) (5.16)

biciminde bir doniisiim uygularsak, (4.105) denklemi,

d2T+(2a2 =32 k(k+D)  k

dar’  \4@*+r*) 1’ (a2+r2)+(E —moattr )]T(F)ZO (5.17)

sekline doniisiir. Bu denklemden de etkin potansiyel,

D 2a7 -3 k(k+)  k

n = - +(E>-=m*)a® +7r’
etkin 4((12 +7‘2) 7‘2 ((12 +7‘2) ( )( )

olarak tanimlanabilir. Burada, E 'nin a”’nin ve k’nin baz1 degerleri i¢in bu potansiyelin
grafigi, Van der Waals potansiyeli grafigine yaklasir. Buradan, solucan (kurt) deligi ve
elektron arasindaki etkilesme, grafen ile elektron arasindaki etkilesmeye benzedigi

goriiliir.
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(2.33) ifadesinde verilen solucan deligi metrigi zemininde spin-1 denkleminin
coziimiinden elde edilen enerji ifadesinde ¢ ve 7 sabitleri yerine yazilirsa,

n=12..,k=0x1%2.. oldugu durumda,

2 2 2\2
En:imcz[l—mhc [k+1+an (5.18)

seklinde elde edilir. Burada enerji ifadesinin gercel olabilmesi i¢in @’ ifadesinin kritik

degeri,

a’ wiik Sﬁ(2n+k+l) (5.19)
mc

seklinde bulunur. Yine yukarida tartistigimiz gibi, (5.13) bagintisinda, i, ifadesi A_,
mc

Compton dalga boyudur. Dolayisiyla, a’, Compton dalga boyu boyutunda ve
mertebesindedir. Bu durumda; Compton dalga boyu, enerjinin esik degeri olur. Yani
a’, orgil sabiti olarak a”<A,_ ise (5.18)’de verilen enerji ifadesi sanal olur. Dolayisiyla,
spin-1 parcaciklari i¢in m*> =0 durumunda oldugu gibi 6rgii igerisinde tuzaklanmadan
tiinelleme yaparak geger. a®> A, durumunda ise pargacik kuantum sayilarmin degerine
bagli olarak orgii icerisinde toplam E enerjisiyle titresim yapar.

Spin-1 parcacigmi temsil eden dalga fonksiyonlarmin asimptotik ifadeleri

kullanilarak akim bilesenleri,

_N*(-E’+m?)
~ m(p - 4£)

Jt

18.2- 5],

J =0, (5.20)
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J

£+]—
s N22mp 2(-28(p2 =)+ k+1)+ 2kE
- 1

pr(E*—m?)

olarak hesaplanir.
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