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ÖZET

ASAL ALT MODÜLLER VE DEDEK·IND HALKALARI

Ortaç ÖNEŞ

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Mustafa ALKAN

Aral¬k 2012, 73 sayfa

Asal ideal kavram¬n¬n modül versiyonu olan asal alt modül kavram¬, de¼gi̧smeli

halkalar üzerinde tan¬mlanan modüller kuram¬için önemli bir kavramd¬r. Tezimizde

bu kavram için Çall¬alp ve Tekir (2009), Dummit ve Foote (1999) ve Kaplansky

(1952) kitaplar¬ndan; Jenkins ve Smith (1992) makalesinden geni̧s ölçüde yarar-

lan¬lanarak, asal alt modüllerin zincir uzunlu¼gunu ve bunlar¬ kullanarak halkay¬

belirleyece¼giz.

Bu tez 4 bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölümde, tez boyunca kullan¬lacak

olan temel kavramlar ve gösterimlerin tan¬mlar¬verilmi̧stir. ·Ikinci bölümde, daha

sonraki bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬temel tan¬m ve sonuçlar ifade edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, bu tezin hedef ald¬¼g¬ konunun geli̧simi için gerekli olan modül

teorisi ile ilgili baz¬tan¬m, teorem ve sonuçlar verilmi̧stir. Bu bölümde verilen Asal

alt modül kavram¬, dördüncü bölüm için çok önemlidir.

Dördüncü bölüme, en küçük asal alt modül kavram¬ile başlanm¬̧st¬r. Onu tak-

iben, halka ve modülün boyutu kavram¬tan¬t¬larak, temel özellikleri verilmi̧stir. Bu

bölümün geri kalan k¬sm¬nda, modülün boyutunun ba¼gl¬bulundu¼gu halka ile nas¬l

bir ili̧ski içinde oldu¼gu incelenmi̧stir. Bunlar kullan¬larak Dedekind halka için bir

karakterizasyon verilmi̧stir.

ANAHTAR KEL·IMELER: Asal Alt Modül, Radikal formülü

Dedekind Halkas¬, Modülün Boyutu
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ABSTRACT

PRIME SUBMODULES AND DEDEKIND RINGS

Ortaç ÖNEŞ

M.Sc. Thesis in Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa ALKAN

December 2012, 73 pages

Prime submodule which is a version of prime ideal is an important concept for

modules de�ned on commutative rings. By making use of Çall¬alp and Tekir�s (2009)

book, Dummit and Foote�s (1999) book, Kaplansky�s (1952) book and Jenkins and

Smith�s (1992) article for this concept in this thesis, we determine height of prime

submodule chain and determine rings by using it.

This thesis consists of four chapters. In the �rst chapter, we give some basic

de�nitons and notation used throughout thesis. In the second chapter, we give some

basic de�nitons and results which will be used in the later chapters. In the third

chapter, we give some de�nitions, theorems and results related with the module

theory, which are essential for developing the aim of this thesis.

Fourth chapter is started by minimum prime submodules. Subsequent to it,

concept of a module dimension and ring are introduced and their basic characteristics

are given. In the remainder of this chapter, how dimension of module ties in ring on

which module depends is examined. By using these, a characterizatin is given for

Dedekind ring.

KEYWORDS: Prime Submodule, Radical formula

Dedekind Ring, Dimension of a Module
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ÖNSÖZ

Bu tezde Asal Alt Modüller ve Dedekind Halkas¬çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca, Asal alt

modüller yard¬m¬yla bir modülün boyutu incelenmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬boyunca bilgisini ve deste¼gini esirgemeyen dan¬̧sman¬m Say¬n

Doç. Dr. Mustafa ALKAN�a ve her zaman yan¬mda olan, bu tezin gerçek yarat¬c¬s¬

olan aileme teşekkürlerimi sunar¬m.
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1. G·IR·IŞ

Bu tez çal¬̧smas¬dört ana bölümden oluşmaktad¬r. Bu bölümlerin içeriklerini şu

şekilde özetleyebiliriz.

Birinci bölümde tez boyunca kullan¬lacak olan temel kavramlar ve gösterimlerin

tan¬mlar¬verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde halka ve modülün, Dedekind halkas¬n¬n ve Ayr¬k De¼ger halkas¬

tan¬t¬lm¬̧s ve bunlar¬n temel özellikleri Çall¬alp ve Tekir (2009), Dummit ve Foote

(1999) ve Kaplansky (1952) kaynaklar¬temel al¬narak çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde çarp¬msal modül, daha sonraki bölüm için önemli olan asal alt

modül kavram¬incelenmi̧s ve bunun temel özelliklerine çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde bu çal¬̧sman¬n önemli sonuçlar¬olan modülün boyutu kavram¬

tan¬t¬lm¬̧s ve modülün boyutunun ba¼gl¬bulundu¼gu halka ile nas¬l bir ili̧ski içinde

oldu¼gu incelenmi̧stir. Bunlar kullan¬larak Dedekind halka için bir karakterizasyon

verilmi̧stir

1.1. Çal¬̧sman¬n kapsam¬

Bu çal¬̧smada, Jenkins-Smith (1992) ve Man-Smith (2002) makaleleri temel al¬-

narak, bir modülün boyutu incelenmi̧s ve halkan¬n Krull boyutu ile olan ili̧skisi

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca modülün boyut kavram¬kullan¬larak, baz¬halka s¬n¬�ar¬için

karakterizasyonlar verilmi̧stir. Modülün boyut kavram¬ve halkalar¬n karakterizasy-

onu için gerekli olan temel bilgiler de , Çall¬alp ve Tekir (2009), Dummit ve Foote

(1999) ve Kaplansky (1952) kaynaklar¬ndan derlenmi̧s ve çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

1.2. Temel Kavramlar ve Gösterimler

2. bölümde tez boyunca s¬kça kullan¬lan baz¬kavramlar¬n tan¬m¬ve gösterimleri ver-

ilecektir. Di¼ger özel kavramlar¬n tan¬m¬ve gösterimleri, tez boyunca konu içerisinde

uygun yerlerde aç¬klanacakt¬r.
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2. KURAMSAL B·ILG·ILER VE KAYNAK TARAMALARI

Bu tezin giri̧s bölümde daha sonra kullan¬lacak olan halka ve modül teorideki temel

bilgiler (Dummit ve Foote 1999),(Tekir ve Çall¬alp 2009) temel kaynak al¬narak

haz¬rlanm¬̧st¬r. Aksi belirtilmedi¼gi sürece de R ile birleşmeli, birimli ve de¼gi̧smeli

herhangi bir halka gösterilecek, modüller de R üzerindeki modül olarak çal¬̧s¬lacakt¬r.

2.1. Halka ve Modüller

Tan¬m 2.1 A, R halkas¬n¬n alt kümesi olsun. R�nin A�y¬kapsayan en küçük ide-

aline A�n¬n üretti¼gi ideal denir ve (A) ile gösterilir. Özel olarak, A = ? ise (A) = 0

olur. A = fag tek elemanl¬ bir küme ise (A) = (a) ya a�n¬n üretti¼gi temel ideal

denir. A = fa1; a2; :::; ang sonlu bir küme ise (A) ya sonlu üretilmiş ideal ve A�ya

da üreteç kümesi denir.

A � R alt kümesi için;

(A) =

(
kX
i=1

riai : ri 2 R ve ai 2 A, i = 1,2,:::,k, k 2 N
)

A = fa1,a2,:::,ang sonlu kümesi için;

(A) =

(
nX
i=1

riai : ri 2 R ve ai 2 A
)

ve tek elemanl¬A = fag kümesi için;

(A) = (a) = Ra = fra : r 2 Rg

dir.

Tan¬m 2.2 i) Q, R halkas¬n¬n ideali ve Q � R olsun. Her a,b 2 R için ab 2 Q

iken a 2 Q veya bir n 2 Z+ için bn 2 Q ise Q�ya R�nin asal¬ms¬ideali denir.

ii) P , R halkas¬n¬n ideali ve P � R olsun. Her a,b 2 R için ab 2 P iken a 2 P

veya b 2 P ise P�ye R�nin asal ideali denir.

iii) M , R halkas¬n¬n ideali ve M � R olsun. M � L � R olan R�nin her L

ideali için M = L veya L = R ise M�ye R�nin maksimal ideali denir.

iv) R halka ve I, R halkas¬n¬n ideali olsun. I idealinin radikali, I�y¬kapsayan

tüm asal ideallerin kesişimi olarak tan¬mlan¬r ve
p
I =

T
I�P

P ile gösterilir.

2



Örnek 2.3 i) Z halkas¬nda 25Z ideali asal¬ms¬idealdir.

ii) f0g [ fpZ : p asal say¬g, Z�nin asal idealleridir.

iii) fpZ : p asal say¬g, Z�nin maksimal idealleridir.

iv)
p
12Z = 6Z�dir.

Tan¬m 2.4 Her ideali temel ideal olan taml¬k bölgesine temel ideal bölgesi (T·IB)

denir.

Tan¬m 2.5 R halka ve 0 6= p 2 R, tersinir olmayan bir eleman olsun.

i) a, b 2 R için, p = ab olmas¬, a veya b�nin R�de tersinir olmas¬n¬gerektirirse

p�ye R�nin indirgenemez eleman¬denir.

ii) a, b 2 R için, pjab olmas¬, pja veya pjb olmas¬n¬gerektirirse p�ye R�nin asal

eleman¬denir.

iii) a, b 2 R için, b = au olacak şekilde bir u 2 R tersinir eleman¬varsa, a ile b

elemanlar¬na ilgili elemanlar denir ve a � b ile gösterilir.

Taml¬k bölgesinde her asal eleman indirgenemez elemand¬r. Fakat tersi do¼gru

de¼gildir. Örne¼gin, Z
�p
�5
�
de

9 = 32 = (2 +
p
�5)(2�

p
�5)

dir. 3, 2 +
p
�5, 2�

p
�5 indirgenemez elemanlard¬r, fakat asal de¼gillerdir.

Tan¬m 2.6 R taml¬k bölgesi olsun. R�de s¬f¬rdan ve tersinir elemanlardan farkl¬,

her eleman sonlu tane indirgenemez eleman¬n çarp¬m¬ olarak yaz¬labiliyor ve bu

yaz¬l¬̧s s¬ra ve ilgililik düşünülmeden tek türlü ise R�ye tek türlü asal çarpanlar¬na

ayr¬labilen bölge (TAÇ) denir.

Her T·IB, TAÇ�d¬r. Ancak Z [x] TAÇ�d¬r fakat T·IB de¼gildir.

Tek türlü asal çarpanlar¬na ayr¬labilen bölgede indirgenemez elemanlar asal da

olaca¼g¬ndan, indirgenemezlik ve asall¬k denktir.

Şimdi de vektör uzaylar¬n genellemesini hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 2.7 (M ,+) de¼gişmeli grup ve R halka olsun.

3



(r;m)! rm gösterimi ile R�M !M fonksiyonu aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yorsa,

M�ye R üzerinde modül veya k¬saca R-modül denir.

i) Her r 2 R, her m,m0 2M için, r(m+m0) = rm+ rm0,

ii) Her r; r0 2 R, her m 2M için, (r + r0)m = rm+ r0m,

iii) Her r; r0 2 R, her m 2M için, (rr0)m = r(r0m),

iv) Her m 2M için, 1R:m = m.

Tan¬m 2.8 R halka, M R-modül ve N � M boş olmayan bir alt küme olsun. N

de M�deki işlem ile bir R-modül ise N�ye, M�nin bir alt modülü veya R-alt modülü

denir.

E¼ger N , M�nin alt kümesi ise N , M�nin alt modül olmas¬ ile her a,b 2 N ,

r 2 R için a � b 2 N ve rb 2 N olmas¬n¬n denk oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca

K;L ve N; M�nin alt modülleri ve K � N ise K + (L \ N) = (K + L) \ N

oldu¼gu kolayca görülebilir. Bir modülün, alt modülü kullan¬larak, R�nin bir ideali

(N : M) = Ann(M=N) = fr 2 R : rM � Ng şeklinde tan¬mlanabilir. Bu ideal tez

boyunca s¬k s¬k kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.9 R halka, M R-modül ve N , M�nin has alt modülü olsun. M�nin, N�yi

kapsayan N�den başka hiçbir has alt modülü yoksa N�ye maksimal alt modül denir.

Önerme 2.10 M sonlu üretilmiş R-modül ise M�nin, her has alt modülünü kap-

sayan bir maksimal alt modülü vard¬r.

Kan¬t N , M�nin bir has alt modülü ve


 = fK �M : N � K �Mg

olsun. N 2 
 oldu¼gundan, 
 6= ?�d¬r. 
�da herhangi bir zincir, fKig alal¬m. [Ki

de M�nin N�yi kapsayan has bir alt modülüdür. Gerçekten, [Ki has alt modül

olmasayd¬, M�nin sonlu say¬daki tüm üreteçlerini bulundurur ve tüm üreteçler zin-

cirdeki bir Ki alt modülünde olurdu. Bu ise Ki�lerin has alt modül olmas¬ile çeli̧sir.

Şu halde [Ki 2 
 ve al¬nan zincirin bir üst s¬n¬r¬d¬r. Zorn lemmadan 
�nin bir

maksimal eleman¬vard¬r. Bu maksimal eleman da N�yi kapsayan bir maksimal alt

modüldür.
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Tan¬m 2.11 R taml¬k bölgesi ve M R-modül olsun. m 2 M eleman¬için rm = 0

olacak şekilde bir 0 6= r 2 R varsa, m�ye M�nin torsion(burulmal¬) eleman¬denir.

T (M) = fm 2M : rm = 0 olacak şekilde bir 0 6= r 2 R var.g

alt modülüne de M�nin torsion(burulmal¬) alt modülü denir.

T (M) =M ise M�ye torsion(burulmal¬) modül, T (M) = 0 ise M�ye torsion-free

(serbest burulmal¬) modül denir.

Tan¬m 2.12 R halka ve M R-modül olsun.

(0 :M) = fr 2 R : rM = 0g

idealine M modülünün s¬f¬rlay¬c¬s¬denir ve Ann(M) ile gösterilir.

E¼ger Ann(M) = 0 ise M modülüne sad¬k modül denir.

Tan¬m 2.13 R halka ve M R-modül olsun. M�nin alt modüllerinin her artan

M1 �M2 � ::: �Mn � :::

zincirinde, her i 2 Z+ içinMn =Mn+i olacak şekilde n 2 Z+ varsaM�ye Noetherian

modül denir.

Teorem 2.14 R halka ve M R-modül olsun. M Noetherian modüldür ancak ve

ancak M�nin her alt modülü sonlu üretilmiştir.

Örnek 2.15 i) Z Z-modül Noetherian modüldür.

ii) Q Z-modül Noetherian modül de¼gildir.

Tan¬m 2.16 R halka ve P0,P1,...,Pn asal idealler olsun. P0 � P1 � ::: � Pn

zincirine, n-uzunlu¼gunda bir asal ideal zinciri denir. R halkas¬n¬n tüm asal ideal

zincirlerinin uzunluklar¬n¬n en büyük üst s¬n¬r¬na R�nin Krull boyutu denir ve D(R)

ile gösterilir..

Örnek 2.17 R = Z ise D(R) = 1�dir.

Önerme 2.18 R tek boyutlu bir Noetherian bölge ve r 2 R olsun. O halde r�yi

içeren R�nin sonlu say¬da maksimal ideali vard¬r.
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Kan¬t

� =

(
I 2 �(R): I =

nX
i=1

�i (n 2 N ve �i, r�yi içeren R�nin maksimal ideal),
)

olsun. R Noetherian oldu¼gundan, ��nin maksimal eleman¬vard¬r. Buna J = �1 +

�2 + :::+ �n diyelim. Varsayal¬m ki �, R�nin r�yi içeren maksimal ideali ve � 6= �i
(i = 1; :::; n) olsun. J maksimal oldu¼gundan, �+�1+�2+ :::+�n = �1+�2+ :::+�n

olur. Bu varsay¬m ile çeli̧sir. Böylece �i = � (i = 1; :::; n)�dir. Sonuç olarak r�yi

içeren R�nin sonlu say¬da maksimal ideali vard¬r.

Tan¬m 2.19 R halka ve S, çarp¬msal alt kümesi olsun. S�1R�de aşa¼g¬daki toplama

ve çarpma işlemleri

a

s
+
b

t
=

at+ bs

st
a

s

b

t
=

ab

st

ile (S�1R;+; :) bir halkad¬r. Bu halkaya R�nin S�ye göre yerelleştirmesi denir.

Halkan¬n s¬f¬r¬, 0S�1R =
0R
1
ve birimi, 1S�1R =

1R
1
dir. Ayr¬ca, � : R ! S�1R,

�(r) = r
1
ile tan¬ml¬� fonksiyonu bir halka homomor�zmas¬d¬r. ��ye do¼gal homo-

mor�zma denir.

Önerme 2.20 R bir halka ve S, çarp¬msal alt kümesi olsun.

i) S�1R�nin ideallerinin yap¬s¬, I, R�nin bir ideali olmak üzere

S�1I =
n
� 2 S�1R : � = a

s
olacak şekilde a 2 I ve s 2 S var

o
şeklindedir.

ii) S�1R�nin asal ideallerinin yap¬s¬, P , R�nin bir asal ideali ve S\P = ? olmak

üzere

S�1P =
n
 2 S�1R :  = p

s
olacak şekilde p 2 P ve s 2 S var

o
şeklindedir.
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2.2. Dedekind Halkalar¬

Dedekind halkalar¬cebirsel geometride ve cebirsel say¬lar teorisinde önemli bir tu-

tar. Ayr¬ca, bir halka üzerindeki herhangi bir modülün yap¬s¬n¬n belirlenmesi zor bir

problem olmas¬na ra¼gmen Dedekind halka üzerindeki modül yap¬lar¬k¬smi olarak

belirlenebilir. R T·IB iken sonlu üretilmi̧s modülün yap¬s¬n¬ (Dummit ve Foote

1999)�dan hat¬rlayarak başlayal¬m.

Teorem 2.21 R temel ideal bölgesi ve M sonlu üretilmiş R-modül olsun. P�11 ,

P�22 ,...,P
�t
t R�nin asal ideallerinin kuvvetleri ve r � 0 olmak üzere

M �= Rr � (R=P�11 )� (R=P�22 )� :::� (R=P�tt )

şeklindedir.

R temel ideal bölgesi olsun. R�nin s¬f¬rdan farkl¬her I ideali, 0 6= a 2 R olmak

üzere, I = Ra şeklindedir. R bir TAÇ oldu¼gundan, p1; p2; :::; pn�ler R�nin indirgene-

mez elemanlar¬olmak üzere, a = pt11 p
t2
2 :::p

tn
n şeklindedir. Şu halde

I = Ra = Rpt11 p
t2
2 :::p

tn
n =

nQ
i=1

Rptii =
nQ
i=1

(Rpi)
ti olmak üzere asal ideallerin bir

çarp¬m¬şeklinde yaz¬labilir. Bu gözlem ile aşa¼g¬daki tan¬m anlaml¬olacakt¬r.

Tan¬m 2.22 R taml¬k bölgesi olsun. R�nin her has ideali, sonlu say¬da asal idealin

çarp¬m¬olarak tek türlü yaz¬labiliyorsa R�ye Dedekind bölgesi denir.

Temel ideal bölgesinde sonlu üretilmi̧s modülleri belirleyebildi¼gimiz gibi Dedekind

bölgelerindeki benzer yap¬y¬(Dummit ve Foote 1999)�dan hat¬layal¬m. Bu nedenden

dolay¬da, Dedekind bölgeleri halka teoride önemli bir yer tutmaktad¬r.

Teorem 2.23 R Dedekind bölgesi, M sonlu üretilmiş R-modül; n, M�nin rank¬,

T (M) M�nin torsion alt modülü, P�11 , P
�2
2 ,...,P

�t
t R�nin asal ideallerinin kuvvetleri,

�1 � 1, t � 0 ve I, R�nin bir ideali olmak üzere

M �= Rn�1 � I � T (M)

dir ve T (M) �= R=P�11 �R=P�22 � :::�R=P�tt �dir.
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Tan¬m 2.24 R taml¬k bölgesi ve F , R�nin kesir cismi olsun. I, F�nin s¬f¬rdan farkl¬

R-alt modülü ve bir 0 6= d 2 R için, dI � R ise I�ya R�nin kesirsel ideali denir.

R taml¬k bölgesi ve F , R�nin kesir cismi olsun. R�nin s¬f¬rdan farkl¬her ideali

bir kesirsel idealdir. Tersine R�de kapsanan her kesirsel ideal de R�nin bir idealidir.

R�de kapsanan kesirsel ideallere tam idealler de denir. Ayr¬ca, I bir kesrisel ideal

ise bir 0 6= d 2 R için, dI � R oldu¼gundan, dI da R�nin (tam) idealidir. Şu halde I

kesirsel ideal ise bir 0 6= d 2 R ve bir J (tam) ideali için, I = (1
d
)J�dir.

Örnek 2.25 R taml¬k bölgesi ve F , R�nin kesir cismi olsun.

i) F�nin s¬f¬rdan farkl¬sonlu üretilmiş her R-alt modülü kesirsel idealdir.

ii) I ve J kesirsel ideallerinin çarp¬m¬, ideallerin çarp¬m¬gibi,

IJ =

(
nX
i=1

aibi : ai 2 I, bi 2 J ve n 2 N
)

ile tan¬mlan¬r. R�nin tüm kesirsel idealleri, bu çarp¬m işlemi alt¬nda birimi R ideali

olmak üzere, birimli ve de¼gişmeli bir yar¬gruptur.

Tan¬m 2.26 R taml¬k bölgesi ve kesir cismi F olsun. I, R taml¬k bölgesinin ke-

sirsel ideali olmak üzere, II 0 = R olacak şekilde bir I 0 kesirsel ideali varsa, I�ya

terslenebilir kesirsel ideal ve I 0 kesirsel idealine de I�n¬n tersi denir.

I, R taml¬k bölgesinin terslenebilir kesirsel ideali ise II 0 = R olacak şekilde I 0

vard¬r ve buradan I 0 � (R : I) elde edilir. Di¼ger taraftan, I (R : I) � R oldu¼gunu

biliyoruz. O halde (R : I) = I 0I (R : I) � I 0R = I 0 bulunur. Böylece I 0 = (R : I)

elde edilir. O zaman I�n¬n tersi tek türlü olarak belirlidir ve tersi (R : I)�d¬r. Şu

halde I�n¬n terslenebilir olmas¬için gerek ve yeter koşul I (R : I) = R olmas¬d¬r.

Bundan sonra I, R taml¬k bölgesinin terslenebilir kesirsel ideali ise tek türlü

olarak belirli olan tersini I�1 ile gösterece¼giz. Ayr¬ca I, R taml¬k bölgesinin ter-

slenebilir bir has ideali ise R � I�1 dir. Gerçekten, I � R�den II�1 = R � I�1 =

I�1R bulunur ve I has ideal oldu¼gundan, R 6= I�1dir.

Tan¬m 2.27 R taml¬k bölgesi ve kesir cismi F olsun. x 2 F olmak üzere, Rx

şeklindeki kesirsel ideale kesirsel temel ideal denir. Her 0 6= x 2 F için, Rx kesirsel

temel ideali terslenebilirdir ve tersi de Rx�1 kesirsel temel idealdir.
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R taml¬k bölgesi ve I1; :::; In kesirsel idealler olsun. I1I2:::In�nin terslenebilir

olmas¬için gerek ve yeter koşul her Ii kesirsel idealinin terslenebilir oldu¼gunu hemen

görebiliriz.

Örnek 2.28 Q rasyonel say¬lar cisminde, 1
2
Z , Z�nin bir kesirsel idealidir. Ayr¬ca,

1
2
Z terslenebilir kesirsel idealdir ve tersi 2Z�dir.

Teorem 2.29 R taml¬k bölgesi, kesir cismi F ve I da R�nin ideali olsun. I kesirsel

ideal terslenebilir ise

i) I ideali sonlu üretilmiştir.

ii) I asal ideallerin bir çarp¬m¬ise, bu çarp¬m s¬ra gözetilmeden tek türlü yaz¬la-

bilir.

Kan¬t (i) I herhangi bir terslenebilir kesirsel ideal olsun. I�1I = R oldu¼gundan,
nP
i=1

uivi = 1 olacak şekilde, ui 2 I�1 ve vi 2 I elemanlar¬(1 � i � n) vard¬r. Herhangi

bir x 2 I için, x =
nP
i=1

(uix)vi ve uix 2 R�dir. Şu halde I, fv1; v2; :::; vng lerle üretilmi̧s

bir idealdir.

(ii) P1; P2; :::; Pn ve Q1; Q2; :::; Qm asal idealler olmak üzere,

I = P1P2:::Pn = Q1Q2:::Qm

olsun. I�1I = R oldu¼gundan,

(I�1P2:::Pn)P1 = R

dir. Böylece P1 terslenebilirdir. Benzer şekilde, Pi ve Qj asal ideallerinin de

terslenebilir oldu¼gu gösterilebilir. P1 asal ve Q1Q2:::Qm � P1 oldu¼gundan, bir

j 2 f1; 2; :::;mg için Qj � P1�dir. Gerekirse yeniden s¬ralayarak, Q1 � P1 oldu¼gunu

kabul edebiliriz.

P�11 Q1 � P�11 P1 = R

oldu¼gundan P�11 Q1, R�nin bir idealidir. Şu halde

P1(P
�1
1 Q1) = Q1

olmas¬P1 � Q1 veya P�11 Q1 � Q1 olmas¬n¬gerektirir. P�11 Q1 � Q1 olmas¬P�11 � R

olmas¬n¬ gerektirdi¼ginden, bu bir çeli̧skidir. Çünkü, P1 (tam) ideal oldu¼gundan,
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R � P�11 �dir. Şu halde P�11 Q1 � Q1 durumu da olamaz. Buradan P1 � Q1 ve

böylece P1 = Q1 bulunur. I�y¬P�11 ile çarparsak P2:::Pn = Q2:::Qm elde ederiz.

Benzer şekilde devam edilerek, istenilen sonuç elde edilir.

Aşa¼g¬daki teorem Dedekind bölgesinin önemli özelliklerini s¬ralamaktad¬r.

Teorem 2.30 R Dedekind bölgesi olsun. Şu halde ;

i) R�nin s¬f¬rdan farkl¬her ideali terslenebilirdir.

ii) R�nin s¬f¬rdan farkl¬her has ideali, asal ideallerin bir sonlu çarp¬m¬olarak,(s¬ra

gözetilmeden) tek türlü olarak yaz¬labilir.

iii) R Noetherian taml¬k bölgesidir.

iv) R�nin s¬f¬rdan farkl¬her asal ideali maksimaldir.

Kan¬t i) R�nin s¬f¬rdan farkl¬her ideali, sonlu say¬da asal idealin çarp¬m¬olarak

yaz¬labilece¼ginden, ispat¬tamamlamak için, s¬f¬rdan farkl¬her asal idealin

terslenebilir oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

P , R�nin s¬f¬rdan farkl¬bir asal ideali ve 0 6= p 2 P olsun. Şu halde P1; P2; :::; Pn
R�nin asal idealleri olmak üzere Rp = P1P2:::Pn�dir. P asal ideal oldu¼gundan ve

Rp = P1P2:::Pn � P

oldu¼gundan, bir i için Pi � P�dir. Pi�nin maksimal oldu¼gunu gösterirsek Pi = P ve

P terslenebilirdir.

Şimdi R�nin her terslenebilir asal idealinin maksimal oldu¼gunu gösterelim. Q,

R�nin terslenebilir asal ideali ve a 2 RnQ olsun. E¼ger

aQ+Q2 = Q

oldu¼gunu gösterirsek, Q terslenebilir oldu¼gundan, aR+Q = R bulunur. Böylece, Q

maksimal ideal olur.

Şimdi aQ+Q2 = Q oldu¼gunu ispatlayal¬m. ·Ilk olarak R=Q�nun Dedekind bölgesi

oldu¼gunu gösterelim. R=Q�nun s¬f¬rdan farkl¬her ideali I;

I; R�nin bir ideali ve Q � I olmak üzere, I = I=Q şeklindedir. P1; P2; :::; Pn

R�nin asal idealleri olmak üzere I = P1P2:::Pn ise P1=Q; P2=Q; :::; Pn=Q ler de
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R=Q�nun asal idealleridir ve

I = I=Q = (P1=Q)(P2=Q) :::(Pn=Q)

asal ideallerin çarp¬m¬olur. O halde R=Q Dedekind bölgesidir.

P1; P2; :::; Pn ve Q1; Q2; :::; Qm�ler asal idealler olmak üzere,

I = aR +Q = P1:P2:::Pn

J = a2R +Q = Q1:Q2:::Qm

olsun. R=Q�da I2=Q = J=Q�dur. J=Q, R=Q�nun temel ideali oldu¼gundan ter-

slenebilirdir. R=Q Dedekind bölgesi oldu¼gundan, Teorem 2.29�e göre, I2=Q ve

J=Q�nun asal çarpanlar¬s¬ra gözetilmeden ayn¬d¬r.

P 21P
2
2 :::P

2
n = Q1Q2:::Qm

ve I2 = J dir. Böylece

Q � I2 = J = a2R + aQ+Q2 � aR +Q2

ve her x 2 Q eleman¬n¬a; d 2 R ve y 2 Q2 olmak üzere, x = ad+y olarak yazabiliriz.

Şu halde

ad = x� y 2 Q

ve böylece a =2 Q oldu¼gundan, d 2 Q�dur. Bundan dolay¬

Q � aQ+Q2 � Q

ve aQ+Q2 = Q elde edilir. Q terslenebilir oldu¼gundan aR+Q = R olup Qmaksimal

olur.

(ii) ve (iii)�ün ispat¬, Teorem 2.29�den aç¬kt¬r.

(iv)�ün ispat¬, (i)�nin ispat¬içinde yap¬lm¬̧st¬r.

Örnek 2.31 F bir cisim olmak üzere, F [X1; X2] polinomlar halkas¬Noetheriand¬r,

fakat Dedekind bölgesi de¼gildir. Çünkü, (X1) asal ideali (X1) � (X1; X2) oldu¼gundan

maksimal de¼gildir.
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Önerme 2.32 R Dedekind bölgesi olsun. R�nin T·IB olmas¬ için gerek ve yeter

koşul TAÇ olmas¬d¬r.

Kan¬t R T·IB ise TAÇ bölge oldu¼gunu biliyoruz. Şimdi bir Dedekind bölgesinin

TAÇ bölgesi olmas¬durumda, her idealinin temel ideal olaca¼g¬n¬gösterelim. Bunun

için de, s¬f¬rdan farkl¬her P asal idealinin temel ideal oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

0 6= a 2 P alal¬m. R TAÇ bölge ald¬¼g¬m¬zdan, birim olmayan a eleman¬n¬, i =

1; 2; :::; n, n 2 N, ei > 1 ve pi ler asal elemanlar olmak üzere, a =
nQ
i=1

peii şeklinde tek

türlü yazabiliriz.

a =
nQ
i=1

peii 2 P oldu¼gundan, P asal ideali bir i = 1; 2; :::; n için, pi 2 P asal

elaman¬n¬kapsar. Şu halde Rpi � P ve pi asal eleman oldu¼gundan, Rpi bir asal

ideal ve Teorem 2.30 (iv)�den maksimaldir. Böylece, P = Rpi temel ideal bulunur.

Tan¬m 2.33 R taml¬k bölgesi ve I ile J de iki ideali olsun. E¼ger I = JK olacak

şekilde bir K ideali varsa J ideali I idealini böler veya I ideali J ideali ile bölünür

denir.

E¼ger J ideali I idealini bölerse, I � J oldu¼gu aç¬kt¬r. R Dedekind bölgesi ise

tersi de do¼grudur. Gerçekten, I � J ise

K = IJ�1 � JJ�1 = R

dir. Böylece JK = I olacak şekilde, R halkas¬n¬n bir K ideali bulunabildi¼ginden, J

ideali I idealini böler. Şu halde Dedekind bölgesinde, idealler aras¬nda bölünebilme

ters kapsanma ile denktir.

Önerme 2.34 R Dedekind bölgesi ve P1; P2; :::; Pn�ler birbirinden ve s¬f¬rdan farkl¬

asal idealler olsun. Her i = 1; 2; :::; n için, xi 2 R elemanlar¬ve ei > 0 tam say¬lar¬

verildi¼ginde,

x� xi 2 P eii ve x� xi =2 P ei+1i

olacak şekilde bir x 2 R vard¬r.
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Kan¬t Her i = 1; 2; :::; n için, P ei+1i � P eii oldu¼gundan, ai 2 P eii fakat, ai =2 P ei+1i

olacak şekilde ai 2 R elemanlar¬bulabiliriz. Şu halde Çin Kalan Teoremine göre,

x � xi + ai mod (P ei+1i )

olacak şekilde bir x 2 R vard¬r. Ayr¬ca,

x� xi = [x� (xi + ai)] + ai 2 P eii ve x� xi =2 P ei+1i

de sa¼glan¬r.

Önerme 2.35 R Dedekind bölgesi ve sonlu say¬da asal ideali varsa, R temel ideal

bölgesidir.

Kan¬t R Dedekind bölgesi oldu¼gundan, s¬f¬rdan farkl¬her has ideali, s¬f¬rdan farkl¬

asal ideallerin bir çarp¬m¬d¬r. Şu halde ispat¬tamamlamak için, s¬f¬rdan farkl¬her

asal idealin bir temel ideal oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

R Dedekind bölgesinin asal idealleri, fP1; P2; :::; Png olsun. Herhangi bir sabit

1 � h � n alal¬m. Önerme 2.34�den, her i = 1; 2; :::; n için, xi = 0 ve her i 6= h için,

ei = 0, eh = 1 al¬n¬rsa,

xh 2 Ph; xh =2 P 2h ve her i 6= h için; xh =2 Pi

olacak şekilde bir xh 2 R bulunabilir. Böylece, PhjRxh, P 2h - Rxh ve her i 6= h için,

Pi - Rxh oldu¼gundan, Ph = Rxh temel ideal bulunur. Bu i̧slem her 1 � h � n için

yap¬labilece¼ginden, R�nin her asal idealinin bir temel ideal oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

Önerme 2.36 R Dedekind bölgesi ve I s¬f¬rdan farkl¬bir has ideali ise R=I temel

ideal halkas¬d¬r.

Kan¬t ni > 1, Pi�ler asal ideal olmak üzere, I =
nQ
i=1

P nii olsun.

R=I �=
nY
i=1

R=P ni

olur. Böylece bir P asal ideali için, R=P n nin temel ideal halkas¬oldu¼gunu gösterirsek

ispat tamamlanm¬̧s olur.
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R Dedekind bölgesi oldu¼gundan, P n � J ise J = Pm, m � n şeklindedir.

J=P n = Pm=P n = (P=P n)m

dir. Bir p 2 PnP 2 eleman¬için, Rp idealinin asal ideallerin çarp¬m¬olarak yaz¬l¬̧s¬,

P 6= P 0i olmak üzere,

Rp = PP 01P
0
2:::P

0
t

olsun. Rp + P n = P oldu¼gundan, P=P n nin bir temel ideal böylece, R=P n nin her

J=P n idealinin de bir temel ideal oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Dedekind bölgesinin bir Noetherian bölge oldu¼gunu biliyoruz. Şu halde her ideali

sonlu üretilmi̧stir. Şimdi özel olarak her idealinin en fazla iki elemanla üretildi¼gini

ispatlayal¬m.

Sonuç 2.37 R Dedekind bölgesi ve I s¬f¬rdan farkl¬bir ideali ise elemanlardan biri

key� olarak seçilmek üzere iki elemanla üretilmiştir.

Kan¬t 0 6= a 2 I herhangi bir eleman olmak üzere, Önerme 2.36�a göre R=Ra temel

ideal halkas¬ve I=Ra temel idealdir. Şu halde bir b 2 I için, I = Ra+Rb bulunur.

Önerme 2.38 R Dedekind bölgesi ve S, R�nin çarp¬msal alt kümesi ise S�1R de

Dedekind bölgesidir. Ayr¬ca, R�nin her P asal ideali için, Rp yerelleşmesi de temel

ideal bölgesidir.

Kan¬t (Çall¬alp ve Tekir 2009, Önerme 4.2.2)�ye göre S�1R�nin her J ideali, R

Dedekind bölgesindeki bir I idealinin geni̧slemesi ve I ideali asal ideallerin sonlu bir

çarp¬m¬olarak yaz¬labildi¼ginden,

(Çall¬alp ve Tekir 2009, Önerme 4.2.9 (2))�den,

I =
sY
i=1

P nii ) J = Ie =
sY
i=1

(P ei )
ni

ve P ei ler S
�1R ya da S�1R�nin asal idealleri oldu¼gundan, ilk iddia gösterilmi̧s olur.

·Ilk iddiadan, her P asal ideali için RP yerelleşmesi de s¬f¬rdan farkl¬ tek asal

ideali PRP olan bir Dedekind bölgesidir. RP�nin s¬f¬rdan farkl¬her ideali de (PRP )n
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şeklindedir. Böylece, p 2 PnP 2 ise pRP = PRP temel ideal ve RP�nin her ideali de

temel ideal olur.

Şimdi modül teoride önemli bir s¬n¬f olan ve vektör uzaylar¬yla benzer özellikler

taş¬yan bir modül s¬n¬f¬tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 2.39 R halka, M R-modül ve S = fy�g�2I de M�nin bir üreteç sistemi

olsun.

i) Her m 2 M eleman¬, r� 2 R, y� 2 S olmak üzere , m =
P
�2I

r�y� şeklinde

sonlu bir toplam olarak yaz¬labiliyor ve bu yaz¬l¬̧s tek türlü oluyorsa, S = fy�g�2I ye

M�nin bir taban¬denir.

ii) M modülüne de S üzerinde serbest modül denir.

iii) E¼ger M modülü bir serbest modülün dik toplanan¬ise M�ye projektif modül

denir.

Önerme 2.40 R taml¬k bölgesi ve I s¬f¬rdan farkl¬kesirsel ideal olsun. I�n¬n

terslenebilir olmas¬için gerek ve yeter koşul I�n¬n projektif R-modül olmas¬d¬r.

Kan¬t I, R�nin terslenebilir bir kesirsel ideali olsun. Böylece ai 2 I ve a�i 2 I�1

olmak üzere,
nP
i=1

aia
�
i = 1�dir. fy1; y2; :::; yng üzerinde F serbest R-modülünü alal¬m.

f : F ! I fonksiyonunu,

f(
nX
i=1

riyi) =
nX
i=1

riai

ile g : I ! F fonksiyonunu da,

g(c) =
nX
i=1

(ca�i )yi

ile tan¬mlayal¬m. f ve g�nin R-modül homomor�zmas¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

(fg)(c) = f(
nX
i=1

(ca�i )yi) =
nX
i=1

(ca�i )ai = c(
nX
i=1

aia
�
i ) = c

ve böylece fg = 1�dir. I, F�nin dik toplam¬nda bir terimdir. Bundan dolay¬ I

projektiftir.

I s¬f¬rdan farkl¬ve projektif bir R-modül olsun. f : F ! I ve g : I ! F ler

fg = 1 olacak şekilde R-modül homomor�zmalar¬ve F serbest R-modülü vard¬r.
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0 6= a 2 I olsun. a0i 2 R ve fy1; y2; :::; yng, F�nin üreteç sisteminin bir alt kümesi

olmak üzere,

g(a) =
nX
i=1

a0iyi

olsun. i = 1; 2; :::; n için ai = f(yi) ve a�i =
a0i
a
diyelim. g bir R-modül homomor�z-

mas¬oldu¼gu için, herhangi bir b 2 I için

bg(a) = ag(b) = g(ab)

dir. F�nin serbest üreteç sisteminde kalan di¼ger elemanlar j 2 J için, fyjg olmak

üzere

g(b) =
nX
i=1

b0iyi +
X
j2J

b0jyj

olsun. Şu halde g(ba) = ag(b) eşitli¼ginden yararlanarak
nX
i=1

(ba0i)yi =
nX
i=1

(ab0i)yi +
X
j2J
(ab0j)yj

olur. Buradan, b0i 2 R ve i = 1; 2; :::; n için ba0i = ab0i ve b0i 2 R olmak üzere

g(b) =
nX
i=1

b0iyi

dir. Ayr¬ca a�i ¬n tan¬m¬ndan her b 2 I için

ba�i = b(
a0i
a
) = b0i 2 R

dir. Böylece i = 1; 2; :::; n için a�i 2 I�1 dir. fg = 1 oldu¼gundan

a = fg(a) = f(
nX
i=1

a0iyi) =
nX
i=1

a0iai

=
nX
i=1

(aa�i )ai = a(
nX
i=1

aia
�
i )

ve böylece
nP
i=1

aia
�
i = 1�dir. II

�1 = R ve I terslenebilirdir.

Teorem 2.41 R taml¬k bölgesinde aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

i) R Dedekind bölgesidir;

ii) R�nin s¬f¬rdan farkl¬her ideali terslenebilirdir;

iii) R�nin her kesirsel ideali terslenebilirdir;

iv) R�nin s¬f¬rdan farkl¬her ideali R-modül olarak projektiftir.
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Kan¬t (i)) (ii) Teorem 2.30�den elde edilir.

(ii)) (iv) Önerme 2.40�den elde edilir.

(iv) ) (iii) I, R�nin kesirsel ideali ve 0 6= d 2 R için, dI � R olsun. Her q 2 I

için, f(q) = dq ile tan¬ml¬R-modül homomor�zmas¬yla I, dI�ya izomorftur. dI

projektif oldu¼gundan, I da projektiftir.

Önerme 2.40�den, I terslenebilirdir.

(iii)) (ii) Aç¬kt¬r.

(ii)) (i)R�nin s¬f¬rdan farkl¬her ideali terslenebilir oldu¼gundan, Teorem 2.29�den

s¬f¬rdan farkl¬her ideali sonlu üretilmi̧stir. Bundan dolay¬R Noetheriand¬r.

	 = fI � R : I sonlu say¬da asal idealin çarp¬m¬olarak yaz¬lamas¬n.g

	 6= ? ise R Noetherian oldu¼gundan 	�nin I gibi bir maksimal eleman¬vard¬r. I

asal olamayaca¼g¬için maksimal de olamaz. Şu halde I � P � R olacak şekilde bir

P maksimal ideali vard¬r. S¬f¬rdan farkl¬her ideal terslenebilir oldu¼gu için IP�1 �

R�dir. Şu halde I � IP�1 dir. I = IP�1 ise P�1 = R�dir. Bu ise, P�nin has ideal

olmas¬ile çeli̧skidir. Bundan dolay¬, IP�1 sonlu say¬da asal idealin bir çarp¬m¬d¬r.

Şu halde I = (IP�1)P sonlu say¬da asal idealin çarp¬m¬olur. Bu ise I�n¬n seçimi ile

çeli̧sir. O halde 	 = ? olur. Dolay¬s¬yla R Dedekind bölgesidir.

Önerme 2.42 R taml¬k bölgesi ve kesir cismi F olsun. R Noetherian ve s¬f¬rdan

farkl¬ her asal ideali maksimal olsun. R�nin s¬f¬rdan farkl¬ her has I ideali için,

qI � R olacak şekilde bir q 2 FnR vard¬r.

Kan¬t I, R�nin s¬f¬rdan farkl¬bir has ideali olsun. I = Ra temel ideal ise

a�1 2 FnR ve a�1I � R�dir.

I temel ideal olmas¬n ve 0 6= a 2 I olsun. I � P olacak şekilde bir P mak-

simal ideali alal¬m. R Noetherian oldu¼gundan, (Çall¬alp ve Tekir 2009, Önerme

5.1.14)�den,

P1P2:::Pn � Ra

olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬P1; P2; :::; Pn asal idealleri vard¬r. P asal ideal oldu¼gu

için P1; P2; :::; Pn asal ideallerinden biri P�de içerilir. Bu asal ideal P1 olsun. Varsay¬m¬m¬z-

17



dan s¬f¬rdan farkl¬her asal ideal maksimal oldu¼gundan, P1 = P dir. Şu halde

PP2:::Pn � aR � I � P � R

dir. Gereksiz asal idealleri ç¬kararak P2:::Pn * aR oldu¼gunu kabul edebiliriz.

b 2 P2:::PnnaR seçersek, a�1b =2 R elde edilir. Şu halde

a�1bI � a�1bP � a�1PP2:::Pn � a�1aR = R

dir.

Dedekind halkalar¬n¬n önemli bir denkli¼gini elde etmek için tam geni̧sleme

tan¬m¬n¬hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 2.43 R, S halkas¬n¬n bir alt halkas¬ ve u 2 S olsun. f(u) = 0 olacak

şekilde bir f(x) 2 R[X] monik polinomu varsa, u�ya R üzerinde tamd¬r denir. E¼ger

S�nin her eleman¬, R üzerinde tam ise S, R üzerinde tam veya, S�ye R�nin tam

genişlemesi denir.

Teorem 2.44 R taml¬k bölgesi olmak üzere, aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

i) R Dedekind bölgesidir;

ii) R Noetherian halka, tam kapal¬ve s¬f¬rdan farkl¬her asal ideali maksimaldir.

Kan¬t (i) ) (ii) R Dedekind bölgesi ve kesir cismi F olsun. Teorem 2.30�den, R

Noetherian halka ve s¬f¬rdan farkl¬her asal ideali maksimaldir.

Şimdi R�nin tam kapal¬ oldu¼gunu gösterelim. u 2 F , R üzerinde tam olsun.

f(u) = 0 olacak şekilde bir monik f(x) 2 R[X] polinomu vard¬r. f(x)�in derecesi

n olsun. I, F�nin f1; u; :::; un�1g ile üretilmi̧s alt R-modülü olsun. Şu halde I,

u�nun bütün kuvvetlerini içerir ve böylece I2 � I�d¬r. I, F�nin sonlu üretilmi̧s bir

R-alt modülü oldu¼gu için bir kesirsel idealdir ve böylece terslenebilirdir. I2 � I

oldu¼gundan, I � R ve u 2 R bulunur.

(ii)) (i) I, R�nin herhangi bir s¬f¬rdan farkl¬ideali ise terslenebilir, yani

I�1I = R oldu¼gunu görelim. I�1I � R oldu¼gunu kabul edelim. Şu halde I�1I, R�nin

bir idealidir ve böylece Önerme 2.42�den, u(I�1I) � R olacak şekilde bir u 2 FnR

vard¬r. Her q 2 I�1, a 2 I için

(uq)a = u(qa) 2 u(I�1I) � R
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ve böylece uq 2 I�1 yani, uI�1 � I�1 dir. R Noetherian oldu¼gu için I sonlu

üretilmi̧stir. d, bu üreteçlerin çarp¬m¬ ise dI�1 � R ve böylece I�1 bir kesirsel

ideal olur. Ayr¬ca dI�1, R�nin bir idealidir ve sonlu üretilmi̧stir. dI�1 =
nP
i=1

Rai

olsun. Böylece I�1 =
nP
i=1

Raid
�1 dir. Bundan dolay¬I�1, F�nin bir sad¬k R[u]-alt

modülüdür. I�1, R-modül olarak sonlu üretilmi̧stir ve böylece (Çall¬alp ve Tekir

2009, Önerme 14.1.11)�e göre u, R üzerinde tamd¬r. R tam kapal¬ oldu¼gu için

u 2 R bulunur. Bu ise u�nun seçimiyle çeli̧ski oluşturur. Şu halde I�1I = R ve

I terslenebilirdir.

2.3. Ayr¬k De¼ger Halkas¬

Dedekind halkas¬için di¼ger bir karakterizasyon da ayr¬k de¼ger halkalar¬ile verilmek-

tedir. Şimdi bu halka s¬n¬f¬n¬hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 2.45 K bir cisim olsun. K� = Kn f0g üzerinde aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan

v : K� ! Z fonksiyonuna bir ayr¬k de¼gerlendirme denir.

i) v örtendir.

ii) Her x, y 2 K� için v(xy) = v(x) + v(y)�dir.

iii) Her x, y 2 K�, x+ y 6= 0 için, v(x+ y) > min fv(x); v(y)g dir..

Tan¬m 2.46 i) v, K cismi üzerinde ayr¬k de¼gerlendirme ise K�n¬n,

fx 2 K : v(x) > 0g [ f0g

alt halkas¬na v�nin de¼ger halkas¬denir.

ii) R taml¬k bölgesi veK kesir cismi olsun. K üzerindeki v ayr¬k de¼gerlendirmesinin

de¼ger halkas¬R ise R�ye ayr¬k de¼ger halkas¬denir.

Önerme 2.47 R, v ayr¬k de¼gerlendirmesine göre ayr¬k de¼ger halkas¬, kesir cismi K

ve 0 6= t 2 R yerel parametre, yani v(t) = 1 olsun. Şu halde

i) 0 6= u 2 R�nin tersinir olmas¬için gerek ve yeter koşul v(u) = 0 olmas¬d¬r.

ii) Her 0 6= r 2 R�yi n > 0 ve u 2 R tersinir olmak üzere r = utn şeklinde

yazabiliriz.
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iii) R ayr¬k de¼ger halkas¬, s¬f¬rdan farkl¬tek asal ideali P = (t) ve s¬f¬rdan farkl¬

her ideali P n(n > 0) olan bir yerel Noetherian bölgedir.

Teorem 2.48 Aşa¼g¬daki ifadeler R halkas¬için birbirine denktir:

i) R, ayr¬k de¼ger halkas¬d¬r;

ii) R, tek maksimal ideali 0 6= P olan yerel, temel ideal bölgesidir;

iii) R, tek (ilgililik fark¬yla) indirgenemez eleman¬t olan TAÇ bölgedir;

iv) R, tek maksimal ideali s¬f¬rdan farkl¬, temel ideal olan yerel, Noetherian

bölgedir;

v) R tam kapal¬, Krull boyutu 1 olan yerel, Noetherian bölgedir. Yani, M s¬f¬rdan

farkl¬tek asal ideal olmak üzere, Spec(R) = f0;Mg�dir.

Teorem 2.49 R bir taml¬k bölgesi olsun. R�nin Dedekind bölgesi olmas¬için gerek

ve yeter koşul R�nin Noetherian bölge ve s¬f¬rdan farkl¬her P asal ideali için, Rp�nin

ayr¬k de¼ger halkas¬olmas¬d¬r.
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3. MATERYAL VE METOT

Halka ile benzer özellikler sa¼glad¬¼g¬ndan çarp¬msal modül kümesi önemli bir s¬n¬ft¬r.

Bu sebepden dolay¬da, çarp¬msal modüllerin karakterizasyonu ve bunun üzerinde

i̧slem yapmak hem daha kolay hem de önemlidir. Ay¬rca çarp¬msal modüller karak-

terize edilerek halka hakk¬nda daha çok bilgiye sahip olabiliriz. Şimdi bunun ile ilgili

temel kavramlar¬(Çall¬alp ve Tekir 2009) temel kaynak alarak hat¬rlayal¬m.

3.1. Çarp¬msal Modül

Tan¬m 3.1 R halka, M R-modül olsun. M�nin her N altmodülü için

N = IM olacak şekilde, R halkas¬n¬n bir I ideali varsa, M�ye çarp¬msal modül

denir.

R halka, M R-modül olsun. M�nin çarp¬msal R-modül olmas¬ için gerek ve

yeter koşul M�nin her N alt modülü için, N = (N : M)M oldu¼gu kolayca ispat-

lanabilir. Bir çarp¬msal modülün homomorf görüntüsü de çarp¬msal modül oldu¼guda

görülebilir. Ay¬rca çarp¬msal modüllerin yerellemesi de yine bir çarp¬msal modüldür.

Önerme 3.2 Her devirli modül çarp¬msal modüldür.

Kan¬t M = Rm devirli R-modül ve N , M�nin herhangi bir alt modülü ise (N :

M)M � N oldu¼gu aç¬kt¬r.

n 2 N olsun. M = Rm oldu¼gundan, n = sm olacak şekilde bir s 2 R vard¬r.

Böylece Rn = sRm = sM � N olur. Şu halde s 2 (N :M) ve n = sm 2 (N :M)M

bulunur. Böylece N � (N :M)M olur. Sonuç olarak, N = (N :M)M�dir.

Tan¬m 3.3 R halka, M R-modül ve Q, R�nin bir maksimal ideali olsun.

TQ(M) = fm 2M : bir q 2 Q için (1� q)m = 0g

kümesini tan¬mlayal¬m. TQ(M), M�nin alt modülüdür.

1) E¼ger, TQ(M) =M ise, M�ye Q-burulmal¬modül denir.

2) E¼ger, (1 � q)M � Rm olacak şekilde, bir q 2 Q ve bir m 2 M varsa, M�ye

Q-devirli modül denir.
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Teorem 3.4 M R-modül olsun. M�nin çarp¬msal modül olmas¬için gerek ve yeter

koşul R halkas¬n¬n, her Q maksimal ideali içinM�nin ya Q-burulmal¬ya da Q-devirli

olmas¬d¬r.

Çarp¬msal modül s¬n¬f¬nda önemli olan bir teoremi daha ispats¬z olarak hat¬rlay-

al¬m.

Teorem 3.5 R bir halka, M sad¬k R-modül olsun. Şu halde M�nin, çarp¬msal

modül olmas¬için gerek ve yeter koşul aşa¼g¬daki iki koşulun sa¼glanmas¬d¬r.

i) R halkas¬n¬n boş olmayan herhangi fI�g�2� idealler ailesi için,

\
�2�

(I�M) = (
\
�2�

I�)M

eşitli¼gi vard¬r.

ii) M�nin herhangi N alt modülü ve R halkas¬n¬n N � IM olacak şekildeki her

I ideali için, J � I ve N � JM olacak şekilde, R halkas¬n¬n bir J ideali vard¬r.

3.2. Asal Alt Modüller ve Radikal Modül

Asal ideallerin genellemesi olan asal alt modül kavram¬da modül teoride önemli

bir yer tutar. Bu alt s¬n¬f kullan¬larak, modüllerin karakterizasyonu ile ilgili önemli

sonuçlar elde edilmi̧stir. Bu bölümde bu s¬n¬f¬inceleyece¼giz.

Tan¬m 3.6 R halka, M R-modül ve N , M�nin has alt modülü olsun.

i) Her r 2 R ve m 2M için, rm 2 N olmas¬m 2 N veya r 2 (N :M) olmas¬n¬

gerektiriyorsa N�ye M�nin bir asal alt modülü denir. N , M�nin bir asal alt modülü

ve P = (N :M) ise N�ye M�nin P -asal alt modülü denir.

ii) Her r 2 R ve m 2M için rm 2 N iken m 2 N veya r 2
p
(N :M) ise N�ye

M�nin bir asal¬ms¬alt modülü denir.

Örnek 3.7 i) R halkas¬n¬n her asal ideali R-modül R�nin asal alt modülüdür.

ii) 2Z� Z, Z� Z Z-modülün asal alt modülü fakat 2Z� 3Z , Z� Z Z-modülün

asal alt modül de¼gildir.
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iii) p sabit bir asal say¬olsun.

E(p) =
n
r
pn
+ Z : r 2 Z; n 2 N0

o
; Q=Z�nin s¬f¬rdan farkl¬Z-alt modüldür.

E(p)�nin asal alt modülü yoktur.

(i) ve (ii) tan¬mdan aç¬kt¬r.

(iii) E(p)�nin alt modüllerinin her biri t 2 N0 için,

Gt =

�
r

pt
+ Z : r 2 Z, n 2 N

�
şeklindedir. Her t 2 N0 için,

(Gt : E(p)) = 0

oldu¼gunu gösterelim. Bir t 2 N0 için,

(Gt : E(p)) 6= 0

oldu¼gunu varsayal¬m. O halde bir 0 6= r 2 (Gt : E(p)) vard¬r.

r = pka 2 (Gt : E(p)) (a 2 Z, p a�y¬bölmez ve k 2 N0)

olsun.

�� =
1

pk+t+1
+ Z

diyelim. Şu halde

ra� =
pka

pk+t+1
+ Z =

a

pt+1
+ Z 2 Gt

olur. Bu sonuç varsay¬mla çeli̧sir. Şu halde her t 2 N0 için,

(Gt : E(p)) = (0)

olur. Hiçbir Gt, E(p)�nin bir asal alt modülü de¼gildir. Gerçekten i herhangi bir

pozitif say¬olmak üzere,

pi =2 (Gt : E(p)) = (0)

ve � = 1
pi+t

+ Z =2 Gt fakat pi� = 1
pt
+ Z 2 Gt olur. E(p)�nin tüm alt modülleri

Gt�ler oldu¼gundan, Spec(M) = � oldu¼gu görülür.

Önteorem 3.8 R halka, M R-modül ve N , M�nin has alt modülü olsun. N alt

modülünün asal olmas¬ için gerek ve yeter koşul (N : M)�nin, R halkas¬n¬n asal

ideal olmas¬ve M=N�nin bir torsion-free R=(N :M)-modül olmas¬d¬r.
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Kan¬t N asal alt modül olsun.

a,b 2 R olmak üzere, ab 2 (N : M) ve b =2 (N : M) olsun. Şu halde abM � N

ve bM * N olur. Böylece abt 2 N ve bt =2 N olacak şekilde bir t 2 M vard¬r. N ,

M�nin asal alt modülü oldu¼gu için, a 2 (N : M) olur. Böylece (N : M) 2 Spec(R)

dir.

M=N�nin torsion-free R=(N :M)-modül oldu¼gunu gösterelim.

�0 6= �r 2 R=(N : M) ve �m 2 M=N olmak üzere �r �m = �0 olsun. Şu halde rm 2 N ve

r =2 (N : M) olur. N asal alt modül oldu¼gundan, m 2 N ve böylece �m = �0 olur. O

halde M=N torsion-free�dir.

M=N torsion-free R=(N : M)-modül olsun. N�nin asal alt modül oldu¼gunu

gösterelim. r 2 R ve m 2 M olmak üzere rm 2 N ve r =2 (N : M) olsun. Şu halde

�r �m = �0 ve �0 6= �r olur. M=N�nin torsion-free R=(N : M)-modül oldu¼gundan �m = �0

ve böylece m 2 N olur. N , M�nin asal alt modülüdür.

N , M�nin asal alt modülü iken (N : M) 2 Spec(R) oldu¼gunu Önteorem 3.8�de

gördük. Ancak tersi her zaman do¼gru de¼gildir.

Örnek 3.9 N = 2Z� 0, M = Z� Z Z-modül olsun. Burada

(N :M) = 0 2 Spec(Z) fakat N asal alt modül de¼gildir. Çünkü (1; 0) 2M ve 2 2 Z

olmak üzere 2(1; 0) = (2; 0) 2 N fakat (1; 0) =2 N ve 2 =2 (N :M)�dir.

Önerme 3.10 M R-modül ve N , M�nin asal¬ms¬alt modülü olsun. Şu halde N�nin

asal alt modül olmas¬için gerek ve yeter koşul (N :M)�nin R halkas¬n¬n asal ideali

olmas¬d¬r.

Kan¬t N asal alt modül ise (N :M) 2 Spec(R) oldu¼gu Teorem 3.8�den aç¬kt¬r.

(N : M) 2 Spec(R) olsun. r 2 R ve m 2 M olmak üzere rm 2 N ve m =2 N

kabul edelim. N asal¬ms¬alt modül oldu¼gu için, bir n tamsay¬s¬için rn 2 (N : M)

olur. (N : M) 2 Spec(R) oldu¼gu için, r 2 (N : M) olur. Sonuç olarak N , M�nin

asal alt modülüdür.

Önteorem 3.11 (N : M), R halkas¬n¬n maksimal ideali iken N , M R-modülün

asal alt modülüdür.
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Kan¬t r 2 R ve m 2 M olmak üzere rm 2 N fakat r =2 (N : M) olsun. O halde

(N :M) maksimal oldu¼gundan (N :M) +Rr = R�dir. R birimli halka oldu¼gundan

1 = x + yr olacak şekilde y 2 R ve x 2 (N : M) vard¬r. Eşitli¼gi sa¼gdan m 2 M ile

çarparsak, xm+ yrm = m 2 N olur. Dolay¬s¬yla N asal alt modüldür.

Önteorem 3.12 R halka, M R-modül ve N , M�nin maksimal alt modülü ise N

asal alt modüldür.

Kan¬t N , M�nin maksimal alt modülü olsun. r 2 R ve m 2 M olmak üzere,

rm 2 N fakat m =2 N olsun. Şu halde N +Rm =M�dir. Böylece

rM = rN +Rrm � N;

yani r 2 (N :M) olur. Böylece N , M�nin asal alt modüldür.

Önteorem 3.13 M sad¬k çarp¬msal R-modül ve P , R halkas¬n¬n asal ideali olsun.

a 2 R ve x 2M olmak üzere, ax 2 PM ise a 2 P veya x 2 PM�dir.

Kan¬t a 2 R ve x 2 M olmak üzere ax 2 PM , a =2 P , K = fr 2 R : rx 2 PMg

ve K 6= R olsun. Şu halde K � Q olacak şekilde R halkas¬n¬n maksimal Q ideali

vard¬r. x =2 TQ(M) olur. Gerçekten, x 2 TQ(M) olsayd¬bir q 2 Q için (1� q)x = 0

ve böylece 1 � q 2 K � Q olurdu. Bu ise çeli̧ski. O halde Teorem 3.4�den M bir

Q-devirli modüldür. Böylece (1�q)M � Rm olacak şekildem 2M ve q 2 Q vard¬r.

Özel olarak bir s 2 R ve p 2 P için

(1� q)x = sm ve (1� q)ax = pm

olur. Böylece (as� p)m = 0 olur. (1� q)M � Rm oldu¼gundan

((1� q)Ann(m))M � R:Ann(m)m = 0

olur. M sad¬k modül oldu¼gundan, (1� q)Ann(m) = 0 olur. Böylece

(as� p) 2 Ann(m)
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oldu¼gundan,

(1� q)as = (1� q)p 2 P

olur. P � K � Q oldu¼gundan s 2 P ve böylece (1� q)x = sm 2 PM olur. Böylece

1� q 2 K � Q çeli̧skisi elde edilir. Sonuç olarak K = R ve böylece x 2 PM olur.

Sonuç 3.14 R halka, M sad¬k, çarp¬msal R-modül ve P , R halkas¬n¬n PM 6= M

olacak şekilde bir asal ideali ise PM , M�nin asal alt modülüdür.

Kan¬t a 2 R ve x 2M olmak üzere, ax 2 PM ve a =2 (PM :M) olsun.

P � (PM : M) oldu¼gundan, a =2 P olur ve Önteorem 3.13�ten x 2 PM olur.

Böylece PM , M�nin bir asal alt modülüdür.

3.3. Alt Modülün Radikali

Bir idealin radikali cebirsel geometride çok önemli bir yer teşkil etmektedir. Bu

aç¬dan, bir idealin radikali kavram¬n¬n bir genellemesi olarak, bir alt modülün radikal

kavram¬da modül teoride önemli bir kavramd¬r. Ayr¬ca bu kavram kullan¬larak

halka ve modül karakterize edilmektedir.

Tan¬m 3.15 R halka, M R-modül ve N , M�nin has alt modülü olsun.

N�yi kapsayan asal alt modül varsa, N�yi kapsayan tüm asal alt modüllerin ke-

sişimine, N alt modülününM-radikali denir. Bu radikal radM(N) veya k¬saca radN

ile gösterilir.

E¼ger N�yi kapsayan asal alt modül yoksa, radM(N) =M olarak tan¬mlan¬r.

Özel olarak, radM(M) = M olur. radM(0) radikaline M�nin radikali denir.

radM(N) = N ise N�ye radikal alt modül denir.

Örnek 3.16 M = R = Z olsun. 24Z�yi kapsayan asal alt modüller 2Z ve 3Z�dir.

O halde radZ(24Z) = 2Z \ 3Z = 6Z�dir.

Teorem 3.17 M R-modül ve N ile L alt modülleri olsun. Şu halde aşa¼g¬dakiler

sa¼glan¬r.
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i) N � radM(N),

ii) radM(radM(N)) = radM(N),

iii) radM(N \ L) � radM(N) \ radM(L),

iv) R�nin her I ideali için, radM(IM) = radM(
p
IM),

v)
p
(N :M) � (radM(N) :M),

vi) M sonlu üretilmiş R-modül ise radM(N) =M olmas¬için gerek ve yeter şart

N =M olmas¬d¬r.

vii) (radM(N) : radM(L)) = (radM(N) : L),

viii) radM=N(0) = (radM(N))=N .

Kan¬t i) Aç¬kt¬r.

ii) (i) ile radM(N) � radM(radM(N))�dir.

radM(N)�yi içeren tüm Qi asal alt modülleri için N � radM(N) � Qi oldu¼gun-

dan, N�yi içeren tüm Pj asal alt modülleri için
T
i2I
Qi � Pj�dir. Böylece

radM(radM(N)) =
T
i2I
Qi � radM(N)�dir.

iii) radM(N \ L) =
T

N\L�Pi
Pi (Pi asal alt modül) ve Q, N ve L�yi içeren tüm

asal alt modüllerin kümesi olsun.

N \ L � N � Q ve N \ L � L � Q

ile

radM(N \ L) � radM(N) ve radM(N \ L) � radM(L)

dir. Böylece

radM(N \ L) � radM(N) \ radM(L)

olur.

iv) radM(IM) =M ise ispat aç¬k.

E¼ger IM � P olacak şekilde bir P p-asal alt modülü varsa, I � (IM : M) �

(P : M) = p�dir. O halde
p
I � p�dir. E¼ger x 2

p
I ise, xn 2 I � p olacak

şekilde bir n 2 Z+ vard¬r. Dolay¬s¬yla x 2 p�dir. Böylece
p
IM � pM � P

olur. Buradan IM�yi içeren her P asal alt modülü için radM(
p
IM) � P�dir.

Böylece radM(
p
IM) � radM(IM) olur. I �

p
I oldu¼gundan, IM �

p
IM ve

radM(IM) � radM(
p
IM)�dir.
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v) x 2
p
(N :M) olsun. O halde xn 2 (N : M) olacak şekilde n 2 Z+ vard¬r.

Böylece N�yi içeren tüm P asal alt modülleri için xnM � N � P�dir. P asal alt

modül oldu¼gundan, x 2 (radM(N) :M)�dir.

vi) N =M olsun. O halde radM(N) = radM(M) =M�dir.

Tersine, radM(N) = M ve N 6= M olsun. M sonlu üretilmi̧s oldu¼gundan,

(K¬l¬çarslan 2004, Önerme 2.8) ile N�nin, N � Pi olacak şekilde en az bir minimal Pi
asal alt modülü vard¬r. Böylece (K¬l¬çarslan 2004, Teorem 2.10) ileM = radM(N) =T
i2I
Pi ve M � Pi�dir. Bu Pi�nin asal alt modül olmas¬yla çeli̧sir. Sonuç olarak

N =M�dir.

vii) x 2 (radM(N) : radM(L)) olsun. O halde xradM(L) � radM(N) ve xL �

radM(N)�dir. Böylece x 2 (radM(N) : L)�dir.

r 2 (radM(N) : L) olsun. O halde rL � radM(N) =
T

N�Pi
Pi (Pi asal alt modül)

ve N�yi içeren M�nin tüm asal alt modülleri için rM � Pi veya L � Pi�dir. E¼ger

rM � Pi ise, o halde r:radM(L) � radM(N) ve r 2 (radM(N) : radM(L))�dir.

Böylece (radM(N) : L) � (radM(N) : radM(L))�dir.

viii) radM=N(0) =
T

N=N�Pi=N
Pi=N (Pi asal alt modül) olmak üzere

�x = x+N 2 Pi=N olsun. O halde x 2 Pi�dir. N � Pi oldu¼gundan x 2 radM(N)�dir.

O halde �x = x+N 2 (radM(N))=N olur. Buradan radM=N(0) � (radM(N))=N�dir.

radM(N) =
T

N�Pi
Pi (Pi asal alt modül) olmak üzere �x = x+N 2 (radM(N))=N

olsun. O halde x 2 radM(N)�dir. Buradan x 2 Pi�dir. O halde �x = x +N 2 Pi=N

olur. Dolay¬s¬yla �x 2 radM=N(0)�d¬r. Buradan (radM(N))=N � radM=N(0)�d¬r.

Sonuç olarak radM=N(0) = (radM(N))=N�dir.

Teorem 3.18 R bir halka,M sonlu üretilmiş R-modül, N ve L,M�nin alt modülleri

olsun. Şu halde radM(N)+ radM(L) =M olmas¬için gerek ve yeter koşul N +L =

M olmas¬d¬r.

Kan¬t radM(N) + radM(L) = M ve N + L 6= M kabul edelim. M sonlu üretilmi̧s

oldu¼gundan N +L � T olacak şekilde bir maksimal T alt modülü vard¬r. T asal alt

modül olaca¼g¬ndan, N � T olmas¬radM(N) � T ve L � T olmas¬radM(L) � T
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olmas¬n¬gerektirir. Şu halde

radM(N) + radM(L) � T

olur. Bu ise vars¬y¬m¬m¬zla çeli̧sir. O halde N + L =M�dir.

N � radM(N) ve L � radM(L) oldu¼gundan, N + L =M olmas¬

radM(N) + radM(L) =M

olmas¬n¬gerektirir.

Önerme 3.19 R taml¬k bölgesi, M R-modül ve T (M) 6=M olsun.

i) M�nin torsion alt modülü asald¬r.

ii) R�nin her P maksimal ideali için PM =M veya PM , M�nin asal alt

modülüdür.

Kan¬t i) P = (T (M) : M), R�nin asal ideali ve M=T (M)�nin torsion-free R=P -

modül oldu¼gunu gösterelim.

T (M) 6= M oldu¼gundan, Ann(m1) = 0 olacak şekilde m1 2 MnT (M) eleman¬

vard¬r. p 2 P olsun. pm1 2 T (M) ve Ann(pm1) 6= 0�d¬r. Böylece r(pm1) = 0 olacak

şekilde 0 6= r 2 R vard¬r. R taml¬k bölgesi ve T (M) 6= M oldu¼gundan p = 0�d¬r.

Böylece P = (T (M) :M) = 0. R bir taml¬k bölgesi oldu¼gundan, P asal ideal olur.

�0 6= r+P 2 R=P ve m+T (M) 2M=T (M) olmak üzere (r+P )(m+T (M)) = 0

olsun. O halde rm 2 T (M), böylece (sr)m = 0 olacak şekilde 0 6= s 2 R vard¬r. R

bir taml¬k bölgesi oldu¼gundan, m 2 T (M)�dir: Sonuç olarak M=T (M) torsion-free.

ii) Varsayal¬m ki PM 6=M olsun. Aç¬kça P � (PM :M)�dir. P maksimal ideal

oldu¼gundan, P = (PM : M)�dir. Böylece (PM : M) asal ideal. P (M=PM) = 0

oldu¼gundan M=PM R=P -modüldür. Şimdi T (M=PM) = 0 oldu¼gunu gösterelim.

m+ PM 2 T (M=PM) olsun. O halde �0 6= r + P 2 R=P olmak üzere

(r + P )(m + PM) = 0�d¬r. R=P cisim oldu¼gundan, (r + P )�1 vard¬r. Böylece

m 2 PM�dir. Buradan T (M=PM) = 0�d¬r. Sonuç olarak PM , M�nin asal alt

modülüdür.
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Önteorem 3.20 R tek boyutlu taml¬k bölgesi ve M R-modül olsun. T (M), M�nin

torsion alt modülü olmak üzere

radM(0) = T (M) \ f\fPM : P , R�nin maksimal idealigg

dir.

Kan¬t Önerme 3.19 ile

radM(0) � T (M) \ f\fPM : P , R�nin maksimal idealigg

dir.

N ,M�nin asal alt modülü ve P = (N :M) olsun. Önteorem 3.8 ile P 2 Spec(R)

olur. R tek boyutlu taml¬k bölgesi oldu¼gundan, P = 0 veya P maksimal idealdir.

E¼ger P = 0 ise,M=N torsion-free R-modül olur ve böylece T (M) � N�dir. Bunu

görecek olursak;

m 2 T (M) olsun. 0 6= r 2 R olmak üzere rm = 0 2 N�dir. N asal alt modül

oldu¼gundan, m 2 N�dir.

Böylece

T (M) \ f\fPMgg � T (M) � N

dir.

E¼ger P 6= 0 ise, P maksimal ideal ve PM � N�dir. Böylece

T (M) \ f\fPMgg � PM � N�dir. Her iki durumda da,

T (M) \ f\fPMgg � N�dir. Sonuç olarak T (M) \ f\fPMgg � radM(0)�d¬r.

Önteorem 3.21 R halka ve M R-modül olsun. N , M�nin alt modülü ise

radN(0) � radM(0)�d¬r.

Kan¬t K, M�nin herhangi bir asal alt modülü olsun.

E¼ger N � K ise radN(0) � K�d¬r.

E¼ger N * K ise N \K, N�nin asal alt modülüdür. Bunu görelim.

r 2 R, m 2 N ve rm 2 N \K � K olsun. K asal alt modül oldu¼gundan, m 2 K

veya rM � K�d¬r.
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E¼ger m 2 K ise, o halde m 2 N \K�d¬r.

E¼ger rM � K ise, rN � K�d¬r. Böylece rN � N \K ve

radN(0) � N \K � K�d¬r.

Her iki durumda da radN(0) � K�d¬r. Dolay¬s¬yla radN(0) � radM(0)�d¬r.

Önteorem 3.22 R tek boyutlu Noetherian bölge ve M R-modül olsun. L, M�nin

tüm sonlu üretilmiş alt modüllerinin birleşimi olmak üzere

radM(0) = [radL(0)

dir.

Kan¬t Önteorem 3.21 ile, M�nin herhangi bir sonlu üretilmi̧s L alt modülü için

radL(0) � radM(0) ve buradan

[radL(0) � radM(0)

d¬r.

m 2 radM(0) olsun. Önteorem 3.20 ile, m 2 T (M) \ f\fPMgg�dir. Böylece

rm = 0 olacak şekilde 0 6= r 2 R vard¬r.Önerme 2.18 ile n 2 Z+ olmak üzere, r�yi

içeren R�nin P1,P2,:::,Pn maksimal idealleri vard¬r. Önteorem 3.20 ile her 1 � i � n

için m 2 PiM�dir. Li, M�nin sonlu üretilmi̧s bir altmodülü, yani Li = Rmi olsun.

O halde PiLi = PiRmi olur. m 2 PiM oldu¼gundan, xi 2 Pi ve mi 2M olmak üzere

m = x1m1 + x2m2 + ::: + xnmn�dir. Böylece m 2 PiLi�dir. L = L1 + L2 + ::: + Ln
olsun. O halde L, M�nin sonlu üretilmi̧s alt modülüdür ve PiLi � PiL oldu¼gundan

m 2 PiL (1 � i � n)�dir.

P , R�nin herhangi bir maksimal ideali olsun. Varsayal¬m ki P 6= Pi (1 � i � n)

olsun. P maksimal ideal oldu¼gundan Rr + P = R�dir. Her taraf¬m 2 M ile

çarpal¬m. O halde Rm = Rrm + Pm = Pm olur. Böylece Rm = Pm ve m 2

Rm = Pm � PPiL � PL olur. Önteorem 3.20 ile m 2 radL(0) olur. Dolay¬s¬yla

radM(0) � radL(0) ve

radM(0) � [radL(0)

d¬r.
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Önteorem 3.23 R halka ve M�, M�nin alt modülü olmak üzere M =
L
�2�

M�

R-modül olsun. O halde

radM(0) =
M
�2�

radM�
(0)

dir.

Kan¬t Önteorem 3.21 ile, her � 2 � için radM�
(0) � radM(0)�d¬r. BuradanM

�2�

radM�
(0) � radM(0)

dir.

m 2 M ve m =2
L
�2�

radM�
(0) olsun. �� : M ! M� do¼gal homomor�zma ol-

mak üzere, ��(m) =2 radM�
(0) olacak şekilde � 2 � vard¬r. ��(m) =2 radM�

(0)

oldu¼gundan, M��nin ��(m) =2 N� olacak şekilde N� asal alt modülü vard¬r. K =

N�
L
(
L
�6=�

M�) olsun. (K¬l¬çarslan 2004, Önteorem 1.11) ile K, M�nin asal alt mod-

ülüdür ve ��(m) =2 N� oldu¼gundan m =2 K�d¬r. Böylece m =2 radM(0)�d¬r. Sonuç

olarak

radM(0) �
M
�

radM�
(0)

d¬r.

Bir idealin radikalinin modül teorideki de¼ger bir genellemesini de şimdi verelim.

Daha önceki genelleme ile eşitli¼gi kullan¬larak, halka ve modüller hakk¬nda bilgi

sahibi olabiliyoruz.

Tan¬m 3.24 R halka, M R-modül olsun. N alt modüle olmak üzere

EM(N) =
�
m 2M : ri 2 R, mi 2M , ki 2 Z+ olmak üzere m = rimi, r

ki
i mi 2 N

	
üretmiş oldu¼gu(

m 2M : ri 2 R, mi 2M , n; ki 2 Z+ olmak üzere m =

nX
i=1

rimi, r
ki
i mi 2 N

)

alt modülüne N�nin zarf¬denir ve WM(N) ile gösterilir.

Gerçekten, EM(N), M�nin her zaman alt modülü olmak zorunda de¼gildir.
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Örnek 3.25 M = Z � Z Z-modül ve N = (9; 9)Z + (4; 8)Z olsun. EZ�Z((9; 9)Z +

(4; 8)Z), Z� Z�nin alt modülü de¼gildir. Gerçekten,

(3; 3) 2 EM(N)�dir. Çünkü 3(1; 1) = (3; 3) ve 32(1; 1) 2 N�dir.

(2; 4) 2 EM(N)�dir. Çünkü 2(1; 2) = (2; 4) ve 22(1; 2) 2 N�dir.

Fakat (3; 3) + (2; 4) = (5; 7) =2 EM(N)�dir. Varsayal¬m ki (5; 7) 2 EM(N) olsun. O

halde (5; 7) = r(a; b) ve rk(a; b) 2 N olur. Buradan ra = 5, rb = 7 oldu¼gundan rj5

ve rj7�dir. Böylece r = �1�dir. O halde r = 1 olmak üzere (5; 7) = (a; b) 2 N�dir.

(5; 7) 2 N ise x,y 2 Z vard¬r öyleki (5; 7) = x(9; 9) + y(4; 8)�dir.

5 = 9x+ 4y ve 7 = 8y + 9x denklemlerinden y = 1
2
2 Z olur. Bu ise çelişki.

Önteorem 3.26 E¼ger N , M�nin herhangi bir alt modülü ise

i) WM(0) � radM(0)

ii) WM(0) � WM(N) � radM(N)

iii) WM=N(0) = WM(N)=N

Kan¬t i) radM(0) =
T
0�N

Ni (Ni asal alt modül) olmak üzere m 2 WM(0) olsun.

O halde m =
nP
i=1

rimi , r
ki
i mi = 0�d¬r. Buradan r

ki
i mi = 0 � N ve rkii mi 2 Ni�dir.

Ni asal alt modül oldu¼gundan rimi 2 Ni olur. Dolay¬s¬yla m =
nP
i=1

rimi 2 Ni�dir.

Böylece m 2
T
Ni = radM(0)�d¬r.

ii) WM(0) � WM(N) oldu¼gu tan¬mdan aç¬kt¬r.

m 2 WM(N) olsun. O halde ri 2 R, mi 2M , ki 2 Z+ olmak üzere m =
nP
i=1

rimi

rkii mi 2 N�dir. radM(N) =
T

N�Pi
Pi (Pi asal alt modül) olmak üzere

rkii mi 2 N � Pi�dir. Buradan rkii mi 2 Pi�dir. Pi asal alt modül oldu¼gundan

rimi 2 Pi�dir. Dolay¬s¬yla m =
nP
i=1

rimi 2 Pi olur. Sonuç olarak m 2 Pi ve

WM(N) � radM(N)�dir.

iii) �m = m + N 2 WM=N(0) olsun. Dolay¬s¬yla ri 2 R ve ki 2 N olmak üzere

�m =
nP
i=1

ri �mi , r
ki
i �mi = �0 şeklindedir. Buradan m =

nP
i=1

rimi , r
ki
i mi 2 N�dir. O

halde m 2 WM(N)�dir. Böylece �m = m+N 2 (WM(N))=N ve

WM=N(0) � (WM(N))=N�dir.

�m = m + N 2 (WM(N))=N olsun. O halde m 2 WM(N) ve m =
nP
i=1

rimi ,
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rkii mi 2 N�dir. Buradan �m = m + N =
nP
i=1

rimi + N =
nP
i=1

ri �mi ve r
ki
i �mi = �0�dir.

Böylece �m 2 WM=N(0)�d¬r.

Tan¬m 3.27 i) R�modül M�nin her N alt modülü için radM(N) =WM(N) ise, M

modülüne radikal formülünü sa¼glar denir.

ii) Her R-modül radikal formülünü sa¼glarsa, R halkas¬na radikal formülünü sa¼glar

denir.

Radikal formül her zaman sa¼glanmaz. Buna ileride bir örnek verece¼giz. Baz¬

modül s¬n¬�ar¬nda da sa¼gland¬¼g¬n¬ileride gösterece¼giz.

Önteorem 3.28 R halka ve M , radM(0) = WM(0) olacak şekilde R-modül olsun.

O halde M�nin herhangi bir N dik toplanan¬için

radN(0) = WN(0)

dir.

Kan¬t Varsayal¬m ki N 0, M�nin alt modülü olmak üzere M = N � N 0 olsun.

WN(0) � radN(0) oldu¼gunu ispatlad¬k.

m 2 radN(0) olsun. Önteorem 3.21 ile radN(0) � radM(0) oldu¼gundan

m 2 radM(0)�d¬r. Hipotezden m 2 radM(0) = WM(0) olup, m 2 WM(0)�d¬r. O

halde n, k 2 Z+ ve ri 2 R, mi 2M olmak üzere rkimi = 0 ve

m = r1m1 + r2m2 + :::+ rnmn (1 � i � n)

dir. mi 2 M ve M = N � N 0 oldu¼gundan mi = xi + yi olacak şekilde xi 2 N ve

yi 2 N 0 elemanlar¬vard¬r. O halde m = r1(x1 + y1) + r2(x2 + y2) + :::+ rn(xn + yn)

ve m� (r1x1 + ::: + rnxn) = r1y1 + ::: + rnyn 2 N \N 0 = 0�d¬r. Böylece 1 � i � n

olmak üzere

m = r1x1+r2x2+:::+rnxn elde edilir. Ayr¬ca riyi 2 N\N 0 = 0 oldu¼gundan rki xi = 0

d¬r. Dolay¬s¬yla m 2 WN(0)�d¬r. O halde

radN(0) � WN(0)

d¬r.
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Teorem 3.29 M çarp¬msal R-modül ve N , M�nin has alt modülü olsun.

I = (N :M) ise

radM(N) = (
p
I)M

olur. O halde, çarp¬msal modüller radikal formülü sa¼glar.

Kan¬t Genelli¼gi bozmadan M�yi sad¬k R-modül kabul edebiliriz.

V (I) = fP , R�nin asal ideali : I � Pg olmak üzere

J =
p
I ise J =

T
P2V (I)

P oldu¼gunu biliyoruz. Teorem 3.5�dan

JM =
\

P2V (I)

(PM)

olur. P 2 V (I) olsun.

M = PM ise radM(N) � PM olur.

M 6= PM ise sonuç 3.14�den,

N = IM � PM

olmas¬

radM(N) � PM

oldu¼gunu belirtir.

Tersine K, M�nin N alt modülünü içeren bir asal alt modülü olsun.

(Çall¬alp ve Tekir 2009, Sonuç 12.1.16 )�dan K = QM olacak şekilde R halkas¬n¬n

bir Q asal ideali vard¬r.

IM = N � K = QM 6=M

oldu¼gundan (Çall¬alp ve Tekir 2009, Sonuç 12.1.17)�den I � Q olur. Böylece

J =
p
I � Q olur. Şu halde JM � K olur. Bundan dolay¬JM � radM(N)�dir.

Sonuç olarak

radM(N) = (
p
I)M

dir.

Sonuç 3.30 Her devirli modül radikal formülünü sa¼glar.
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Önteorem 3.31 R halka ve M projektif R-modül olsun. O halde

radM(0) = WM(0)

dir.

Kan¬t M , F�nin dik toplanan¬olacak şekilde bir tane serbest R-modül F vard¬r.

Dolay¬s¬yla F�, F�nin devirli alt modülü olmak üzere F =
L
�2�

F� şeklindedir. Ön-

teorem 3.23 ile radF (0) =
L
�2�

radF�(0)�d¬r. Her devirli modül radikal formülü

sa¼glad¬¼g¬ndan her � 2 � için radF�(0) = WF�(0) � WF (0)�d¬r. WF (0) � radF (0) her

zaman sa¼gland¬¼g¬ndan, radF (0) = WF (0)�d¬r. Önteorem 3.28 ile radM(0) = WM(0)

olur.

Teorem 3.32 R Dedekind bölgesi ve M R-modül olsun. O halde

radM(0) = WM(0)

d¬r.

Kan¬t WM(0) � radM(0) oldu¼gunu daha önce gösterdik.

m 2 radM(0) olsun. Önteorem 3.22 ileM�nin baz¬sonlu üretilmi̧s L alt modülleri

içinm 2 radL(0)�d¬r. (Kaplansky 1952)�den Li (1 � i � k) ya projektif ya da devirli

modül ve k 2 Z+ (1 � i � k) olmak üzere

L = L1 � L2 � :::� Lk

dir.

Önteorem 3.23, Örnek 3.2 ve Önteorem 3.31 ile

m 2 radL1(0)�radL2(0)� :::�radLk(0) = WL1(0)� :::�WLk(0) � WL(0) � WM(0)

dir. Böylece

radM(0) � WM(0)

dir. Buradan radM(0) = WM(0) olur.
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Tan¬m 3.33 M R-modül ve N � M olsun. k 2 Z+ olmak üzere her r 2 R ve

m 2 M için rkm 2 N iken rm 2 N ise M modülün has N alt modülüne yar¬asal

denir.

E¼ger N , M�nin asal alt modüllerinin bir kesi̧simi olacak şekilde alt modülü ise

N yar¬asal�d¬r. Genel olarak bu durumun tersi do¼gru de¼gildir. Aşa¼g¬daki Teorem,

e¼ger R halkas¬radikal formülünü sa¼glarsa, bu özelli¼gin, M�nin herhangi bir yar¬asal

alt modülü için de sa¼glanaca¼g¬n¬gösterir.

Önteorem 3.34 R halka veM R-modül olsun. Aşa¼g¬daki ifadeler birbirine denktir:

i) M radikal formülünü sa¼glar;

ii) M�nin her yar¬asal alt modülü, M�nin asal alt modüllerinin bir kesişimidir

ve WM(WM(0)) =WM(0)�d¬r.

Kan¬t (i)) (ii)N ,M�nin yar¬asal alt modülü olsun. O haldeWM(N) = N�d¬r. (i)

ile radM(N) = N�dir. Böylece N ,M�nin asal alt modüllerinin bir kesi̧simidir. Di¼ger

yandan, WM(0) = radM(0) oldu¼gundan, WM(0) yar¬asal ve böyleceWM(WM(0)) =

WM(0)�d¬r.

(ii) ) (i) WM(WM(0)) = WM(0) oldu¼gundan WM(0) yar¬ asald¬r. Böylece

radM(0) � WM(0)�d¬r. Dolay¬s¬yla M radikal formülünü sa¼glar.

Temel ideal bölgesinin bir di¼ger genellemesi de Bezout bölgesidir.

Tan¬m 3.35 R taml¬k bölgesi ve her sonlu üretilmiş ideali temel ideal ise, R�ye

Bezout bölgesi denir.

Teorem 3.36 R tek çarpanlama bölgesi ve R-modül R � R�nin her yar¬ asal alt

modülü, asal alt modüllerin bir kesişimi olsun. O halde R Bezout bölgedir.

Kan¬t Varsayal¬m ki R Bezout bölge olmas¬n. O halde Ra + Rb ideali temel ideal

olmayacak şekilde 0 6= a,b 2 R elemanlar¬vard¬r. c, a ve b�nin en büyük böleni

olsun. O halde a = ca1, b = cb1 ve I = Ra1 + Rb1 6= R olacak şekilde aralar¬nda

asal olan a1, b1 2 R elemanlar¬vard¬r. E¼ger Ra1 + Rb1 = R olsayd¬Ra + Rb temel

ideal olurdu.
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J =
p
I olsun.

J =
�
r 2 R : baz¬n 2 Z+ için rn 2 I

	
d¬r. J 6= R�dir. Çünkü I 6= R�dir.

f = (a1; b1) 2 F = R � R ve N = Jf = J(a1,b1) olsun. Amac¬m¬z N�yi, F�nin

asal alt modüllerinin kesi̧simi olmayan, F�nin bir yar¬ asal alt modülü oldu¼gunu

göstermek.

K = Rf = R(a1,b1) olsun. O zaman K, F�nin asal alt modülü ve N � K�d¬r.

K�n¬n asal alt modül oldu¼gunu görelim.

·Ilk başta K 6= F�dir. E¼ger K = F olsayd¬, 1F = (1; 1) 2 K ve böylece r 2 R

olmak üzere (1; 1) = r(a1,b1) olacakt¬. O halde ra1 = 1 = rb1 ve a1 = b1 olur ki, bu

ise çeli̧ski. Böylece K 6= R�R�dir.

Farz edelim ki rm 2 K olacak şekilde r 2 R ve m 2 F elemanlar¬var olsun. O

halde baz¬x,y 2 R için m = (x,y)�dir. rx = za1 ve ry = zb1 olacak şekilde z 2 R

vard¬r. r 6= 0 oldu¼gunu farzedelim. O halde, a1 ve b1 aralar¬nda asal oldu¼gundan,

r�yi bölen bir p asal eleman¬z�yi de bölmek zorunda. Dolay¬s¬yla r, z�yi böler.

Çünkü, R tek çarpanlama bölgesi oldu¼gundan, p1,...,pn�ler indirgenemez eleman-

lar olmak üzere r = pk11 :::p
kn
n dir. r�yi bölen her asal z�yi de bölmek zorunda

oldu¼gundan, pk11 :::p
kn
n z�yi böler. Böylece r, z�yi böler. O halde x = (z=r)a1 ve

y = (z=r)b1�dir. (x; y) = ((z=r)a1; (z=r)b1) = (z=r)(a1; b1) = (z=r)f�dir. Buradan

(x; y) = Rf = K�d¬r. Böylece K, F�nin asal alt modülüdür. N = Jf ve K = Rf

oldu¼gundan, N � K�d¬r.

L, R�R�nin N = Jf � L olacak şekilde asal alt modülü olsun. L asal oldu¼gun-

dan, f 2 L veya JF � L�dir. E¼ger J(R � R) � L ise, o zaman f = (a1,b1) =

a1(1,0) + b1(0,1) 2 J(R � R) � L olur. O halde her iki durumda da f 2 L�dir.

Böylece K, N�yi içeren (R�R)�nin tüm asal alt modüllerinin kesi̧simidir.

Şimdi N�nin yar¬asal oldu¼gunu gösterelim.

k 2 Z+, r 2 R ve g 2 F olmak üzere rkg 2 N olsun. O halde rkg 2 N � K ve

böylece g 2 K veya rk(R � R) � K = Rf�dir. a1 ve b1 s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan,

rk(R�R) � K için r = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Varsay¬l¬m ki r 6= 0 olsun. O halde g 2 K�d¬r. K = Rf oldu¼gundan R�nin baz¬

s elemanlar¬ için g = sf�dir. O zaman rkg 2 N�den rksf 2 Jf olur ve böylece

rks 2 J�dir. (rs)k 2 J ve sonuç olarak rs 2 J�dir. Buradan rg = rsf 2 N olur.

O halde N yar¬asal�d¬r. Aç¬kça J 6= R oldu¼gundan N 6= K ve böylece N , asal alt

modüllerin bir kesi̧simi de¼gildir. O halde R bir Bezout bölgesidir.

Önerme 3.37 R Noetherian, tek türlü çarpanlama bölgesi olsun. O halde aşa¼g¬daki

ifadeler birbirine denktir:

i) R temel ideal bölgesidir;

ii) R radikal formülünü sa¼glar;

iii) Her sonlu üretilmiş R-modül radikal formülünü sa¼glar;

iv) R�R serbest R-modülü radikal formülünü sa¼glar;

v) Her M R-modül için, her yar¬asal alt modül, M�nin asal alt modüllerinin bir

kesişimidir;

vi) Her sonlu üretilmiş M R-modül için, her yar¬asal alt modül, M�nin asal alt

modüllerinin bir kesişimidir;

vii) F = R � R serbest R-modülün her yar¬ asal alt modülü, F�nin asal alt

modüllerinin bir kesişimidir.

Kan¬t (i)) (ii) Her T·IB, Dedekind bölgesi oldu¼gundan, Teorem 3.32 ile görülür.

(ii)) (iii)) (iv), (v)) (vi)) (vii) Aç¬kt¬r.

(ii)) (v),(iii)) (vi),(iv)) (vii) Önteorem 3.34.

(vii)) (i) R Noetherian oldu¼gundan, R�nin her ideali sonlu üretilmi̧stir. Teorem

3.36 ile R bir Bezout bölgedir. Böylece R, T·IB�dir.

Şimdi daha önce bahsetti¼gimiz radikal formülünün her zaman sa¼glanmayaca¼g¬na

dair örne¼gi verelim.

Örnek 3.38 Z tamsay¬lar halkas¬ve R = Z [X] olsun. F = R�R serbest R-modül

olsun. f = (2,X) 2 F ve P = R2 + RX, R�nin maksimal ideali olsun. N = Pf

olsun. O halde N , F�nin asal alt modüllerinin kesişimi olmayan F�nin bir yar¬asal

alt modülüdür. Bu F modülü, radikal formülünü sa¼glamaz.
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Çünkü;

f = (2; X) 2 F , P = R2 + RX 2 �(R) maksimal ideal ve N = Pf olsun. N�nin

yar¬asal alt modül oldu¼gunu görelim.

r 2 R ve f 2 F için rkf 2 Pf = N olsun. O halde rk 2 P�dir. P maksimal ideal

ve her maksimal ideal asal ideal oldu¼gundan, P asal idealdir. Dolay¬s¬yla r 2 P�dir.

Böylece rf 2 Pf = N olup N yar¬asald¬r.

Bu F modülü, radikal formülünü sa¼glamaz. Çünkü M = F=N alal¬m. N yar¬asal

oldu¼gundan WF=N(0) = WM(0) = 0�d¬r. O halde

Rf=N = radM(0) 6= WM(0) = 0�d¬r.

Önerme 3.39 R sonlu boyutlu Noetherian bölge olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki

ifadeler denktir:

i) R Dedekind bölgesidir;

ii) R radikal formülünü sa¼glar;

iii) Her M R-modülü için, her yar¬asal alt modül, M�nin asal alt modüllerinin

bir kesişimidir;

iv) Serbest R-modülün her yar¬ asal alt modülü, asal alt modüllerin bir ke-

sişimidir.

Kan¬t (i)) (ii)) (iii)) (iv) Teorem 3.32 ve Önteorem 3.34 ile aç¬k.

(iv)) (i)

F�nin her yar¬asal alt modülü, F�nin asal alt modüllerinin bir kesi̧simi olsun.

P , R�nin herhangi bir maksimal ideali olsun. O halde RP lokal halkas¬, (Matsumura

1980, Teorem 45 ve Teorem 48) ile Tek çarpanlama bölgesidir.

Şimdi FP = RP �RP�nin her yar¬asal alt modülü, FP�nin asal alt modüllerinin

bir kesi̧simi olup olmad¬¼g¬n¬kontrol edelim.

N , FP�nin yar¬asal alt modülü olsun. O halde N\F , F�nin yar¬asal alt modülüdür.

(McCasland ve Smith 1993, Teorem 4.2) ile n 2 Z+ olmak üzere

N \ F = K1 \ K2 \ ::: \ Kn olacak şekilde F�nin asal Ki alt modülleri vard¬r.

Varsayal¬m ki (K1 : F ) * P olsun. O halde

(K1 : F )(K2 \ ::: \Kn) � N \ F�den N \ F = K2 \ ::: \Kn
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olur. Böylece genelli¼gi bozmadan (Ki : F ) � P (1 � i � n) oldu¼gunu varsayabiliriz.

RPKi, FP�nin asal alt modülü ve N = RPK1 \ ::: \RPKn�dir.

Teorem 3.36 ile, RP temel ideal bölgesidir. Dolay¬s¬yla R Dedekind bölgesidir. (Lu

1995, Tan¬m 140)
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bir halkan¬n Krull boyutu halka teoride önemli bir kavramd¬r ve bu kullan¬larak

halka için önemli karakterizsayonlar verilmektedir. Bu bölümde halka için tan¬m-

lanan Krull boyut kavram¬n¬n, modül versiyonunu verece¼giz ve bu yeni kavram kul-

lan¬larak, bir halkan¬n Dedekind olmas¬için gerekli ve yeterli koşullar incelenecektir.

Şimdi Krull boyutun modül versiyonu ile başlayal¬m.

Tan¬m 4.1 M R�modül ve P; M�nin asal alt modül olsun.

Her i � 1 için Pi asal alt modüller olmak üzere 0 = P0 ( P1 ( ::: ( Pn = P

olacak şekildeki en büyük n pozitif tamsay¬s¬na P�nin yüksekli¼gi denir ve htP ile

gösterilir.

E¼ger böyle bir n pozitif tamsay¬s¬yoksa htP =1 olarak kabul edilir.

fhtP : P �M asal alt modülg kümesinin en büyük alt s¬n¬r¬na da (sup) M�nin

boyutu denir ve D(M) ile gösterilir.

Tan¬m 4.2 Tek maksimal ideali olan de¼gişmeli Noetherian halkaya lokal halka denir.

R halka, M R-modül olsun. O halde

D(M) = sup fD(M=�M) : � 2 Spec(R)g

dir. Bu yüzden, biz ço¼gunlukla taml¬k bölgeleriyle çal¬̧smal¬y¬z.

R taml¬k bölgesi olsun. n 2 Z+ olmak üzere R(n) serbest modülün rank¬n¬n

olarak tan¬mlayal¬m. E¼gerM bir torsion-free modül ise,M�nin rank¬, F , R�nin kesir

cismi olmak üzere F üzerinde FM = F 
R M vektör uzay¬n¬n boyutudur. M�nin

rank¬rkM ile gösterilir.

Taml¬k bölgesi belli de¼gilse, R üzerinde M�nin rank¬n¬rkRM ile gösterece¼giz.

Şimdi en küçük asal alt modül kavram¬n¬tan¬mlamak için haz¬rl¬k yapal¬m.

R taml¬k bölgesi olmak zorunda olmayan halka, � 2 Spec(R) ve M R-modül

olsun.

K�(M) = fm 2M : baz¬c 2 Rn� için cm 2 �Mg

ile tan¬mlayal¬m.
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M = K�(M) veya K�(M), M�nin bir �-asal alt modülüdür.

M 6= K�(M) olsun.

·Ilk başta (K�(M) :M)�n¬n ��ya eşit olup olmad¬¼g¬n¬kontrol edelim.

x 2 � olsun. 1 2 Rn� ve xM � �M olmak üzere 1:xM � �M oldu¼gundan

xM � K�(M)�dir. Dolay¬s¬yla x 2 (K�(M) : M)�dir. Böylece � � (K�(M) : M)

olur.

x 2 (K�(M) : M) olsun. xM � K�(M)�dir. O halde cxM � �M olacak şekilde

c 2 Rn� vard¬r. E¼ger x =2 � ise cx =2 � olur, buradan M � K�(M) olur ki bu ise

M 6= K�(M) olmas¬ile çeli̧sir. O halde x 2 � d¬r. Buradan (K�(M) :M) � � olur.

Dolay¬s¬yla (K�(M) :M) = ��d¬r.

Şimdi K�(M)�nin, M�nin bir asal alt modülü oldu¼gunu gösterelim.

r 2 R ve m 2 M için rm 2 K�(M) ve r =2 � olsun. O halde crm 2 �M olacak

şekilde c 2 Rn� vard¬r.Buradan cr =2 � olup, m 2 K�(M)�dir.

Şimdi de K�(M)�nin, M�nin en küçük �-asal alt modülü oldu¼gunu görelim.

N , M�nin herhangi bir �-asal alt modülü ve m 2 K�(M) olsun. O halde

cm 2 �M olacak şekilde c 2 Rn� vard¬r. O halde N �-asal alt modül oldu¼gundan

cm 2 �M � N ve buradan m 2 N olur. O halde K�(M) � N�dir.

BöyleceM = K�(M) veyaM=K�(M) s¬f¬rdan farkl¬torsion-free birR=�-modülüdür.

rk�M ile M�nin �-rank¬n¬gösterecek olursak, rk�M = rkR=�(M=K�(M))�dir. R

taml¬k bölgesi ve M�nin bir R-modül olmas¬durumda, K0(M), M�nin torsion alt

modülü ve rk0M = rkR(M=K0(M))�dir.

�(M), M�yi üretmek için gerekli olan üreteç say¬s¬n¬n en küçü¼gü olarak tan¬m-

layal¬m.

Tan¬m 4.3 R taml¬k bölgesin olsun.

i)Her a,b 2 R için ya ajb ya da bja ise R�ye De¼gerlendirme bölgesi denir.

ii) R�nin her sonlu üretilmiş ideali tersinir ise R�ye Prüfer bölgesi denir.

Son olarak aşa¼g¬daki Önteorem ve Teoremi ispats¬z hat¬rlayal¬m.

Önteorem 4.4 (Kemper 2011) M R-modül olsun. O halde,
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i) M0, M1,...,Mn, M�nin asal alt modülleri olmak üzere M0 � M1 � ::: � Mn

zinciri maksimal ise M0 = 0, Mn = M ve Mi=Mi�1 basit modüldür. Bu durumda

D(M) =
kP
i=1

D(Mi=Mi�1)�dir.

ii) N , M�nin alt modülü olmak üzere D(M) = D(N) +D(M=N)�dir.

iii) R, tek maksimal ideali M olan bir halka olsun. E¼ger M sonlu üretilmiş ise,

M=MM , R=M cismi üzerinde sonlu boyutlu vektör uzay¬d¬r. Böylece (R=M)n �=

M=MM�dir.

Teorem 4.5 (Kemper 2011) R tek maksimal ideali M olan Noetherian lokal,

K = R=M bölüm cismi, M sonlu üretilmiş R-modül ve m1,m2,...,mn 2M olsun.

O halde aşa¼g¬dakiler birbirine denktir.

i) M , R-modül olarak m1,m2,...,mn elemanlar¬taraf¬ndan üretilmiştir.

ii) M=MM , K-vektör uzay¬olarak m1 +MM , m2 +MM ,..., mn +MM ele-

manlar¬taraf¬ndan üretilmiştir.

4.1. Boyut Üzerindeki S¬n¬rlar

Bu k¬s¬mda asal ideal zinciri ile asal alt modül zinciri aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬araşt¬ral¬m.

Teorem 4.6 R d boyutlu bir taml¬k bölgesi ve N sonlu üretilmiş torsion-free

R-modül olsun. E¼ger p0 � p1 � ::: � ps R�nin asal ideallerinin bir zinciri ise,

o halde ayn¬ uzunlukta N�nin M0 � M1 � ::: � Ms asal alt modüllerinin zinciri

vard¬r.

Kan¬t Biz s = 2 için yapal¬m. Benzer şekilde sonuç elde edilir.

M0 = Kp0(N) = fx 2 N : baz¬p 2 Rnp0 için xp 2 p0Ng, R1 = R=p0, q1 = p1=p0

ve N1 = N=M0 olsun. O halde N1 = N=M0 torsion-free R=p0 = R1-modüldür ve

q1 6= 0�d¬r. q1N1 � Kq1(N) oldu¼gundan Kq1(N1) 6= 0�d¬r.

Şimdi T1 = Kq1(N1) � N=M0 olsun. O halde T1 =M1=M0�d¬r. Böylece

M0 �M1�dir.

Benzer şekilde N2 = N=M1 torsion-free R=p1-modüldür. q2 = p2=p1 � R=p1 = R2

ve T2 = Kq2(N2) � N=M0 olsun: O halde T2 =M2=M1�dir. Böylece M1 �M2�dir.

Dolay¬s¬yla M0 �M1 �M2 zinciri elde edilir.
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Önerme 4.7 R, d boyutlu taml¬k bölgesi, M s¬f¬rdan farkl¬sonlu üretilmiş torsion-

free R-modül olsun. O halde D(M) � D(R) + rkM � 1�dir.

Kan¬t rkM = r olsun. r = 1 için Teorem 4.6 ile aç¬kt¬r.

r > 1 oldu¼gunu varsayal¬m. 0 6= n0, M�nin key� bir eleman¬ve

I = fn 2M : an = bn0 olacak şeklilde baz¬a; b 2 R; a 6= 0 vard¬r.g olsun. I �M�nin

rank{ 1 olan 0-asal alt modülüdür.

·Ilk önce (I :M) = 0 oldu¼gunu görelim.

Varsayal¬m ki (I :M) = fr 2 R : rM � Ig 6= 0 ve M = Rx olsun.

O halde r 2 (I : M) olmak üzere rRx � I , buradan rx 2 I�d¬r. arx = bn0 ve

ar 6= 0 oldu¼gundan x 2 I�d¬r. Dolay¬s¬yla Rx = I olur, bu ise çeli̧ski.

Varsayal¬m ki (I :M) = fr 2 R : rM � Ig 6= 0 ve M = Rx+Ry olsun.

O halde r(Rx + Ry) � I�d¬r. rx 2 I ise x 2 I ve ry 2 I ise y 2 I olup,

Rx+Ry � I�dan I =M olur, bu ise çeli̧ski. O halde (I :M) = 0�d¬r.

Şimdi I, M�nin asal alt modülü oldu¼gunu görelim.

r 2 R ve m 2M olmak üzere rn 2 I ve r 6= 0 olsun. Buradan arn = bn0�d¬r. ar 6= 0

oldu¼gundan n 2 I�d¬r.

Son olarak I�n¬n rank¬n¬n 1 oldu¼gunu görelim.

0 � T1 � I olacak şekilde 0 6= T1 asal alt modül olsun. x 2 T1
ise ax = bn0 2 T1�dir ve buradan n0 2 T1 olur.

y 2 I ise ay = bn0 2 T1�dir ve buradan y 2 T1 olur. O halde T1 = I�d¬r.

S, rank{ r�1 olan torsion-free R-modül olmak üzere 0! I !M ! S =M=I ! 0

tam dizisi vard¬r ve hipotezden D(S) � d+ r � 2�dir.

Böylece 0 = S0 = M0=I � S1 = M1=I � ::: � Sd+r�2 = Md+r�2=I asal alt modül

zinciri vard¬r. Buradan 0 $ I = M0 � M1 � ::: � Md+r�2 zinciri elde edilir. O

halde D(M) � d+ r � 1�dir.

Önerme 4.8 R halka, M s¬f¬rdan farkl¬ sonlu üretilmiş R-modül olsun. O halde

D(M) � sup fD(R=�) + rk�M � 1 : � 2 Spec(R) ve Ann(M) � �g�d¬r.

Kan¬t Ann(M) � � olmak üzere � 2 Spec(R) olsun. M=K�(M) torsion-free

R=�-modüldür.
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M = K�(M) oldu¼gunu varsayal¬m. M sonlu üretilmi̧s oldu¼gundan, (Man 1996,

Önerme 1.2) ile baz¬d 2 Rn� için dM = 0�d¬r.

Böylece d 2 Ann(M) � ��dir. Bu ise bir çeli̧ski.

O halde M 6= K�(M)�d¬r.

Aç¬kça

D(M) � D(M=K�(M))

� D(R=�) + rkR=�(M=K�(M))� 1

� D(R=�) + rk�M � 1

d¬r.

Önerme 4.9 M, R�nin maksimal ideali ve M s¬f¬rdan farkl¬ sonlu üretilmiş R-

modül olsun. O halde aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r.

i) KM(M) =MM .

ii) Ann(M) �M ancak ve ancak MM 6=M�dir.

iii) rkMM = �(M=MM)�dir.

Kan¬t i) KM(M) = fm 2M : baz¬c 2 RnM için cm 2MMg olmak üzere M �

(MM :M) � R ve M maksimal ideal oldu¼gundanM = (MM :M)�dir.

O halde MM asal alt modül olur. Ayr¬ca KM(M) en küçük asal alt modül ve

MM � KM(M) oldu¼gundan KM(M) =MM olur.

ii) Ann(M) �M ve varsayal¬m ki MM =M olsun.

·Ilk önce Ra =M =MM oldu¼gunu kabul edelim. Buradan a 2MRa =Ma�d¬r.

O halde a = ta olacak şekilde t 2 M vard¬r. O zaman (1 � t)a = 0 ve (1 � t) 2

Ann(M) �M olup, 1 2M çeli̧skisi oluşur.

Şimdi de M�nin iki eleman ile üretildi¼gini kabul edelim, M = Ra+Rb olsun.

ti; ki 2M olmak üzere a = t1a+ t2b ve b = k1a+ k2b şeklinde yazal¬m. Buradan

(t1 � 1)a+ t2b = 0; (k1 � 1)a+ k2b = 0

d¬r. Matris formuna geçelim.
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24t1 � 1 t2

k1 k1 � 1

35 :
24a
b

35 = 0�d¬r. A =
24t1 � 1 t2

k1 k1 � 1

35 olmak üzere her taraf¬

AdjA ile çarpal¬m. O halde

24detA 0

0 detA

35 :
24a
b

35 = 0 elde edilir.

O zaman detA = (t1 � 1)(k1 � 1)� t2k1 2 Ann(M) olur.

O halde 1 + (t1k1 � t1 � k1 � t2k1) 2 Ann(M) � M olur ve 1 2 M çeli̧skisi elde

edilir. Dolay¬s¬yla MM 6=M�dir.

Şimdi di¼ger taraf¬gösterelim.

MM 6=M olsun ve r 2 Ann(M) alal¬m.

Varsayal¬m ki r =2M olsun. O halde M + Rr = R�dir. Her taraf¬M ile çarparsak,

MM+RrM = RM =M olur ve buradanMM =M olur ki, bu varsay¬m ile çeli̧sir.

O halde r 2M�dür.

iii) rkMM = rkR=MM=MM = �(M=MM)�dir.

Önerme 4.10 M, R�nin maksimal ideali ve M s¬f¬rdan farkl¬sonlu üretilmiş

R-modül olsun. O halde

D(M) � sup f�(M=MM)� 1 :M, R�nin maksimal idealidir.g

dir.

Kan¬t M, R�nin maksimal ideali olsun.

E¼ger M =MM ise, �(M=MM) = �(0) = 0�d¬r.

Böylece D(M) � �(M=MM)� 1.

Şimdi M 6= MM oldu¼gunu varsayal¬m. Önerme 4.9 (ii) ile Ann(M) � M�dir.

Önerme 4.8 ile D(M) � D(R=M) + rkMM � 1�dir. M maksimal ideal oldu¼gundan,

D(R=M) = 0�d¬r. Önerme 4.9 (iii) ile rkMM = �(M=MM)�dir.

Sonuç olarak D(M) � �(M=MM)� 1�dir.
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Tan¬m 4.11 �, R halkas¬n¬n asal ideali veM R-modül olsun. E¼ger her bir P0,P1,...,Pk

M�nin bir �-asal alt modülü ise M�nin asal alt modüllerinin P0 � P1 �...� Pk bir

zincirine homogeneous denir.

P � Q olmak üzere P ve Q s¬ras¬yla M�nin � ve Q-asal alt modülleri olsun. Bu

taktirde � � Q�d¬r. Bundan yararlanarak,M�nin asal alt modüllerinin bir zincirinin,

asal alt modüllerin homogeneous zincirlerinden oluştu¼gunu görece¼giz.

Önteorem 4.12 M sonlu üretilmiş torsion-free R-modül olsun. M�nin asal alt

modüllerinin herhangi bir homogeneous zincirinin uzunlu¼gu en fazla �(M)� 1�dir.

Kan¬t P0 ( P1 (...( Pk M�nin �-asal alt modüllerinin bir homogeneous zin-

ciri olsun. M=P0, P1=P0; :::; Pk=P0 R=� üzerinde torsion-free modüldür. M sonlu

üretilmi̧s oldu¼gundan, M=P0 da sonlu üretilmi̧stir. Böylece P1=P0; P2=P0:::; Pk=P0

R=� üzerinde sonlu ranka sahiptir. Dolay¬s¬yla

rkR=�M=P0 = rkR=�M=Pk +
kX
i=1

rkR=�Pi=Pi�1

� k + 1

dir. Burada rkR=�M=Pk = 1 ve
kP
i=1

rkR=�Pi=Pi�1 � k�d¬r.

Aç¬kça rkR=�M=P0 � �(M=P0) � �(M) d¬r. Sonuç olarak k � �(M)� 1�dir.

Teorem 4.13 M sonlu üretilmiş torsion-free R-modül olsun. O halde D(M) �

�(M)D(R) + �(M)� 1�dir. Ek olarak D(R(n)) � nD(R) + n� 1�dir.

Kan¬t D(R) sonsuz ise ispat edilecek biŗsey yok. D(R)�nin sonlu oldu¼gunu varsay-

al¬m. Tan¬m 4.11 ile, M�nin herhangi bir asal alt modüllerinin zinciri, her bir ho-

mogeneous zincir farkl¬bir asal ideale kaŗs¬l¬k gelmek üzere en fazla D(R) + 1 tane

farkl¬asal alt modüllerin homogeneous zincirinden oluşur. Önteorem 4.12 ile, her

bir homogeneous zincir en fazla �(M) terime sahiptir. O halde M�nin asal alt mod-

üllerinin bir zincirinde terimlerin say¬s¬en fazla (D(R) + 1)�(M)�dir. Sonuç olarak,

asal alt modüllerin bir zincirinin uzunlu¼gu en fazla (D(R) + 1)�(M)� 1�dir.
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Önerme 4.14 M sonlu üretilmiş R-modül olsun. O halde

D(M) � �(M)D(R) + �(M)� 1�dir.

Kan¬t �(M) = k olsun. O halde M , serbest R(k) modülün bir bölüm modülüdür.

Böylece D(M) � D(R(k))�d¬r. Buradan Teorem 4.13 ile

D(M) � D(R(k)) � kD(R)+ k� 1 ve böylece D(M) � �(M)D(R)+�(M)� 1 elde

edilir.

Bu bölümün geri kalan k¬sm¬nda, R(n) in asal alt modüllerinin yap¬s¬n¬inceleye-

ce¼giz.

Önteorem 4.15 n; k 2 Z+ olmak üzere M , R(n) serbest R-modül ve N , M�nin

rank¬n � k olan alt modülü olsun. O halde N , M�nin 0-asal alt modülüdür ancak

ve ancak

N =

(
r1u1 + r2u2 + :::+ rnun 2M :

nX
j=1

aijrj = 0 i = 1; 2; :::; k

)

olacak şekilde M�nin fu1; u2; :::; ung taban¬ ve R üzerinde s¬f¬rdan farkl¬ k � n�lik

eşolan (aij) matrisi vard¬r.

Bu durumda htN = n� k�d¬r.

Kan¬t Varsayal¬m ki N , M�nin 0-asal alt modülü olsun. M=N torsion-free�dir.

Dolay¬s¬yla, � ve � s¬ras¬yla do¼gal bire-bir ve örten dönüşüm olmak üzere 0 !

N !� M !� M=N ! 0 k¬sa tam dizisi vard¬r. O halde rkM=N = n�rkN = k�d¬r.

E¼ger x 2M ise,M=N de x�in görüntüsünü �x ile tan¬mlayal¬m. fe1; :::; eng,M�nin

standart taban¬olsun. O halde f�e1; :::; �eng M=N�nin üreteç kümesidir. Bu �ei leri

yeniden numaraland¬rd¬ktan sonra, şunlar¬varsayabiliriz:

(a) f�e1; :::; �ekg R üzerinde lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

(b) Her j = k + 1; k + 2; :::; n için f�e1; :::; �ek; �ejg R üzerinde lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

(b)�den her bir j = k + 1; k + 2; :::; n için dj�ej 2
kL
i=1

R�ei olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬

dj 2 R vard¬r. d = dk+1dk+2:::dn alal¬m. d 6= 0 ve d(M=N) �
kL
i=1

R�ei dir.

�x �! d�x ile tan¬ml¬� : M=N �!
kL
i=1

R�ei bir dönüşüm tan¬mlayal¬m. ��n¬n iyi
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tan¬ml¬R-modül homomor�zmas¬oldu¼gu aç¬kt¬r. M=N torsion-free oldu¼gundan �

injektiftir. O halde 0! N !� M !��
kL
i=1

R�ei k¬sa tam dizisi vard¬r.

A, fe1; :::; eng ve f�e1; :::; �ekg tabanlar¬na göre ���yi temsil eden k� n tipinde bir

matris olsun. 1 � i � n, 1 � j � k için aij 2 R ve 1 � i � k, k + 1 � j � n için

bij 2 R olmak üzere

��(e1) = a11�e1 + a12�e2 + :::+ a1k�ek = d�e1

��(e2) = a21�e1 + a22�e2 + :::+ a2k�ek = d�e2

:

:

:

��(en) = an1�e1 + an2�e2 + :::+ ank�ek = d�en

ve buradan

A =

0BBBBBBBBBBBB@

d 0 : : : 0 b1k+1 : : : : b1n

0 d : : : : : : : : : :

: 0 : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : :

0 0 : : : d bkk+1 : : : : bkn

1CCCCCCCCCCCCA

şeklindedir. A�n¬n eşolan formda oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ik; k � k�l¬k birim matris olmak üzere A = [dIkjB] ve B, R üzerinde k � (n � k)

tipinde bir matristir. N =Çek�� oldu¼gundan, N istenilen formdad¬r.

Şimdi ek k¬sm¬ispat edelim.

rkN = n � k�d¬r. Di¼ger bir de¼gi̧sle, FN�nin, R�nin kesir cismi olan F üzerindeki

boyutunun n� k olmas¬demektir.

Bu halde FM�nin 0 = V0 ( V1 ( ::: ( Vn�k = FN alt uzaylar¬n¬n bir zinciri vard¬r.
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Zincirdeki elemanlar¬M ile kesi̧stirelim.

0 = V0 \M � V1 \M � ::: � Vn�k \M = FN \M = N

M�nin 0-asal alt modülünün bir zinciri elde edilir. Böylece htN � n� k�d¬r.

Di¼ger yandan, e¼ger 0 = N0 ( N1 ( ::: ( Nt = N , M�nin asal alt modüllerinin

bir zinciri ise, her 0 � i � t için M=Ni torsion-free olmak üzere

(Ni : M) � (N : M) = 0�d¬r. Böylece 0 = FN0 ( FN1 ( ::: ( FNt = FN ,

FN alt uzay¬n¬n bir zinciridir ve buradan t � rkN = n � k olur. Sonuç olarak

htN = n� k�d¬r.

Önerme 4.16 ai 2 R (1 � i � n), Ii =
nP

j=1 (i6=j)
Raj olmak üzere

nP
i=1

(Ii : Rai) � �

olacak şekilde � 2 Spec(R) olsun. O halde

D(R(n)) � n+D((R=�)(n)) � 2n+D((R=�))� 1�dir.

Kan¬t M = R(n) olsun.

P = f(r1; r2; :::; rn) 2M : a1r1 + a2r2 + :::+ anrn = 0g olsun. (ai 6= 0 1 � i � n)

Önteorem 4.15 ile, htP = n� 1 ve P , M�nin 0-asal alt modülüdür. Ayr¬ca

P ( �M�dir. Böylece

D(M) � ht�M +D((R=�)(n)) �

� n+D((R=�)(n))

Önerme 4.7 ile D((R=�)(n)) � D((R=�))+n�1 oldu¼gunu biliyoruz. Yerine yazarsak

n+D((R=�)(n)) � 2n+D((R=�))� 1 elde edilir.

Önteorem 4.17 M, R�nin maksimal ideali ve M , n 2 Z+ olmak üzere R(n) serbest

R-modül olsun. O halde K, M�nin M-asal alt modülüdür ancak ve ancak K =

Mm1 +Mm2 + ::: +Mmk + Rmk+1 + Rmk+2 + ::: + Rmn olacak şekilde M�nin

fm1;m2; :::;mng taban¬ve 1 � k � n vard¬r.

Kan¬t K = Mm1 +Mm2 + ::: +Mmk + Rmk+1 + Rmk+2 + ::: + Rmn ise K�n¬n

M-asal alt modül oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Varsayal¬m ki K, M�nin M-asal alt modülü olsun. E¼ger n = 1 ise m 2 M olmak

üzere M = Rm ve K =Mm�dir.

n > 1 oldu¼gunu varsayal¬m. fe1; e2; :::; eng M�nin standart taban¬olsun. Her

bir 1 � i � n için, (r1; r2; :::; rn) 2 M olmak üzere (r1; r2; :::; rn) �! ri ile tan¬ml¬

�i :M ! R�ye bir homomor�zm tan¬mlayal¬m. ·Ispat¬iki k¬s¬mda inceleyelim.

i) Her 1 � i � n için �i(K) �M ise

MM � K � �1(K)e1 + �2(K)e2 + :::+ �n(K)en �MM ve böylece

K =MM =Me1 +Me2 + :::+Men�dir.

ii) Şimdi baz¬1 � j � n için �j(K) *M oldu¼gunu varsayal¬m.

MM � K oldu¼gundan, M � �j(K) olur ve böylece �j(K) = R�dir. �j(m1) = 1

olacak şekilde K�n¬n bir m1 eleman¬vard¬r ve böylece fm1;e2; :::; ej�1; ej+1; :::; eng

M�nin bir taban¬d¬r. Ek olarak, L =
nP

i=1 (i6=j)
Rei ise, L rank¬n� 1 olan bir serbest

R-modül ve K =M \K = (Rm1 �L)\K = Rm1 � (L\K)�dir. K \L, L�nin bir

M-asal alt modülüdür.

n üzerindeki tümevar¬mla, K \L =Mm2 + :::+Mmk +Rmk+1 + :::+Rmn olacak

şekilde L�nin bir fm2; :::;mng taban¬ ve 2 � k � n de¼gi̧skeni vard¬r. Buradan

fm2; :::;mk;m1;mk+1; :::;mng, M�nin bir taban¬olmak üzere

K = Rm1 +Mm2 + :::+Mmk +Rmk+1 +Rmk+2 + :::+Rmn olur.

4.2. Prüfer Bölgeleri Üzerindeki Boyut

Tan¬m 4.18 R halka, M R-modül olsun. R�nin x1, x2 eleman¬na M modülü üz-

erinde R-dizi denir e¼ger,

i) x1 6= 0 ve x1M 6=M ,

ii) x2M * x1M .

Önerme 4.19 �, R taml¬k bölgesinin asal ideali ve M R-modül olsun. Q �! Q�,

fQ : Q � � olmak üzere Q, M�nin Q-asal alt modülüdür g

dan

fQ� : Q�, M� R�-modülün asal R�-alt modülüg
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e bire bir ve örten fonksiyondur.

Kan¬t (Man ve Smith 2002, Önerme 1) ve (Matsumura 1980, Bölüm 2).

Önerme 4.20 R taml¬k bölgesi üzerinde herhangi bir M R-modülü için

D(M) = sup fD(MM) :M, R�nin maksimal idealig

dir.

Kan¬t Önerme 4.19 ile aç¬kt¬r.

Önteorem 4.21 R de¼gerlendirme bölgesi, n 2 Z+ ve M , R(n) serbest R-modül

olsun. O halde D(M) = D(R) + n� 1�dir.

Kan¬t Önerme 4.7 ile D(M) � D(R) + n � 1�dir. Şimdi D(M) � D(R) + n � 1

oldu¼gunu gösterelim.

E¼ger D(R) =1 ise, ispat aç¬k. ·Ispat¬n geri kalan k¬sm¬nda D(R) <1 oldu¼gunu

varsayaca¼g¬z.

D(R) = 0 ise, R bir cisim ve D(M) = dimRM � 1 = n� 1. Çünkü bu durumda

M�nin her has alt modülü asald¬r.

D(R) = d > 0 oldu¼gunu varsayal¬m ve sonuç, daha küçük boyutlardaki tüm

de¼gerlendirme bölgeleri için sa¼glans¬n. E¼ger n = 1 ise, M �= R ve böylece D(M) =

D(R) � D(R) + n� 1�dir.

n > 1 oldu¼gunu varsayal¬m ve sonuç, daha küçük ranklardaki tüm serbest R-

modüller için korunsun.

0 = P0 ( P1 ( ::: ( Pt, M�nin asal alt modüllerinin bir zincirini alal¬m. P = P1

ve � = (P : M) olsun. � 6= 0 oldu¼gunu varsayal¬m. O halde D(R=�) � d � 1 ve

M=�M �= (R=�)(n) dir. Ayr¬ca �M � P1 ve P1=�M ( P2=�M ( ::: ( Pt=�M ,

M=�M serbest R=�-modülün asal alt modüllerinin bir zinciridir. d üzerindeki

tümevar¬mla, t � 1 � d � 1 + n � 1 ve böylece t � d + n � 1�dir. O halde

D(M) � D(R) + n� 1�dir.

� = 0 oldu¼gunu varsayal¬m. M=P , bir de¼gerlendirme bölgesi üzerinde sonlu

üretilmi̧s torsion-free modüldür. (McCasland ve Smith 1993, Teorem 4.32) ile,M=P
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projektiftir. O halde baz¬P 0 � M alt modülü için M = P � P 0 dür. P 0, quasi-

lokal R halkas¬üzerinde sonlu üretilmi̧s projektif modüldür ve (McCasland ve Smith

1993, Teorem 4.44) ile P 0 serbest modüldür.

P 6= 0 oldu¼gundan, baz¬n0 < n do¼gal say¬lar¬için P 0 �= R(n0) dür. Her bir 1 � i � t

için Pi =M \Pi = (P �P 0)\Pi = P � (Pi\P 0) ve P1\P 0 ( P2\P 0 ( ::: ( Pt\P 0,

P 0 nün asal alt modüllerinin bir zinciridir. n üzerindeki tümevar¬m ile

t � 1 � D(P 0) � D(R) + n0 � 1 < D(R) + n � 1 ve böylece t � D(R) + n � 1�dir.

Herhangi durumda t � D(R) + n� 1�dir. Dolay¬s¬yla D(M) � D(R) + n� 1�dir.

Teorem 4.22 R Prüfer bölge ve M sonlu üretilmiş torsion-free R-modül olsun. O

halde D(M) = D(R) + rkM � 1�dir. Ek olarak, D(R(n)) = D(R) + n� 1�dir.

Kan¬t R Taml¬k bölgesi oldu¼gundan, R�nin herhangi bir M maksimal ideali için

rkRM = rkRMMM�dir. Önerme 4.20�e göre, herhangi M maksimal ideali için R ile

RM�y¬yer de¼gi̧stirdi¼gimizde ayn¬koşullar¬göstermek yeterlidir.

Bir maksimal idealde herhangi bir Prüfer bölgenin lokalizasyonu, bir de¼ger-

lendirme bölgesidir (Rotman 1979, Teorem 4.2). Önteorem 4.21 ile

D(MM) = D(RM) + rkMM � 1�dir. Buradan D(M) = D(R) + rkM � 1 olur.

Önerme 4.23 R Prüfer bölge ve M , herhangi bir sonlu üretilmiş R-modül olsun.

O halde D(M) � D(R) + �(M)� 1�dir.

Kan¬t Teorem 4.22 ve Önerme 4.14�in ispat¬nda kullan¬lan argümandan gelir.

�(M) = n olsun. O halde M , R(n) in bölüm modülüdür. O halde D(M) �

D(R(n))�dir. Teorem 4.22 ile D(R(n)) = D(R) + n� 1�dir. Buradan

D(M) � D(R) + �(M)� 1�dir.

Önteorem 4.24 � 2 Spec(R) olmak üzere

ht� +D(R=� �R=�) � D(R�R)

dir.
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Kan¬t Q 2 Spec(R) ise Q � Q, R � R�nin Q-asal alt modüldür. Ayn¬zamanda,

R=� � R=� nin herhangi bir asal alt modülü, � � Q ve Q, R � R�nin Q-asal alt

modülü olmak üzere Q=(� � �) şeklindedir. ·Istenilen sonuç gelir.

Önteorem 4.25 Aşa¼g¬daki ifadeler birbirine denktir.

i) R tek boyutlu Prüfer bölgedir.

ii) D(R�R) � 2�dir.

Kan¬t i)) ii) Teorem 4.22�den elde edilir.

ii)) i) R bir Prüfer bölge olmas¬n. O halde (Ra : Rb) + (Rb : Ra) 6= R olacak

şekilde a; b 2 R elemanlar¬vard¬r. (Ra : Rb) + (Rb : Ra) � M olacak şekilde M,

R�nin maksimal ideali olsun. Önerme 4.16 ile, D(R�R) > 3 olur ki, bu ise çeli̧ski.

Önteorem 4.26 (R;M) Krull boyutu 2 olan regular lokal halka olsun. O halde

D(R�R) > 4�tür.

Kan¬t R boyutu 2 regular lokal halka oldu¼gundan, M = Ra + Rb olacak şekilde

a; b 2 R-dizi vard¬r ve R=Ra, R=Rb bölüm halkalar¬tek boyutlu regular lokal hal-

kalard¬r (Rotman 1979, Teorem 161). Böylece bunlar, (Çall¬alp ve Tekir 2009)�dan

ayr¬k de¼ger halkas¬d¬r.

Bir regular lokal halkan¬n tek çarpanlama bölgesi oldu¼gunu biliyoruz (Rotman 2008,

Teorem 8.65).

Şimdi M2 nin bir asal eleman içerdi¼gini görelim.

Aç¬kça a3 + b2, M�dedir. Şimdi a3 + b2 nin asal oldu¼gunu görelim.

Varsayal¬m ki a3 + b2 asal olmas¬n.

O halde a3 + b2 = xy olacak şekilde x,y 2M kabul edelim. r,s 2 R için x = a2 + rb

ve y = a+ sb al¬rsak, buradan

a3 + b2 = (a2 + rb)(a+ sb) = a3 + rab+ sa2b+ rsb2

dir ve xy � a3 2 Rb olur.Burada b = ra + sa2 + rsb�dir. a,b R-dizi oldu¼gundan

1 � rs 2 Ra ve r + sa 2 Rb�dir. O halde 1 2 Ra + Rb = M olur ki bu çeli̧ski.

Böylece a3 + b2 asald¬r.
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Şimdi R � R de uzunlu¼gu 4 olan asal alt modüllerinin bir zincirini inşa edelim.

M2 nin bir p asal eleman¬içerdi¼gini gördük. a ve b, R-dizi oldu¼gundan, R � R�nin

(a; b) ile üretilmi̧s devirli alt modülü R(a; b), R�R�nin 0-asal alt modülüdür.

�pR(a; b) = f(x; y) 2 R�R : xb� ya 2 pRg ile tan¬mlayal¬m. �pR(a; b),

R � R�nin pR-asal alt modülüdür. (p; 0) 2 �pR(a; b), R(a; b)�nin eleman¬ de¼gil,

oldu¼gundan R(a; b) � �pR(a; b)�dir.

Şimdi �pR(a; b)�ninM�M�de oldu¼gunu görelim.

Varsayal¬m ki (x; y) 2 �pR(a; b)n(M �M) olsun. Genelli¼gi bozmadan x�in birim

oldu¼gunu varsayabiliriz. O zaman b 2 Rp + Ra�dir. Buradan da M = Ra + Rb =

Ra+Rp olur. p, M2 de oldu¼gundan, M = Ra+M2 dir.

Nakayama Lemma ile M = Ra olur ki, bu R�nin boyutunun 2 olmas¬yla çeli̧sir.

Sonuç olarak �pR(a; b) �M�M ve (a; 0) 2M�M oldu¼gundan, �pR(a; b) de de¼gil,

0 ( R(a; b) ( �pR(a; b) ( M �M ( R �M olur. R � R�de uzunlu¼gu 4 olan asal

alt modüllerinin bir zinciridir.

Teorem 4.27 R, D(R � R) � D(R) + 1 olan Noetherian bölge olsun. O halde R

Dedekind bölgesidir.

Kan¬t Önerme 4.20 ile M, R�nin maksimal ideali olmak üzere R�nin en az¬ndan

bir boyutlu lokal noetherian bölge oldu¼gunu varsayabiliriz. E¼ger D(R) = 1 ise,

Önteorem 4.25 ile ispatlad¬k. ·Ispat¬tamamlamak için D(R) = 2 olmas¬n¬n mümkün

olmad¬¼g¬n¬göstermeliyiz ve bunu kullanarak D(R)�nin 2�den daha büyük

olamayaca¼g¬n¬n sonucuna ulaş¬r¬z.

D(R) = 2 oldu¼gunu varsayal¬m. Varsay¬m ile D(R � R) � 3�tür. R�nin regu-

lar olmad¬¼g¬Önteorem 4.26 ile aç¬kt¬r. Böylece R�nin, R� bir ayr¬k de¼ger halkas¬

olmayacak şekilde tek bir uzunlukta � asal ideali vard¬r. Böylece a 2 (�R�)n(bR�)

ve b 2 (�R�)n(aR�) olacak şekilde a,b 2 � vard¬r. Böylece (Ra : Rb) + (Rb : Ra) �

��dir. Önerme 4.16 ile, D(R�R) � 4 +D(R=�)� 1 � 4�tür. Bu D(R�R) � 3 ile

çeli̧sir. Sonuç olarak D(R) = 2 olamaz.

D(R) � 3 oldu¼gunu varsayal¬m. D(R) = n olsun.

0 ( �1 ( �2 ( ::: ( �n�2 ( �n�1 ( �n =M, R de asal ideallerin n uzunlu¼gundaki
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zinciri olsun. �R = R=�n�2 olsun. ht�n�2 +D( �R) = n, ht�n�2 = n� 2 ve

D( �R) = 2�dir. Önteorem 4.24 ve varsay¬m ile

ht�n�2 +D( �R� �R) � D(R�R) � D(R) + 1

dir. Böylece ht�n�2 +D( �R � �R) � (ht�n�2 +D( �R)) + 1 ve D( �R) = 2 olmak üzere

D( �R� �R) � D( �R) + 1 olur. Bu da D(R) � 3 olmas¬yla çeli̧sir.

Teorem 4.28 Aşa¼g¬daki ifadeler R Noetherian bölgesi için birbirine denktir.

i) R Dedekind bölgesidir.

ii) D(R(n)) = D(R) + n� 1, n 2 Z+

iii) Herhangi bir sonlu üretilmişM R-modülü için D(M) � D(R)+�(M)�1�dir.

iv) D(R�R) � D(R) + 1�dir.

Kan¬t i)) ii) Teorem 4.22

ii)) iii) Önerme 4.14

iii)) iv) M = R�R, �(M) = f(1; 0); (0; 1)g = 2 olmak üzere

D(R�R) � D(R) + �(R�R)� 1 = D(R) + 2� 1 olup D(R�R) � D(R) + 1�dir.

iv)) i) Teorem 4.27 ile aç¬kt¬r.

4.3. Dedekind Bölgeleri Üzerinde Sonlu Üretilmi̧s Modüllerin Boyutu

Bu k¬s¬mda, M�nin Dedekind bölgesi üzerinde sonlu üretilmi̧s modül olmas¬duru-

munda D(M)�yi hesaplayaca¼g¬z. Önerme 4.20�e göre, D(M)�yi hesaplamada, R�nin

quasi-lokal olmas¬durumuna indirgeyebiliriz. R�nin quasi-lokal olmas¬, R�nin tek

maksimal ideali olmas¬demektir. E¼ger I, R�nin key� bir ideali ise, her x 2 X için

Inx = 0 olacak şekilde n 2 Z+ varsa X R-modüle I-torsion denir.

Önteorem 4.29 R tek maksimal ideali M olan quasi-lokal halka ve M2 M-torsion

olmak üzere M�nin M1, M2 alt modülleri için M = M1 �M2 R-modül olsun. �,

R�nin maksimal olmayan asal ideali olsun. O halde L, M�nin �-asal alt modülüdür

ancak ve ancak M1�in baz¬K �-asal alt modülleri için L = K �M2�dir.
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Kan¬t � 6=M olan baz¬� asal idealler için L, M�nin �-asal alt modülü olsun. Her

bir x 2M2 için,Mnx = 0 � L olacak şekilde n 2 Z+ vard¬r ve dolay¬s¬yla x 2 L�dir.

Böylece K = L\M1 �M1 olmak üzere L = L\M = (L\M1)�M2 veM2 � L�dir.

M1=K �= M=L oldu¼gundan, K M1�in �-asal alt modülüdür.

Tersine, e¼ger M1�in baz¬K �-asal alt modülü için L = K �M2 ise, o zaman

M=L �= M1=K�dan L, M�nin bir �-asal alt modülü olur.

Önteorem 4.30 R tek maksimal ideali M olan quasi-lokal halka ve M2 M-torsion

olmak üzere M�nin M1, M2 alt modülleri için M = M1 �M2 R-modül olsun. O

halde D(M) = max fD(M1); �(M)� 1g�dir.

Kan¬t M1, M�nin homomorf görüntüsü oldu¼gundan D(M1) � D(M)�dir. Ek

olarak D(M) � D(M=MM) = �(M=MM) � 1�dir. Fakat Nakayama Lemma ile

�(M=MM) = �(M)�dir. Böylece D(M) � �(M)� 1�dir.

t 2 Z+ olmak üzere L0 ( L1 ( ::: ( Lt, M�nin asal alt modüllerinin bir zinciri

olsun.

E¼ger (L0 :M) =M ise, buradan bölüm zincirine geçersek

L0=MM ( L1=MM ( ::: ( Lt=MM , M=MM�nin asal alt modüllerinin bir zinciri

olur. O halde D(M=MM) � t�dir. Buradan D(R=M) + �(M=MM) � 1 � t olup,

böylece t � �(M)� 1�dir.

� 6= M olan baz¬� asal idealleri için (L0 : M) = � olsun. Önteorem 4.29 ile,

M1in baz¬K0 �-asal alt modülleri için L0 = K0�M2�dir. Böylece her 1 � i � t için

M1�in baz¬Ki asal alt modülleri için Li = Ki �M2�dir. Aç¬kça

K0 ( K1 ( ::: ( Kt, M1�in asal alt modüllerinin bir zinciridir. Böylece t �

D(M1)�dir. Buradan D(M) � max fD(M1); �(M)� 1g olur.

Teorem 4.31 R bir taml¬k bölgesi, n 2 Z+, �i R�nin farkl¬maksimal idealleri

(1 � i � n) ve M 0 sonlu üretilmiş torsion-free alt modülü ile Mi sonlu üretilmiş �i-

torsion alt modüllerin direk toplam¬M =M 0�M1�M2� :::�Mn R-modül olsun. O

haldeD(M) = max fD(M 0); �(M=�1M)� 1; �(M=�2M)� 1; :::; �(M=�nM)� 1g�dir.
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Kan¬t �, R�nin herhangi bir maksimal ideali olsun. � 6= �i (1 � i � n) oldu¼gunu

varsayal¬m. O halde M� =M
0
��d¬r.

·Ilk başta bunu görelim.

M1 sonlu üretilmi̧s �1-torsion, M
0 sonlu üretilmi̧s torsion-free alt modül,

S = Rn�, � 6= �1 ve x 2 (Rn�)\�1 olsun. M =M 0�M1 olmak üzereM1 �-torsion

olsun. O halde S�1M1, S�1�-torsion�dur. Burada göstermemiz gereken S�1M1 = 0

m¬?
m1

s
2 S�1M1 olsun. O halde m1

s
= m1

xs
:x
1
= m1

xns
:x

n

1
= 0�d¬r. Burada m1x

n = 0�d¬r.

Çünkü M1 sonlu üretilmi̧s �1-torsion�dur.

Böylece Önerme 4.20 ile D(M�) = D(M
0
�) � D(M 0)�dür.

Şimdi baz¬ 1 � i � n için � = �i olsun. O halde M�
�= M 0

� � Mi��d¬r ve

böylece Önteorem 4.30 ile D(M�) = max
�
D(M 0

�); �(M�=�M�)� 1
	
�dir. Önerme

4.20 kullan¬larak D(M 0
�) � D(M 0) elde edilir ve M�=(�M�) �= M=�M�dir. O halde

D(M) � max fD(M 0); �(M=�1M)� 1; �(M=�2M)� 1; :::; �(M=�nM)� 1g dir.

Tersine, D(M 0) � D(M)�dir. Çünkü M 0, M�nin homomorf görüntüsüdür. Ek

olarak, her bir 1 � i � n için, �(M=�iM) � 1 = D(M=�iM) � D(M)�dir. O

halde D(M) � max fD(M 0); �(M=�1M)� 1; �(M=�2M)� 1; :::; �(M=�nM)� 1g

den sonuç gelir.

Önerme 4.32 R taml¬k bölgesi, n 2 Z+, �i R�nin farkl¬maksimal idealleri (1 �

i � n) ve rank¬k olan serbest M 0 alt modülü ile Mi�nin sonlu üretilmiş

�i-torsion alt modüllerin direk toplam¬, M = M 0 �M1 �M2 � ::: �Mn R-modül

olsun. O halde

D(M) = max fD(M 0); �(M1) + k � 1; �(M2) + k � 1; :::; �(Mn) + k � 1g

dir.

Kan¬t ·Ilk önce i 6= j için Mi=�jMi = 0 oldu¼gunu görelim.

m=�1M2 2M2=�1M2 alal¬m. M2 �2-torsion oldu¼gundan �
n
2 :m = 0 olacak şekilde

n 2 Z+ vard¬r. Ayr¬ca �1 maksimal ideal oldu¼gundan �n2 + �1 = R�dir. O halde

1 = x+ y olacak şekilde x 2 �n2 , y 2 �1 elemanlar¬vard¬r. Buradan
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m+ �1M2 = 1:m+ �1M2 = (x+ y)m+ �1M2 = mx+my + �1M2 = �1M2 olur. O

halde M2=�1M2 = 0�d¬r. Her bir 1 � i � n için

M=�iM
�= (R=�i)(k) � (Mi=�iMi)

ve böylece

�(M=�iM) = k + �(Mi=�iMi)

d¬r. Mi �i-torsion oldu¼gundan �(Mi=�iMi) = �(Mi)�dir. Teorem 4.31 ile,

D(M) = max fD(M 0); �(M1) + k � 1; �(M2) + k � 1; :::; �(Mn) + k � 1g

olur.

Teorem 4.33 R Dedekind bölgesi ve M sonlu üretilmiş R-modül olsun. O halde

M = M 0 � M1 � ::: � Mn , M 0 torsion-free modül ile �i R�nin farkl¬ maksimal

idealleri (1 � i � n) olmak üzere Mi �i-torsion alt modüllerin direk toplam¬d¬r. Ek

olarak, D(M) = max frkM 0 + �(Mi)� 1 : 1 � i � ng dir.

Kan¬t Teorem 2.23�denM =M 0�M1� :::�Mn ayr¬̧s¬m¬aç¬kt¬r. Yaln¬zca D(M)�yi

belirleyece¼giz.

1) M 0 = 0 ise, rkM 0 = 0 olur ve sonuç Önerme 4.32�den gelir.

2) M 0 6= 0 olsun. (Cohen 1989, Teorem 6.11) ile, M 0 �= R(k�1) � I olacak şekilde

R�nin bir I ideali ve k 2 Z+ vard¬r. R�nin herhangi bir � maksimal ideali için,

I=�I �= R=� d¬r (Cohen 1989, Önerme 6.5) ve M 0=�M 0 �= (R=�)k d¬r. Önerme

4.32�nin ispat¬ile, �(M=�iM) = k + �(Mi) = rkM
0 + �(Mi) (1 � i � n) dir. Ayn¬

zamanda, Teorem 4.22 ile, D(M 0) = rkM 0 dür. Teorem 4.31 ile

D(M) = max frkM 0 + �(Mi)� 1 : 1 � i � ng dir.

Önerme 4.34 R Dedekind bölgesi ve M sonlu üretilmiş R-modül olsun. O halde

D(M) = sup fD(R=�) + rk�M � 1 : � 2 Spec(R) ve Ann(M) � �g dir.

Kan¬t M 0 torsion-free modül ile �i, R�nin farkl¬maksimal idealleri (1 � i � n)

olmak üzereMi �i-torsion alt modüllerin direk toplam¬,M =M 0�M1�M2�:::�Mn

olsun.
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M 0 = 0 oldu¼gunu varsayal¬m. Ann(M) � � olacak şekilde � 2 Spec(R) olsun.

Baz¬1 � i � n için � = �i�dir.
·Ilk önce bunu görelim.

M =M1�M2 olsun. �
n
1M1 = 0, �

k
2M2 = 0 olacak şekilde n, k 2 Z+ vard¬r. I =

�n1�
k
2 olsun.O haldem 2M olmak üzere I.m = 0�d¬r. Böylece I � Ann(M) � ��d¬r.

Böylece �1 � � veya �2 � � olur. Çünkü � asal ideal. Bu durumda Teorem 4.22�den

D(R=�) + rk�M � 1 = 0 + �(M=�M)� 1�dir. Teorem 4.31 ile

D(M) = sup fD(R=�) + rk�M � 1 : � 2 Spec(R) ve Ann(M) � �g

dir.

Şimdi M 0 6= 0 olsun. Bu durumda, Ann(M) = 0�d¬r.

� 2 Spec(R) olsun. E¼ger � = 0 ise, D(R=�) + rk�M � 1 = rkM 0, çünkü

D(R) = 1 dir.

Baz¬1 � i � n için � = �i oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda D(R=�) = 0 ve

rk�M = �(M=�M):

Son olarak, � 6= �i olacak şekilde R�nin � maksimal ideali olsun. O halde

D(R=�) = 0 ve Teorem 4.31�de yap¬ld¬¼g¬gibi M=�M �= M 0=�M 0 ve rk�M = rkM 0

dir. Böylece, herhangi bir � 2 Spec(R) için

D(R=�) + rk�M � 1 =

8>>><>>>:
rkM 0 , e�ger � = 0

�(M=�M)� 1 , e�ger � = �i 1 � i � n ise

rkM 0 � 1 , di¼ger durumlarda

9>>>=>>>;
dir. Fakat Teorem 4.22 ile, rkM 0 = D(M 0) dür. Teorem 4.31 ile,

D(M) = sup fD(R=�) + rk�M � 1 : � 2 Spec(R) ve Ann(M) � �g dir.

Teorem 4.35 R Noetherian bölge olsun. R Dedekind bölgesidir ancak ve ancak

herhangi bir sonlu üretilmiş M R-modülü için

D(M) = sup fD(R=�) + rk�M � 1 : � 2 Spec(R) ve Ann(M) � �g

dir.
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Kan¬t Gereklilik k¬sm¬Önerme 4.34�d¬r.

Tersi için M = R(2) alal¬m. O halde D(M) = D(R) + 1�dir. Teorem 4.28 ile R

Dedekind bölgesidir.

4.4. Serbest Modüllerin Boyutlar¬

Bu bölümde serbest modüllerin boyutunu hesaplayaca¼g¬z.

R tek boyutlu Noetherian bölge ve �, R�nin maksimal ideali olsun. R� lokal

taml¬k bölgesi tek boyutludur ve Noetherian�d¬r. (Cohen 1950)

�, R�nin maksimal ideali olsun. R��n¬n her ideali en az k tane eleman ile

üretilebiliyor ise k tamsay¬s¬v(R�) ile gösterilecektir.

Böyle bir k yoksa v(R�) =1 kabul edilecektir. Ayn¬zamanda,

v(R) = sup fv(R�) : �, R�nin maksimal idealig

ile de tan¬mlan¬r. v(R) ya pozitif tamsay¬ya da v(R) =1�dur. (Cohen 1950, sayfa

39-40)�da, v(R) =1 olan tek boyutlu R Noetherian bölgesinin örne¼gi verilmi̧stir.

R Noetherian bölgesi Dedekindtir ancak ve ancak R tek boyutlu ve

v(R) = 1�dir.(Teorem 2.48)

Herhangi bir r 2 R için, [r] yi s � r olacak şekilde en büyük s tamsay¬s¬ ile

tan¬mlayal¬m. t 2 Z olsun. v(R) bir pozitif tamsay¬olmak üzere v(R)jt yazar¬z ve

v(R), t�yi böler aksi takdirde v(R) - t�dir.

E¼ger v(R) =1 ise [n=v(R)] = 0 ile tan¬mlan¬r.

Önteorem 4.36 R tek boyutlu Noetherian bölge olsun.

v(R) � n ancak ve ancak D(R(n)) = 2n� 1�dir.

Kan¬t M = R(n) olsun. Teorem 4.13 ile, D(M) � 2n� 1�dir.

v(R) � n olsun. O halde v(R�) = k � n olacak şekilde R�nin bir � maksimal

ideali vard¬r. I, R��n¬n k tane elemanla üretilebilen bir ideali olsun. O halde ai 2 R

için I = R�a1 +R�a2 + :::+R�ak�d¬r.

K = f(r1; r2; :::rn) 2M : a1r1 + a2r2 + :::anrn = 0g olsun. Önteorem 4.15 ile K,

M�nin 0-asal alt modülüdür ve htK = n� 1�dir.
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Ek olarak, e¼ger ri 2 R ve a1r1+ a2r2+ :::anrn = 0 ise ri, R��da bir birim de¼gildir ve

böylece 1 � i � n için ri 2 ��d¬r. Buradan K � �M olur. O halde

D(M) � D(M=�M) + ht(�M)

� D(M=�M) + 1 + ht(K)

� (n� 1) + 1 + (n� 1) = 2n� 1

dir. Böylece D(M) = 2n� 1�dir.

Tersine D(M) = 2n� 1 olsun.

0 = P0 ( P1 ( P2 ( ::: ( P2n�1, M nin asal alt modüllerinin bir zinciri olsun.

Önteorem 4.12 ve D(M) = 2n� 1�den 0 = P0 ( P1 ( P2 ( ::: ( Pn�1, M�nin 0-asal

alt modüllerinin bir homogenous zinciridir veM, R�nin maksimal ideali olmak üzere

Pn ( Pn+1 ( Pn+2 ( ::: ( P2n�1, M�nin M-asal alt modüllerinin bir homogeneous

zinciri olur.

M�nin M-asal alt modüllerinin herhangi bir homogeneous zincirinin uzunlu¼gu en

fazla n� 1 oldu¼gunda, Pn =MM�dir.

Önteorem 4.15 ile, Pn�1 = f(r1; r2; :::rn) 2M : a1r1 + a2r2 + :::anrn = 0g olacak

şekilde fu1; u2; :::; ung taban¬ve ai 2 R elemanlar¬vard¬r.

1 ile n aras¬nda i�yi sabitleyelim.

Ii = Ra1 + ::: + Rai�1 + Rai+1 + ::: + Ran ve r 2 (Ii : Rai) olsun. O zaman

baz¬ sj 2 R için rai = s1a1 + ::: + si�1ai�1 + si+1ai+1 + ::: + snan�dir. Buradan

(s1; :::; si�1;�r; si+1; :::sn) 2 Pn�1 �MM , r 2M dir.

Böylece
nP
i=1

(Ii : Rai) �M dir. I = Ra1 + Ra2 + ::: + Ran olsun. IM, RM üzerinde

en az n tane eleman ile üretilir. Buradan v(R) � v(RM) � n olur.

E¼ger R,

D(R(n)) =

8<: 2n� n=v(R) , v(R)jn

2n� [n=v(R)]� 1, v(R) - n

9=;
koşulunu sa¼glarsa, R tek boyutlu Noetherian bölgesine geçici olarak G-bölge

diyece¼giz.
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Önteorem 4.37 R, v(R) <1 olacak şekilde tek boyutlu Noetherian bölge ve R�nin

her � maksimal ideali için R� lokal taml¬k bölgesi G-bölge olsun. O halde R G-

bölge�dir.

Kan¬t v(R) = k olsun. O halde v(R�) = k ve her Q maksimal ideali için v(RQ) � k

olacak şekilde R�nin bir � maksimal ideali vard¬r. kjn oldu¼gunu varsayal¬m. M =

R(n) olsun. Hipotez ile D(M�) = 2n� n=k�d¬r.

v(RQ) < k olacak şekilde R�nin bir Q maksimal ideali oldu¼gunu varsayal¬m. O

halde n=k < n=v(RQ) ve böylece n=k � [n=v(RQ)] d¬r. Hipotez ile

D(MQ) =

8<: 2n� n=v(RQ) , v(RQ)jn

2n� [n=v(RQ)]� 1 , v(RQ) - n

9=;
dir. Böylece D(MQ) � 2n� n=k. Önerme 4.20 ile, D(M) = 2n� n=k�dir.

Şimdi k - n olsun. Hipotez ile D(M�) = 2n� [n=k]� 1�dir.

v(RQ) < k olacak şekilde R�nin bir Q maksimal ideali olsun. Bu durumda [n=k] <

n=k < n=v(RQ)�d¬r. Fakat hipotez ile

D(MQ) =

8<: 2n� n=v(RQ) , v(RQ)jn

2n� [n=v(RQ)]� 1 , v(RQ) - n

9=;
dir. BöyleceD(MQ) � 2n�[n=k]�1�dir. Önerme 4.20 ileD(M) = 2n�[n=k]�1�dir.

Önteorem 4.38 R, tek maksimal ideali M ve v(R) = k < 1 olan tek boyutlu

Noetherian lokal bölge olsun. q,r 2 Z+ ve 0 � r < k için n = kq + r olsun. K,

K �MR(n) olacak şekilde R(n) in 0-asal alt modülü olsun. Bu takdirde

htK �

8<: n� q , kjn

n� q � 1 , di¼ger durumda

9=;
dur.

Kan¬t M = R(n) olsun. Varsayal¬m ki k = 1 olsun. O halde R bir ayr¬k de¼ger

halkas¬ve n = q�dur. htK+1+D(M=MM) � D(M) oldu¼gunu biliyoruz. M=MM ,

R=M üzerinde n boyutlu vektör uzay¬oldu¼gundan, D(M=MM) = n � 1�dir. R
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ayr¬k de¼ger halkas¬oldu¼gundan, Teorem 4.22 ile, D(M) = n�dir. Buradan K = 0

olur. k = 1 oldu¼gunda htK � n� q oldu¼gunu gördük.

Varsayal¬m ki k � 2 ve n � k olsun. Önteorem 4.15 ile, genelli¼gi bozmadan

htK = n�m ve

K =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
(r1; r2; :::; rn) 2 R(n) : A

0BBBBBBBBB@

r1

:

:

:

rn

1CCCCCCCCCA
= 0

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;

olacak şekilde R üzerinde m � n�lik (1 � m � n) A matrisinin varolabilece¼gini

kabul edebiliriz. Şimdi kjn durumunda htK � n � q olaca¼g¬n¬gösterelim. k - n

durumu da benzer şekilde yap¬l¬r.

Varsayal¬m ki kjn ve htK > n � q olsun. O halde m < q dur. I ideali, A�n¬n

birinci s¬radaki tüm elemanlar¬yla üretilsin. v(R) = k oldu¼gundan I, A�n¬n birinci

s¬radaki k tane eleman ile üretilir. Böylece, R üzerinde AE1�in birinci s¬radaki son

n�k terimin hepsi s¬f¬r olacak şekilde n�n tipinde tersinir E1 matrisi vard¬r. Yani,

e¼ger AE1 = (bij) ise k+ 1 � j < n için b1j = 0�d¬r. Benzer şekilde R üzerinde n� n

tipinde tersinir E2 matrisi vard¬r:

i) AE1E2�nin birinci s¬radaki son n� k terimin hepsi s¬f¬rd¬r.

ii) AE1E2�nin ikinci s¬radaki son n� 2k terimin hepsi s¬f¬rd¬r.

Bu yöntemle, AE�nin d: s¬radaki son n � dk terimin hepsi s¬f¬r olacak şekilde R

üzerinde n� n tipinde tersinir E matrisi vard¬r.

B, m� (mk) tipinde bir matris ve C, m� (n�mk) tipinde s¬f¬r matrisi olmak

üzere AE = [BjC] ve AE�nin son n: sütunundaki tüm terimler s¬f¬rd¬r.
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E

0BBBBBBBBBBBB@

0

0

:

:

:

1

1CCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBB@

c1

c2

:

:

:

cn

1CCCCCCCCCCCCA

E nin n: sütunudur. O halde (c1; c2; :::; cn), K�dad¬r. K � MR(n) oldu¼gundan,

her 1 � i � n için ci 2 M�dir. Buradan detE 2 M olur. Bu ise E�nin tersinir

olmas¬ile çeli̧sir. Sonuç olarak htK � n� q�dur.

Şimdi, R(n) nin,MR(n) de içerilen, uzunlu¼gu kjn oldu¼gunda n�q, di¼ger durumda

n� q � 1 olan 0-asal alt modülünü inşa ederek son k¬sm¬ispatlayaca¼g¬z.

v(R) = k oldu¼gundan, J = Ra1 + Ra2 + ::: + Rak en az k tane elemanla üretilecek

şekilde a1,a2,...,ak 2 R vard¬r. O halde Ji =
kP
j=1

Raj (i 6= j ve 1 � i � k) olmak

üzere
kP
i=1

(Ji : Rai) �M�dir.

K =

8<: (x1; x2; :::; xn) 2 R(n) : a1xik+1 + :::+ akx(i+1)k = 0 (0 � i � q � 1) ve

a1xqk+1 + :::+ arxr = 0, n 2 N

9=;
olsun. O halde K �MR(n) dir. Önteorem 4.15 ile, K R(n) nin 0-asal alt modülüdür

ve

htK =

8<: n� q , kjn

n� q � 1 , di¼ger durumda

9=;
dir.

Önteorem 4.39 Önteorem 4.38 ile

D(R(n)) =

8<: 2n� n=v(R) , v(R)jn

2n� [n=v(R)]� 1, v(R) - n

9=;
dir.
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Kan¬t M = R(n) ve v(R) = k <1 olsun. Teorem 4.13 ileD(M) � 2n�1 <1�dur.

D(M) = t ve K0 ( K1 ( ::: ( Kn , M�nin Ki asal alt modüllerinin bir zinciri olsun.

R, tek maksimal idealiM olan tek boyutlu lokal bölge oldu¼gundan, Ki,M-asal veya

0-asald¬r. Kt, M-asal, K0 = 0 ve K0, 0-asald¬r. O halde

Ki =

8<: 0-asal, 0 � i � s

M-asal, s+ 1 � i � t

9=;
olacak şekilde 0 < s < t vard¬r. Ks+1, M-asal alt modül olsun. Önteorem 4.17 ile

Ks+1 =Mu1+:::+Muh+Ruh+1+:::+Run olacak şekilde 1 � h � n ve fu1; u2; :::; ung

taban¬vard¬r. M=Ks+1
�= (R=M)(h) ve D(M=Ks+1) = h� 1�dir.

Şimdi Ks, 0-asal alt modül olsun. Önteorem 4.15 ile 1 � m � n olmak üzere R

üzerinde m� n�lik bir A matrisi vard¬r öyleki

Ks =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
r1u1 + r2u2 + :::+ rnun 2M : A:

0BBBBBBBBBBBB@

r1

r2

:

:

:

rn

1CCCCCCCCCCCCA
= 0

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
ve htKs = n�m

dir. i = 1; 2; :::; n � h için Qi = Mu1 + ::: + Muh+i + Ruh+i+1 + ::: + Run

olsun. Aç¬kça herbir Qi, Qi � Ks+1 olmak üzere M�nin M-asal alt modülüdür.

Qn�h = MM ve Qn�h ( Qn�(h+1) ( ::: ( Q1 ( Ks+1�dir. Böylece htKs+1 �

(n� h) + htQn�h�dir. n = kq0 + r0 (0 � r0 < k) olsun. Önteorem 4.38 ile

htQn�h =

8<: n� q0 + 1 , kjn

n� q0 , k - n

9=;
olur. s = htKs = n�m ve htKs = s+ 1 oldu¼gunda

m 6

8<: h+ (q0 � n) , kjn

h+ (q0 + 1� n) , k - n

9=;
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dir. Herhangi durumda m � h�dir.

B, m� h�lik matris ve C, m� (n� h)�lik matris olmak üzere A = [BjC] olsun.

K =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
r1u1 + r2u2 + :::+ rnun 2M : B:

0BBBBBBBBBBBB@

r1

r2

:

:

:

rh

1CCCCCCCCCCCCA
= 0

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
d¬r. Önteorem 4.15 ileK, Ru1+:::+Ruh�de uzunlu¼gu h�m olan 0-asal alt modüldür

ve K, Mu1 + :::+Muh�dedir. h = kq + r (0 � r < k) olsun. Önteorem 4.38 ile8<: m � q, kjh

m � q + 1, di¼ger durumlarda

9=;
dir. Böylece 8<: htKs � n� q, kjh

htK � n� q � 1, di¼ger durumlarda

9=;
dir. Önteorem 4.38�in ispat¬n¬n son k¬sm¬ndaki gibi, M�nin

i) P , Mu1 + :::+Muh +Ruh+1 + :::+Run�dedir.

ii) 8<: htP = n� q, kjh

htP = n� q � 1, di¼ger durumlarda

9=;
olacak şekilde bir P , 0-asal alt modülünü inşa edebiliriz. Sonuç olarak

htKs =

8<: n� q, kjh

n� q � 1, k - h

9=;
dir. Buradan

t = (h� 1) + 1 + htKs =

8<: h+ n� h=k, kjh

h+ n� [h=k]� 1, k - h

9=;
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olur.

f(h) =

8<: h+ n� h=k, kjh

h+ n� [h=k]� 1, k - h

9=;
ile tan¬ml¬f : f1; 2; :::; ng ! N dönüşümünü alal¬m. f artan fonksiyondur ve böylece

t = f(n) =

8<: 2n� n=k, kjh

2n� [n=k]� 1, k - h

9=;
d¬r.

Teorem 4.40 R tek boyutlu Noetherian bölge ve n 2 Z+ olsun. O halde

D(R(n)) =

8<: 2n� n=v(R) , v(R)jn

2n� [n=v(R)]� 1, v(R) - n

9=;
dir.

Kan¬t Önteorem 4.36, Önteorem 4.37 ve Önteorem 4.39�dir.

Teorem 4.41 R tek boyutlu Noetherian bölge ve n 2 Z+ olsun. O halde aşa¼g¬dakiler

birbirine denktir:

i) v(R) = n�dir.

ii) D(R(k)) = 2k � 1, k = 1; 2; :::; n ve D(R(k)) < 2k � 1, her k > n için.

Kan¬t v(R) = n olsun. Teorem 4.40 ile k = 1; 2; :::; n için D(R(k)) = 2k � 1 ve her

k > n için D(R(k)) < 2k � 1�dir.

k = 1; 2; :::; n için D(R(k)) = 2k � 1 ve her k > n için D(R(k)) < 2k � 1 olsun.

m = v(R) olsun.

m > n oldu¼gunu varsayal¬m. (ii) ile D(R(m)) < 2m� 1 olur ve bu Teorem 4.40

ile çeli̧sir. Böylece m � n�dir.

m < n oldu¼gunu varsayal¬m. Teorem 4.40 ile D(R(n)) < 2n � 1 olur ki bu (ii)

ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla m = n�dir.

Önerme 4.42 Aşa¼g¬daki ifadeler tek boyutlu R noetherian bölgesi için denktir.

i) v(R) =1

ii) Her k 2 Z+ için D(R(k)) = 2k � 1�dir.
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Kan¬t (i)) (ii) Önteorem 4.36 ile aç¬kt¬r.

(ii)) (i) Teorem 4.41 (ii) ile aç¬kt¬r.
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5. SONUÇ

Asal ideal kavram¬halka teorisinin en önemli konular¬ndan biri ve birçok alanda

uygulamas¬n¬n oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca asal ideal kavram¬kullan¬larak halka için

karakterizasyonlar da verilebiliyordu. Bu tezde bu karakterizasyonlar¬n baz¬lar¬n¬

Önerme 2.32 veTeorem 2.44 ile hat¬rlad¬k.

Asal ideal kavram¬n¬n modül versiyonu olan asal alt modül kavram¬ üçüncü

bölümde tan¬mland¬ve özellikleri araşt¬r¬ld¬. Bu kavram¬n da asal ideal kavram¬

kadar önemli oldu¼gu görüldü. Asal alt modül kavram¬kullan¬larak modüller için de

baz¬karakterizasyonlar Önteorem 3.8, Önerme 3.19, Önerme 4.14 ve Önteorem 4.21

da verildi.

Bir idealin radikalinin, modül teroride iki farkl¬genellemesi vard¬r. Bu iki genelle-

menin eşit oldu¼gu zaman modül ve halka hakk¬nda daha çok bilgiye sahip olabiliy-

oruz. Bundan dolay¬, radikal alt modül ve bir alt modülün zarf¬kavramlar¬üzerinde

çal¬̧s¬lm¬̧s ve bu kavramlar kullan¬larak modüller için de karakterizasyon verilmi̧stir.

Üstelik, asal alt modül ve radikal alt modül kavramlar¬ kullan¬larak halkan¬n

Dedekind, Prüfer, De¼gerlendirme, Temel ideal bölgesi ve Tek türlü çarpanlama böl-

gesi olabilmesi için denk koşullar verilmi̧stir. Bunun ile ilgili önemli sonuçlardan

baz¬lar¬Önerme 3.37, Önerme 3.39, Önteorem 4.25, ve Önteorem 4.37�da verilmi̧stir.

Ayr¬ca Krull boyutun modül versiyonu çal¬̧s¬lm¬̧s ve halkadaki asal zincir ler ile mod-

üllerin asal alt modül zincirleri aras¬ndaki ba¼glant¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r ( ör. Önteorem

4.21). Daha sonra da halkan¬n boyutu kullan¬larak, modülün boyutu belirlenmi̧stir (

ör. Teorem 4.13). Modülün boyutu kavram¬kullan¬larak halkan¬n Dedekind olmas¬

için baz¬denklikler verilmi̧stir ( ör. Teorem 4.27�4.28).
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Ortaç Öneş, 1987 y¬l¬nda Tarsus�da do¼gdu. ·Ilk, orta ve lise ö¼grenimini Tarsus�da

tamamlad¬. 2005 y¬l¬nda girdi¼gi Karadeniz Teknik Üniversitesi Fen-Edebiyat Fakül-

tesi Matematik bölümünden 2009 y¬l¬nda mezun oldu. 2010 y¬l¬nda Akdeniz Üniver-

sitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik anabilim dal¬nda yüksek lisans ö¼grenimine
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