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OZET

POISSON ORTALAMALARININ f € L,(R") FONKSTYONLARINA
BAZI PURUZSUZLUK NOKTALARINDAKI YAKINSAMA HIZININ
TAHMINI

Selim COBANOGLU

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damigman: Yard. Dog. Dr. Melih ERYIGIT

Haziran 2012, 76 Sayfa

Ttim reel eksende Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier doniigtimii
verildiginde fonksiyonun kendisinin olusturulmas: meselesi Harmonik Analizin énemli

problemi olarak ortaya ¢ikmmg ve bircok tinlti matematikginin ilgi odag olmustur.

Integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier doniigtimii  integrallenebilir olmaya-
bilir. Dolayisiyla, bu durumlarda Fourier déniigiimii vasitasiyla fonksiyonun kendisini
olugturmak icin ters Fourier doniigiimii uygulamak miimkiin olmayabilir. Bu zorluk-
larm tistesinden gelebilmek i¢in degisik toplanabilirlik metodlar ortaya ciknmsgtir. Bu

metodlarim en tnliileri Poisson, Gauss-Weierstrass ve Riesz-Bochner metodlaridir.

Biz bu ¢alismada baz toplanabilirlik metodlarim inceleyerek Poisson ortala-
malarmin L, (R") fonksiyonlarina bir tiir piiriizsiizlitk noktas: olan p-piiriizsiizliik

noktalarindaki yakisama hizimi gosterdik.
ANAHTAR KELIMELER : Fourier déniigiimii, girigim, Poisson toplanabilirlik,
Gauss-Weierstrass toplanablirlik, p-piiriizsiizliik,

Lebesgue noktalar:, yakinsama hizi.

JURI:  Prof.Dr. ilham ALIYEV
Yard.Do¢.Dr. Yusuf SUCU

Yard.Dog¢.Dr. Melih ERYIGIT



ABSTRACT

ON DEGREE OF APPROXIMATION OF THE POISSON MEANS
FOR f € L,(R") FUNCTIONS AT SOME SMOOTHNESS POINTS

Selim COBANOGLU

M. Sc. Thesis in Mathematics
Adviser: Asst. Prof. Dr. Melih ERYIGIT
June 2012, 76 Pages
The question “Given the Fourier transform of a Lebesgue integrable function
[, how do we obtain f back again from its Fourier transform” was an important

problem of Harmonic analysis and its applications, and it has drawn many famous

matematicans’ attentions.

The Fourier transform of a Lebesgue integrable function may not be integrable
therefore we could not obtain f back again by inverse Fourier transform of f. In order
to get rid of this difficulty, matematicians reached different summability methods.
The most well-known ones of these methods are Poisson, Gauss-Weierstrass and

Riesz-Bochner.

In this work we concentrate on some summability methods and we study Pois-
son means’ convergence rate for f € L,(R™) functions at y-smoothness points.
KEY WORDS: The Fourier transform, convolution, Abel-Poisson summability,

Gauss-Weierstrass summability, p-smoothness, Lebesgue points,

convergence rate.

COMMITTEE: Prof.Dr. ilham ALIYEV
Asst.Prof.Dr. Yusuf SUCU

Asst.Prof.Dr. Melih ERYIGIT
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ONSOz

Fourier doniigtimii verilen fonksiyonun, egitli toplanabilirlik metodlariyla olug-

turulmasinin incelendigi bu tez ¢aligmasi {i¢ ana béliimden olugmaktadr.

Tezin ilk boltimiinde ilerki bsliimlerde kullamlacak olan bazi kavramlar hakkn-
da 6n bilgi ve tanimlar verilmigtir. Tkinci bsliimde Fourier doniistimiiniin girisim ope-
ratori ile arasindaki énemli iligkiler incelenmis ve Fourier déniigiimii verilen fonksi-
yonun toplanabilirlik metodlariyla belirlenmesi i¢in yeterli kosullar verilmistir. Tezin
son boliimiinde ise 6zel bir toplanabilirlik metodu olan Poisson metodu incelenmig
ve Poisson ortalamalarimn L,(R"™) uzayindaki fonksiyonlara u-piirtizsiizliik nokta-

larindaki yakinsama hiz1 belirlenmistir.

Bu ¢aligma boyunca bilgisini ve zamamm benimle paylasan, destegini esirge-
meyen damgman hocam Saymn Yard. Dog. Dr. Melih ERYIGIT’, hocalarima, aileme,

arkadaglarima ve desteklerinden dolay1 TUBITAK a sonsuz tegekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

Reel sayilar kiimesi
R*={2 = (24, 5s,..2:) ¢ %; ER, j=1,2,..}

R™’de olciilebilir ve p. kuvveti integrallenen fonksiyonlar uzay:
Sonsuzlukta sifira giden siirekli fonksiyonlar uzay:

Schwartz uzay1

f fonksiyonunun Fourier déniigtimii

[ fonksiyonunun ters Fourier doniigiimii

f ile g fonksiyonlarinin girigimi

suppf = {z: f (z) # 0}

zy€ERiginz-y=3 ", 2

R™ ’de birim kiire

Gamma fonksiyonu

[ fonksiyonunun Lebesgue noktalar: kiimesi



Kisaltmalar
h.h.h.

Hemen hemen her
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1. GIRIS

Bu tez galigmasi dort ana béliimden olugmaktadir. Bu béliimlerin iceriklerini kabaca

su sekilde 6zetleyebiliriz.

Birinci boliimde tez boyunca kullamlacak temel kavramlar ve gosterimlerin

tanmimlar: verilmigtir.

Tkinci béliimde girigim(convolution) operatorii tamitilms ve bu operatoriin
temel ozellikleri, Harmonik Analizin temel kitaplarina bakilarak, ¢rnegin Stein-
Weiss, Sadosky, Folland gibi, bu béliimde verilmistir. Ayrica bu boliimde Fourier
doéntigiimii de tamtilmig ve Fourier déniisiimiiniin temel 6zellikleri bu boliimde ifade

edilmigtir.

Ugtincil boliimde Fourier doniisiimii bilinen fonksiyonu toplanabilirlik metot-
lariyla yeniden olusturulmas: meselesi ¢oziilmiis ve Abel-Poisson, Gauss-Weierstrass,

Riesz-Bochner toplanabilirlik metotlar: tamtilmistir.

Dordiincii bolitmde bu galigmanin $zgiin sonuglar olan u-plirtizsiizlitk noktas
tamtilmig ve bu noktalarda Poisson ortalamalarmmn f € L, (R") fonksiyonlarmma

yakmsama hizi bulunmustur.

1.1. Calismamn Kapsami

Tlm reel eksende Lebesgue anlaminda integrallenebilen bir fonksiyonun Fourier
doniigtimii verildiginde fonksiyonun kendisinin olusturulmas: meselesi Harmonik Ana-

lizin ve onun uygulamalarinin énemli bir problemi olarak ortaya ¢ikmistir.

Bu ¢alismada esas olarak, “f € L, (R®) fonksiyonunun Fourier déniisiimii ve-
rildiginde, acaba bundan yararlanarak f fonksiyonunu nasil elde ederiz?” sorusuna
cevap veren degisik toplanabilirlik metodlar: tamtilmis ve 6zel olarak Poisson orta-
lamalarinin p-piiriizsiizlikk noktalarinda sézkonusu fonksiyona yakinsama hizi ince-

lenmistir.



1.2. Temel Kavramlar ve Gosterimler

Bu béliimde tez boyunca sik¢a kullamlan bazi kavramlarin tanimi ve gsterimleri ve-
rilecektir. Bagka 6zel kavramlarin tammi ve gosterimleri, tez boyunca konu igerisinde

agiklanacaktir.

R™ ile n-boyutlu (reel) sklid uzaymm ve z = (1,2, ..., 2,) ile bu uzaym ele-
manlarim gosterecegiz. -y =3 ", x;y; says1 2,y € R™ ’'nin i¢ carpim, |z| = /z.z
sayist £ € R™ 'nin normudur. dz = dz;dz,...dz,, ile R™ ’de bilinen Lebesgue dlgiimii

kastedilmistir.

L, (R*,dz) =L, =L,(R"),1 < p < 0o, ile R iizerinde tamuml ve
1£ll, = (Jen I£I7 )% < co olan olgiilebilir fonksiyonlar uzayini gosterecegiz. Burada
I fIl, sayisma f ’in L, normu denir. L*® = L*(R") ile de R" iizerinde tammbh
ve || fll = ess.sup|f(z)| < co olan fonksiyonlar uzaymm gésterecegiz. Bir ozellik
hemen hemen her z icin saglaniyor denildiginde, bu ézelligin saglanmadig: = nokta-
lar1 kiimesinin l¢timiiniin sifir oldugu anlagilacaktir ve “hemen hemen her” ifadesi de
kisaca h.h.h. ile gosterilecektir. Bir f fonksiyonun supportu( ya da dayanag) kisaca
‘supp 1’ ile gosterilcek olup supp f={z : f (z) # 0} "dir. Co = Cy (R™) = Cy (R") ile

sonsuzlukta sifira giden siirekli fonksiyonlar uzay: gosterilecektir. Ayrica bu tezde

agsagidaki gosterimlere de yer verilmistir:

C*(R") ile f : R™ — C olmak iizere her « i¢in f 'nin o nmec1 mertebeye kadar
stirekli kismi tiirevleri var olan fonksiyonlar kiimesini, C*° (R") ile f : R® — C olmak
tizere f 'nin her mertebeden siirekli kismi tiirevleri var olan fonksiyonlar kiimesini,
C® = (g7 ile f € C* ve f kompakt supportlu olan fonksiyonlar kiimesini ve CJ*
ile de m-inci mertebeye kadar siirekli kismi tiirevleri var ve bu tiirevler simrh olan

fonksiyonlar kiimesini gésterecegiz.

Ayrica aksi belirtilmedikge bu tez boyunca tiim fonksiyonlarimiz kompleks
degerli dusiiniilecektir. Eger [, f(z) dz integrali var ve sonlu ise, bu integrale yakin-

sak, aksi halde iraksak denir.

¢ € Co (R™)NLy (R™) ve ¢ (0) = 1 olmak tizere [, f (z) dz integralinin (iraksak



veya yakimsak) ¢-ortalamalar

Mep(N=Me(p)= [ 6(e)f(2)da, (>0

seklinde tamimlanir. Bu taktirde, eger

imM. (f) =

e—0

sonlu limiti varsa, (wraksak) [,. f(z)dz integrali | ’ye yakinsar denir. ¢ fonksi-
yonunun bu veya bagka sekilde secimi degisik toplanabilirlik (summability) metodlar:
dogurur. Ornegin, ¢ (z) = el ¢ (z) = e /*!" ve § > 0 olmak iizere

(1-12f)", Jol <1

¢(x) =5 (x) =
0, |z| > 1

alindiginda, siras1 ile Poisson, Gauss-Weierstrass ve Bochner-Riesz ortalamalari ve
uygun toplanabilirlik (summability) metodlar elde ederiz.

Sozkonusu toplanabilirlik metodlanmn uygulandig1 en 6nemli problemlerden
birisi, f fonksiyonunun, Fourier doniigiimii (ki onu f ile gosterecegiz) f* ’ye gore

olugturulmas (restoration) problemidir.



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Girigim Operatorii ve Yakinsama Ozellikleri

Tamm 2.1 (Sadosky 1979) f,g : R® — C tammh ve Lebesgue dlgiilebilir fonksi-

yonlar olsun. f ve g fonksiyonlarimn girisimi f = g ile gdsterilir ve

(F+9)(e) = [ fle=v)atu)dy

seklinde tanimlanar.

Not 2.2 Girisim operatori ile diger énemli bazi operatérler etkilesim icerisindedir.
Ornegin Harmonik Analizin énemli gerceklerinden biri olan ve gelecek boliimde gére-
cegimiz Fourier donisimii ile girisim arasinda da énemli bir etkilesim vardwr. Gi-

rigimin Fourier donisiimi, Fourier doniigiimlerinin ¢arpimina egittir.
=g =1F

Tanmm 2.3 (Sadosky 1979) y € R* olsun. Kayma operatéri, her f € L,(R",dx)
igcin
Tyf(x) = flz —y)

seklinde tammlanar.

Teorem 2.4 (Sadosky 1979) Lebesgue 6lciimii kaymaya gére invaryanttir. Yani

/ Ty f(z)dz = f(z)dx
n Rﬂ

tir.
Kanit.
/ refla)de = / flz—y)dz (z —y = u degisken degigtirmesi)
n Rn
~ [ f@-1)da
Rn
— / flu)du
J R
m



Sonug 2.5 (Sadosky 1979, Folland 1984) Her f € L, igin
Ty f(@)Pdz= | |f(z)"dz
R™ R»

tir. Yani
Iy fIl, = II£1l,
dir.

Kanit. g = |f()|” olmak iizere Tyg(z) = g(z — y) = | f(z — y)|” olur.

/ 7yg(e)de = / g(x)dz

|f(e—yl"dz= | [f(z)]"dz
R™ R

1di. Buradan

olur. Yani
7y f (@) P da = / F@) dz
R R~

elde edilir. m

Teorem 2.6 (Sadosky 1979) f,g € Li(R™ dz) olsun. O zaman hemen hemen her
z € R™ igin f * g(x) sonludur ve f* g € Li(R™,dx) ’tir. Ayrica

I/ * gll, < I1£1l; lgll, (2.1)
dir.

Kanit. Eger (2.1) esitsizligini gosterirsek hemen hemen her z € R™ i¢in f * g(x) ’in

sonlu oldugu bulunur.

(fxg)2)= [ flz—y)g(y)dy

Bn

<t



I *glly

[ iprg@lde= [ | [ fa- o)y do

/L ( [ Ie=) |I:(y)| dy) de

= (Fubini teoreminden)

. A;ﬂ|9(y)|(fkn|f(:):—y)|d$)dy
/Rn l9(y)l (/Rn |f(z)] dm) diy

= Il [ lotwldy= £l sl

IA

I

elde edilir. Boylece
I1f = glly < [1.£1ly llgll,

dir. m

Teorem 2.7 (Young Esitsizligi)(Sadosky 1979 ve Folland 1984) f € L,(R",dx),
1 <p<oo, g€ Li(R* dz) olsun. O zaman hemen hemen her x € R™ i¢in

[ *g(z) < oo olur. Ayrica
I1f = gll, < 1f1, llglly
dir.

Simdi Young esitsizliginin ispati i¢in yardimer olacak su lemmay: ifade edelim.

Lemma 2.8 (Minkowski Integral Esitsizligi)(Sadosky 1979 ve Folland 1984) (X, M, )
ve (Y, N,v) iki olgim uzay olmak tizere f(z,y) : X x Y — C tamumh ve u @ v
c'ilgﬁleb'élz'?" olsun. Eger hemen hemen her y € Y icin f(-,y) € Ly(z,p), 1 < p < 0

ve [y 1FC,9),, dv(y) < oo ise 0 zaman [, f(z,-)dv(y) < oo ‘dir ve

< [ 160,
dir.
Kamt. (Young Esitsizligi) Once f,g > 0 fonksiyonlan icin ispat yapahm. Bunun
icin
F(z,y) = f(z — y) ve dv = g(y)dy

6



olsun. Minkowski integral egitsizliginden
S udet) <0 = [ faivty) <o
dir. Hemen hemen her z € R” igin
frglz) = f z—y)g(y)dy < o0
oldugunu gérmeliyiz. Bunun igin

/ 19l doly) < oo
¥

oldugunu gostermek yeterlidir.

fﬂ(wlf(xy)lpdm)%g(y)dy - [ ([ r@a ):’g(wdy
= 11, | sy

< N7l llglly < o0

dir. Boylece
" flz —y)gly)dy < oo

olur. Yani f * g(z) sonludur. Simdi
» o\
i£xal, = ([ ([ se-vstiy) de) < (mimkowsii

/n ( Jf(z—y)lpdw)lg(y)dy
11, | sy

< Al llglly < o0

IA

yani f € L, ve g € L1 oldugundan f % g € L, ’dir.
Simdi f ve g pozitif degilse ;
f=f"~fveg=9g"~-g°
esitliklerinden yararlanacagiz. Burada

ft =max(f,0) , f~=—min(f,0) , g* =max(g,0) , g~ = —min(g,0)

7



dir. Boylece ft, f, g%, ¢~ pozitif integrallenebilir fonksiyonlardir.
frg=(fT*g") = (fr=g7) = (f*g") +(f+g7)
dir. Burada f* * g™ € L,, ft x g~ € L,, f~ *xg* € L, ve f~ % g~ € L, oldugundan
f*g¢€ L, dir. Ayrica
frg <|fl+lgl
oldugundan

1f * gll, < M1LFL=1glll, < LA Mgllly = 1A, gl

elde edilir. m

Onerme 2.9 (Sadosky 1979) Her f,g € L igin f * g girigim operatori tanwmbidar

ve asagrdaki ozellikleri saglar:
a) Girigim operatéri degismelidir. Yani f* g = g* f ’dir.
b) Girigim operatori birlesme ézelligine sahiptir. Yani
Frlgxk)=(fxg)xk=fxgsk
c¢) Girigim operatori dogrusaldir. Yani
(af +bg)xk=a(fxk)+b(gxk)

dir.

Kanit. a)

fxg(z) = /.ﬂw—MQWM@=
R'ﬂ.
(y = x—u degisken degistirmesi)

= [ Fo)g@- (-1 du

= Rnfﬁﬂﬂ(%**ddu
= g* f(x)

Her x € R" i¢in saglandigindan

frg=gxf



olur.
b)

(f*(g*k))(z) = f(w—y)(g*k) y) dy

flz-) (/ e —z)k(z)dz)dy

/R f(z — 2) k(2) dzdy
( fle—y)g(y—2) dy) k (%) dz (Fubini teo.)
Rn

f( Rnf(x"u—z)g(U)du>k(z)dz

= | (- 2k@d= (9@ (2)

z\%\g\@\

9imdi y = u + z yazalim.

(f * (g% E)) (2)

I

(2.2) esitligi her z € R™ igin saglandigindan
frlgek)=(f*g)*k
olur.
c)
((af +bg) x k) (z) = ” (af +bg) (z—y)k(y) dy
= /Rn [af (z —y) + bg (x — y)| k (y) dy
= | efe-nk@dr+ [ bole- k@)
= a(fxk)(z)+b(g*k)(z) = (a(f*+k)+b(g+k))(z).
olup bu esitlik her z € R™ icin saglandigindan
(af +bg) xk=a(f*k)+b(g*k)

dir. m

Not 2.10 (Sadosky 1979) Sabitlenmis bir k € Ly (R™) verilsin. O zaman
K:f— Kf = fxk ile tammlanmag girisim operatori L, ’den L, ’ye sireklidir
(sunarlidur) ve

11, < NIl

9



dir. Buradaki sabitlenmis k fonksiyonuna K girigim operatériiniin gekirdeji denir.

Onerme 2.11 f € L, g € LP, = + =1,1 < p < o olsun. Bu durumda

f*g€ Lo (R™) dir. Ayrica [ * g(z) duzgun stireklidir.
Kamt.fELp,geLpr,%—kﬁzl,lgpgooolsun.
f*g€ Ly (R") < 51%) (f*g)(z)] <o0
ceR™

olmalidir.

[fxg(z)] = 2 f(z—y)g(y)dy| < (Holder esitsizlizi)

< 71, lgll;

olur. Buradan Vz € R" i¢in

[+ g @) < 1I£1l, lgll

dir. Burada her iki tarafin z € R™ ’e gére supremumunu alalim.

sup [(f * g) ()| < sup || f], llglp = [I£]l, lgll; < o0
z€R™ zER”

buradan

Lf * gl < 00 = fxg€ L (R")

elde edilir. 3imdi de énermenin kogullarim saglayan f+¢ nin diizgiin siirekli oldugunu

gorelim. Burada su lemmay1 kullanacagiz:

Lemma: 1 < p < oo igin kayma operatorii L, normuna gore siireklidir. Yani,
lim || f(z - y) — f(=)[, =0
y—0
dir.
Once bu lemmay1 kullanarak f % ¢ 'nin diizgiin siirekliligini gosterelim.
[fxgle—y)—Ffxg(=)l = [(flz—y) - f(z))*g|

- \/ (e =y - )~ fla - w) glu)du| <
(Holder egitsizliginden)

< e —g) = f@, gl

10



Bu durumda lemma kullanilirsa

[f*g(z—y) - frg@ <Nflz—y) = f@I, 9], — 0 (y— 0)

Simdi de p = co durumuna bakalim.

Sl;plg*f(:v—y)—g*f(x)l = |l(g(z —y) — g(z)) * fll < ...(Holder)...
< lglz =) — 9(2)|l; | fll o
i | :
(=4+= = 1L, p=1vep =00)
P P

ise buradan
Sgplg* fla—y)—g* f(z)| =0 (y —0)

oldugu goriiliir. m

Onerme 2.12 suppf C A ve suppg C B ise
suppfxgC A+ B={z+y: z€ A, y€ B}

“dir.

Kamt. u ¢ A+ B ise u ¢ supp f * g oldugunu gorelim.

Her y € supp g icin v —y & supp f ’dir. Boylece her y € supp g icin
flu— y)g(y) = 0 ’dir. Buda f * g (u) = 0’ olmasim gerektirir. u ¢ supp f * g elde
edilir.

(ug A+B=u¢ supp fxg) = (supp fxgC A+ B)

Teorem 2.13 (Lebesgue Baskin Yakinsama Teorems) (Folland 1984)
{fa}ozy © L1 (R™), hemen hemen her x € R™ icin f,(z) — f(z) ve her n igin
| fr (z)] < g(2) olacak sekilde g € Ly (R™) var ise

lim mle)de= | flz)dx
R" R"

Nn—0co

olur.
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Tamim 2.14 (Sadosky 1979) ¢ € L (R™) ve ;. ¢ =1 olmak iizere € > 0 igin

e, (z) = Einso @)

seklinde tamamlanan {¢, },., ailesine birimin yaklagima denir.

Onerme 2.15 (Stein ve Shakarchi 2005)

/nsog(:f)dw=fnw(x)d$=l

dir.
Kanit.
/ (z)d . (%) do
z)de = — -
n(pa En ]Rn,(P &
= ...(z = eu degigken degigtirmesi)
1
- = nd
= Rﬂ‘P(U)f u
= / pu)du=1
o

Teorem 2.16 (Sadosky 1979) ¢ € Ly (R") ve [3. ¢ =1 olsun. Eger f € L,
1<p<oo, (feCsC Ly) tse

lim |1 . — fll, = 0

dir. Burada Cy (R") = {f e C(R™): lim f(z) = O} dar.

|| —o0

Kanit.

frodn)  fla) = Rnfx—y)sog(y)dy 1@ [ o)y

n

v, (y —y) — f(z))dy

T

-,
= | iw(—‘?) (fla~v)~ f(z))dy

rr E™ (5

(= = wu degigken degigtirmesi)
1
= [ o) (o - ew) - f(@))du

12



Simdi

If*p.— fll, = f n(f (z — ew) — f(2))p (u) du|| < (Minkowski integral esitsizligi)
< [ W@=ew) = @), bo (w)] du
=‘/ 1f( — eu) — F()], | ()] du
|u|<M
T — — flx u)l du
+A®Mww ew) — (@), | ()]
Burada
.a=j;wnﬂm—mo—fwmgwwwm

B= | W= en) - f@), Il du

diyelim. I; ve [ integrallerinin § ’ya bagh istenildigi kadar kiigiik yapilabilecegini
gorelim. Once I, ’ye bakalim.

ho= [ fe=eu) - @)l ()] du

IA

2|71, lo ()| du < &

Ju|>M

olacak gekilde M vardir. §imdi de /; ’e bakahm. Burada kayma operatériiniin
1 < p < oo olmak {izere L, normuna gore siirekli oldugunu kullanacagiz. Yani her

6 > 0 igin Jeg, € < eo, || f (2 —eu) — f (2|, < 0 oldugunu kullanacagiz.

[ M= =@l le@ldnss [ p@du=r0 0,550

Boylece
0<|f*p.— fll, <O+6 (V6 > 0 igin)

Buradan tistlimite gegersek ( ¢tinki || f * ¢, — f]|,, 'nin limitini varhgm bilmiyoruz.)
0 <lim||f*ep, —fll,<0
buradan

lim ||f * ¢, = fll, = 0 ise lim || f + ¢, = fl|, =0

13



elde edilir. Son olarak da f € C C Lo durumunu inceleyecegiz.
Fro @ -1 < / |F(z — ew) — £(2)] | (u)] du
RTL
:/ |F(@ — ew) — £(2)] o ()] du
<M
+ / |Fla— eu) — F@)] | (w)] du
Ju|>M

ve yine
T = [MSM |Fle — ) — £(@)] 1 (w)] du
ve

B = /| £z —eu) — £(@)] | ()] du

diyelim. I; ’e bakarsak f € Cy ise f, I5 i¢in ise f ’in smmirhlhigim kullamirsak I, ’nin

de yeterince kii¢iik yapilabildigini goriiriiz. m

Sonug 2.17 ¢ € Ly ve [ =0 olsun. Her f € L, , 1 < p < o0 igin e — 0 iken
If *¢ll,— 0 ’dir. (yada fe€ Co C Loo )
Onerme 2.18 C° , L, ’c?e yogundur. Yani
CE=1,(R") ,1<p<oo
Kamit. Once f € L, fonksiyonu kompakt dayanakli olsun. ( kompakt dayanakhlar

L, ’de yogundur.) p fonksiyonunu p € Cg° olacak sekilde secelim ve g. = f * p,

fonksiyonlar ailesini tanimlayalim.
ge=frp. € Gy
dir. Ayrica yukanda ispatlanan teorem geregi
If * pe = fll, = 0, e >0

idi. Simdi f € L, alalim. kompakt dayanakh 6yle ¢ fonksiyonu vardir ki
If—gll, < $ *dir. (glinkii kompakt supportlular L, ’de yogundur.) Bu durumda

e = g * P

14



olmak iizere

1f =g, = lf—g*pll,=1f—9+g—g*p.l,

< f =gl +llg—g*pcl,
Burada || f — g, < £ vee—0igin |lg—g* pell, — 0 oldugundan
If—g*pll,—0

olur. g * p. € Cg° oldugundan C§° ’daki fonksiyonlar L, ’de yogundur. m

Tanmim 2.19 a = (o, 09,...,a,), @; € ZT olmak iizere

g1 gee oon
Azt ( Qis® (- Dxam )

@5 =
seklinde tanamlanar.

Tanim 2.20 N € Z* ve a multi indeksi icin
1wy = sup [(1+1al)™ %]
T€ER™
olsun. Bu durumda Schwartz uzay, S ,
S = {f € C%: her N vea igin || flyq < oo}

ile tanamlanar.

Ornek 2.21 f(z) =e " € & “dir. Ciinki
||f”(2,1) = 52£ (1 + $2) flz) <o

Onerme 2.22 (Folland 1984)f € S ise her o multi indeksi igin 8*f € L, (R™)

?

1 <p<oo 'dur.
Kamt. Her N € Z* i¢in f € S ise |8°f (z)] < Cnx(1+|z|)™" ’dir. Schwartz
uzaymn tanmmndan (1 + |2|)" |8 f] < C .« ’idi. Buradan da

0°f ()| < Cwa (1 + |27

15



dir. Eger
101, < Ch,a

(1 +J$|)*NHP <00

oldugunu gosterirsek ispat biter. Simdi

/u ((1+J:~.:|)'N)p=flxl<1 (1+|x|)_N’°d$+/ A+ |a)) de =1 + I

221

denirse [; < oo ’dir. Ciinkii @iﬁ; fonksiyonu |z| < 1 bélgesinde siireklidir.
I icin
i < 1
(L+[2)™ 7 Jaf™
ise
1 1
- dr< f da (2.3
/mzl (1 + |z ei>1 J2]™" )
Np > nise (2.3)'in sag tarafi yakisaktir. (Ciinkii R™ ’de f|$]21 ﬁf <ooE>a>n

)- N > 2 segersek I, < co olur. Boylece ispat tamamlanir. m

Onerme 2.23 (Folland 1984) f € C* olsun. O zaman

[ € S <= Va,f multi indeksi icin |9:“'38"’ f [ < M,p

& VYo, multi indeksi i¢in |0° (:cﬁf)| < Myg (2.4)

dir.

Not 2.24 (Sadosky 1979) R™ de x = (z1,22,...,2,), n > 1, igin kutupsal koordi-

natlar soyledir:

T1 = TCOS(,
Ty = TSNP, COSP,
T3 = TSN, sin g, Cos P,

Tp-1 = Tsing;sing,...sing, ,cos@, ;
Tn = TSIN@;sing,..sing, ,sine, ;

16



Burada v = |z| , ' = (@1,.y0,_,) vek = 1,2,..,n—2 i¢in 0 < ¢, < m ve
@,y € [0,27] ’dir. Béylece z% + x2 + ... + 22 = r? ’dir. Dolaypswyla

(cospy)? + (sin; cos ,)° + ... + (sin ¢, sin ... sin g, _, sin Pu) =1
dir.
Not 2.25 (Stein ve Shakarchi 2005, Sadosky 1979) R? ’te kutupsal koordinatlar icin

integral formali

Ra flz)dz = fz 2 j:o f (ra) r’drda’

R™ de kutupsal koordinatlar i¢in integral formiili

5 fledy = /;:nl ]:of(rm’) " Ldrds

- /Ooor (fzn_lf(m') da:’) dr

dir. Burada £, birim kiireyi ve dx’ yiizeyin alan elemanin ifade etmektedir.

Lemma 2.26 n > 1 i¢in w, birim kiirenin yiizey alan: ve §2,, birim kiirenin hacmi

olmak tizere

T 1
Wp =202 ——
i

ve

n 1

Q, =72

TE+2)
dir.
Kanit.

2 o o2
f el dy = f e (Il+’“2+'"+"")d:rld:rg...dxn
RTL T

o0 2 ee 2 e 2
= / e_xld:cl[ e““‘"2d9:2.../ e "ndzx,
—00 oo —00

=y

17



dir. Simdi

w3

dir. w, = an_l dx

elde edilir. Boylece

",

= / el dy = (z=rz vedr=r""1dz)...

= / / —r?n=1 g’
o (/ d,’.r) / rle=m dp
Bhi 0

oldugundan r = v/, dr = T\l/idt’ 0 < t < oo denirse

oo 1
= w, f t_fw——e‘tdt
0 ot3

o0
= an/ e Tt
0

[STH]

= —27{'2 = —929732
n F(%) 2% F(%)
g LI NN S
3T (3) I'{1+%)
elde edilir. Boylece
0 =72 1
" I'(1+32)

olur. m

Lemma 2.27 z € R" olmak tzere f (z) = |z|* olsun. Bu durumda

ve

dir.

] |#|*dz < 0o <= a > —n
|z|<e
/ |z|"dz < co <= a < —n
Jaf>

18



Kamt. z = (21, ...,2,) , |z| = /2% + 22 + ... + 22 = r olmak iizere

/ [ e = / /r“‘lr“dfrdr
I:l:‘{E Tn-1+/0

£ T.n+a
= / dx’/ rritedr = o, o
3 0 n—+ o

(<) a>-nisen+a>0 dr.

/ |z|* dz| < e"‘/ dx
|| <e |z|<e

==

o > —n i¢in yakinsak olur.

IA

ikinci gerek ve yeter kogul da benzer gekilde gosterilebilir. m

2.2. Girisim Operatoriiniin Noktasal Yakinsamasi

Bu bolimde amacimiz f € L, , 1 < p < oo i¢in [ ¢ = 1 olmak iizere

lim f + ¢, (z) = f(z)

£ E.ﬂ+?l,
e (wy | ™ ldr) =w, < oo
0 n

(2.5)

egitliginin hangi kosullar altinda saglandigin belirlemek olacaktir. Mesela agagidaki

tnerme ozel kogullar altinda yukaridaki limitin varligim garanti ediyor

Onerme 2.28 (Sadosky 1979) ¢ € Ly kompakt dayanakl ve [ ¢ =1 olsun. Eger f

diizgiin stirekli ise ( ya da ozel olarak f € Co ) € — 0 igin

fro. =3 f

dir.

Lemma 2.29 (Sadosky 1979) ¢ € L1, [p. o =1 ve ¢ (z) =sup |©(y)| olmak dizere

[y| >z

¥ (z) € Ly (R™) oldugunu kabul edelim. Bu durumda

i) % radialdir. Yani |z| = |y| ise ¥ (z) = ¢ (y) 'dir.
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i) |z| = r olmak tizere 1y (r) = ¥ (@) ||zj=rseklinde tanamianan 1, (r) fonksi-

yonu r > 0 i¢in azalandar.

i) |z| — 0 veya |z| — oo iken ( dzel olarak 3A > 0, her 0 < |z| < oo icin

|z () < A iken ) |a|" ¢ (z) — 0 “dir.
w) Her0 <n <oowvel<p<ooigin

1, |z| >
s |z > n
0, [a] <n
olmak iizere || X[l ; — 0, — 0, burada } + J- =1 ve ¢, (z) = ¢ (£) ’dar.
Kanit. i) ¢ (z)=sup |¢ (y)| olmak iizere

==l

|z1] = |z2| ise ¢ (z1) = sup |p(y)| = sup |e(y)| = (x2)

[y|=|z1] []=|z2]
dir.

ii) 7 < 7y ise

P (1) = sup |@ (y)| = sup [p (y)| = 1 (r2)

[y]=r1 [y|Zr2

olur. Yani 7 < ry iken v, (71) > 9, (r2) 'dir.

iii) Birim kiire iizerinden integral formiiliinii kullanirsak

/3<|x| :r%b(x) de = [En_ld;c*/:qp(pr)pn—zdp

2
= Wy / Yo (p) p"tdp > ...(¢, azalan oldugu icin (i) ’den)

[XTh

2
> wn [ 90 Np = o () |

= o) (5 - )
= e (1)

n 2"

Burada w,, (l ) = ¢, (sabit) dersek

n 2nn

/ ¥ (@) dz > car™ho (r) > 0 (gitnki 9, (r) > 0)

5 <|z|<r
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Diger yandan v (z) € L, (R®) idi. O zaman

lir% ¥ (z) do = 0 (integralin mutlak siirekliliginden)
"R E<lz<r
ve
lim P(e)de=0
T—00 §<lm\<r
dir. Ciinkii
Y(z)de = lim Y(z)dr=A< 0
Rn o |z|<r
<= Ve >0, dry, 7> 1y ise w(m)d:c—A‘<a
|| <r
ise
A=[w@=[ w+[ o
Rn |z| <o |z|=T0
A-[ w=[ 4
|z|<ro lz[Z270
{A-— / )] = / Y<e
|z|<rp Jz|=ro
dir. Boylece

[ o= o[ v
5 <|z|<r |z|>3% |z|>r

icin fm% W < g ve fl:z;|>r?’b < &y denirse

/:’ P < e(ey,e2)

2-\|x|<r
ise

fz B (@)de > ey (r) 2 0

5 <|z|<r

burada r — 0 ve r — oo i¢in [, 12l ¥ (z) dz — 0 oldugundan sikistirma teoremi
2

geregi cr™py (r) — 0,7 — 0 ve r — 00. z = {for segilebilir. 7 — co = |z| — oo ve

r — 0 = |z| — 0 oldugundan

a™p (z) =0
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iv)
X |7 = - P di 09, (z))°
12 7 /| v @Y des /| PREAL)

P +p

1
j p

-/ G
x| >1
= ¥ (@) (% (€))7 do

[ (@)
@) [ o
)

(

-

1
p

FAN

|=|>n
< (e (D))" / b @z ([ b= [ $(o) sonlu)
(iif) *den e™"¢py () — 0, & — 0 *dur. Boylece || X1, — 0, & — 0 elde edilir. m

Simdi girigim operatorii igin noktasal yakinsama teoremini ifade edelim.

Teorem 2.30 (Sadosky 1979) ¢ € Ly, [poe =1, % (z) = sup | (y)],
l¥l=l=|

@, (2) = =@ (Z), € >0 olsun. Eger € Ly (R") ise bu durumda f € L, ,

1 < p < oo olmak tzere her z € E} igin
limf * ¢, (z) = £(z)
dir.

Kanit. z € E} alalim. Bu durumda V4 > 0 icin Jns 0 < r < 7, ise

= [ lfa—9)-Fl@)dy<s (2.6)

T
" Jyl<r
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olur. Simdi

fro. (@) - fla) = /Rfrc— v) 0, () dy — f:c)[ ooy
(f(z—y)— f(2) e (v)dy

L3

_ /||< (f@—y)— f(2) ¢, (v) dy

g\

+/> (fz—y)— f(2) . (y)dy
= I1+126

ise

|f* e (2) = f(2)] < L] + | &2

olur. Amacimiz I; ve I, integrallerinin z'ten bagimsiz olarak e — 0 iken yeterince

kiigiik yapilabilecegini gormektir. Once I; i inceleyelim.

- [ [l ) s
('%b (?) = %DG(E) Olduﬁunda,n)
= /En_1 (/Oﬂ""nllf (m—’f”y’) — f ()

g(r) = f F@—ry) — f@)|dy ve G(r) = / gt

dersek (2.8) suna doniigtir:

@)= ['rig) v (D) ar

kismi integrasyon uygularsak dv = r"~1g(r) dr ve u = i,, 2} almirsa
g 0\e

=) e (D) 13- /Gr)—(drvo ©)

L = s doniiglimil uygularsak

SUEIORIGEE RIEFI )
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Simdi

(2.7)

(2.8)

(2.9)



elde edilir. Ayrica (2.6) ’dan dolay1 ((2.6) ’da kutupsal koordinatlara gegersek)
r) — = ?"”/ / flz —sy) — f(z)] " Tdsdy < & (2.10)
PP 1
oldugunu biliyoruz. Simdi
29 < 5(2) w(@)n- / G (e9) Zodiy (5
_ N (T _ e
= 5(1) o (2 / G (e9) =t ()
(3A > 0,0<|z| < oo igin |z["¢ (z) < Aidi. (lemma 2.29) )
I
: 1
< J0A —/ G (gs) E—ﬂd@bo (s)
0

: 1
= §A— /0 G (es) E—n¢6 (s)ds
(¥ (r) azalandi yani 5 (r) < 0 (lemma 2.29))

= gi4 f ?G(Es)—l—(—% (s))ds

5A+/G

< SA+ f 55" (—4fl (s)) ds

(ES) (—¢0 (s)) ds

(G (es) ﬁ < 8idi (2.10)'dan)

=6 (A - fom s™, () ds)

Simdi burada [;° s™j, (s) ds integralinin sonlu oldugunu gorelim.

B [ 5w () ds= s () 0 - [ o (s) 5 ds
0 0
Simdi lemma 2.29 ’un ii) ve iii) 6zelliklerini kullamirsak

—B = n/ Py (s) s lds = w_ Y (z)dx < oo (¥ € Ly oldugundan)
R

Boylece
|| < (A+ B)3d, , d sadece n ’ya bagh
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Dolayisiyla | |'i sadece 1 "ya bagh olarak ¢ok kii¢iik yapabildik. Simdi || ’yi tahmin

edelim.

) =}Am§ﬂx—w—fwn%wm4

g‘ﬁblfw—ﬁﬂwxﬂdef@J 0. (1) dt

[t|>n

< A . 1f@—-tlg. W dt+f @) [ (t)dt (¢, (t) < ¥, () oldugundan)

[tl>n
Burada
1 t o i s ;
dibdl = / —1p (—) dt = ...(u = te degigken degistirmesi)...
[t|>n ft)>n & 5

1
= = Y (t)emdt

en ‘t|>§-
= P (t)dt —0, e =0

[2]>2

Simdi de birinci integrali tahmin edelim.
j’iﬂm—mwawﬁ= 1F (@ — 8] x, () ¥ () dt
|E]>n R

1, | >
Burada x,, () = > {t € R": |t| > n} kiimesinin karakteristik fonksi-
' 0, [t <7

yonudur. |f (x — t)] ve x,, (t) 1, (t) fonksiyonlarina Holder esitsizligini uygularsak

1

/ |f (@ = &) 9 (&) dt < NI£IL, x| R
]ﬂ: n P P

elde edilir. Lemma 2.29 ’un iv) ézelliginden dolay ||x, .|

s 0,60 Boylece

ispat tamamlanir. m

2.3. Fourier Doniisiimii

Tamim 2.31 (Sadosky 1979, Stein ve Shakarchi 2005) f € Li(R™) fonksiyonunun

fourier déniigimi

suum:ﬂ@:jRMaMMﬁ

seklinde tanymlanar.



Not 2.32 |e™*™*| = 1 oldugundan
i@| = [1s@e=ae < [ 17t < oo
RBn Rn
yani, f"(z), her z € R™ i¢in anlambdir.
Simdi f(z) fonksiyonunun baz ozelliklerini ifade edelim.

Onerme 2.33 (Sadosky 1979) f € Li(R™) verilsin. Bu durumda,

f@)|_ <1y

(a) f"(z) stmarl fonksiyondur ve

(b) f"(z) diizgiin sireklidir.
(c) f=>0 olsun. O zaman || f"|| = |fll, = f°(0) ’dir.

Kamt. (a)
umms]mmwMﬂﬁsfmmﬁ=wm

dolaysiyla her z € R™ igin
|f (@) < [If]l,
Buradan

Sé%ilf”(ft?)l <l = 1 e < I -
(b) Diizgiin siirekliligi hatirlayahm:
Ve > 0 igin 36 vardir ki ||z —y|| < 6§ = |f(z) — f(¥)| <e.

Bu durumda h € R" igin

ffla+h)=f(a) = [ f@@)e?™C+Pdr— | f(t)e 2 =dy
/ /
. /f(t) (e—Qm'h—t _ 1)8—211-;‘3;.tdt
R™

Buradan,

Fath) =@l = [0l -1 d

- ff(7f)||62’”""t—1|dier / ()] et — 1] dt

t|<AT |t]> M
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( le—2m'h-t _ 1| < le—2m‘h-t| +|1] = 2 ) Béylece,

Fat+h) - @) < [ F@)] |2t — 1] dt + 2 ] F®)] de

[t <M lt]>M
f € Ly oldufunda M ’yi yeteri kadar biiyiik segerek |I,| < £ yapabiliriz. Simdi M

'yi sabit tutahm ve |I;| < £ yapabilecegimizi gorelim.
Iddia: f:R"— C,t— e 2™ } sabit, fonksiyonu icin P}itril[) Fit) =1
Iddianm ispata: hlir_r)LO cos(2mh - t) + isin(2wh - t) = cos0 +isin0 = 1.
Yani,
Ve>0 icin 3 |h-t|<d = |e’2’”'h'it — 1! <€
= [h-t] < AN < (lItl) < M)
s Jhet] < B M <5
= ||h]| < & secersek |h - t| < 4 olur.

= ||All < & icin |e~2mitt — 1| < € olur. Bu durumda,

/ PO~ 1]dt < e / FOldt< |7,

[tl<M lt|<m
Yeteri kadar kiicik, ||| < %, R’ ler igin |f(a: + h) — f(:c)| farki z’ten bagimsiz
olarak ¢ok kiigiik yapilabildi.

(c) f > 0 olsun.
190 = [ st = [ s@e =10
Buradan, ||f], = £°(0) eld: T;:dilir. Digjr yandan,
sup /(@) = I < 11,
( (a) siklandan ) oldugundan,
£l = £ 0 <11 < IS,
dir. Boylece

1 Moo = lI£1ly = £7(0)

dir. m
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Not 2.34 Yukarideki lemmadan

$(f)(z) = (=)
seklinde taramlanan Fourier déniigiim operatori gicli (1,00) tiplidir. ( Not: Bir
operatdriin gigli (p,q) tipli olmasy igin: | Tf||, < A. || f]| » olmahidir ve buradan giicli
(1,00) tipli: |F(f)lle < A |fIl, ) Ayrica bu operatériin normu ||§|| < 1'dir. Hatta
|§]| = 1'dir. 1'den kii¢iik olamaz! Clinkii

f20 = [I5(Hlle= 7l
dir. ( (c) sikkindan ).

lim [, = fll; =0

n—oo

olsun. Bu durumda
fo =3 7 (diizgiin)
dir.
Kanit. Diizgiin yakinsamay: hatirlayalim:
Ve > Oigin Ing n > ng = sup|fu(z) — f(z)| <e.
Buradan,
S |[fa(@) = £ (@) = | fal®) = F(@)]| 5 < [1fn = flly = 0,n — co(6nerme2.33)

2.3.1. Fourier doniigiimiinii analiz etmek ig¢in ii¢ 6rnek

Ornek 2.36 R “de tamamh f(t) = X(ap)(t) olsun.

Fle) = f X (e 2=t

R
. 2miz-b 2mi
— LTI —LTLT-a
_ EeTE. —amizt (b_ € —¢
= e dt = —¢ = -
—2mix —2mix
a
6—211'1,:.50. 6—211'1':.6
2mix 2mix
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dir. Ayrica

P |e~2mias - g~2mite | _ |emies — =it
|2miz| clz|
|cos(—azx) + isin(—ax) — cos(—bz) + isin(—bz)|
) cla
_ |(cosax — cos bx) + i(sin ax — sin bz
- c|z]
(cos® az — 2 cos ax cos bz + cos? bz + sin® b — 2sin bz sin ax + sin® az)3
) clz]
_ v/2—2cos(a —b)z
- ¢|z]
=

V2 —2coskx

|]

Bu durumda [;° Y2=2228 gy = oo oldugunu gésterirsek f~ ’in R ’de integralle-

||

gz = diyelim.

nemedijini gésterecegiz. <>

oo/ am 37 L om
0 & 3 7 3

+2r T
= T Ty 4 T 4 om) (T 4 2m) +
= Wy 2 2 2
7
= W3+Ingto

= 0

Baylece kendisi Ly “den olup Fourier donisimi Ly 'den olmayan bir fonksiyon

orneqi géstermis olduk.

Ayrica
1
. .
,f (Sf.')l = TI'|.’E| Ole[ — 00

dir..

Ornek 2.37 R ’de tanimh
1, gt E
0,  |Zate

U, .(t) =
(4 A=ty a<t<a+c




seklinde olsun. Bu durumda

U, (1) = f(z)= / W, (t)e2miet it

8

U, (t)(cos 2mzt — isin 2nzt)dt

e

\88\

U, () cos 2mratdt — z] U, () sin 2mrzidt.

E]

Simdi,
I =/ U, .(t) cos 2mxtdt

[ee]

ve

L= / W, .o(t)sin 2mzt dt

diyelim. Once I, ’yi hesaplayalm.
U, o(—t)sin 27z (—t) = =V, .(t) sin 27wzt

dir. O zaman

o0 (a+c)
I, = / W,..q(t) sin 2wat di = / W, (t)sin 27wzt dt = 0

oo —(a+¢)

Boylece
Ig =0

dur. Simdi I, yi hesaplayalim.
Wao(—t) cos 2mz(—t) = W, (t) cos 2mat
dir. O zaman

[ (z) = 2/ U, o(t) cos 2mzt di
0

atc
= 2/ U, .(t) cos 2mzt dt
0
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(Kwsmi integrasyon uygularsak, U, (t) = u , cos2nxt dt = dv )

: 1 1 a+c
Flz) = Q(Wa,c(t)ﬁ sin 2wt |5t o /0 U, (t)sin 2mzt dt

1 o+c

= —— U (t)sin2mxt dt
i a’c()sm vigen

1 r* 1 ™= r 1
= —— 0.sin 27zt dt — — (——) sin 2wzt dt
c

mr Jo L Ja

1 ate
= m—/ sin 2mat dt
mexr J, 7

1
= 2—2———2(005 2max — cos 2m(a + ¢)x)
TeCx

Sonug olarak |f~(z)| € = , f~ stirekli, starl ve f~ € Ly 'dir.

Boylece hem kendisi hem de Fourier donugimi Ly ’den olan fonksiyonlara bir

drnek gostermig olduk.

Ornek 2.38 f, € L;(RY) fonksiyonu k € {1,205m} vet = (b k0.0 € B®
olmak tizere f(t) = fi(t1) fa(t2)... fn(t,) seklinde olsun.Bu durumda;

[ () = fi"(z1) fo" (z2) - fo" ()

seklindedir.

Kanit.

f(=z) = Fi(t) fa(ta)... fa(tn)e 2 rimtrtestattonta) gy, gt dt,,
Rn

— fl(tl)e—Zﬂimltl f‘Z (tg)e_hi””...fn(tn)e_%m"t“dtldtg...dtn

R

Fubini teoreminden

[ ()

= fA(@)fa"(22)--fo" (2n)
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Fourier Déniigiimiiniin Onemli Ozellikleri

Teorem 3.1 (Riemann-Lebesque Lemmast) (Sadosky 1979, Stein ve Weiss 1971)

f € Li(R") ise lim f*(z) = 0 dir. Ayrica § : Ly — Coo C Lo déntistimi

streklidir.
¢ L= {f lim f(z) =0 ve f sﬁrekli} )
Kanit. Basamak fonksiyonlari L; uzayinda yogundur. Bundan dolay:
Ve > 0 igin 3p-basamak fonksiyonu vardir ki ||f — ¢l|; < %
demektir. Buradan

fP=(f—¢)" — " (fourier don. dogrusal op. old.)

dir. Ayrica
W & JF—+le
< Nf=elly+letl (7] <A %idd)
< S4lp).

2

Eger lim | (x)| = 0 oldugunu gosterirsek ispat biter. ¢(z) basamak fonksiyonu

]

sonlu tane karekteristik fonksiyonun bir lineer kombinasyonudur.

¢(z) = c1xp, (%) + X p, () + .. + enXpy (2)

o ()]

IA

leal [xp, ()] + leal [xp,” ()] + - + lenl [xpy " (2)]
11 1

R . SO W
" |z | |ze]  |2N]

(lea] + lea| + -+ |enl)

elde edilir. Boylece
lim |¢™ ()] =0
dir. Buradan da
£ €
S
F] € 5 + 5 <e
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elde edilir. Bu da ispatin ilk boliimiinii tamamlar. Ispatin ikinci balimii icin bir
normlu uzaydan , bir normlu uzaya taniml fonksiyonun siirekli olmasinin ne demek

oldugunu hatirlayalim:

Tamem: T : X — Y normlu uzaymma dogrusal operatér olsun. Eger

Ve>0icin 36 >0 ||z — zollx <0 = |T(z) — T(z)|| <€

ise T' operatérii o noktasinda siireklidir denir.
Teorem: T dogrusal operator olsun.
a) T siirekli <= T' simirhdr.

b) T bir zp € X noktasinda siirekli ise ( genelde zp = 0 alnir.) T tiim X ’te

stireklidir.

Ayrica sunlar da biliniyor:

(1) §: Ly — Lo sumrli operator

(i) Ayrica F(f) € L1 CCoo = §F: L — Cy siith = F : L; — C,, siirekli
doniigiimdiir.

Boylece ispat biter. m
Not 3.2 f € Ly gibi bir fonksiyonun Fourier dondigimi olan ¥ (x) arwyorsak

(f" =) dncelikle V(z) € Cu olmasima bakacagnz. Yani, ¥(z) siirekli ve

lim ¥(z) =0 olmahdsr.

|00
Fakat bu gerekli koguldur, yeterli kogul degildir, yani dyle ¥(z) € Cy vardar ki
bu ¥ fonksiyonu f € Ly olan hicbir fonksiyonun fourier déniisimi degildir. Simdi

bunun érnegini verelim.

Ornek 3.3 (Sadosky 1979) f € L1(R") ve f tek fonksiyon olsun. Bu durumda
F@ = [ roema
= /oo f(t) cos 2mrztdt — z‘/m f(t) sin 27mxtdt
= —i foo f(2) sin 2nztdt
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fl b%@dx o ]1 (i) /_ Z £ 222 1) e

T

= f_ : £ /1 ER

xT

fore} 27bt -
- —i/ f(t)dt/ 209 5
—co 27t Yy

( /’9 szxd.r
(( not: sarth yakinsak: [, f(x)dr < oo fakat [ |f(z)|dz =00 ))

< B (sarth yakinsak) )

Buradan su sonug gikiyor:

Sonug 3.4 Eger f € L1(R') ve [ tek fonksiyon ise
" (z
[ L8] <511,
1z
O zaman g(x) = &= , £ > 1 alwsak (burada g(z) i tek olarak devam ettirelim )

/ 2@ simarly degildir. yani f
J1 T 1
1

Diger yandan g(z) = - € Cu ’dir. Sonu¢ olarak, Fourier déndisiimii = olan

Inz

f e Li(RY) fonksiyonu yoktur.

dr = oo

zlnzx

Teorem 3.5 (Carpim formiilii) (Stein ve Shakarchi 2005 ve Sadosky 1979)

fyg € Ly (R™) olsun. O zaman
fr(@)g(x)de = | flz)g"(z)dz
R7 R»
dir.
Kamt. Egitligin her iki yam da iyl tammhdir.
fr9€ Li = f",9" € Lo ve f7g, fg" € L1(R")
(Yani || f"||, < oo oldugundan her iki integral de yakinsaktir.Buradan

1o [ l9ta)lde < 1. Dol
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dir) Bu durumda

| r@saae= [ ([ et eaggos
n n Rn
dir. Buradan
L@@ = [ 1s@id [ 9@
= [I/ll; lgll; < oo (ginkii f,g € L1)
olur. Boylece
f(z)g(z) € Li(R™)

oldugu goriiliir. Oyleyse Fubini teoremini uygulayabiliriz:

~ _ —2miz-t

[ r@e@dis = [ o] ergldaar

[ g 0

Il

Simdi , Harmonik Analizin temel 6zelliklerinden birini ifade edelim.

Teorem 3.6 (Stein ve Shakarchi 2003, Sadosky 1979) f,g € L1 (R™) olsun. O za-

(f*9) (=) = F(z)g"(z)
dir.

Kanit.
(F * 6) (&) = [ ([ fit— s)g(s)ds)emi=ds

’r JRn
Fubini teoremini uygulayabiliriz. Ciinkii

IA

L ire=ollgian e ar < [ ire-olae [ lolas

R™
1£1l llglly
< oofglinkii f,g € Ly)

IA

dir. Simdi '
(F+9)° @)= [ 9| -9 =aas
Rn B
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Burada,

t—s=u=—dt =du
degigken degistirmesi yaparsak
(Fxg)"(2) = / g(s)( | flwe =4I du)ds
JR R
= / Q(S) ( f(’U,) e—?’frix-ue—Zfrix-sdu) s
Rn R
- / g(s)e—Qwir-st f(u)e*%i‘c'“du
A i
= g (2)f ()
]

Onerme 3.7 (Sadosky 1979) 71, kayma operatori; (r f(z) = f(z—h) olmak

(@) (raf) " (z) = 72" f"(2)
(@) (2 f(t)) " (2) = (7af") (&) = £~ (z = P)

Kanit. (7)
)@= [ mn@era= [ fe-netna
(t—h=u= dt = du degisken degigtirmesi yapahm ). Bu durumda
(f)" @) = | Fw) e~ 2miluth)= gy,
= [ ety

R )
- e—g’n'ih.-ﬂ:f“ (.’JS)

(62m'h-tf(t)) ~ ('13') — A f(f) eZwih-te—Qwim-tdt

i f(t) e2rri{x7h)-tdt
R~

= [(z—h)= (") (@)
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Onerme 3.8 a > 0 icin Gteleme operatorii (3.f)(t) = f(at) seklinde tammlanar.

Bu durumda
Guf)y @ == ()

dir.

Onerme 3.9 A:R" — R” dojrusal déniigiim, A = lai;] olsun. O zaman

(F(AD)(2) = 2 (4'2)

dir. Burada A*, A" nun adjointinin tersidir.
Kanit.

(f(At))A(.’L') — . f (At) 6—2m'x-tdt

Burada g(t) = A™'t degisken degistirmesi yapahm. |J,| = |4A7!| = |A|™" Bu du-

rumda,

(F(At))" (=)

/ f(t) e—?'ﬂ'iﬂl'A—li IA_1| dt
Rﬂ.

— |A|71 f(t) e—QWix-A‘ltdt
Rn
Simdi = - A7t degerini hesaplayalim.
z-Alt= A*z-t

oldugunu gormeliyiz.

x = (21, Ta, ..., ) Ve t = (ty, 12, ..., t,) olmak lizere
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(bn .. b (& [ buts + ...+ bty
. to borty + ... + bonty,

b1 . . .. bnn) tn \bn1t1+...+bnntn)

nxn nxl

z- Amlt i ($1;$2; 15-"11) ’ (blltl + ...+ blntn; ---)bnltl e E bnntn

nxl

= (butl + ...+ blntn) + $2(b21t1 + . F bgntn) + ...+ xn(bnltl + ...+ bnntn)
— ("rlbll -+ $2b21 = S :Enbnl)tl o s (-'L‘Ibln = $2b2n s+ :Cnbnn)tn

= (xlbll o+ 372521 = st xnbnlq srey xlbln =+ $2b2n N mnbnn) ) (tlgtﬂ.; ---;tn)

( by bn . . . bm x1
bIZ bgg W ow bng )
= -t
bln bgn s % b,.m Ty
= A*'z-t
—
7 1 —27wiAYz-t 1 ~p oA
t = — ’ dt = ————
G4 @ = g7 | T —— (A7)
||

Not 3.10 A ortogonal ise A* = A ’dir ve det A =1 dir.

Sonug 3.11 a) Tek fonksiyonun Fourier dondgimii de tektir.

b) Radial fonksiyonun Fourier déniistimii de radialdir.
Kanit. (a)
r@ = [ s
= /00 f(t) cos 2mztdt — ifoo f(t) sin 2mxtdt

= —i/ f(t) sin 2matdt
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biliyoruz ki f tek fonksiyon ise f(—z) = — f(z) idi. O zaman
f(-z) = —i/ f(t) sin 27 (—x)tdt
= f f(t)(— sin 2mzt)dt

= } / f(t) sin 27atdt
= —f(a)

olur. Boylece tek fonksiyonun Fourier doniigiimiiniin de tek oldugunu géstermis olu-

ruz.
(b) f radial ise |z| = |y| iken f(z) = f(y) ’dir.
|z| = |y| iken f(z) = f"(y) oldugunu gostermeliyiz. Ayrica sunlar biliniyor:
(i) AT = A7! ise A ’ya ortogonal denir.

(i1) A: R™ — R” orijine gore dénme( rotasyon ) ise A ortogonaldir ve det A = 1

"dir.

Buradan
F@ = | et
= | SO (jo] =yl dsey = Av)
= § Fe 2w Nge ((Ay,t) = (y,A7'E) )
= / f(Au)e ™™ | A7 dt (A"t = u doniigtimii yapalim)
= | et rdu (det A=1"idi)
= . f(w)e ¥ ¥dy  (f radial ise f(Au) = f(u) olur.)
= f(y)
m
Gozlem 3.12 73, kayma operatori; (th.f) (x) = f (z — h) olmak dizere

(@) (Taf) "~ (z) = ™= f*(z)
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(@) (S71®) " (2) = (raf ) (@) = (2~ )
idi. = (0,0, ...,0, h,0, ...,0) igin
fEth) - f@) _ )@ - @

] - A
= [ @) @ - 1@
= |%| (8*27rih—tf(t) _ f(t)) & (:c)
= gy G - 1) (@ (3.1)
Gozlem 3.13
fe+m) - f®). _ 1 e
( ] ) = o G+ ) (@) - (£0) (=)
i ﬁ(e}ﬁih-wfn(m) — fA(I)) (32)

Ashinda formal olarak (3.1) ve (3.2) formiilleri gu anlama geliyor:

|h| — 0 dgin egitliklerin her iki yanindan limit alirsak

“( e~27r1'h-t .
D (yim© )@

Bsck
= (=2mitf(t))"(z)

(g_i) (&) = 2mia - [*(x)

elde edilir.
Simdi bu esitliklerin dogru oldugunu ispatlayalim :

Onerme 3.14 (Sadosky 1979) f € Li(R™) ve ty f(t) € L1(R") olsun. Burada
t= (t1; .5ty oy tn) 'dir. Bu durumda,

[~ fonksiyonunun x, ’ya gore kwsma tirevleri vardir ve

8" ()

c%:k

= (=2mite f(1))"(2)
dir.
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Kamt. h = (0,0,..., kg, ..,0) olsun. Bu durumda

et };L)k_ f (=) =...(3.1) 'den... = /n (—-—6_ mhk - 1) 0 R

Burada k-t = hy - £, 'dir.

-~ —2mihgty =
af ("E) = lim (6 ¥ 1) f(t)e—Zmr-tdt
R™

81‘k h—0 hk

limiti integralin i¢ine alabilmek igin Lebesgue Baskin Yakinsama Teoremi’ni kul-

lanacagz.

e

IA

MOIE
< clf@)] - [t

i

—2mwihgty 1‘

{f(t)e27rix-t € hk

727Tihk-tk = 1‘

Onkosul olarak #, f(t) € L;(R™) oldugu icin Lebesgue Baskin Yakinsama Teoremi’ni
uygulayabiliriz.

) e—2m‘hk.tk . 1 I . i
/ lim [ ————— ) f(H)e ™™ 'dt = =27ty f(t)e “™* dt
R hk n

n hip—0
= —(2mite f(1))"(z)

Onerme 3.15 (Sadosky 1979) f € Li(R™) ve t,f(t) € L1(R™) olsun. Burada
t=(t1, -ty .y tn) 'dir.Bu durumda,

f7 fonksiyonunun x, ya gére kismi tiirevleri vardir ve
2r % . i .
(3_;;) (z) = 2mizy, - f™(x)

dir.

Kamt. h = (0,0, ..., A, ..,0) olsun. Bu durumda
of . b+t f()

— = lim
Oty tx—0 A

olmak lizere

(f(Hh)ﬁf(t)
||

5 _ ,en:_l_e:Zvrih-cc () — f(z
) (z) = (3.2) 'd Ih[( (@) = ()
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; fE+h)— f(t) S iml omih-z o P
Eg( - ) (@) = lm (@ (@) - f@)  (33)

= lm (@ (@) - £(@))

h—0 hk:

- mn(@““w%ﬂ—f%m)
he—0 A

= Diwg F{a)

wimdi (W) (z) ’in Lebesgue Baskin Yakinsama Teoremi’ni sagladigini gore-

lim.

FG+R = FON o [ D) = 1O e
( ] ) @ = ™ T d

= (0,0, ..., by, ..,0) oldugundan

’f t+hk) flt )e—zmzm-a, _

‘ flt+ hk) t)’

i Thel |f(t+hk)| + | f(t)| € Li(R™)
k

o zaman (3.3) ’deki egitligin sol tarafindaki limit iceri girebilir ve boylece snerme

ispatlanmig olur. m

3.2. Fourier Déniiglimii Bilinen Bir Fonksiyonun Toplanabilirlik Metot-

lariyla Yeniden Ingaas:

Teorem 3.16 (R versiyonu)

f e S (R) ise o zaman

f@= [ e
dir.
Kanit. 1k olarak

f®%=/mf%@%

Gs (t) = e ™ ise G5 (z) = K; (z) =

oldugunu gérelim. Bunun igin

2

Tx

1 ]
—=€
Vs
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oldugunu biliyoruz. Carpim formiiliinden (teorem (3.5) )

/ " e ) f " PG (6) de (3.4)

dir. Ayrica
f Bilw)= / fle =) K5 () dt

olur. f € & oldugundan f € C* ve girigim operatériiniin noktasal yakimsamasmdan
f*Ks(z) — f(z), 6 =0, Vz € R*

dir. Boylece
limf + Ks (z) = f(2)
olur. Buradan (3.4) ’iin sol tarafi i¢in limite gecersek

lim / Z K; (2) f(t - 2) = £(0)

elde edilir. Ayrica (3.4) *iin sag tarafi igin de limite gecersek

%i_l’% fmw [ (€)Gs (&) dé = (Lebesgue baskin yak. teo.) = /:00 f‘(f)%ii%Gg (&) d¢

S ARACL:

elde edilir. Boylece
o = [ e

olduggunu gordiik. Teoremi ispatlamak igin
Fly)= flz+y)
olarak tanimlayalm. F(y) € S (R) ise
Fo) = [ Fe
= jil[iﬂm+ﬂa%ﬁﬁwg
= [ stermeenaa
= ¢ [ Z( / : Flt)e2mist e gy ¢
= [ peena
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olur. Boylece
FO) = fla+0) = f0) = [ reemas

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmig olur. m

Teorem 3.17 (R™ versiyonu) f € S (R™) ise o zaman

Fle)= | f(£)m=4de
-

dir.

Kanit.
FQO)= [ [f(&d¢
Rn
oldugunu gorelim. Bunun i¢in

n xlg)?

Gs = e ™1 ise G5™ (€) = K (§) = 67 e ™%
dir. Qarpim formiiliinden (teorem (3.5) )

f(2)Ks () de = / £ (6)Cs (€) de
Rn R
idi. Ayrica
lim + K (2) = /(o)

lim [ flz—t)Ks(t)dt = f(z)

=0 Jrn

lim [ f(0—8)K;(t)dt = f(0)

6—0 R~

Iim (-t)K5 (t) dt = f(O)

=0 Jpn

olur. t = —x degigken degistirmesi yapilirsa

lim [ f(2)K; () dz = [(0)
— Rn
olur. Simdi de

lim/ [(&)Gs (&) d€ = (Lebesgue baskin yak. teo.) =
50 Jgn
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elde ederiz. Boylece
= a d
f(0) /R fr(€)dg

dir. Teoremi su sekilde ispatlayabiliriz
F(y) = f(z +y)
Burada z,y € R" dir. F(y) € $ (R") oldugundan

F(0) = Fr(£)d¢

»
- f (| flz+)e?metande
n R?I

= (t =u — z degigken degigtirmesi)
= [ ([ fapermee-aua

Rn
e f ( ('U.) e—Zﬂif-ueBﬁiE-zdu)dé- 1
n ]Rn
= [ reemtea
]R'n

olur. Boylece

f@)= | fr(e)erm=tdg

R'ﬁ
oldugunu ispatlamug olduk. m

3.2.1. Toplanabilirlik metodlar:

Bu boliimde amacimiz;

| 1@
b

Fourier integralinin f fonksiyonuna yakinsamas: icin yeterli sartlarin neler

oldugunu bulmak olacaktir.

Tanim 3.18 (Sadosky 1979) [, F(x)dz verilsin. Bu integralin Abel ortalamalar

AT = F(xz)e sl dy
R~
seklinde tanimlanur. Eger
limA, (F) =lim [ F(z)e =¥lde =1
e—0 e—0 R

limiti varsa, [g. F(x)dz integrali | degerine Abel toplanabilirdir denir.
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Not 3.19 F € L' ise A(F) < oo “dir.Hatta F € Cy (R™) C L™ ise A.(F) < co
dir.
|[F(z)| e Fldz < A | e™*¥ldz < 0o
R R™
Tanim 3.20 (Sadosky 1979) [, F(z)dz integralinin Gauss- Weierstrass ortalamalars
G. (F) = / Flz)e ¥ dz

seklinde tamimlanr. Eger

ImG(F) =1

e—0

ise [o, F(x)dz integrali | dejerine Gauss-Weierstrass toplanabilirdir denir.

Tanim 3.21 (Genel olarak)

Jer F(z)dz integralinin ¢— ortalamalar

My . (F)= [ F(z)p(ex)dz

R

olarak tanimlarr. Burada F(z)¢ (ex) € L* ve linrcl}qb (ex) =1 ’dir.Eger

lim M, (F) =1

e—0

ise [pn F(z)dz integrali | dejerine ¢— toplanabilirdir denir.

Bu béliimde f fonksiyonunun Fourier déniigiimii f™(z) verildiginde, iraksak
Jan F(x)e™=d¢ Fourier integralinin Abel ve Gauss-Weierstrass ortalamalarinin

f(z) fonksiyonuna yakinsadigini gosterecegiz.

Bunu yaparken carpim formiiliinden ve e 2"l ile e~2*<*It" fonksiyonlarinin

Fourier dontigiimlerinden yararlanacagz.

Simdi, bir boyutlu uzayda (R ’de) € = 1 i¢in bu déniigiimleri hesaplayalim:
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(e‘mtl) {5)

Buradan

1

T

oo .
e—27t[t| e—bmxtdt

i
83

e 2™ cos 2mxtdt + i / e 2 gin 2 atdt

—00 —_ol

o0
/ e 2 cos Qratdt
0

Do

( kismi integrasyon uygularsak )
2ax

-1
2(cos (27t) .(5;8“2”) [5° o e™ ™ sin 2matdt

1 1 . e
2(— — x| —=—e " sin 27zt | +z / e~ cos 2mxtdt|)
2m 2m 0

oo o0
P2 / e 2™ cos Umztdt = 2 / e~ 2™ cos Qmrtdt
0 0

1

2 f e 2™ cos 2nztdt = —
0 (2% + 1)

elde edilir. Boylece

dir.
(ii)

(=) "(2)

1

(e-zwltl) A(T) — m

o= 2
f e—?r[t| e 2mizt dt
—co

oo
f e—n(|z\2+2imt)dt

]. e 21950t 2
f e—vr( +2ia )B‘I[I.' dt

e’n‘x2

1 o ;
/ e—-:rr(t+m)2dt

2
T
€ 2]

(ttiz=zvedt=dzve C= {t+ir: —co <t < co}).

1 2
— | €™ dz
€ o}

1 oo
e / o
€ e

1

2
e?’l’.’L‘
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ise boylece

(6_“!“2) =) = "Eia (3.5)

oldugunu goriiriiz. Jimdi de n» > 1 igin (R™ ’de)
()
oldugunu gérelim. Bunun igin ¢ = (¢, ts, ..., t,,) olmak iizere

f() = fi(ta) falta)... fu(tn) ise f7(2) = fi"(z1) fa" (z2)... fr" ()

dir ve
et = (B eE) P P P
olduguna gore
(ffﬂw) () = n(3.5)... = e ™R = gl

dir.

Lemma 3.22 (Sadosky 1979) Ve > 0 igin
s 1 |2
(e—'frs\t\z) ﬁ(.CC) — / e-—7re\t|2e—2m:c-tdt — '—Ee_ﬂEEI (36)
n £?
dir.
Kanit.
(™) (@) = [ efemamieigy — et

idi. Simdi

t = /eu degisken degigtirmesi yaparsak

Bu durumda
/e ||821\/552du:e =]

elde edilir. Buradan
/ e lul 62z ‘fdu——s 2e =l
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- A, Yo . —n _rl|zl?
f e me|ul e 2mi{y/Ex u)du 2w T 7|z
Rr

dir. Jimdi de
T
T yerine —= yazarsak
ye \/E ¥
2

—me|u|® —2miz- —n gl
e el gt gy, = TG e
Rn

elde edilir. Béylece

z|?

(e—walu\z) A(.’E) S T

dir. m
Lemma 3.23 (Sadosky 1979) Ve > 0 igin
(e—Qﬂ'EItl) A(.’L’) — / e—27rs|t|e-—21ri5:-tdt _ Cn £ . -
» (e2 + J2[*)*2

dir. Burada

dir.

Kamt. Lemmay: ispatlamak i¢in

(€72 ~(2) = Cu(1 + [2)~*F

3.7)

(3.8)

oldugunu gosterip ¢t — et degisken degistirmesi yapmamuz yeterlidir. (3.8) ’i elde

etmek icin (3.6) ’y1 kullanacagiz. Simdi, Vs > 0 icin,

- L /me_“ ~£ 4
e = — —¢ wdu
V7l Ve

(3-9)

egitligini kullanacagiz ve daha sonra bu esitligin dogrulugunu gosterecegiz. (3.9) ’da

s = 2x |t| alalim. Bu durumda

_=2?

27| 1 [Fe™
e " :ﬁ/ —e v du
VT Jo Vi
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elde edilir. Simdi her iki tarafin Fourier déniistimiinii alalim

/ et g=2mizt gy _ f (L/m e 21|f| du)e—%rmtdt
n B VT Jo \/_

- _:!_u = e_—u - —2miz-t
- ) G e
..((36)dae = g alirsak )...

Qe w--frz2
1 gr J2]

Vil EDTE R

o0
={n-+1} n—1 2
= e / ety T e Ul dy
0

oty [ —(1+|$I )u 2sl
= 7 2 T du
0

(14 |z*u = s dersek)...
‘gn-l»ll / )nT—l d.S
1 + |9:| 1+ |z|?

—(n+1) ) [ a1
72 (14 |z[*) "2 e ’s 7 ds
0

~in 1 .
= A EE ) (1 [y T

elde edilir. Lemmanm ispatin tamamlamak igin (3.9) *u ispatlamak yeterlidir. Bu

esitlik yani (3.9) asagidaki iki egitlikten elde edilir:

1 = 2
s ety 1
a2 /0 e u (3.10)
2
e“sx—/ coss:cdm ; 8>0 (3.11)
Ty 1422

(3.10) hemen goriilebilir. (3.11) i¢in ise % fonksiyonuna rezidii metodu uygulanir.

Yani; f(z) = £ ¢ift fonksiyondur. Dolay1s1y1a oo fla)de = 2 [[° f(z)dz tir.

T+x2

€ = cos sz + isin sz oldugundan f(z) = fonksiyonunun C egrisi boyunca

1+2

integralini alalim. C=I + + seklindedir.

fc Fiayda= /I P+ [y ftada= [ Z f@)de + [/ (2)dz

dir. Sadece ¢ 'de f(z) 'nin rezidiisiinii almak yeterlidir.

. . N iim(z — ¢ _.__i_ =me *
/c Heljde:= BniResl () s3)= Inalile— S — 0)(z + 1)

dir. Simdi
/f(z)dz =0
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oldugunu gorelim. v = {z = R.¢®: § € [0,7]} ve R > 1 oldugundan

15z

r T eisR(cosa-i—iSin 8) 0
o o de| = | s g
< i 1 T 22 /0‘ 1 t R28216‘
T eisR(cusﬂ+iSiD9) i0
; i
< /0 g | [iRe"| &

s e—sRsin@ s R R
< S _Rdb< d =
= /D R 1 —/(, RZ 1 1"

olur. R — oo durumunda

0< < lim
R—

mRZ_lw:O

L f(2)dz
[ff(z)dz =0

dir. R — oo igin bunu kullamrsak

o pian * cos sz * sin sz
/ d:c:f da:-}-z'/ der=me *
oo 1+ 22 oo 1+ 22 oo 1+ 22

olur. [7 $22dy = ( oldugundan

oo 1+4+z2
2 [ cosszx
e’ = — 2d3:
TJy 14z

oldugundan

dir. Boylece

2 [ cossz 2 *
e’ = —-/ : Sdr = — cos s:c(/ e_(1+‘“"2)“du)dw
g N I T 0

= / f (cossw —Tudr)du
=%—foe(/_mee dz)du

{z = 2xtvedz=2ndt)...

- i/ 8_'“(271'/ 2mst —41r2t2udt)d
™ Jo —00

(3.6) ’da n =1 ve € = 4mu igin

e :e fSdu
=7l Z

olur. Boylece lemmann ispat1 tamamlanms olur. m
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Not 3.24 (Sadosky 1979) € > 0 olmak iizere =2 ye e=47*<I” fonksivonlarmmn

Fourier déntsiimlering ,swraswyla, P ve W ile gésterecefiz.

€ n+1, _(m+y
n_H,Cn=I‘( yam 2

P(I,E) = PE(SL') = Cnm 9

ve
:z:|2

W(z,e) = We(z) = (4me) 5 e ie
dir. Burada P(x,g) Poisson cekirdegi ve W(z,e) 'da Weierstrass cekirdeji olarak

adlandirilr

Not 3.25
d0of = flat)
(") *(z) = (4me) "3~ = W(z, o)
idi. Buradan, ¢(t) = e~ 111" jcin
(8:8) "(2) = (™) (2) = (4me?)~Re ™4 = W(z,e?)
ve ¢(t) = e~ 2™ fein
(6:0) "(2) = (721} " (2) = P(z,¢)

olur.

Teorem 3.26 (Sadosky 1979) f,¢ € L, ve ¢~ = ¢ olsun. Bu durumda, Ve > 0 icin
[ r@emtsents= [ fop.a- iz =100

dir.

Kanit. f (z) ve e?™"*¢ (ex) fonksiyonlarnna garpim formiiliinii (teorem (3.5) ) uygu-

layalim.
. [ (@)e?™¢ (ex) dz = » F(2)(e¥™*¢ (eu))” (z)d
((e™6.8)" = 74(8.9)" = Ttp, Fourier doniisiimii ozelligi)...
= | f@p.e-0ds
= frxp. (P

elde edilir. m
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Sonug 3.27

[ (z)e?™=te el gy = . f(@)P(z—t,e)dz = fxP.(t)

R»
ve

f fﬂ(cc)eg’m'te_“zs‘z'zdx = fl@)W(z —te)de = f+xW,_(t)
n Rﬂ

dir.

Lemma 3.28 (Sadosky 1979, Stein ve Weiss 1971)

Wz, e)dz = W(z,)dz =1
R® Rn
ve
/ Plae)ds :f Plodjde=1
dir.
Kanit.
1 wlm?
/ W(z,e)de = / € & dx
n r» (47e)?
(z yerine v/ex yazacak olursak |jakobiyen| = %)
]. n 922
= / % Efe_JTldx
R (4me)?
= W(z,1)dz
R
olur. Ayrica
1 =2
W(z,1)de = . / e d
R® (4m)Z Jrn
n oo 1:2.
= (4m)" 2 H/ e+ dn
k=147
= (4m)"% (2v/m)"
= 1
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dir.

2
P$,€ dex = / Cn*“dl'
fn () n (e |2

(z = eu degigken deffistirmesi yapilhrsa |jakobiyen| = ™)

E n
— fﬂ C. ErE |u|2)92_+1£ du

1
= Crn——amdu
/n 1+ [uf?)"=
= / P(u,1)du

dir. Ayrica

1
P(z,1 dzzC’n/ —_——dx
/,, (1) re (14 |z?)*
idi.

re (14 |z]7) 2

diyelim ve kutupsal koordinatlara gecersek

I = f (/ —(1 12)n+1r““1d$')d?"
0 s (l4+r)=
oo n—1
= [ [
5 o (1+7r3)=
(5] r -1

= i / —————7dr (w,: R*"! ’de birim kiirenin yiizey alam)
o (1+r%)=
r = tan@ alirsak
= / " sin™1 gdg = Lt
0 2
]. n+1 1
= 21 ? ——%)
2 r(=5%)
elde edilir. Sonugta
1 nt1 1
Plollde = Cu—(2a %
. O E )
n-+1 (n+1) 1 ntl 1
R e BTV
2 20 T(%)
=i 1

dir. m
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Onerme 3.29 (Sadosky 1979) ¥n > 0 icin

lim P(z,e)dz =0

#0 Jlal>n
dir.
Kanit.
/ P(z,e)dz + Ple;gjde= / Ploe o= |
|z|<n |z|>n 2
oldugundan
P(z,e)dx < oo ve P(z,e)dz < 0o
|z|>n el <n

olur. Ayrica P.(x) pozitif fonksiyondur. Yani

&
F. =Cph————5 >0
= O R

dir. Yine
€ €

<
@ +1=P)F = Jel ™

oldugundan Iﬂ:\++1 € L) midir diye bakmaliyiz. Bunun i¢in

1
‘_n——d.’l','zf |.‘17|7n71 dz
fiw‘Jn || i [z|>n

ve —n — 1 < —n oldugundan

/ lz| ™ dz < oo
lz|>n

olur. Boylece l-xl,ﬁﬁ € Ly 'dir. O zaman Lebesgue baskin yakinsama teoremi uygu-

lanabilir.
£ 1 L
hmf ﬁl—dﬂf = (N= = 3.111'111'88.)... = hm _1‘%
=0 Jial>n (€2 + |2[°) = € N=oo Jjay (35 + |2]) 2
1
lef>n Voo (3 + |2|) =
= 0,¥>0
(]
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Onerme 3.30 (Sadosky 1979) P(x,e) = P.(z) Poisson cekirdedi ve

W(z,e) = W(x) Weierstrass gekirdegi olmak tizere her f € L,, 1 < p < oo igin f
“in Poisson ve Weierstrass integrallerinin L, normlam, f ’in L, normuyla swarhdar.
Yani;

12 % £ll, < 11, ve W % £1, < 1£1l, , Ve >0

Kanit. Young esitsizligi’nden

12 Sy < U, 120 = 11, [ P@.ede = 1],
ve
Wers £, IS IWl, = 17, | Wiz o)z = |5,

elde edilir. m

Teorem 3.31 (Sadosky 1979) Eger ¢ € Ly, ¢" = ¢ € L; ve f(,o =1 ise 0 zaman

fA (x)627riz-tdw
]Rn
Fourier integralinin ¢— ortalamalary Ly normunda f fonksiyonuna yakinsar. Yani

={
1

lim

e—0

[ F@em=tglenda - (@

dar.

Kanit. Daha 6nce ispatladigimmz teorem (3.26) ’dan

| P @tgeaydn = | fa)ea— o= f . (9

idi. Ayrica su teoremi de biliyoruz ( teorem (2.16) ): ¢ € L; (R*), [ = 1 olsun.
Eger fe€ L,, 1 <p < ooise
dir. Bu teorem geregi

f(@)e™ Glex)dn = f o,

Rﬂ.

olur. Boylece
lg%”f*(pa—f”l :0

oldugu goriiliir. m
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Sonug 3.32 (Sadosky 1979) (Teklik) fi, f» € Ly ve her x € R™ igin f,"(2) = fo"(z)
ise hemen hemen hert € R™ icin f1(t) = fo(2) 'dir.

Kamit.
=R =(h-f)=0
Hie, Ao
lim /Rn(fl — fo) ()™ P(ex)dx — (fi — fo) 1 —0)
Boylece

|fi—fall; =0
dir. Yani; hemen hemen her ¢ € R" i¢in
fl(t) = fQ(t)

dir. m

Teorem 3.33 (Sadosky 1979) ¢ € L1, ¢" =@ € L, [ p=1vey (z) = sup |¢(y)]
ly]>|=|
olmak tizere 1 (x) € Ly olsun. O zaman hert € Ly (Lebesgue noktalar kiimesi) igin

e—0

lim [ f(z)e¥™ ¢ (ex)dzx = f (1)
R
dir. Ozel olarak
lim (P, + ) (2) = f(t),t € Ly
e—
ve
EH:%(WE*JC) (t) :f(t)? te Ly
dur.
Kamt. P(z,1) ve W(x,1) fonksiyonlarinin teoremin sartlarnm sagladigim goster-

meliyiz.

1 ...z 1 L
Pe (S‘C) = EP(E,]_) ve Ws (m) = E—RI’V(E,].)

ve ¢ = e 2™l € L, olmak iizere
(e = P(z,1) =9, ¢" =p e L ve /(p =1
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ve ¢ = e~ 41’ € L, olmak iizere

(6—47r2|ﬂ2) = W(w,l) =, " =p€ L ve /90 =1
olur. Ayrica

1 1
Y(z) = sup |P(y,1)| = Cn sup T = Cn SR
ise boylece
1
t(z) = Cn s=m €4
(1+|z*) 2

elde edilir. Aym gekilde W(y, 1) de gosterilebilir. Boylece P(z,1) ve W(x, 1) fonksi-
yonlar1 igin teoremin sartlari saglanir. Girigim operatorii igin noktasal yakinsama

teoreminden (teorem (2.30) ’dan) her t € Ly igin

limg (P« £) () = /(t), t € Iy

ve
lim (W, * /) (&) = £(2), t € Ly

oldugu goriiliir. =

Sonug 3.34 (Sadosky 1979) Eger f € Ly ve f~ € L, ise

fity= | flx)e™de, bbb tcR"

Rﬂ.

( Bu 6zelligi daha dnce Schwarz uzays igin gostermistik. )

Kamnit. Teorem (3.33) ’den; hhh ¢ € R” igin

liI% Foz)edmimte=tm® el gy — ¢ (t)
E— Rn

oldugunu biliyoruz. Eger f* € L, ise Lebesgue baskin yakinsama teoremini uygu-
layabiliriz. Ciinkii

he (z) = fﬂ(m)EQWim'te—‘inela:F
olmak tizere |k, (z)| < ¢ € L, bulmahyiz.
|h5 (f:C)| = |f’“($)l 6747r2£[:c|2 S |fﬁ($)l 6_4,”21‘,5‘2

o8



Burada | f*(z)| € L; ve e™*""1*l" € L, *dir. Bu durumda artik limiti iceri atabiliriz.

n £—0

Fitl = /R lim £~ (z)e?m = te 4w el gy
= . f(z)e¥™dx, hhh. t € R*
Boylece ispat tamamlanmis olur. m
Not 3.35 Eger f € Ly ise f"(z) stirekli oldugunu biliyoruz.
Ayrica f~(x) € Ly ise
p)= [ r@emts
R

fonksiyonu da siireklidir. Cinki; fo(t) = (f°)"(—t) ’dir ve L, “den bir fonksiyonun
Fourier doniigimi de stirekli oldugundan fo(t) siireklidir. Ayrica sonug (3.34) ’tan
h.h-h.t € R™ i¢in fo(t) = f(£) olmak dizere Glgiimi sifur olan kiimede f(t) degerlerini
degistirirse her t € R™ i¢in

fO)= | f (@)t
-

olur.

Not 3.36
/ Pz, Ddz = 1
dir. Bunu su sekilde gésterebiliriz;
f(t)=e e L ve f*(z) = P(x,1) € I,
dir. Sonug’(8.34) tan; h.h.h. t € R™ i¢in

e~ 27l — P(’L‘, 1)82771:c»td$
Rn

dir. Burada egitligin her iki tarafi da siirekli fonksiyondur. Ayrica iki siirekli fonksiyon
hemen hemen her x icin ¢akigwyorsa(aymysa) her  igin aymdir. Bundan dolayr bu

egitlik her t icin saglanar. Oyleyse t = 0 igin
/ Pl 1de =1
elde edilir.
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Sonug 3.37 (Sadosky 1979) f € Ly ve f~ > 0 olsun. Eger f, t = 0 noktasinda

stirekli ise o zaman f~ € Ly ’dir. Ozel olarak
fO)= [ [ (z)™de (3.12)
]R'n
ve

0= [ @

esitlikleri saglanar.

Kanit. f~ > 0 ise g.(z) = f" (x)e 2™l > 0 >dir. Ayrica her ¢ € L;(Lebesgue

noktalar1 kiimesi) i¢in

111% fﬂ (E)eZWim-t_e—Qwelddw = f (t)
=0 fpn

ve t = 0 noktast bir Lebesgue noktasi oldugundan

Em f(z)e 2 oldy = £(0)

—0 R™
olur. Fatous Lemmasi’ndan

limg.(«) = £ (2)

[ (z)de <lim [ f(z)e?™lldy = lim/ f(2)e ?ekldy = f(0)
]Rn n

e—-0 JRn e—0

olur. Boylece
i [ (x)dz < f(0)

oldugundan f* € L;(R") ’dir. Ayrica f € L; ve f~ € L; oldugundan yukardaki
Sonug (3.34)’ten h.h.h. t € R™ igin

= [ § @i
Rn
dir ve f, t = 0 da strekli ve t € Ly ise
O = [ £ (@)ds

R

oldugu goriiliir. m
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Onerme 3.38 (Sadosky 1979) Her € > 0 igin

/ Wz, £)e? =ty = e~ e’ (3.13)

ve
fP(x,E)ezﬂm'tda: = g~ el (3.14)
dir.
Kanit.
/L’V(a:,e)e%""x'tdx &= f(e_”%l”z)A(m)e%iz'td:c = ...(3.12) *den... = ¢~ *"ltl"
ve
/ Plz,e)e™**dy = /(e%«fltl)*(@em-fdx — ..(3.12) "den... = =2l

dir. m

Onerme 3.39 (Sadosky 1979 ) €1 ve €5 pozitif reel sayilar olmak iizere h.h.h. = icin
W(.’E,El + 82) = LV(.CL‘,E]_) * W(ZE‘, Eg)

ve

P(z,e1 +&3) = P(z,€1) * P(z,e,)

dir.

Kanit. Fourier doniigiimiiniin 6zelligi geregi
(W(z,e1) * W(x,€2)) "(2) = (W(z, 1)) "() (W(2,e2))"(t))
dir. Ayrica

(W(z,e1))"(t) = W (x,e1)e 2™ty

R~

.(3.13)...

e—47r251[t!2
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ve ayni sekilde
F

(W (z,6)) (1) = e =2kt

olur. Buradan
(W(z,e1) * W(3,2)) "(£) = e D = (W (2,1 + £2)) ()
dir. Sonug (3.32) 'ten h.h.h. x € R” igin
W(z,e1+e2) = W(z,&1) x W(z,e5)
elde edilir.Diger egitlik igin
(P(z,61) * P(2,€2)) "(t) = (P(z,e1)) "(t) (P(,62))"(¢))
dir. Ayrica

(P(z,e1)) "() = / Pz e)e et
(3.14)...

e“*z‘-'TEl‘tF

ve aym sekilde

(P(z,€2)) " (1) = e~*re2l

olur. Buradan
(P(z,21) * Pz, e2)) "(t) = e~ 2™evveall = (P(z. £; + £5)) " (8)
dir. Sonug (3.32) 'den h.h.h. z € R™ igin
P(z,e1 + &2) = P(z,€1) * P(x,¢€2)

elde edilir. m
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. p-Piriizsiizlik

Tanim 4.1 p(r), [0,00) dzerinde pozitif tanamiv bir fonksiyon ve lir£1+p (p) =4
olsun. R™*xR" “de tamimi 4 (¢, z) dlgtilebilir fonksiyonunun p_maksimal fonksiyonu

M, (@) (z) = sup—lw /|;|< | (¢, z)| dt

r>0 (1) T

seklinde tanymlanar.

Lemma 4.2 (Sezer ve Aliev 2011) ¢, (0,00) dizerinde diferansiyellenebilir ve

lmr*u(r)e(r) =0 ve 1i1?0(1+?"n,t,l. (Me(r)=0 (4.1)

T—0oC

olsun. O zaman M, (¢) (z) < oo olmak dizere

| W)l < (44 @ / ()¢ ()l dr (4)

esitsizlige saglamar. (¢, @ ‘nin tirevi)
Kanait.

1@ = [ ool
diyelim. Simdi kutupsal koordinatlara gecelim.

Loweaeeie = [7 [ 1w,2)0(r00irrad 0
=[] [ wesaaeo) e
0 n—1

Burada
)\(t)=/ | (t0,z)|do (8), 0 <t < oo

SnLI

ve
A(r) =/ AR)t"ldt, 0<r< oo
0
gosterimleri altinda
1@ = [ e@)Ar) dr = | eiane
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kismi integrasyon uygularsak (u = |¢ (r)| ve dv = dA (r) almirsa)
I(z) xkﬂﬂM&H?—lmAmdMWN
= @I OIF = [ AD)sono () () dr

0

Burada
le (MIA(r) [5°=0

dir. Simdi bunu gérelim:
Alr) = / A(t) v dt %f [0 (¢, z)| dt
0 | <r
< rtp(r) (Myy) (2) (4.3)
0 < e (MIA(r) <l (r)l r"u (r) (Mup) (2)
(M ) (z) = M sonlu olmak tizere
0< lim Jp(r)|A(r) < lim [ (r)|7"u (r) M = 0 (lemmanin 6n kogulundan)
Aym gekilde
0< .li%l+ le (P} A(r) < ‘Ii%1+ lo ()l 7" (r) M = 0 (lemmanin 6n kogulundan)
oldugundan
lp (M)A (r) [5°=10
oldugu elde edilir. Boylece
I(z) = - 4 A(r) sgne (r) ¢’ (r) dr
< / A(r) ¢ (7| dr < ..(4.3) "den...
0

S(MWM@AWWMﬂWWNW

Tanim 4.3 (Sezer ve Aliev 2011) p < 1 olmak tizere . (r), [0, p) tizerinde siireki,

loc

pozitif ve lirg1+,u (r) = 1 (0) = 0 olsun. Eger f € LL_(R") icin

D, (x) = sup
u (@) 0<r<1 T 1 (1) Jjyy<r

|f(z—t)— f(z)|dt < o0 (4.4)
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ise | fonksiyonuna x € R"™ noktasinda “u(r) mertebeden u_ piirizsiizdir” denir.
(4.4) ’in saglandign = € R™ noktasina da f fonksiyonunun p_ pirizsiizlik noktast

denir.

Onerme 4.4 Eger f, z € R" noktasinda K_ plurizsiz tse o zaman x noktasy f

fonksiyonunun Lebesque noktasidur.

Kamt. Lebesgue noktasinin tammi: z € R” i¢in

im— [ |fe-t)- f@ldt=0
=0T St <r
idi.
0 < = [ fe-0-f@ld=pnl) = [ 1e-9-i@la
™ Jit<r #(7") ™ Jitl<r
< s g [ fe-0 - fE@)a
Burada (4.4) ’ten ﬁ:glw fl ir 1S (@ =) — f(2)]dt = M < oo olur. Boylece
0<%ﬁluw—ﬂﬁﬂmﬂ£umM'w

elde edilir. Buradan da

1
lim— z—t)— flo)dt=0
‘AQU( )~ £ (@)

r—Qpn

dir ve z noktas: f fonksiyonunun Lebesgue noktasidir. m

Not 4.5 (Sezer ve Aliev 2011) pu_ piiriizsiizlik noktalaran karakterizasyonu bilin-
memekle birlikte klasik anlamda piiriizsiz bircok fonksiyon p_ piiriizsiizlik 6zelligine
sahiptir. f fonksiyonunun streklilik modili wy(r) = sup |f( —z)— f (Il e

|z|<r
tanamlanar.

wﬂﬂ=mm(ngu—m—fm0

|z|<r

Lemma 4.6 [ fonksiyonunun siireklilik modiili icin wy (r) < cu(r), r — 0 saglan-

yorsa o zaman her x € R", f fonksiyonunun u_ piiriizsiizlik noktasidur.
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Kanit.

|f (z—1) = f ()| dt

= sup
0<r<1TnﬁL(T) |t]<r

< sup
0<r=17™ (1) [t]<r

1
< sup f ep (r) dt
0<ra 7 (1) Jigyr

1 c
= sup —c/ dt = —cim" = cep = o
[t]<<r

0<r1”” T

wy (r) dt

( fl fj<» @t 1 boyutlu uzayda kiirenin hacmi oldugundan fl Jer dt = clr") boylece

Dy i) <6

elde edilir. Yani, z, p_ piiriizsiizlitk noktasidir. w

Not 4.7 Ozel olarak f fonksiyonu lokal olarak Lipschitz kosulunu saghyorsa

flz=t)=flg]| L &, bcmel

p(r) =r® igin x noktast ju_ piirizsizlik noktasidur:

B fe) =

IA

I

1
sup
01T

/M F@—t) — f (2)) de

511

1
B / 14]° dt
0<r<1 T Jlgr

1
sup — aC/ 2t e ( (= clr”)
0<r<ITHT™ Jlt<r It|<r

1 /
sup —c dt = cc; < 00
[t]<r

0crc1 T

4.2. Onemli Sonuglar

Teorem 4.8 [, f"(x)e*™™*!dx Fourier integralinin ¢ _ortalamalart icin

[ @ (eadr= [ f@)e.(t—s)do

egitligi Ve > 0 icin sajlanr. Burada @, (z) = %0 (2), ¢ (z) = ¢"(2) tir-.

66

(4.5)



Kamt. Teorem 3.5 ’den elde edilir.(Carpim formiilii) m
Ozel olarak (4.5) 'de ¢ (z) fonksiyonu yerine e=2"#l fonksiyonu konulursa

fA (m)e2wix-td$

Rn

integralinin Poisson ortalamalar: igin
tlzze] = / f® e (z—1t)dt, e>0
B
)

formiiliinii elde ederiz. Burada ¢, (z) fonksiyonu, C, = gy olmak {izere

(e + Jx|2)nTH

seklinde tammlanir ve Poisson gekirdegi olarak adlandirilir.

¢, (@) = P(z,¢) = Cy

Not 4.9 (Stein 1993, Rubin 1996) f € L, (R™), 1 < p < co olmak dizere
(@) lim [ (a,) — fll, = 0
(bl (z,¢) = f (x), € L
(c)sg%}) lu(z,e)| <c((Mf)(x)), burada (M f) (z)) Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonudur.

Bundan sonraki amacimiz
|u(z,e) — f(2)]

farkim & — 0 igin tistten tahmin etmek olacaktir.
Bundan sonra p (r) fonksiyonunun [p,00) araliginda bir sabit olarak devam
ettigini kabul edecegiz. Yani r > p icin u (r) = u(p).

Simdi tezin esas sonuclarim ifade edelim.

Teorem 4.10 f e L,(R*), 1 < p < co fonksiyonu bir z € R® noktasinda
p-plrizsizlik 6zelligine sahip olsun. Bu taktirde, ¢ ve ¢, € ’dan bafvmsiz sabitler

olmak tizere

= 1
lu{z, &) — f(z)] < c1/ ptly (er) el 05
0 (1+7r2)2

egitsizligi saglanar.
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Kanit.
Gl e) = f(t)P(z—te)dt
Bn

_{n+1) -
ve C, = I(Z2) =72 olmak tizere

P(z,6) = Cpm—py

(52 + |’1:|2) 2
idi. Ayrica

limﬂu(az,e) = f(z), z € L;

oldugunu biliyoruz. §imdi € R™ p—piiriizsiizlik noktas: iken bu yakimsamanm

hzim tahmin edecegiz. Bunun i¢in

[u(z,e) - f ()| =

Rnf(t)P(:E~t,E)dt—f(m)

= *f f(m—t)P(t,s)dt—f(:s)/ P(t,s)dt(
Rn R"

< | e-0-s@IPEe)a

‘Lquw*wmePmawt

+] f@— 1) — £ @) [P (te)] dt
[t]>1
= Al (E‘) + Ag (E) .

Ik énce A; (€) mun tahminini yapalim:

bt z) = { fle—t)=f(z) lt<1
0 It] > 1

fonksiyonu igin

A (e) = f [ (t,z)| P(t,e)dt
olur. P (t,¢) radial oldugundan.

A= [ [P, o) (4.)
olur. Simdi (4.6) ’ya lemma4.2 ’y1 uygulayalim. 7 > 0 iken |r| = r oldugundan

P (r,e)|dr

m@kﬂMWMﬂLmWMﬂ
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elde edilir. z € R®, f fonksiyonunun p—piiriizsiizliik noktas: oldugundan
(Myy) (x) = Dy (2) < o0.

(Bakiniz:(4.4)). Simdi %€ ’yi hesaplayalim.
ar

dP 2
P(T:‘E) =Cy 2 mil 7 .= Cn il n+3
(€2 +r2)"% dr (€2 +1r2)" %
dir. Buradan
L €
A (e) < Caf iz i (r) dr
0 (52 + TZ)T

e (14+(2)7)

= T Hley (v
= 63/ () o d?"
0

(t = u degigken degistirmesi yapilirsa dr = edu)...
€
/oo s”*lu”ﬂa,u (8'&',) €
= 63 n+43 d’u’
0 et (1+4+u?) 2
o 1
= 03f T (ew) ————du
0 (1+u?)2

Simdi de A; (¢) nun tahminini yapahm.
Ay (e) = flx—t)— f(x)||P(te)ld
© /Ww H— £ @)|P(t,e)| dt
gf (If (@ —8)] +1 @) |P (t,€)] dt
[t]>1
= 1f (@) |P(t,e)rdt+/ F@—D]|P (t,)] de

[t]>1 |1

= I (e)+ Iz (e)
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I; (¢) ’a bakalim:

&
Il (E) = 64/ —n_ﬂdt
[t1>1 (g2 + [¢]*) 2

...(kutupsal koordinatlara gecersek)...

= €
—af [ g
1 gn—1 (82 + TQ)T
< €
= 4 (/ dO’)/ 'J"nhl—w'd?”
gn-1 1 (e2+7r2) 7
o =] n—1
= 05] T”“_I—Eﬁrfdfr'zscs/ —Tﬁ(lr
1 (g2 +r2)"% 1 (e2412)F

o0 ?,.n—l o0 5,,1171
< e / d?'—sc5/ dr
= 5 nt1 - 1

L () o

elde edilir. Simdi de 75 (&) ’a bakalm.

h@=ﬁmU@—WW&ﬂﬁ

p > 1 i¢in Holder esitsizligini uygularsak

hie) < (@Huufwﬁf(ﬁﬁﬁPmaﬁf,(§+§=1
sm(anmmﬂé

£
=l (e | |
3 [t|>1 (52 =1 |t|2)‘iz;l
...(kutupsal koordinatlara gegelim)...

E

1

5% . ca 7
= P / rmt / ———do | dr
(nt1)e
1 gn—-1 (82 —I"T'Q) 3
1
[oe] 1 q
n—1
= & / T —”qd?"
( 1 (€2+T2)£—i§1 )

1 1
=] ,rnfl q o0 1 7
s (/1 r(n+1}qdr) = Lok (/1 rala—1)p(g+1) dr)
e 1
( /1 ra(a=Dpla+1) d"") =
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oldugundan

I () < ep1e

elde edilir. Boylece

Ay (g) < epae

bulunur. Sonug olarak

a8 - F18)] e /;o " (o) uT;)—’%_adT P

oldugu goriiliir. Son olarak ispat: tamamlamak i¢in lemma 4.2 "nin kosullarinm sag-

landigim gostermeliyiz. Bunun i¢in

olmak iizere

. n — 15 L _—_—6"_ =
T]Ll%’l_"’f" K (T) @ (T) B r]iyrfrll*'r a (T) C" (52 =+ Tg)%’-—l 0

saglamr. Ciinkii tamm 4.1 ’den rli,lél+# (r) = 0 dir ve Tlircr)l+T C’nm = 0 *dir.
Diger kogul ise

lim "1 () ¢ ()
ifadesinde 7 — oo igin p (r) = p(p) gibi bir sabit olacagindan

imr"w(r) e (r) = limr"u(p) C, PR . WO

T—00 r—oo 1(&-2 + TQ)"TH

olur ve boylece ispat biter. m

Sonug 4.11 § € (0,1) olmak tizere 0 < r < 1 igin u(r) = r**! ve 1 < r < 0o igin
p(r) = w(l) = 1 olacak sekilde bir sabit olarak devam etsin. Yukaridaki teoremin
kosullar: altinda

lu(z,€) = f(z)] S ce, (e—0).
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Kanit.

¢ 1
|u(x,5) _f(fb")l < 61/ 7"”+1€6+1?"5+1-~—f—n—dr
0 (1+7’2)__="f_3

« 1
4+ / 7"”+11——--—~_E_§dr Fese
r (14 r2

) 2

1
= n+2+4 oo .nt+l
i+1 [T T
i€ ‘/0 e dr + ¢ - dr + eqe
{4

o =

IA

641 <1 = I
= €& —5({7' + ¢ —dr + ¢
Tl_ 1 7'2

0 1

€

5
S 1 1
= g™ (g |6) +a (—; |?) + e

!
= —€+ i€+ e = ce.

)
Sonug 4.12
olmak tizere

Kanit.

™

u@me) =S @] < o [T rer) —

(142

oo - 1
+C1f Pl (1 e —-) = dries
= 4 (1 - TZ)T

de

i taner — er T o0 1
= Cl/ il (1 = —) / —dr + ce
0 r 4 I_g T

olur. $imdi r € [0, %] igin tanr — r < 72 oldugundan

dr

n+43
2

u@e) - f@) < o [ergdrta(1-0) Eroe
0 e 4/
T m\ 4de
£ Clg"&g"‘cl (1—1)?-}-625
= Cc&.
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Sonug 4.13
r?tanr, 0<r<1

p(r)=
tanl, r>1

olmak tizere
ju(,e) — f ()| < ce, (€= 0).

Kanit.
g 1
|u (x,e)— f (z)] € / r"He2p? tan (er) el
0 (1+7r2)2

oe 1
+ec; / r*ltan l—————zdr + c¢
1

(14722
S 6152/5
0

(=

o0
1
tan (er) dr + ¢; tan 1 / —dr+ cxe
3

Simdi

siner )
tan (er)dr = dr = ..(u=coser, du = —esinerdr)...
coser

d 1
s —~—1In (coser)
e u €

olmak {izere

: 1 L1 1
/ tan (er)dr = —=1In(coser) |§= —=(cos1 — 0) = —=cos 1
0 € € €

dir. Boylece

51
lu(z,e) — f(z)] < —e1{cosl) ezg + ¢ (tanl) e + o

= €&
|
Sonug 4.14
2 e T 0<r<]
jfr) = c"l” ve u(r) = _1r ,
cos1? Pz 1 67 o 2 2

olmak dizere



5. SONUC

Fourier dénitigiimii bilinen bir fonksiyonun olugturulmasinda kullamlan énemli
toplanabilirlik metodlarindan bazilarimn incelendigi bu ¢aligmanin bulgilar kisminda

Poisson ortalamalarinin yakinsama hizi incelenmigtir.

Calismada da goriilecegi gibi ¢ € Cy (R™) N L; (R™) ve ¢ (0) = 1 olmak {izere

My (=M ()= | ¢lea)f(z)da, (>0)

seklinde tammlanan [, f (z) dr integralinin (iraksak veya yakinsak) ¢ ortalamalar
tamiminda ¢ (z) = e~2"°! alinarak Poisson ortalamalar ve toplanabilirlik metodlar:
olusturulmug ve Poisson ortalamalarmm f € L, (R") fonksiyonuna ait p-piiriizsiizliik

noktalarinda yakinsama hiz1 incelenmigtir. Su sonuca ulagilmistir:

feL,(R*),1<p< oo fonksiyonu bir z € R" noktasmda p—piiriizsiizliik

dzelligine sahip olsun. Bu taktirde, ¢; ve ¢, € ’dan bagimsiz sabitler olmak tizere

ju(z,e) - f(z)| < Cl‘f L (er) %d'r’ + e
0 (1+72)2

esitsizligi saglamr.
Ayrica elde edilen bu bilgiden yola ¢ikilarak bazi 6zel p—piiriizsiizliik noktalar:

i¢in yakinsama hizlar da elde edilmistir.
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