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ÖNSÖZ

Bu tezde Umbral cebir ve Umbral analiz çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca, Umbral cebir

üzerindeki baz¬özel polinomlar¬n üreteç fonksiyonlar¬incelenmi̧s, bu polinomlar¬n

rekürans ve Raabe ba¼g¬nt¬lar¬gibi temel özellikleri verilmi̧stir.

Umbral analiz, modern cebirin basit tekniklerini kullanarak She¤er diziler ailesini

sistematik olarak çal¬̧s¬r. Bir çok kaynakta farkl¬şekillerde verilen baz¬teoremlerin

ispatlar¬, Umbral analiz metodlar¬yla farkl¬ şekilde yap¬l¬r. Bu tezde, uygulamal¬

matematikte büyük rol oynayan polinom dizilerinden özellikle She¤er dizileri ele

al¬nm¬̧st¬r. She¤er dizilerinin bir alt s¬n¬f¬olan Appell dizileri incelenmi̧stir. Appell

dizileriyle ilgili özellikler verilmi̧stir. Ayr¬ca Appell dizisi ile ilgili olan polinomlara

dair uygulamalar yap¬lm¬̧st¬r.

Bu tez, Giri̧s, Materyal ve Metot, Bulgular ve Sonuç olmak üzere dört ana bölüm-

den oluşur.

Birinci bölümde, Umbral analizin tarihçesi verilmi̧stir. Bu tezde kullan¬lan baz¬

temel kavram ve tan¬mlar verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, Umbral cebirin ve formal kuvvet serilerinin tan¬m¬verilmi̧stir.

Ayr¬ca, formal kuvvet serilerinin fonksiyonel ve operatörler ile ili̧skileri ayr¬nt¬l¬bir

şekilde verilmi̧stir. She¤er dizileri ve bu dizilerin bir alt s¬n¬f¬olan Appell dizileri

incelenmi̧stir.

Üçüncü bölümde birer Appell polinomu olan Hermite polinomlar¬, Bernoulli poli-

nomlar¬, Euler polinomlar¬ve Genocchi polinomlar¬n¬n baz¬özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬boyunca bilgisini ve deste¼gini esirgemeyen dan¬̧sman¬m Say¬n

Doç.Dr. Y¬lmaz Ş·IMŞEK�e ve her zaman yan¬mda olan aileme teşekkürlerimi sunar¬m.
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v



S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

N = f1; 2; 3; � � � g

N0 = f0; 1; 2; 3; � � � g

C Karmaş¬k say¬lar kümesi

�n;k Kronecker delta fonksiyonu

F Formal kuvvet serilerinin kümesi

der (p (x)) p (x) polinomunun derecesi

H
(a)
n (x) Mertebesi a, derecesi n olan Hermite polinomlar¬

B
(a)
n (x) Mertebesi a, derecesi n olan Bernoulli polinomlar¬

E
(a)
n (x) Mertebesi a, derecesi n olan Euler polinomlar¬

G
(a)
n (x) Mertebesi a, derecesi n olan Genocchi polinomlar¬

s (n;m) Birinci tür Stirling say¬lar¬

S (n;m) ·Ikinci tür Stirling say¬lar¬

Sn (x) Derecesi n olan She¤er dizisi/polinomu

o (f (t)) f (t) serisinin mertebesi

hL j p (x)i L fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

[:] Tam de¼ger fonksiyonu
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1. G·IR·IŞ

1.1. Çal¬̧sman¬n Kapsam¬

Umbral analizin kökleri 17. yüzy¬la dayan¬r. Fakat yükseli̧si 19. yüzy¬lda

başlam¬̧st¬r. Bu dönemde Sylvester, Cayley, Blissard gibi baz¬ matematikçilerin

çal¬̧smalar¬olmuştur.

Geni̧s kullan¬m¬na ra¼gmen, bu dönemde Umbral analiz sadece "sihirli kurallar"

olarak bahsedilen ispats¬z kurallara sahipti. 1890�l¬y¬llarda Pincherle�nin lineer oper-

atörlerle ilgili çal¬̧smalar¬oldu. Ayr¬ca 1880�li y¬llarda Appell de polinomlar üzerinde

baz¬çal¬̧smalar yapt¬. Fakat 1939 y¬l¬na kadar She¤er dizileri ile Umbral analizin

ba¼glant¬s¬kurulamad¬.

1940 y¬l¬nda Eric Temple Bell�in giri̧simlerine ek olarak, 1970�li y¬llarda Gian-

Carlo Rota günümüzde kullan¬lan Modern Klasik Umbral Analiz in temel yap¬s¬n¬

ortaya koydu.

Umbral analizin �zik, istatistik, olas¬l¬k teorisi, kombinatorik, topoloji, graph

teorisi gibi bir çok alanda uygulamas¬vard¬r. Bu tezde ise Umbral cebir tan¬m-

lanacak, Umbral cebirin She¤er ve Appell dizilerine uygulan¬̧s¬gösterilecektir. Bu

tezde Umbral cebirin She¤er ve Appell dizilerine uygulama olarak Euler, Bernoulli ve

Genocchi polinomlar¬al¬nm¬̧st¬r. Bu polinomlar ile ili̧skili bir çok teoremler, özdeş-

likler ve ba¼g¬nt¬lar verilmi̧stir. Genocchi polinomlar¬bu tezde yo¼gun bir şekilde ele

al¬nm¬̧st¬r. Bu polinomlar son y¬llarda bir çok matematikçi taraf¬ndan farkl¬alan-

larda çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Örnek olarak Srivastava, Kim, Dattoli, Şimşek, Kurt, Cenkci,

Can, Cangül, Ozden ve Choi gibi matematikçiler gösterilebilir.

1.2. Temel Kavram ve Gösterimler

Tan¬m 1.1 F cismi üzerinde iki vektör uzay¬V ve W olsun. Her r, s 2 F ve u,

v 2 V için

� (ru+ sv) = r� (u) + s� (v)

özelli¼gini sa¼glayan � : V ! W fonksiyonuna lineer dönüşüm denir (Roman 1992).
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Tan¬m 1.2 F cisim ve A boştan farkl¬bir küme olsun. Aşa¼g¬daki üç özellik sa¼glan¬y-

orsa A�ya toplama, çarpma ve skalerle çarpma işlemlerine göre F cismi üzerinde bir

cebirdir denir.

1) A, toplama ve skalerle çarpma işlemleri alt¬nda bir vektör uzay¬d¬r.

2) A, toplama ve çarpma işlemleri alt¬nda bir halkad¬r.

3) r 2 F ve a; b 2 A için

r (ab) = (ra) b = a (rb)

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Roman 1992).

Tan¬m 1.3 F cismi üzerinde bir vektör uzay¬V olsun. f : V ! F lineer dönüşümüne

V üzerinde bir lineer fonksiyonel denir (Roman 1992).

Tan¬m 1.4 V üzerindeki bütün lineer fonksiyonellerin kümesi V � ile gösterilir ve

buna V �nin cebirsel dual uzay¬denir (Roman 1992).

Tan¬m 1.5 z 2 C olsun. Herhangi bir x karmaş¬k say¬s¬için Hn (x) Hermite poli-

nomlar¬,

exp(2xz�z
2) =

1X
n=0

Hn (x)
zn

n!

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r (Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tan¬m 1.6 z 2 C olsun. Herhangi bir x karmaş¬k say¬s¬ için mertebesi a olan

B
(a)
n (x) Bernoulli polinomlar¬,�

z

ez � 1

�a
exz =

1X
n=0

B(a)n (x)
zn

n!
; jzj < 2�

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r (Carlitz 1960, Erdelyi 1953, Roman 2005).

Tan¬m 1.7 z 2 C olsun. Herhangi bir x karmaş¬k say¬s¬ için mertebesi a olan

E
(a)
n (x) Euler polinomlar¬,�

2

ez + 1

�a
exz =

1X
n=0

E(a)n (x)
zn

n!
; jzj < �

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r (Erdelyi 1953, Roman 2005).
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Tan¬m 1.8 z 2 C olsun. Herhangi bir x karmaş¬k say¬s¬için mertebesi a olan G(a)n (x)

Genocchi polinomlar¬,�
2z

ez + 1

�a
exz =

1X
n=0

G(a)n (x)
zn

n!
; jzj < �

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r (Roman 2005, Dere ve Şimşek 2011).

Tan¬m 1.9 (x)n = x (x� 1) (x� 2) � � � (x� n+ 1) olmak üzere, birinci tür Stirling

say¬lar¬

(x)n =

nX
m=0

s (n;m)xm (1.1)

ve

fln (1 + x)gm = m!
1X
n=m

s (n;m)
xn

n!
; jxj < 1

şeklinde tan¬mlan¬r (Abramowitz ve Stegun 1972).

Tan¬m 1.10 ·Ikinci tür Stirling say¬lar¬

xn =
nX

m=0

S (n;m) (x)m ;

(ex � 1)m = m!
1X
n=m

S (n;m)
xn

n!

ve

(1� x)�1 (1� 2x)�1 � � � (1�mx)�1 =
1X
n=m

S (n;m)xn�m; jxj < m�1

olarak tan¬mlan¬r (Abramowitz ve Stegun 1972).

Polinom dizileri uygulamal¬matematikte büyük rol oynar. Bu polinom dizilerinin

en önemlilerinden birisi Sn (x) ile gösterilen She¤er dizileridir.

Bir Sn (x) dizisinin She¤er dizisi olmas¬için gerek ve yeter koşul A (t) = A0 +

A1t+ A2t
2 + : : :, (A0 6= 0) ve B (t) = B1t+B2t2 + : : :, (B1 6= 0) iken

1X
k=0

Sk (x)

k!
tk = A (t) exB(t)

olmas¬d¬r (Roman 2005).

Umbral analiz, modern cebirin tekniklerini kullanarak She¤er diziler ailesini sis-

tematik olarak çal¬̧s¬r.
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P tek de¼gi̧skenli polinomlar¬n bir cebiri olsun. P� ise P üzerinde tan¬ml¬bütün li-

neer fonksiyonellerden oluşan bir vektör uzay¬olsun. P üzerindeki bir lineer fonksiy-

onel bir formal kuvvet serisi ile temsil edilebilir. Yani, P üzerindeki bir lineer fonksiy-

onel ile bir formal kuvvet serisi aras¬nda bire bir ili̧ski vard¬r.

F, C cismi üzerinde tan¬ml¬formal kuvvet serilerinin kümesi olsun. F�nin ele-

manlar¬aşa¼g¬daki şekilde yaz¬l¬r. ak 2 C olsun.

f (t) =
1X
k=0

akt
k (1.2)

dir.

·Iki formal kuvvvet serisinin eşit olabilmesi için gerek ve yeter koşul katsay¬lar¬n¬n

eşit olmas¬d¬r. Formal kuvvet serilerinin toplam¬ve çarp¬m¬i̧slemleri aşa¼g¬daki şek-

ilde verilmi̧stir:
1X
k=0

akt
k +

1X
k=0

bkt
k =

1X
k=0

(ak + bk) t
k; 1X

k=0

akt
k

! 1X
k=0

bkt
k

!
=

1X
k=0

 
kX
j=0

ajbk�j

!
tk

Bu iki i̧slemle birlikte F, bir cebirdir (Roman 2005).

Tan¬m 1.11 Katsay¬s¬s¬f¬r olmayan tk terimleri içindeki en küçük k tamsay¬s¬na

f (t)�nin mertebesi denir ve o (f (t)) ile gösterilir (Roman 2005).

Not 1 o (f (t)) = 0 ise f (t) tersinirdir, o (f (t)) = 1 ise f (t) delta serisidir denir.

f (t) = 0 al¬n¬rsa o (f (t)) = +1 olur. Ayr¬ca aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r:

o (f (t) g (t)) = o (f (t)) + o (g (t)) ;

o (f (t) + g (t)) � min fo (f (t)) ; o (g (t))g :

Bir f (t) serisinin çarpmaya göre tersinin olabilmesi için gerek ve yeter koşul

o (f (t)) = 0 olmas¬d¬r. Bu şekildeki f (t) serisine tersinirdir denir.

E¼ger o (f (t)) = 1 ise, f (t) serisi f
�
f (t)

�
= f (f (t)) = t olacak şekilde f (t)

bileşke tersine sahiptir. Delta serilerinin kuvveti olan f (t)k terimleri F için bir

pseudobaz oluştururlar. Yani ak sabitleri için,

g (t) =

1X
k=0

akf (t)
k

4



olacak şekilde g (t) 2 F vard¬r.

(1.2) ba¼g¬nt¬s¬nda verilen f (t) serisinin türevi aşa¼g¬daki şekilde verilir:

f
0
(t) = @tf (t) =

1X
k=1

akt
k�1;

(Roman 2005).

�n;k Kronecker delta fonksiyonudur ve

�n;k =

8<: 1, n = k

0, n 6= k

dir.
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2. MATERYAL ve METOT

Bu bölümde Umbral cebirin baz¬önemli kavramlar¬ve örnekleri verilecektir. Burada

verilen kavramlar¬n büyük k¬sm¬Roman�¬n kitab¬ndan (2005) al¬nt¬lanm¬̧st¬r.

2.1. Umbral Cebir

C cismi üzerindeki tek de¼gi̧skenli polinomlar cebiri P olsun. P üzerindeki bütün

lineer fonksiyonellerin vektör uzay¬da P� olsun. hL j p (x)i, L lineer fonksiyonelinin

p (x) polinomu üzerindeki etkisi olarak tan¬mlan¬r. Burada

hL+M j p (x)i = hL j p (x)i+ hM j p (x)i

ve c 2 C için

hcL j p (x)i = c hL j p (x)i

olur.

f (t) =
1X
k=0

ak
k!
tk

bir formal kuvvet serisi olsun. yani f (t) 2 F olsun. n � 0 için

hf (t) j xni = an (2.3)

şeklinde P üzerinde bir lineer fonksiyonel tan¬mlar (Roman 2005). Özel olarak,

f (t) = tk al¬nd¬¼g¬nda, 

tk j xn

�
= n!�n;k

dir.

Formal kuvvet serilerinin toplama ve çarpma i̧slemleri alt¬nda, formal kuvvet

serileri kümesi genellikle bir cebir oluştururlar. Bu şekilde elde edilen cebire Umbral

cebir denir. Bu cebir yöntemleri ile oluşturulan analize de Umbral analiz denir.

Örne¼gin; y 2 C için eyt fonksiyoneli incelenir:



eyt j xn

�
=

* 1X
k=0

(yt)k

k!
j xn
+
= yn:

6



Buradan; her p (x) 2 P için



eyt j p (x)

�
= p (y)

dir (Roman 2005). Ayr¬ca, her p (x) 2 P ve f (t) 2 F için aşa¼g¬daki sonuçlar verilir:

f (t) =

1X
k=0



f (t) j xk

�
k!

tk; (2.4)

p (x) =
1X
k=0



tk j p (x)

�
k!

xk (2.5)

(Roman 2005).

Önerme 2.12 f (t), g (t) 2 F olsun. Aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r:

hf (t) g (t) j xni =
nX
k=0

�
n

k

�

f (t) j xk

� 

g (t) j xn�k

�
:

·Ispat. f (t), g (t) 2 F olsun. (2.4) ba¼g¬nt¬s¬ndan

f (t) g (t) =
1X
m=0

hf (t) j xmi
m!

tm
1X
m=0

hg (t) j xmi
m!

tm

=
1X
m=0

mX
k=0

�
m

k

�

f (t) j xk

� 

g (t) j xm�k

� tm
m!

elde edilir. Yukar¬daki eşitlikte her iki taraf da xn �e uygulan¬p (2.3) eşitli¼gi kul-

lan¬ld¬¼g¬nda ispat tamamlanm¬̧s olur (Roman 2005).

Önerme 2.13 o (f (t)) > der (p (x)) ise hf (t) j p (x)i = 0 olur.

·Ispat. (2.3)�de o (f (t)) > n iken hf (t) j xni = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r (Roman 2005).

Önerme 2.14 Her k � 0 için o (fk (t)) = k olsun. Her p (x) 2 P için* 1X
k=0

akfk (t) j p (x)
+
=

1X
k=0

ak hfk (t) j p (x)i

olur.

7



·Ispat. Varsayal¬m ki der (p (x)) = d olsun. Bu durumda* 1X
k=0

akfk (t) j p (x)
+

=

*
dX
k=0

akfk (t) +
1X

k=d+1

akfk (t) j p (x)
+

=

*
dX
k=0

akfk (t) j p (x)
+

=
dX
k=0

ak hfk (t) j p (x)i

=
1X
k=0

ak hfk (t) j p (x)i

bulunur (Roman 2005).

Önerme 2.15 Her k � 0 için o (fk (t)) = k olsun. E¼ger bütün k de¼gerleri için

hfk (t) j p (x)i = hfk (t) j q (x)i

oluyorsa, p (x) = q (x) olur.

·Ispat. fk (t) formundaki diziler F için bir pseudobaz oldu¼gundan, n � 0 için

tk =
1X
k=0

an;kfk (t)

olacak şekilde an;k de¼gerleri vard¬r. Buradan;

htn j p (x)i =

1X
k=0

an;k hfk (t) j p (x)i

=

1X
k=0

an;k hfk (t) j q (x)i

= htn j q (x)i

olur ve (2.5) eşitli¼gi kullan¬larak p (x) = q (x) oldu¼gu görülür (Roman 2005).

Önerme 2.16 Her k � 0 için der (pk (x)) = k olsun. E¼ger bütün k de¼gerleri için

hf (t) j pk (x)i = hg (t) j pk (x)i

oluyorsa, f (t) = g (t) olur.
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·Ispat. Her n � 0 için öyle an;k de¼gerleri vard¬r ki, xn =
nX
k=0

an;kpk (x) olur.

Buradan;

hf (t) j xni =
nX
k=0

an;k hf (t) j pk (x)i

=
nX
k=0

an;k hg (t) j pk (x)i

= hg (t) j xni

elde edilir ve (2.4) kullan¬larak f (t) = g (t) oldu¼gu görülür (Roman 2005).

Not 2 Lineer fonksiyonel tk�n¬n bir p (x) polinomuna etkisi polinomun k. türevinin

s¬f¬rdaki de¼gerine eşittir. Yani; 

tk j p (x)

�
= p(k) (0)

ve 

t0 j p (x)

�
= p (0)

olur.

Not 3 f (t) 2 F delta serisini lineer fonksiyonel olarak ele ald¬¼g¬m¬zda, buna delta

fonksiyoneli denir. Benzer şekilde, tersinir seri de tersinir fonksiyonel olarak ifade

edilir.

Önerme 2.17 f (t) serisinin delta fonksiyoneli olmas¬ için gerek ve yeter koşul

hf (t) j 1i = 0 ve hf (t) j xi 6= 0 olmas¬d¬r (Roman 2005).

Önerme 2.18 f (t) serisinin tersinir fonksiyonel olmas¬ için gerek ve yeter koşul

hf (t) j 1i 6= 0 olmas¬d¬r (Roman 2005).

Teorem 2.19 f (t) 2 F olsun. 8 p (x) 2 P polinomu için aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r:

hf (t) j xp (x)i = h@tf (t) j p (x)i :

·Ispat. Özel olarak p (x) = xn al¬n¬r.

f (t) =

1X
k=0

ak
k!
tk

9



olmak üzere,

h@tf (t) j xni =

* 1X
k=1

ak
(k � 1)!t

k�1 j xn
+
= an+1

=

* 1X
k=0

ak
k!
tk j xn+1

+
= hf (t) j xxni

bulunur (Roman 2005).

Önerme 2.20 p (x) 2 P ve a 2 C olsun.Her bir f (t) 2 F için

hf (t) j p (ax)i = hf (at) j p (x)i

dir (Roman 2005).

Önerme 2.21 k ve n 2 N olsun.

S (n; k) =
1

k!

D�
et � 1

�k j xnE (2.6)

dir. Burada S (n; k) ikinci tür Stirling say¬s¬d¬r. (Roman 2005).

Yukar¬daki önermeleri kapsayan baz¬özel örnekler aşa¼g¬da verilmi̧stir:

Örnek 2.22 eyt tersinir fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

eyt j p (x)

�
= p (y)

dir.

Örnek 2.23 eyt � 1 delta fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

eyt � 1 j p (x)

�
= p (y)� p (0) (2.7)

dir.

Örnek 2.24 teyt delta fonsiyonelinin p (x) = xn polinomuna etkisi



teyt j xn

�
=

* 1X
k=0

yk

k!
tk+1 j xn

+
= nyn�1

dir. Lineerlik özelli¼ginden dolay¬,

teyt j p (x)

�
= p0 (y)

bulunur.
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Örnek 2.25 (1� t)�1 tersinir fonksiyonelinin p (x) = xn polinomuna etkisi



(1� t)�1 j xn

�
=

* 1X
k=0

tk j xn
+
= n!

dir. Ayr¬ca

n! =

1Z
0

une�udu

oldu¼gundan, 

(1� t)�1 j p (x)

�
=

1Z
0

p (u) e�udu:

elde edilir.

Örnek 2.26 eyt�1
t

fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

�
eyt � 1
t

j p (x)
�
=

yZ
0

p (u) du (2.8)

dir. Bu fonksiyonele integral fonksiyoneli denir.

2.2. Lineer Operatörler

Bu bölümde, F�nin elemanlar¬birer lineer operatör olarak ele al¬nacakt¬r.

Örne¼gin; P üzerinde k. türev operatörü tk ile gösterilir. Yani

tkxn =

8<: (n)k x
n�k; k � n

0; k > n:

Burada

(n)k = n (n� 1) (n� 2) : : : (n� k + 1)

dir.

Herhangi bir f (t) =
1X
k=0

ak
k!
tk formal kuvvet serisi verilsin. f (t) operatörünün

p (x) = xn polinomuna etkisi

f (t)xn =

1X
k=0

ak
k!

�
tkxn

�
=

1X
k=0

ak
k!

n!

(n� k)!x
n�k =

nX
k=0

�
n

k

�
akx

n�k

11



dir. O halde f (t), P üzerinde bir lineer operatördür.f �nin lineerli¼ginden dolay¬,

f (t) p (x) =
1X
k=0

ak
k!

�
tkp (x)

�
=
X
k�0

ak
k!
p(k) (x)

elde edilir (Roman 2005).

Not 4 f (t) p (x) çarp¬m¬; f (t) operatörünün p (x) polinomuna etkisi olarak al¬n-

m¬̧st¬r.

Not 5 f (t) bir fonksiyonel olsun. f (t) fonksiyonelinin p (x) polinomuna etkisi

hf (t) j p (x)i

notasyonu ile gösterilir.

f (t) bir operatör olsun. f (t) operatörünün p (x) polinomuna etkisi

f (t) p (x)

notasyonu ile gösterilir.

Not 6 Her f (t), g (t) 2 F için

(f (t) g (t)) p (x) = f (t) (g (t) p (x))

ve

f (t) g (t) p (x) = g (t) f (t) p (x)

dir.

Not 7 t0 operatörüne birim operatör denir. Ayr¬ca, bir delta serisi operatör olarak

düşünüldü¼günde buna delta operatörü, bir tersinir seri operatör olarak düşünüldü¼günde

buna da tersinir operatör denir.

Önerme 2.27 o (f (t)) > der (p (x)) ise, f (t) p (x) = 0 olur (Roman 2005).

Önerme 2.28 Her k � 0 için o (fk (t)) = k ve her p (x) 2 P için 1X
k=0

akfk (t)

!
p (x) =

1X
k=0

ak (fk (t) p (x))

olur (Roman 2005).
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Önerme 2.29 Her k � 0 için o (fk (t)) = k ve her k için

fk (t) p (x) = fk (t) q (x)

ise p (x) = q (x) olur (Roman 2005).

Önerme 2.30 Her k � 0 için der (pk (x)) = k ve her k için

f (t) pk (x) = g (t) pk (x)

ise f (t) = g (t) olur (Roman 2005).

Aşa¼g¬daki teoremde, fonksiyonel olan f (t) ile operatör olan f (t) aras¬ndaki ili̧ski

aç¬k bir şekilde verilmi̧stir.

Teorem 2.31 f (t) ; g (t) 2 F olsun.Her p (x) 2 P için,

hf (t) g (t) j p (x)i = hg (t) j f (t) p (x)i (2.9)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. f (t) (2.4) formunda yaz¬ls¬n ve p (x) = xn al¬ns¬n:

hg (t) j f (t)xni =

*
g (t) j

1X
k=0

�
n

k

�

f (t) j xk

�
xn�k

+

=
1X
k=0

�
n

k

�

f (t) j xk

� 

g (t) j xn�k

�
= hf (t) g (t) j xni

dir. Bu sonuç bütün p (x) 2 P polinomlar¬ için do¼gru oldu¼gundan dolay¬ ispat

tamamlanm¬̧s olur (Roman 2005).

Not 8

hf (t) j p (x)i =


t0 j f (t) p (x)

�
dir.

Yukar¬da verilen önermeler ve teoremler için baz¬ özel örnekler aşa¼g¬da ver-

ilmi̧stir.
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Örnek 2.32 eyt operatörünün p (x) = xn�e etkisi aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬ile verilir:

eytxn =

1X
k=0

yk

k!
tkxn =

1X
k=0

�
n

k

�
ykxn�k = (x+ y)n :

Yukar¬daki ba¼g¬nt¬n¬n genelleştirilmiş hali her p (x) 2 P için

eytp (x) = p (x+ y) (2.10)

ba¼g¬nt¬s¬ile verilir.

Örnek 2.33 eyt � 1 operatörünün p (x) polinomuna etkisi

�
eyt � 1

�
p (x) = p (x+ y)� p (x)

dir.

Örnek 2.34 teyt operatörünün p (x) polinomuna etkisi

teytp (x) = tp (x+ y) = p0 (x+ y)

dir. Burada p0 (x+ y) = d
dx
p (x+ y) dir.

Örnek 2.35 (1� t)�1 operatörünün p (x) = xn polinomuna etkisi

(1� t)�1 xn =
1X
k=0

(n)k x
n�k

dir.

2.3. She¤er Dizileri

Bu bölümde matemati¼gin bir çok alan¬nda kullan¬lan She¤er dizileri tan¬mlanacak-

t¬r. Bu dizilerin temel özellikleri verilecektir.

Baz¬kaynaklarda She¤er dizileri yerine She¤er polinomlar¬da denmektedir.

Teorem 2.36 f (t) bir delta serisi ve g (t) bir tersinir seri olsun. n; k � 0 olmak

üzere, D
g (t) f (t)k j Sn (x)

E
= n!�n;k

ortogonallik koşulunu sa¼glayan tek bir Sn (x) polinomu vard¬r (Roman 2005).
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Teorem 2.36�dan aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir:

Bu şekildeki Sn (x) polinomuna (g (t) ; f (t)) ikilisi için She¤er dizisidir denir.

Baz¬kaynaklarda k¬saca, Sn (x), (g (t) ; f (t)) için She¤er�dir denmektedir.

Özel olarak f (t) = t al¬n¬rsa, g (t) için Appell dizisi elde edilir.

She¤er polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu aşa¼g¬daki teorem ile verilir:

Teorem 2.37 y 2 C olsun. Sn (x) polinomunun (g (t) ; f (t)) için She¤er olmas¬

için gerek ve yeter koşul

1

g
�
f (t)

�eyf(t) = 1X
k=0

Sk (y)

k!
tk (2.11)

olmas¬d¬r. Burada f , f �in ters fonksiyonudur (Roman 2005).

Teorem 2.38 Sn (x), (g (t) ; f (t)) ikilisi için She¤er olsun. Bu durumda,

Sn (x) =
1X
k=0

1

k!

D
g
�
f (t)

��1
f (t)k j xn

E
xk

d¬r (Roman 2005).

·Ispat. (2.11) eşitli¼ginin her iki taraf¬da ayr¬ayr¬xn �e uygulans¬n:* 1X
k=0

Sk (y)

k!
tk j xn

+
= Sn (y) (2.12)

D
g
�
f (t)

��1
eyf(t) j xn

E
=

* 1X
k=0

1

k!
ykg

�
f (t)

��1
f (t)k j xn

+
(2.13)

=

1X
k=0

1

k!

D
g
�
f (t)

��1
f (t)k j xn

E
yk

Bu sonuç, 8 y 2 C için geçerlidir. (2.12) ve (2.13) birleştirilerek ispat tamamlanm¬̧s

olur (Roman 2005).

Teorem 2.39 g (t) tersinir seri ve n 2 N olsun. Sn (x), (g (t) ; f (t)) ikilisi için

She¤er olmas¬için gerek ve yeter koşul

f (t)Sn (x) = nSn�1 (x)

olmas¬d¬r (Roman 2005).
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Teorem 2.40 Sn (x) , (g (t) ; f (t)) ikilisi için She¤er olsun. O halde,

Sn+1 (x) =

�
x� g

0 (t)

g (t)

�
1

f 0 (t)
Sn (x) (2.14)

olur (Roman 2005).

2.4. Baz¬Özel She¤er Polinomu Örnekleri

Bu bölümde baz¬özel She¤er polinomlar¬na örnekler verilecektir. Verilen özel She¤er

polinomlar¬n¬n temel özellikleri bu tezde ele al¬nmayacakt¬r. Bu temel özellikler

Erdelyi 1953, Jordan 1965, Bateman 1940 kaynaklar¬nda mevcuttur.

2.4.1. Laguerre polinomlar¬

Mertebesi a olan Laguerre polinomlar¬L(a)n (x) ile gösterilir. der
�
L
(a)
n (x)

�
= n �dir.

L
(a)
n (x) polinomlar¬

�
(1� t)�a�1 ; t

t�1
�
için bir She¤er dizisidir. L(a)n (x) polinom-

lar¬n¬n üreteç fonksiyonu
1X
k=0

L
(a)
n (x)

k!
tk = (1� t)�a�1 e

xt
t�1

dir.

2.4.2. ·Ikinci tür Bernoulli polinomlar¬

·Ikinci tür Bernoulli polinomlar¬bn (x) ile gösterilir. bn (x) polinomlar¬,
�

t
et�1 ; e

t � 1
�

için bir She¤er dizisidir. bn (x) polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu
1X
k=0

bn (x)

k!
tk =

1

log (1 + t)
(1 + t)x

dir.

2.4.3. Poisson-Charlier polinomlar¬

Poisson-Charlier polinomlar¬cn (x; a) ile gösterilir. cn (x; a) polinomlar¬,
�
ea(e

t�1); a (et � 1)
�

için bir She¤er dizisidir. cn (x; a) polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu
1X
k=0

cn (x; a)

k!
tk = e�1

�
1 +

t

a

�x
dir.
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2.4.4. Actuarial polinomlar¬

Actuarial polinomlar¬a(�)n (x) ile gösterilir. a(�)n (x) polinomlar¬,
�
(1� t)�� ; log (1� t)

�
için bir She¤er dizisidir. a(�)n (x) polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

1X
k=0

a
(�)
n (x)

k!
tk = exp

�
�t+ x

�
1� et

��
dir.

2.4.5. Birinci tür Meixner polinomlar¬

c 6= 0 olsun. Birinci tür Meixner polinomlar¬mk (x; �; c) ile gösterilir. mk (x; �; c)

polinomlar¬,
��

1�c
1�cet

��
; 1�et
c�1�et

�
için bir She¤er dizisidir. mk (x; �; c) polinomlar¬n¬n

üreteç fonksiyonu

1X
k=0

mk (x; �; c)

k!
tk =

�
1� t
c

�x
(1� t)�x��

dir.

2.4.6. ·Ikinci tür Meixner polinomlar¬

·Ikinci tür Meixner polinomlar¬Mk (x; �; �) ile gösterilir.

Mk (x; �; �),
��
(1 + �f (t))2 + f (t)2

� �
2 ; tan 1

1+�t

�
için bir She¤er dizisidir. Mk (x; �; �)

polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

1X
k=0

Mk (x; �; �)

k!
tk =

�
(1 + �t)2 + t2

�� �
2 exp

�
x tan�1

�
1

1 + �t

��
dir.

2.4.7. Pidduck polinomlar¬

Pidduck polinomlar¬Pk (x) ile gösterilir. Pk (x),
�

2
et�1 ;

et�1
et+1

�
için She¤er dizisidir.

Pk (x) polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

1X
k=0

Pk (x)

k!
tk = (1� t)�1

�
1 + t

1� t

�x
dir.
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2.4.8. Narumi polinomlar¬

Narumi polinomlar¬Nk (x) ile gösterilir. Nk (x),
��

et�1
t

�a
; et � 1

�
için bir She¤er

dizisidir. Nk (x) polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

1X
k=0

Nk (x)

k!
tk =

�
1

log (1 + t)

�a
(1 + t)x

dir.

2.4.9. Boole polinomlar¬

Boole polinomlar¬Bk (x) ile gösterilir. Bk (x),
�
1 + e�t; et � 1

�
için bir She¤er dizi-

sidir. Bk (x) polinomunun üreteç fonksiyonu

1X
k=0

Bk (x)

k!
tk =

�
1 + (1 + t)�

��1
(1 + t)x

dir.

2.4.10. Peters polinomlar¬

Peters polinomlar¬Pk (x) ile gösterilir. Pk (x),
��
1� e�t

��
; et � 1

�
için bir She¤er

dizisidir. Pk (x) polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

1X
k=0

Pk (x)

k!
tk =

�
1 + (1 + t)�

���
(1 + t)x

tir.

2.5. Appell Polinomlar¬

Bu bölümde, özellikle uygulamada She¤er polinomlar¬ kadar önemli olan Appell

polinomlar¬ verilecektir. Bilindi¼gi gibi, She¤er polinomlar¬nda f (t) = t al¬n¬rsa,

(g (t) ; t) ikilisi için Appell polinomu elde edilir. Buna k¬saca g (t) için Appell�dir

denir.

Teorem 2.41 Sn (x), g (t) için Appell dizisi olsun. O halde her h (t) 2 F için

h (t) =

1X
k=0

hh (t) j Sk (x)i
k!

g (t) tk

olur (Roman 2005).
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Teorem 2.42 Sn (x), g (t) için Appell dizisi olsun.

p(k) (x) = tkp (x)

olmak üzere her p (x) polinomu için

p (x) =
X
k�0



g (t) j p(k) (x)

�
k!

Sk (x)

dir. Burada p(k) (x), p (x) polinomunun k. türevidir (Roman 2005).

Teorem 2.43 Sn (x)�in g (t) için Appell dizisi olmas¬için gerek ve yeter koşul her

y 2 C için
1

g (t)
eyt =

1X
k=0

Sk (y)

k!
tk

olmas¬d¬r (Roman 2005).

Teorem 2.44 Sn (x)�in g (t) için Appell dizisi olmas¬için gerek ve yeter koşul

Sn (x) =
nX
k=0

�
n

k

�

g (t)�1 j xn�k

�
xk

olmas¬d¬r (Roman 2005).

Teorem 2.45 Sn (x)�in g (t) için Appell dizisi olmas¬için gerek ve yeter koşul

Sn (x) = g (t)
�1 xn

olmas¬d¬r (Roman 2005).

Teorem 2.46 Sn (x)�in g (t) için Appell dizisi olmas¬için gerek ve yeter koşul

tSn (x) = nSn�1 (x)

olmas¬d¬r. Bu da,

S
0

n (x) = nSn�1 (x)

dir (Roman 2005).

Not 9
1

t
Sn (x) =

1

n+ 1
Sn+1 (x) (2.15)

dir.
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Teorem 2.47 (Rekürans Formülü) Sn (x), g (t) için Appell olsun. O halde,

Sn+1 (x) =

�
x� g

0 (t)

g (t)

�
Sn (x) (2.16)

dir (Roman 2005).

Teorem 2.48 Sn (x), g (t) için Appell olsun. Her h (t) 2 F için

h (t)Sn (x) =

nX
k=0

�
n

k

�
hh (t) j Sk (x)ixn�k

dir (Roman 2005).

Teorem 2.49 Sn (x) dizisinin Appell dizisi olmas¬için gerek ve yeter koşul,

Sn (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
Sk (y)x

n�k

dir (Roman 2005).

Teorem 2.50 Sn (x), g (t) için Appell ise

xSn (x) = Sn+1 (x) +
nX
k=0

�
n

k

�
hg0 (t) j Sn�k (x)iSk (x)

dir (Roman 2005).

Teorem 2.51 (Raabe Ba¼g¬nt¬s¬) n 2 N olsun. Sn (x), g (t) için Appell dizisi ise,

o zaman

Sn (�x) = �
n g (t)

g
�
t
�

�Sn (x)
dir. Burada � 6= 0 d¬r.

·Ispat. Önerme 2.20�den dolay¬, her f (t) ve p (x) için

hf (t) j p (x)i =
�
f

�
t

�

�
j p (�x)

�
yaz¬labilir. Daha sonra,�

tk j g
�
t

�

�
Sn (�x)

�
=



�ktkg (t) j Sn (x)

�
= �kn!�n;k

=


tk j �ng (t)Sn (x)

�
oldu¼gu görülür. Buradan,

g

�
t

�

�
Sn (�x) = �

ng (t)Sn (x)

elde edilir (Roman 2005).
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3. BULGULAR

Bu bölümde, 1. ve 2. Bölümde verilen Appell polinomlar¬n¬n özellikleri kullan¬larak,

baz¬özel polinomlar için yeni ba¼g¬nt¬lar verilecektir. Özellikle Genocchi polinom-

lar¬n¬n başta Raabe ba¼g¬nt¬s¬olmak üzere rekürans ba¼g¬nt¬s¬da operatörler ve fonksiy-

oneller yard¬m¬yla yap¬lacakt¬r. Bu polinolar ile Stirling say¬lar¬aras¬ndaki ili̧skiler

verilecektir. Buradaki teoremler farkl¬ispat metodlar¬yla başka kaynaklarda bulun-

abilir.

3.1. Hermite Polinomlar¬

Mertebesi v olan Hermite polinomlar¬H(v)
n (x) ile gösterilir. H(v)

n (x),

g (t) = e
vt2

2 (3.17)

için bir Appell polinomudur. v = 1 oldu¼gu durumda H(1)
n (x) = Hn (x) dir.

Teorem 2.45�ten,

H(v)
n (x) = e�

vt2

2 xn =
1X
k=0

�
�v
2

�k
1

k!
t2kxn

=

[n2 ]X
k=0

�
�v
2

�k
(n)2k
k!

xn�2k

oldu¼gu görülür.

Teorem 2.43 ve (3.17) ba¼g¬nt¬s¬birlikte kullan¬l¬rsa, Hermite polinomu için üreteç

fonksiyonu aşa¼g¬daki şekilde verilir:

1X
k=0

H
(v)
k (x)

k!
tk = ext�

vt2

2 ;

(Roman 2005).

Teorem 2.45�ten,

H(v)
n (x) = e�

vt2

2 xn (3.18)

elde edilir (Roman 2005).

Teorem 2.46�dan,

tH(v)
n (x) = nH

(v)
n�1 (x)

21



dir (Roman 2005). (2.15) ba¼g¬nt¬s¬ndan

1

t
H(v)
n (x) =

1

n+ 1
H
(v)
n+1 (x)

elde edilir (Roman 2005).

Teorem 3.52 (Raabe Ba¼g¬nt¬s¬) Hermite polinomlar¬için Raabe ba¼g¬nt¬s¬v � 1

için

H(v)
n (�x) = �nH

( v
�2
)

n (x)

dir.

·Ispat. Teorem 2.51�den,

H(v)
n (�x) = �n

e
vt2

2

e
vt2

2�2

H(v)
n (x)

olur. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda (3.18) eşitli¼gi kullan¬ld¬¼g¬nda,

H(v)
n (�x) = �n

e
vt2

2

e
vt2

2�2

e�
vt2

2 xn

= �nH
( v
�2
)

n (x)

elde edilir (Roman 2005).

Teorem 3.53 Hermite polinomlar¬için rekürans ba¼g¬nt¬s¬aşa¼g¬daki gibidir:

H
(v)
n+1 (x) = xH

(v)
n (x)� vnH(v)

n�1 (x)

(Roman 2005).

·Ispat. (2.16) eşitli¼ginden,

H
(v)
n+1 (x) =

 
x� vte

vt2

2

e
vt2

2

!
H(v)
n (x)

= xH(v)
n (x)� vtH(v)

n (x)

= xH(v)
n (x)� vnH(v)

n�1 (x)

olur ve ispat tamamlan¬r (Roman 2005).
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3.2. Bernoulli Polinomlar¬

a 6= 0 olsun. Mertebesi a olan Bernoulli polinomlar¬B(a)n (x) ile gösterilir. B(a)n (x),

g (t) =

�
et � 1
t

�a
(3.19)

için bir Appell polinomudur.

Teorem 2.45 ve (3.19) ba¼g¬nt¬s¬ndan

B(a)n (x) =

�
t

et � 1

�a
xn: (3.20)

elde edilir. Buradan,�
t

et � 1

�b
B(a)n (x) =

�
t

et � 1

�b�
t

et � 1

�a
xn

=

�
t

et � 1

�a+b
xn

= B(a+b)n (x)

oldu¼gu görülür (Roman 2005).

Teorem 2.43�ten yararlanarak Bernoulli polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu aşa¼g¬-

daki gibi tan¬mlan¬r:
1X
k=0

B
(a)
k (x)

k!
tk =

�
t

et � 1

�a
ext;

Ayr¬ca Teorem 2.46 kullanarak aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

tB(a)n (x) = nB
(a)
n�1 (x) ;

(Roman 2005).

(2.15) ba¼g¬nt¬s¬B(a)n (x) polinomuna uygulan¬rsa

1

t
B(a)n (x) =

1

n+ 1
B
(a)
n+1 (x)

bulunur.

Teorem 3.54 (et � 1) operatörünün B(a)n (x) polinomuna etkisi�
et � 1

�
B(a)n (x) = nB

(a�1)
n�1 (x)

dir.
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·Ispat. (3.20) �den,

�
et � 1

�
B(a)n (x) =

�
et � 1

�� t

et � 1

�a
xn

yaz¬labilir.

�
et � 1

�
B(a)n (x) =

�
et � 1

�� t

et � 1

�a
xn

= t

�
t

et � 1

�a�1
xn

= tB(a�1)n (x)

= nB
(a�1)
n�1 (x)

elde edilir (Roman 2005).

Teorem 3.54�den aşa¼g¬daki sonuç bulunur:

Sonuç 3.55

etB(a)n (x) = nB
(a�1)
n�1 (x) +B(a)n (x) : (3.21)

Teorem 3.56 B(a)n (x) polinomlar¬için aşa¼g¬daki eşitlik gerçeklenir:

B(a)n (x+ 1) = nB
(a�1)
n�1 (x) +B(a)n (x) (3.22)

·Ispat. (2.10) ba¼g¬nt¬s¬ndan

etB(a)n (x) = B(a)n (x+ 1) : (3.23)

elde edilir. (3.21) ve (3.23) ba¼g¬nt¬lar¬ndan istenen sonuç bulunur (Roman 2005).

Sonuç 3.57 (3.22) eşitli¼ginde özel olarak a = 1 al¬n¬rsa,

Bn (x+ 1) = Bn (x) + nx
n�1

elde edilir (Roman 2005).

f (t) = 1
et�1 operatörü a. mertebeden Bernoulli polinomlar¬na uygulan¬rsa aşa¼g¬-

daki teorem elde edilir:
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Teorem 3.58 1
et�1 operatörünün B

(a)
n (x) polinomuna etkisi

1

et � 1B
(a)
n (x) =

1

n+ 1
B
(a+1)
n+1 (x)

dir.

·Ispat.

1

et � 1B
(a)
n (x) =

1

et � 1

�
t

et � 1

�a
xn

=
1

t

�
t

et � 1

�a+1
xn

=
1

t
B(a+1)n (x)

=
1

n+ 1
B
(a+1)
n+1 (x) :

Teorem 3.59 B(a)n (x) polinomu aşa¼g¬daki gibi integral gösterimine sahiptir:�
eyt � 1
t

j B(a)n (x)
�
=

yZ
0

B(a)n (u)du:

·Ispat. (2.15) ve (2.9) eşitliklerinden,�
eyt � 1
t

j B(a)n (x)
�

=

�
eyt � 1
t

j 1

n+ 1
tB

(a)
n+1(x)

�
=

1

n+ 1

D
eyt � 1 j B(a)n+1(x)

E
olur. Burada (2.7)�yi kullan¬rsak,

=
1

n+ 1

D
eyt � 1 j B(a)n+1(x)

E
=

1

n+ 1

h
B
(a)
n+1(y)�B

(a)
n+1(0)

i
=

yZ
0

B(a)n (u)du

elde edilir (Roman 2005).

B
(a)
n (x) polinomunun önemli ba¼g¬nt¬lar¬ndan bir tanesi de rekürans ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

Bu ba¼g¬nt¬, aşa¼g¬daki teorem ile verilmi̧stir.
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Teorem 3.60 B(a)n (x) için rekürans ba¼g¬nt¬s¬,

B
(a)
n+1 (x) =

(x� a) (n+ 1)
n� a+ 1 B(a)n (x)� a

n� a+ 1B
(a+1)
n+1 (x)

şeklindedir.

·Ispat. (2.16)�dan,

B
(a)
n+1 (x) =

�
x� a

�
ett� (et � 1)
t (et � 1)

��
B(a)n (x)

= xB(a)n (x)� a
�

et

et � 1 �
1

t

�
B(a)n (x)

= xB(a)n (x)� a et

et � 1B
(a)
n (x) +

1

t
B(a)n (x)

elde edilir. Bu eşitlikte B(a)n (x) polinomuna et, 1
et�1 ve

1
t
operatörleri uygulan¬rsa,

B
(a)
n+1 (x) = xB

(a)
n (x)� aB(a)n (x)� a

n+ 1
B
(a+1)
n+1 (x) +

a

n+ 1
B
(a)
n+1 (x)

bulunur. Baz¬düzenlemeler yap¬larak ispat tamamlan¬r.

Not 10 Teorem 3.60 kullan¬larak, yüksek mertebeden Bernoulli polinomlar¬kolayca

bulunabilir. Örne¼gin; B0 (x) = 1, B1 (x) = x� 1
2
, B2 (x) = x2 � x+ 1

6
olmak üzere,

Teorem 3.60�ta a = 1 ve n = 1 al¬n¬rsa;

B
(1)
2 (x) = 2 (x� 1)B(1)1 (x)�B(2)2 (x) :

Buradan,

B
(2)
2 (x) = x2 � 2x+ 5

6

elde edilir. Bu şekilde a�ya ve n�ye farkl¬de¼gerler verilerek di¼ger yüksek mertebeden

Bernoulli polinomlar¬da hesaplanabilir.

Teorem 3.61 (Raabe ba¼g¬nt¬s¬) m 2 N olsun.

Bn (mx) = m
n�1

m�1X
k=0

Bn

�
x+

k

m

�
dir.
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·Ispat. Teorem 2.51�a göre,

Bn (mx) = m
n�1 e

t � 1
e
t
m � 1

Bn (x)

yaz¬labilir. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬dan

Bn (mx) = m
n�1

m�1X
k=0

e
kt
mBn (x)

elde edilir. Şimdi, (2.10) ba¼g¬nt¬s¬ndaki e
kt
m operatörü Bn (x) polinomuna uygu-

lan¬rsa teorem ispatlanm¬̧s olur. (Roman 2005).

B
(a)
n (x) ve S (n; k) aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki teorem ile verilir:

Teorem 3.62 S (n; k) ikinci tür Stirling say¬s¬ve k > a olmak üzere;D�
et � 1

�k j B(a)n (x)
E
= (n)a (k � a)!S (n� a; k � a) (3.24)

eşitli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. Eşitli¼gin sol taraf¬nda (3.20) kullan¬l¬rsa,D�
et � 1

�k j B(a)n (x)
E
=

��
et � 1

�k j � t

et � 1

�a
xn
�

=
D�
et � 1

�k�a j taxnE
elde edilir. t operatörü xn �e a kere uyguland¬¼g¬nda,D�

et � 1
�k j B(a)n (x)

E
=

D�
et � 1

�k�a j n (n� 1) � � � (n� a+ 1) xn�aE
= (n)a

D�
et � 1

�k�a j xn�aE
olur. Son olarak, (2.6) eşitli¼gi kullan¬larak ispat tamamlan¬r.

Özel olarak, Teorem 3.62�de a = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 3.63 D�
et � 1

�k j Bn (x)E = n (k � 1)!S (n� 1; k � 1)
(Roman 2005).
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3.3. Euler Polinomlar¬

a 6= 0 olmak üzere, mertebesi a olan E(a)n (x) Euler polinomlar¬

g (t) =

�
et + 1

2

�a
(3.25)

için bir Appell polinomudur.

Teorem 2.45�te (3.25) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬l¬rsa,

E(a)n (x) =

�
2

et + 1

�a
xn (3.26)

elde edilir. Buradan,�
2

et + 1

�b
E(a)n (x) =

�
2

et + 1

�b�
2

et + 1

�a
xn

=

�
2

et + 1

�a+b
xn

= E(a+b)n (x)

olur (Roman 2005).

Teorem 2.43�ten yararlanarak Euler polinomunun üreteç fonksiyonunun aşa¼g¬daki

gibi oldu¼gu görülür:
1X
k=0

E
(a)
k (x)

k!
tk =

�
2

et + 1

�a
ext:

Ayr¬ca Teorem 2.46 kullanarak aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

tE(a)n (x) = nE
(a)
n�1 (x)

(Roman 2005).

(2.15) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

1

n
E(a)n (x) =

1

n+ 1
E
(a)
n+1 (x)

dir.

Teorem 3.64 (et + 1) operatörünün E(a)n (x) polinomuna etkisi

�
et + 1

�
E(a)n (x) = 2E(a�1)n (x)

şeklindedir.
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·Ispat. (3.26)�dan,�
et + 1

�
E(a)n (x) =

�
et + 1

�� 2

et + 1

�a
xn

= 2

�
2

et + 1

�a�1
xn

= 2E(a�1)n (x)

oldu¼gu görülür (Roman 2005).

Operatörün linerli¼gini kullanarak Teorem 3.54�den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 3.65

etE(a)n (x) = 2E(a�1)n (x)� E(a)n (x) (3.27)

(Roman 2005).

Teorem 3.66 E(a)n (x) polinomu için,

E(a)n (x+ 1) = 2E(a�1)n (x)� E(a)n (x)

eşitli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. (2.10) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

etE(a)n (x) = E(a)n (x+ 1) (3.28)

elde edilir. (3.27) ve (3.28) ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬larak ispat tamamlan¬r (Roman 2005).

Teorem 3.67 1
et+1

operatörünün E(a)n (x) polinomuna etkisi aşa¼g¬daki gibidir:

1

et + 1
E(a)n (x) =

1

2
E(a+1)n (x)

·Ispat. (3.26)�dan,

1

et + 1
E(a)n (x) =

1

et + 1

�
2

et + 1

�a
xn

=
1

2

�
2

et + 1

�a+1
xn

=
1

2
E(a+1)n (x)

oldu¼gu görülür.
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Teorem 3.68 E(a)n (x) polinomu aşa¼g¬daki gibi integral gösterimine sahiptir:�
eyt � 1
t

j E(a)n (x)
�
=

yZ
0

E(a)n (u)du

·Ispat. (2.15) ve (2.9) eşitliklerinden,�
eyt � 1
t

j E(a)n (x)
�

=

�
eyt � 1
t

j 1

n+ 1
tE

(a)
n+1(x)

�
=

1

n+ 1

D
eyt � 1 j E(a)n+1(x)

E
olur. Burada (2.7)�yi kullan¬rsak,

=
1

n+ 1

D
eyt � 1 j E(a)n+1(x)

E
=

1

n+ 1

h
E
(a)
n+1(y)� E

(a)
n+1(0)

i
=

yZ
0

E(a)n (u)du

elde edilir (Roman 2005).

Teorem 3.69 E(a)n (x) için rekürans ba¼g¬nt¬s¬,

E
(a)
n+1 (x) = (x� a)E(a)n (x) +

a

2
E(a+1)n (x)

şeklindedir.

·Ispat. (2.16) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

E
(a)
n+1 (x) =

�
x� a

�
et

(et + 1)

��
E(a)n (x)

= xE(a)n (x)� a et

et + 1
E(a)n (x)

elde edilir. Bu eşitlikte E(a)n (x) polinomuna et ve 1
et�1 operatörleri uygulan¬rsa,

E
(a)
n+1 (x) = (x� a)E(a)n (x) +

a

2
E(a+1)n (x)

oldu¼gu görülür.
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Not 11 Teorem 3.69 kullan¬larak, yüksek mertebeden Euler polinomlar¬kolayca bu-

lunabilir. Örne¼gin; E0 (x) = 1, E1 (x) = x� 1
2
, E2 (x) = x2�x olmak üzere, Teorem

3.69�da a = 1 ve n = 1 al¬n¬rsa;

E
(1)
2 (x) = (x� 1)E(1)1 (x) +

1

2
E
(2)
1 (x) :

Buradan,

E
(2)
1 (x) = x� 1

elde edilir. Bu şekilde a�ya ve n�ye farkl¬de¼gerler verilerek di¼ger yüksek mertebeden

Euler polinomlar¬da hesaplanabilir.

Teorem 3.70 �;m 2 N olsun. En (x) polinomu için Raabe ba¼g¬nt¬s¬,

� = 2m+ 1 ise,

En (�x) = �
n

��1X
k=0

(�1)k E(a)n
�
x+

k

�

�
;

ve � = 2m ise,

En (�x) =
2�n

n+ 1

��1X
k=0

(�1)k B(a)n+1
�
x+

k

�

�
şeklindedir.

·Ispat. � = 2m+ 1 olsun. Teorem 2.51�e göre,

En ((2m+ 1) x) = (2m+ 1)n
et + 1

e
t

2m+1 + 1
En (x)

= (2m+ 1)n
2mX
k=0

(�1)k e
kt

2m+1En (x)

bulunur. Daha sonra En (x) �e e
kt

2m+1 uygulanarak ispat¬n ilk k¬sm¬tamamlanm¬̧s

olur.

� = 2m olsun. Bu durumda,

En ((2m)x) = (2m)n
et + 1

e
t
2m + 1

En (x)

= 2 (2m)n
1

e
t
2m + 1

xn

= �2 (2m)
n

n+ 1

2m�1X
k=0

�
�e t

2m

�k
Bn+1 (x)

= �2 (2m)
n

n+ 1

2m�1X
k=0

(�1)k Bn+1
�
x+

k

2m

�
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elde edilir (Roman 2005).

Teorem 3.70�de, � = 2 al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 3.71

En (2x) = �
2n+1

n+ 1

�
Bn+1 (x)�Bn+1

�
x+

1

2

��
(Roman 2005).

E
(a)
n (x) ile ikinci tür Stirling say¬lar¬aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki teorem ile verilir:

Teorem 3.72 S (n; j) ikinci tür Stirling say¬s¬ve k > a olmak üzere,D�
et + 1

�k j E(a)n (x)
E
= 2a (k � a)!

k�aX
j=0

2k�j�aS (n; j)

(k � j � a)!

eşitli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. (3.26)�dan,D�
et + 1

�k j E(a)n (x)
E
=

��
et + 1

�k j � 2

et + 1

�a
xn
�

yaz¬labilir. (2.9) yard¬m¬yla,D�
et + 1

�k j E(a)n (x)
E
=

D�
et + 1

�k�a j 2axnE
= 2a

D�
et � 1 + 2

�k�a j xnE
= 2a

*
k�aX
j=0

�
k � a
j

��
et � 1

�j
2k�j�a j xn

+

= 2a

*
k�aX
j=0

(k � a)!
(k � j � a)!j!

�
et � 1

�j
2k�j�a j xn

+

= 2a (k � a)!
k�aX
j=0

2k�j�a

(k � j � a)!

*
(et � 1)j

j!
j xn
+

bulunur. (2.6)�den ispat tamamlan¬r.

3.4. Genocchi Polinomlar¬

a 2 N olsun. G(a)n (x) ile mertebesi a olan Genocchi polinomlar¬gösterilir. G(a)n (x)

polinomu

g (t) =

�
et + 1

2t

�a
(3.29)
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için bir Appell polinomudur.

Teorem 2.45�te (3.29)�i kullanarak,

G(a)n (x) =

�
2t

et + 1

�a
xn (3.30)

elde edilir (Dere ve Şimşek 2011).

Buradan, �
2t

et + 1

�b
G(a)n (x) =

�
2t

et + 1

�b�
2t

et + 1

�a
xn

=

�
2t

et + 1

�a+b
xn

= G(a+b)n (x)

olur. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬dan, aşa¼g¬daki teorem elde edilir:

Teorem 3.73 a; b 2 N olsun.�
2t

et + 1

�b
G(a)n (x) = G(a+b)n (x)

dir.

Teorem 2.43�ten yararlanarak Genocchi polinomunun üreteç fonksiyonu aşa¼g¬da

verilir:
1X
k=0

G
(a)
k (x)

k!
tk =

�
2t

et + 1

�a
ext:

Ayr¬ca Teorem 2.46 ve (2.15) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

tG(a)n (x) = nG
(a)
n�1 (x) (3.31)

ve
1

t
G(a)n (x) =

1

n+ 1
G
(a)
n+1 (x)

(Dere ve Şimşek 2011).

Teorem 3.74 (et + 1) operatörünün G(a)n (x) polinomuna etkisi,

�
et + 1

�
G(a)n (x) = 2nG

(a�1)
n�1 (x)

şeklindedir.
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·Ispat. (3.30)�den,

�
et + 1

�
G(a)n (x) =

�
et + 1

�� 2t

et + 1

�a
xn

= 2t

�
2t

et + 1

�a�1
xn

= 2tG(a�1)n (x)

olur. Burada, G(a�1)n (x) polinomuna (3.31) eşitli¼ginde verilen t operatörü uygu-

lan¬rsa, �
et + 1

�
G(a)n (x) = 2nG

(a�1)
n�1 (x)

bulunur (Dere ve Şimşek 2011).

Operatörlerin lineer olmas¬ndan dolay¬aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 3.75

etG(a)n (x) = 2nG
(a�1)
n�1 (x)�G(a)n (x) : (3.32)

Teorem 3.76

G(a)n (x+ 1) = 2nG
(a�1)
n�1 (x)�G(a)n (x) :

·Ispat. (2.10)�den,

etG(a)n (x) = G(a)n (x+ 1) (3.33)

olur. (3.32) ve (3.33) ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬l¬rsa istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 3.77 1
(et+1)

operatörünün G(a)n (x) polinomuna etkisi aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬ ile

verilir:
1

(et + 1)
G(a)n (x) =

1

2 (n+ 1)
G
(a+1)
n+1 (x) :

·Ispat. (3.30) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

1

(et + 1)
G(a)n (x) =

1

(et + 1)

�
2t

et + 1

�a
xn

=
1

2t

�
2t

et + 1

�a+1
xn

=
1

2t
G(a+1)n (x)

=
1

2 (n+ 1)
G
(a+1)
n+1 (x)
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oldu¼gu görülür (Dere ve Şimşek 2011).

G
(b)
n (x) polinomunun integral gösterimi aşa¼g¬daki teorem ile verilmi̧stir:

Teorem 3.78 �
eta � 1
2t

j G(b)n (x)
�
=
1

2

aZ
0

G(b)n (x)dx:

·Ispat. (2.15) ve (2.9) eşitliklerinden,�
eta � 1
2t

j G(b)n (x)
�

=

�
eta � 1
2t

j 1

n+ 1
tG

(b)
n+1(x)

�
=

1

2 (n+ 1)

D
eat � 1 j G(b)n+1(x)

E
olur. Burada (2.7)�yi kullan¬rsak,

=
1

2 (n+ 1)

D
eat � 1 j G(b)n+1(x)

E
=

1

2 (n+ 1)

h
G
(b)
n+1(a)�G

(b)
n+1(0)

i
=

1

2

aZ
0

G(b)n (x)dx

elde edilir (Dere ve Şimşek 2011).

Teorem 3.79 (Rekürans Ba¼g¬nt¬s¬) a 2 N olsun.

G
(a+1)
n+1 (x) =

2

a

�
(n� a+ 1)G(a)n+1(x) + (a� x) (n+ 1)G(a)n (x)

�
şeklindedir.

·Ispat. (2.16)�den,

G
(a)
n+1(x) =

�
x� ae

tt� (et + 1)
t (et + 1)

�
G(a)n (x)

= xG(a)n (x)� a et

(et + 1)
G(a)n (x) +

a

t
G(a)n (x)

oldu¼gu görülür. G(a)n (x) polinomuna et, 1
(et+1)

ve 1
t
operatörleri uygulan¬rsa,

G
(a)
n+1(x) = (x� a)G(a)n (x) +

a

2 (n+ 1)
G
(a+1)
n+1 (x) +

a

n+ 1
G
(a)
n+1 (x)

elde edilir. Baz¬düzenlemelerden sonra ispat tamamlan¬r (Dere ve Şimşek 2011).
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Teorem 3.80 (Raabe Ba¼g¬nt¬s¬) m pozitif tek tamsay¬olsun.

Gn(mx) = m
n�1

n�1X
j=0

(�1)nGn
�
x+

j

m

�
dir.

·Ispat. Teorem 2.51�dan,

Gn(�x) = �
n

�
et + 1

2t

� �
2t
�

�
e
t
� + 1

Gn(x) = �
n�1 e

t + 1

e
t
� + 1

Gn(x)

bulunur. Geometrik seriden yararlan¬larak

Gn(�x) = �
n�1

n�1X
j=0

(�1)ne
tj
�Gn(x)

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda (2.10) kullan¬l¬rsa ispat tamamlan¬r

(Dere ve Şimşek 2011).

G
(a)
n (x) polinomu ile ikinci tür Stirling say¬lar¬aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki teorem

ile verilir:

Teorem 3.81 S (n; j) ikinci tür Stirling say¬s¬ve k > a olmak üzere,

(et + 1)k j G(a)n (x)

�
= 2a (n)a (k � a)!

k�aX
j=0

2k�j�a

(k � j � a)!S (n� a; j) (3.34)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. (3.30) ba¼g¬nt¬s¬ndan,D�
et + 1

�k j E(a)n (x)
E
=

��
et + 1

�k j � 2t

et + 1

�a
xn
�

yaz¬labilir. (2.9) yard¬m¬yla,D�
et + 1

�k j G(a)n (x)
E
=

D�
et + 1

�k�a j (2t)a xnE
= 2a

D�
et � 1 + 2

�k�a j taxnE
elde edilir. Burada, t operatörü xn �e a kez uygulan¬rsa,D�

et + 1
�k j G(a)n (x)

E
= 2a

*
k�aX
j=0

�
k � a
j

��
et � 1

�j
2k�j�a j (n)a xn�a

+

= 2a (n)a

*
k�aX
j=0

(k � a)!
(k � j � a)!j!

�
et � 1

�j
2k�j�a j xn�a

+

= 2a (n)a (k � a)!
k�aX
j=0

2k�j�a

(k � j � a)!

*
(et � 1)j

j!
j xn�a

+
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bulunur. (2.6) ba¼g¬nt¬s¬kullan¬larak ispat tamamlan¬r.

(3.34) eşitli¼ginde özel olarak a = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Sonuç 3.82



(et + 1)k j Gn(x)

�
= 2n (k � 1)!

k�1X
j=0

2k�j�1

(k � j � 1)!S (n� 1; j)

(Dere ve Şimşek 2011).

G
(a)
n (x) ile birinci tür Stirling say¬lar¬ve E(a)n (x) aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki teo-

rem ile verilir:

Teorem 3.83 s (k;m) birinci tür Stirling say¬s¬olmak üzere,

G(a)n (x) =
aX
j=0

jX
k=0

kX
m=0

�
a
j

��
j
k

�
2k�a (�1)j�k s (k;m)nmE(a)n�k (x)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. (3.30) ba¼g¬nt¬s¬ndan,

G(a)n (x) =

�
1

et + 1
+
2t� 1
et + 1

�a
xn

=
aX
j=0

�
a
j

� 1

(et + 1)a�j

�
2t� 1
et + 1

�j
xn

=

aX
j=0

�
a
j

� 1

(et + 1)a

jX
k=0

�
j
k

�
(2t)k (�1)j�k xn

=
aX
j=0

�
a
j

� 1

(et + 1)a

jX
k=0

�
j
k

�
2k (�1)j�k tkxn

elde edilir. Yukar¬daki ba¼g¬nt¬da, t operatörü xn �e a kez uygulan¬p baz¬düzenlemeler

yap¬l¬rsa,

G(a)n (x) =
aX
j=0

�
a
j

� 1
2a

jX
k=0

�
j
k

�
2k (�1)j�k (n)k

�
2

(et + 1)

�a
xn�k

olur. (3.30) ve (1.1) ba¼g¬nt¬lar¬yukar¬daki denklemde kullan¬l¬rsa ispat tamamlanm¬̧s

olur (Dere ve Şimşek 2011).
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4. SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda Umbral cebirin kullan¬m alanlar¬ndan bahsedilmi̧s, uygulama

olarak da Hermite, Bernoulli, Euler ve Genocchi polinomlar¬incelenmi̧stir.

Klasik analiz metotlar¬yla da ispatlanabilen baz¬özelliklerin Umbral metoduyla

yap¬lan ispatlar¬verilmi̧stir.

Ayr¬ca, Umbral cebir ve Umbral analiz metodlar¬kullan¬larak bu tezde;

i) Yüksek mertebeden Bernoulli ve Euler polinomlar¬n¬n rekürans ba¼g¬nt¬lar¬ispat-

lanm¬̧st¬r.

ii)Genocchi polinomlar¬için baz¬özdeşlikler elde edilmi̧stir. Genocchi polinomlar¬

ile Stirling say¬lar¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar ispatlanm¬̧st¬r.

iii) Bu polinomlar ile ilgili baz¬sonuçlar elde edilmi̧stir.
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Ş·IMŞEK, Y. 2008. Generating functions of the twisted Bernoulli numbers and poly-

nomials associated with their interpolation functions, Adv. Stud. Contemp.

Math., 16: 251-278.
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Ş·IMŞEK, Y., OZDEN, H. ve CANGÜL, ·I. N. 2009. A new approach to q-Genocchi

numbers and their interpolation functions. Nonlinear Analysis(Theory, Meth-

ods & Applications),71(12) : e793-e799.
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