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Bu tezin amaci R?* ve R® Oklid Uzayindaki dénme matrislerin iiretilmesini gos-
terdikten sonra R?, R}, R} ve R} Lorentz Uzayindaki désnme matrislerinin tiretilmesini
gostermektir. Tezin ilk boliimiinde donme matrisleri ile ilgili temel kavramlar verildikten
sonra ikinci ve iiciincii boliimde R? ve R™ Oklid Uzayindaki dénme matrislerinin tiretilmesi
gosterilmistir. Daha sonra dordiincii ve besinci boliimde R3, R} ve R Lorentz Uzaymdaki
donme matrislerinin {iretilmesi gosterilmigtir. En son olarak da R} Lorentz Uzayimdaki

donme matrislerin {iretilmesi yeni bir metodla gosterilmigtir.
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ONSOz

Donme matrisleri 6zellikle bilgisayar programlar: icin ¢ok énemli matrislerdir.
Bu yiizden donme matrisini tiretmek matematikgiler icin énemli bir problemdir.
Doénme matrislerini iiretmek icin ¢ok farkli method vardir. Bunlar arasinda en kul-
lanigh yol birim kuaterniyonlar: kullanarak dénme matrisi iiretmektir. Ayrica, Ro-
drigues formiilii de verilen bir déonme ekseni etrafinda verilen bir 6 agis1 kadar don-

meyi ifade eden donme matrisini tiretmekte oldukca kullanigh bir yontemdir.

Bu ¢alismada énce R3 ve R™’de donme matrislerinin nasil iiretilecegi gosteril-
mistir. Daha sonra R3, R{ ve R}’de dénme matrislerinin nasil iiretilecegi belir-
tilmigtir. Son olarak da, R}’de dénme matrislerinin iiretilmesi yeni bir metodla

sunulmustur.

Bu caligma kapsaminda benden yardimlarini asla esirgemeyen, beni sabirla
dinleyen, bilgi ve saatlerini benimle paylasan ve bana kendisiyle calisma firsati
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paylasan hocam Saym Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN’e, ayrica sonsuz sevgi ve
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aileme tesekkiirlerimi bir borg¢ bilirim.
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1. GIRIS
Bu boliimde, Oklid ve Lorentz uzay ile ilgili bazi temel kavramlar verilmistir.

1.1. Oklid Uzay:

R, reel sayilar cismini gostermek iizere, R™ = {(uy, ug, - ,u,)} esitligiyle be-

lirli R™ kiimesinde toplama iglemi,
(ur,ug, -+ yup) + (v, 02, ,0,) = (ug + V1, Uz + Vo, -+ Uy + V)
esitligiyle tanimlanir. Skalerle ¢arpma iglemi, A € R ve (uq,us, -+ ,u,) € R" igin,
Aug, ug, -+ un) = (Aug, Adug, -+ Auy,)

esitligiyle tanimlanir. Bu iglemlere gore, R™ kiimesi R cismi iistiinde bir vektor uzay:

olur.

R™ vektor uzayinda, u = (uy,us, -« ,uy,) ve v.= (v, v, -+ ,v,) olmak iizere,

n
<117 V> = Zuin‘
i=1

esitligiyle tanimlanan,
R"xR" = R, (u,v) — (u,v)
fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ carpima, R" uzaymin dogal ig

carpimi veya Oklid i¢ carpimi denir.

u € R” olmak iizere,
Juf = v/ (u,u)
diyelim.

R" - R, u — |[ul|

fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Buna goére, R" vektor uzayi, normlu vektor
uzayidir.

d(u,v) = [ju—v]

1



bi¢iminde tanimlanan,
d:R"xR"—=R
fonksiyonu, R™ uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla, R™ bir metrik uzaydir.

Her metrik uzay, bir topolojik uzay oldugundan, R™ uzay bir topolojik uzaydir.

Belirtilen topolojisiyle birlikte R uzayina Oklid Uzay1 denir (Sabuncuoglu 2001).

1.1.1. Oklid Uzayinda Ortogonal Matrisler

Tanim 1.1 (Gallier 2000) Vektorlerin uzunlugunu koruyan matrise ortogonol mat-

ris denir. Yani, her u € R" icin,
(Au, Au) = (u, u)

ise A matrisine ortogonal matris denir.

Bir ortogonal matrisin kolonlar1 ve satirlar1 R" i¢in ortonormal bir tabandir.
Ortogonal matrisler tersleri ile karakterize edilir. A bir ortogonal bir matris ise
AT = A7 estiligi saglanir. Yani; ATA = I esitligi saglamir. Bu esitligin her iki

tarafinin determinanti alinirsa,
det AT det A = det ] = (det A)* =1 = det A = +1

elde edilir. Buna gore, bir ortogonal matrisin determinant1 ya 1 ya da —1’dir.

Tanim 1.2 (Gallier 2000) Determinant: 1 olan ortogonal matrislere dénme matrisi

denir.

R™ uzayinda dénme matrislerinin kiimesi,

SO (n) = {A € My, (R) : ATA =1 ve det A =1}

T

ile gosterilir. Herhangi u,v € R" vektorleri i¢in u’ AT Av = ulv = (u,v) esitligi

saglanir. Bundan dolayi, A € SO (n) ise
(Au, Av) = (Au)" Av = ulATAv = ulv = (u,v)

oldugu goriilebilir. Donme matrisleri agilari, uzunluklar: koruyan doniistimlerdir. R™

de her donme matrisi, bir eksen etrafinda 6 acis1 kadar donmeyi ifade eder.

2



1.2. Lie Cebiri ve Lie Grubu

Tanim 1.3 (Ebbinghaus vd 1991) V, F cismi tzerinde vektor uzay olsun. Bu vektor
uzayinda, V X V kiimesinden V ’ye tamamlanmas bir ikili islem asagidaki dzellikler:
saglworsa, bu vektor uzayina bu iglemle birlikte, F cismi tizerinde bir cebir denir.

Heru,v,w € V ve her A € F i¢in,
i) u(vw) = (uv)w (Birlesme dzelligi)
) u(v+w)=uv+uw ve (v+w)u=vu+wu (Dagilma ozelligi)

1ii) A (uv) = (Au)v =u(\v) (Skalerle ¢carpma ézelligi)

Tamim 1.4 (Hacisalihoglu 2000) V, F cismi tzerinde vektor uzayr olmak tzere,

[, ]=VXV =V
dondigiimai,
i) 2-lineer
1) Ters simetrik (Yani, her v.w € V i¢in, [v,w| = — [w,V])
i) u,v,w € V icin,
[, [v, w]] + [w, [u, ]| + [v, [w,u]] = 0
kosullarini saglyorsa, [-, -] donigimiine V tstiinde bir Lie operatéri denir. Bu ope-

rator 'V wvektor uzayinda yeni bir carpma islemi tamamlar ki, bu iglemle birlikte V

uzayr bir cebir olusturur. Bu cebire de Lie Cebiri denir.

Tanum 1.5 (Gallier 2011) Asagidaki ézellikleri saglayan bostan farkly bir G kiime-

sine Lie grubu denir.
i) G bir gruptur.
1) G bir diferensiyellenebilir manifolddur.
i) G bir topolojik uzaydur.

Simdi Lie Cebiri ve Lie grubunun tanimini verdikten sonra bazi temel tanimlari

verebiliriz. Reel sayilar cismi iizerindeki, n x n tipindeki matrislerin kiimesi carpma
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islemi altinda bir grup olusturur ve GL (n,R) ile gosterilir. Determinant: 1 olan
matrisleri igeren GL (n, R)’nin alt grubu SL (n, R) ile gosterilir. Reel n x n tipindeki
ortogonal matrislerin kiimesi ¢garpma iglemi altinda bir grup olugturur ve O (n) ile
gosterilir. Yine determinanti 1 olan matrisleri igeren O (n)’nin alt grubu SO (n) ile

gosterilir. Ayni zamanda SO (n) grubundaki matrislere dsnme matrisleri denir.

Tanim 1.6 (Gallier 2011) GL (n,R) grubu genel lineer grup ve onun alt grubu
SL (n,R) de dzel lineer grup olarak isimlendirilir. Ortogonal matrislerin grubu olan
O (n) grubu, ortogonal grup ve onun alt grubu olan SO (n), ézel ortogonal grup veya
dénme grubu olarak isimlendirilir. Izi 0 olan reel n x n tipindeki matrislerin vektor
uzayr sl (n, R) ve reel n x n tipindeki ters simetrik matrislerin vektor uzay: da so (n)

ile gosterilir.
Exponensiyel doniigiim Lie cebirinden Lie grubuna giden doniigtimdiir.
exp : 60 (n) — SO (n)

ve

exp : sl (n,R) — SL (n,R)
bi¢iminde tanimlanir.

Exponensiyel doniigiimiin 6zellikleri Lie grubu calismasinda énemli bir rol oy-
nar.

exp : gl (n,R) — GL (n,R)

doniistimii iyi tanimhdir, ancak her e seklindeki matris pozitif determinanta, sahip

oldugu ic¢in exp orten degildir. Benzer olarak
exp : sl (n,R) — SL (n,R)
doniigiimii iyi tanimhdir, ancak orten degildir.
exp : 50 (n) — SO (n)
doniisiimii iyi tanimlh ve oértendir.
exp:o0(n) — O(n)

4



doniigiimii iyi tanimlidir, ancak orten degildir. Ciinkii O (n)’de determinanti —1 olan

matrisler vardir.

exp : 60 (n) — SO (n)

doniigtimii iyi tanimh ve ¢rten oldugundan n = 3 aldigimizda ve A ters simetrik

matris oldugunda, e? icin acik bir formiil bulmak miimkiin olur. Herhangi 3 x 3

tipinde
0 —c b
A= c 0 —a
—-b a O

ters simetrik matrisi i¢in 0 = v/a? + b? + ¢ alimrsa biz Rodrigues formiilii olarak

bilinen
At sig@A+ (1 —002038)

A2

formiiliinii elde ederiz (Gallier 2011).

1.3. Lorentz Uzay1

Tamim 1.7 (O’Neill 1983) V' bir vektor uzay, F bir cisim olmak tizere,
B:VxV-—>F
doniistimii,
i) B(u+v,w)=B(u,w)+ B(v,w)
1) B(w,u+v) = B(w,u) + B(w,V)
1it) B (A, v) = B (u,Av) = AB (u,v)

ozelliklering saghyorsa, B doniisimiine bilineer form denair.

B (u,v) = B(v,u) ise, B’ye simetrik bilineer form denir. B simetrik bilineer

formunda,

Her u # 0 i¢in, B (u,u) > 0 ise B’ye pozitif tanimli simetrik bilineer form,



Her u # 0 i¢in, B (u,u) < 0 ise B’ye negatif tanimh simetrik bilineer form,

Her u # 0 i¢in, B(u,v) = 0 olmas1 v = 0 olmasim gerektiriyorsa, B’ye
nondejenere simetrik bilineer form denir. (Yani, tiim vektorlere ortogonal olan tek

vektor 0 vektorii ise)

V' vektor uzayinda tanimli nondejenere simetrik bilineer forma skaler carpim

denir.

Tanim 1.8 (O’Neill 1983) R™ Oklid uzay tizerinde, Oklid i¢ carpuma yerine,

u = (Up, Us, ..., Up) , V= (V1, 02, ..., 0p) i¢in,

() « R"XR"—>R

<u7 V>L = —UV1 — UV — *** — UpUpy + Um41Vm+1 + Um4-2Vm+2 + -+ Uy,

biciminde tanyml nondejenere, simetrik bilineer form alimirsa R™ uzayina yare Ok-

lidyen i¢ ¢arpym ile birlikte; m indeksine sahip ya da (—, —, ..., —, +,+, ..., +) isare-

TV TV
m tane n—m tane

tine sahip n boyutly yarr Oklidyen uzay denir. Ozel olarak, m = 1 ve n = 3 alunirsa,

U
N

bu uzay Minkowski 3 uzayr olur. Sadece m = 1 alwmirsa, Minkowski n uzayr veya

Lorentz uzayr elde edilir ve R} ile gosterilir.

(U, v); = —ugvy +ugve + - - - + u,v, nondejenere, simetrik bilineer formuna da

(—,+,+, ..., +) isaretli Lorentz i¢ ¢arpima denir.

u € R vektoriiniin normu;
[ull = V[{u, )|

seklindedir. O halde u birim vektor ise; (u, u) = +1’dir.



Tanim 1.9 (Izumiya vd 2000) Lorentz i¢ ¢arpima pozitif tanymly degildir. Bundan
dolay: bu uzaydaks vektorler asagidaki bi¢imde siniflara ayrilir. RY uzayinda herhangt

bir vektor u = (uq, ug, ..., u,) olmak iizere;

(u,u) > 0 veya u = 0 ise u’ya spacelike vektor
(u,u) <0 ise u’ya timelike vektor

(u,u) = 0 ve u # 0 ise u’ya lightlike veya null vektor

denir.

1.3.1. Lorentz Uzayinda Ortogonal Matrisler

Tanim 1.10 (Ozdemir 2010) Lorentz uzayinda vektorlerin uzunlugunu koruyan mat-

rise pseudo ortogonal matris denir. Yani her u € R} i¢in,
(Au, Au)L = (u, u>L
ise A matrisine pseudo ortogonal matris denir.
Bir pseudo ortogonal matrisin kolonlar1 ve satirlart R} igin bir ortonormal

tabandir. Pseudo ortogonal matrisler tersleri ile karakterize edilir. A bir pseudo

ortogonal matris ise,

-1 0 0 0 0
0 10 0 0
0 01 00
I =
0 0 O
10
0 00 0 01

olmak fizere, [*ATT* = A~! esitligi saglamir. Yani, [*ATI*A = I esitligi saglanir.

Pseudo ortogonal bir matrisin determinant1 ya 1 ya da —1’dir.

Tamim 1.11 (Ozdemir 2010) Determinant: 1 olan pseudo ortogonal matrise Lorentz

donme matrisi denir.



R?’de tiim donme matrislerinin kiimesi
SO (n,1) = {R € Myxn (R) : R"T*R = I" ve det R =1}

ile gosterilir. Herhangi iki u,v € R} vektorii i¢in, matris ¢arpimi ile Lorentz ig
carpimi arasindaki iligki,

u'I'v = (u,v),
ile verilir. Boylece, u, v € R} vektorii i¢in, A dénme matrisi ise,

(Au, Av), = (Au)" " Av = u" AT Av = " I' " AT Av = u" I'v = (u, V),

oldugu goriiliir. Minkowski n uzayinda dénme matrisleri uzunlugu ve acilar1 koruyan
doniisiimlerdir. Bir donme matrisi, timelike, spacelike veya null bir vektorii sirasiyla
timelike, spacelike veya null bir vektore doniistiiriir. Donme matrisi, donme ekseninin
spacelike veya timelike olmasina gore ve donme tiiriiniin hiperbolik veya kiiresel

olmasina gore degisir.

1.4. Kuaterniyonlar

Kuaterniyon cebiri,
i“=j :k2:i*j*k:—1

kogullarini tasiyan ¢ = ¢ + g2 + ¢3j + quk (¢; € R) say1 dortliilerinin olugturdugu
birlesimli fakat degismeli olmayan bir boliim cebiridir. Buradaki "«" isareti, ku-
aterniyon carpimini gostermektedir. Bu say1 dortliilerinin olusturdugu kiime H ile
gosterilir. ¢ = g1 + @i + ¢3j + g4k kuaterniyonunu, Sq = ¢; ve Vg = @i + ¢3j + quk

olmak tizere ¢ = Sq + V¢ formunda gosterebiliriz. Bazen kuaterniyonlari sadece

dortliilerle ¢ = (q1, 2, g3, q1) bigiminde de gosterebiliriz.
Kuaterniyon carpimmimin dagilma 6zelligi vardir. Iki kuaterniyonun carpimi,
=P =k*=ixjxk=—-1

ifadelerinin kullanilmasiyla kolayca bulunabilir. Bu egitlikler yardimiyla,

ix] k, jxk=1i, kxi=],

jxi = =k, kxj=—1, ixk=—j

8



oldugu goriilebilir. Bu ¢arpimin vektorel carpima benzedigi aciktir. Simdi bu esitlik-

ler yardimiyla iki kuaterniyonu c¢arpalim.

p,q € H olmak iizere, p = p; + poi+psj + psk ve ¢ = ¢ + @21 + qzj + @ik

kuaterniyonlarinin kuaterniyon ¢arpimi

(p1 + poi+psj + pak) (1 + @i + ¢5j + @uk) = p1g1 — (p2g2 + P3q3 + Paqa)
+i (p1g2 + @1p2 + P3qa — G3p4)
+J (P193 + Q13 + Paga — qap2)

+k (p1g4 + q1pa + P2Gs — @2ps3)

bi¢gimindedir. Bu carpimin degismeli olmadig1 agikardir. Bu ¢arpimi daha kolay se-

kilde de ifade etmek miimkiindiir.

x : HxH-—-H (p,q) —px*xq

pxq = SpSq—{(Vp,Vq) +SpVq+ SqVp+ Vp x Vq

seklinde ifade edilir. Burada, {,) ve x sirastyla Oklid i¢ carpim ve Oklidyen vektorel

carpimi gostermektedir. Ayrica, kuaterniyon carpimi,

P1r —P2 —P3 —DP4 q1

P2 P11 —Psa D3 q2
pxq=
D3 D4 P11 —DP2 qs3

bs —P3 P2 b1 q4

bi¢giminde yazilabilir.
Ornegin, p = (1,2,3,1) ve ¢ = (2,—1,2,3) kuaterniyonlarinin carpiminin
(—5,10,1,12) oldugunu goriiriiz.

H kuaterniyonlar kiimesi, ¢ € H ve ¢ = Sq+ Vq i¢in, Sq = 0 ise, bu durumda

¢’ya saf kuaterniyon denir. Iki saf kuaterniyonun carpimi, p = poitpsj + psk ve

q = @21 + q3j + g4k olmak iizere;
i j ok
p*q=—(Vp,Vq) +VpxVqg=—(pago+psqs + Pags) + | po p3 pa

q2 43 Q4



seklinde ifade edilir.

q = (¢1,92,q3,q1) = Sq + Vg bir kuaterniyon olmak iizere, kuaterniyonun
eslenigi K (q) ile gosterilir ve K (q) = Sq— V¢ seklinde tanimlanir. Kuaterniyonlarin
toplaminin eglenigi, esleniklerinin toplamina esittir. ¢ ve K (¢) kuaterniyonlarinin

sadece vektorel kisimlar: farkl oldugu igin, ¢ * K (¢) = K (q) * ¢ esitligi vardur.

q = (q1, g2, g3, q4) kuaterniyonunun normu

N@=VE@ra= ¢+ +¢+d

seklinde tammlanir. N (¢) = 1 oldugu zaman, ¢’ya birim kuaterniyon denir. Ayrica,

N (q) # 0 olmak iizere,
q

(9)

do =

=

bir birim kuaterniyon belirtir.

Kuaterniyonlarin kuaterniyon ¢arpimina gore tersleri vardir ve

q*q ' =q ' *q=1 ozelligini saglarlar ve

o K9
T TN

dir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Teorem 1.12 (Ozdemir ve Ergin 2006) Vq,r,s € H olmak iizere, kuaterniyonlar

asaqidaki ozelliklert saglarlar:
i) gx(rxs)=(qg*r)*s
1) qx (r+s)=q*xr+qxs
111) K (qx7) =K (r) * K (q)
w) N(q*r)=N(q)N(r)

v) Vq vektorinin Vr’ye paralel olmasu igin gerek ve yeter sart g xr = r *q

olmasaidar.
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1.5. Split Kuaterniyonlar

Tanim 1.13 (Inoguchi 1998, Inoguchi ve Toda 2004) Split kuaterniyon cebiri,

kosullarini tasiyan ¢ = q1 + goi + q3j + quk (¢; € R) saye dortlilerinin olusturdugu
birlesimli fakat degismeli ve boliimlii olmayan bir cebirdir. Bu say dortlilerinin olus-

turdugu kiime H ile gosterilir.

Tamim 1.14 (Ozdemir ve Ergin 2006) H split kuaterniyonlar kiimesi ve p,q € H
icin, p = (p1, P2, P3, Pa) ve ¢ = (q1, q2, g3, q4) split kuaterniyonlarin split kuaterniyon
carpima,

«:H—H, (pq)—p*q
p*q=5pSq+(Vp,Vq), +SpVq+ SqVp+Vp x; Vq

seklinde ifade edilir. Burada, (,); ve X, siraswyla Lorentziyen i¢ ¢carpumu ve Lorentziyen

vektorel carpima gostermektedir.

Split kuaterniyonlar, R yani 2 indekse sahip 4 boyutlu yar1 Oklidyen uzay
ile 6zdeslestirilir. Bunun yaninda, split kuaterniyonlarin vektorel kismi ise 3 boyutlu
Minkowski uzay1 ile 6zdeslestirilmektedir. Bu durum, split kuaterniyonlar1 kulla-
narak Lorentziyen i¢ ¢arpim ve vektorel carpimi iceren bir ¢cok vektorel analiz konusu-

nun yorumlanmasini saglayabilir.

Ayrica, split kuaterniyon garpimi, p = (p1, p2, p3, p4) ve ¢ = (¢1, 42, q3, q4) Ol-
mak {izere,
P1 —P2 P3 D4 q1
P2 P1 P4 —P3 q2
pxq=
pP3 Psa P11 —DP2 g3

Pa —Pp3 P2 D1 44

seklinde de yazilabilir.

Tanim 1.15 (Ozdemir ve Ergin 2006) H split kuaterniyonlar kiimesi, q € H ve
q=Sq+ Vq i¢in, Sq =0 ise, bu durumda q’ya saf split kuaterniyon denir.

11



Iki saf split kuaterniyonun carpimi, p = poi + psj + pak ve ¢ = i + ¢sj + quk

olmak tizere,

—i ok
pxq=(Vp,Vq);, + Vp X, Vq= —pags +D3q3 +Psqs+ | ps p3 pa
q2 43 g4

seklinde ifade edilir.

Tanim 1.16 (Ozdemir ve Ergin 2006) ¢ = (q1, g2, g3, a) = Sq -+ Vq bir split kuater-
niyon olmak tizere, split kuaterniyonun eglenigi K (q) ile gosterilir ve

K (q) = Sq — Vq seklinde tanymlanar.

Split kuaterniyonlarin toplaminin eglenigi, esleniklerin toplamina egittir. ¢ ve

K (q) split kuaterniyonlarinin sadece vektorel kisimlar1 farklh oldugu igin,

I(q)=q*K(q)=K(q)*q

esitligi vardir.

Tamim 1.17 (Ozdemir ve Ergin 2006) Bir q split kuaterniyonu igin,
I =q+K(@)=K(@*q=q¢+¢6 — ¢ —di
seklinde tanimlanan esitlige gore,

I(q) > 0 iseq’ya timelike kuaterniyon
I(q) < 0 ise q’ya spacelike kuaterniyon

I(q) = 0 ise q’ya lightlike kuaterniyon

denir. Agikca gorilmektedir ki; burada —1I (q) = —¢? — ¢5 + @3 + q3 esitligi
q = (q1, 42, qs,qs) split kuaterniyonunun 4 boyutlu bir vektor olarak (g, q)Rg seklinde,
yarr Oklidyen i¢ ¢carpvma esittir.

12



Tanim 1.18 (Ozdemir ve Ergin 2006) ¢ = (q1,q2,qs,qs) split kuaterniyonunun

normu

N(q) = \/Iq%Jrqg—qg—q?il
geklinde tanmimlanar. N (q) = 1 oldugu zaman, q’ya birim split kuaterniyon denir.

Ayrica, N (q) # 0 olmak tizere, qo = q/N (q) bir birim split kuaterniyon belirtir.

Spacelike ve timelike kuaterniyonlarin split kuaterniyon carpimina gore tersleri
vardir ve g* ¢! = ¢! xq = 1 tzelligini saglarlar ve ¢! = K (q) /I (q)’dur. Lightlike

kuaterniyonlarin tersi yoktur.

Teorem 1.19 (Ozdemir ve Ergin 2006) Yq,r, s € H olmak tizere, split kuaterniyon-

lar asaqidaki ozellikleri saglarlar.
1) gqx(rxs)=(qg*r)*xs
1) gx(r+s)=q*xr+qgxs
1ii) K (gxr) = K (q) * K (r)
w) I(gxr)=1(q)1(r)
v) N(g*r)=N(qg)N(r)

vi) Vq vektorinin Vrye paralel olmast i¢in gerek ve yeter sart ¢ xr =1 % q

olmasaidar.

Bu teoremin bir sonucu olarak, split kuaterniyon carpimina gore spacelike ku-
aterniyonlar bir grup olusturmadig1 fakat timelike kuaterniyonlarin bir grup olus-
turdugu goriilebilir. Teorem 1.19’un iv) ifadesi iki spacelike kuaterniyonun split ku-
aterniyon carpiminin bir timelike kuaterniyon oldugunu gostermektedir. Timelike

kuaterniyonlarin kiimesi

TH = {q = (CI1,Q2>Q3’Q4) ©q1,492,43,44 € R? I(Q) > O}

ile gosterilir. Ayrica, birim timelike kuaterniyonlarin kiimesi ise ']I‘]ﬁll ile gosterilir.

']I‘ﬁll kiimesi TH kiimesinin bir altgrubudur ve bu kiime
S8 = fu e RY: uu)yy = 1)

13



yar1 Oklidyen kiiresi olarak diistiniilebilir.

Timelike bir kuaterniyonun vektorel kismi timelike, spacelike ya da null vektor
olabilir. Bu durum o6zellikle dénmelerde ve kutupsal formlarda ¢nemlidir. Bunun
yaninda, spacelike kuaterniyonlarin vektorel kismi daima spacelike bir vektordiir.

G +¢— g —q <0oldugunda, 0 < ¢f < —¢3 + ¢3 + ¢3 = (V¢, Vgq), olacaktr.

Kompleks sayilarda ve kuaterniyonlarda oldugu gibi split kuaterniyonlar da ku-
tupsal formda ifade edilebilir. Fakat, split kuaterniyonlarda, split kuaterniyonunun
spacelike ya da timelike olmasi, hatta timelike kuaterniyonlarda vektorel kismin
timelike ya da spacelike olmasi bu kutupsal formu degistirir. Yani, spacelike kuater-

niyonlar i¢in ayr1 ayri kutupsal formlar belirtilecektir.

1. Her ¢ = (q1, 42,43, q4) € H spacelike kuaterniyonu,

\/ﬁ i . Kk
sinhf = —1_ coshf — %Gt ve g9 = 21 1 gs) + qa

N (q)’ N (q) V—B+a3+4q

olmak {izere,

q¢ = N (q) (sinh @ + £ cosh 6)
formunda yazilabilir. Burada, g, vektorii R3 uzaymnda spacelike birim vektordiir.

Ornegin, ¢ = (1,1, 2, 2) spacelike kuaterniyonu,

. 1 (1,2,2)
= ginh 6 + zg coshf = — 4+ 22
q 0 \/7

S
SIS

formunda yaziliabilir.

2. Vektorel kismi spacelike olan her ¢ = (q1, g2, q3,q4) € H timelike kuaterniy-

onu,

\/ﬁ . . K
coshf = 1] sinh 8 = %+ 95+ di ve gg = 2! + G3) + as

N (q)’ N (q) V—B+aé+aq

olmak {izere,

q¢ = N (q) (cosh @ + Z; sinh 6)
formunda yazilabilir. Burada, z; vektorii R? uzaymda spacelike birim vektordiir.

Ornegin, ¢ = (2,1,0, 2) spacelike vektor kismima sahip timelike kuaterniyonu,

1,0,2
q:cosh0+€_())sinh0:2+( 0, )\/§

V3
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olarak yazilabilir.

3. Vektorel kismi timelike olan her ¢ = (q1, g2, g3, q4) € H timelike kuaterniy-

onu,

051 sinf — @G —aG—q¢ e€—>:CI2i+C]3j+(I4k

) V 0
N (q) N (q) N o v

cosf =

olmak tizere,

q= N (q) (cos@ + g sin )
formunda yazilabilir. Burada, g; vektorii R? uzaymda timelike birim vektordiir.

Ornegin, g = (1,2,1,1) timelike vektor kismina sahip timelike kuaterniyonu,

q = V/3(cosf + £( sinf) = V3(—= +

formunda yazihr (Ozdemir ve Ergin 2006).
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2. 3 Boyutlu Oklid Uzaymda Dénme Matrislerinin Uretilmesi

2.1. R?'de bir dénme matrisinin O0zdegerleri

R3’de bir A donme matrisinin 6zdegerlerini inceleyelim. A dénme matrisinin

ozdegerleri \1, Ay ve A3 olsun. Bu durumda, A matrisinin karakteristik polinomu
Ag(x)=det(xl —A) = (z— A1) (z — A2) (x — A3)

olur. x = 0 yazarsak, det A = A AA3 = 1 elde edilir. Yani, donme matrisinin

ozdegerlerinin carpimi 1’dir. Bundan dolay1, bir dosnme matrisinin 6zdegerleri

0

1,e ™ = cosf —isinf ve € = cosf + isinf

degerleridir (Ozdemir 2010).

Teorem 2.20 (Ozdemir 2010) Bir A dénme matrisinin karakteristik polinomu

P(z)=a2%—iz(A)z? +iz(A)x —1 dir.

Ispat. Herhangi bir A dénme matrisinin karakteristik polinomu, C' € R olmak

lizere,

P(x)=det(z] — A)=2° —iz(A)2* +Cx — 1

formundadir. Ozdegerlerinden biri 1 oldugundan P (1) = 0 olmalidir. Buradan,

C' =iz (A) elde edilir. Boylece karakteristik polinom

P(z) = 2°—iz(A)2® +iz(A)zx—1

P(r) = (z—1)(2*+ (1 —iz(A)x+1)

olarak bulunur. =
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2.2. R%de bir dénme matrisinin dénme acgisinin hesaplanmasi

A bir dénme matrisi olmak iizere,
Ay (r)=det(xl —A)=(x—\) (z— A2) (z — A3)
karakteristik polinomunun kokleri

0

1,e ™ = cosf — isinf ve € = cosf + isinf

oldugundan,

DNyp(r) = (x—1) (x — ew) (:E — e_ie)

= (r—1) (:p2 — (e_w + ew) T+ 1)
esitliginde, cosf = (e*w + ew) /2 oldugu kullamlirsa,
Ay (z) = (x—1) (2> — 2cos bz + 1)
elde edilir. Bir énceki teoremle kargilagtirilirsa, 1 — iz (A) = —2 cos 6 esitliginden

cosf = —(iz(A) — 1)

DN | —

bulunur (Ozdemir 2010).

-7 4 4
. 1
Ornek 2.21 A = 9 4 -1 8 donme matrisinin donme acisi,
4 8 -1
1/1
o==-(=(—-7—-1-1)—-1)=-1
Cos 5 (9 ( ) )

esitliginden 0 = 7 olarak bulunur.
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2.3. R?%de Dénme Matrisi Elde Etme Yéntemleri
2.3.1. 1. Yontem: Birim Kuaterniyonlar

R3’de donmelerin gosterilmesi i¢in bir ¢ok yontem vardir. Euler acilari, orto-
normal matrisler ve kuaterniyonlar bunlardan bazilaridir, fakat kuaterniyonlar diger
yontemlere gore donmeleri gostermede daha kullanigh bir yontemdir. Bir ortonor-
mal donme matrisinin olusturulmasi i¢in her kolonun birbirine dik ve birim vektor
olmas1 gibi baz1 kisitlamalar ve sartlar vardir. Bu kisitlamalar, dokuz tane sayi ile
ortonormal bir matrisin kurulmasin giiclestirir. Fakat birim kuaterniyon yardimiyla
bir donme matrisi ¢ok kolay bir sekilde kurulabilir. Sadece dort say1 ve bu sayilarin
olugturdugu kuaterniyonun birim kuaterniyon olmasi yeterlidir. Yani, sadece dort
say1 bir donme matrisinin kurulmasi icin yeterlidir ve tek kisitlamamiz da kuaterni-
yonun normunun 1 olmasidir. Bu kolaylik, 6zellikle donme iceren optimizasyon prob-
lemlerinin c¢oziimiinde kolaylik saglamaktadir. Bu sekildeki problemleri alt1 tane li-
neer olmayan kisitlama, ortonormallik kogulu ve ayrica determinantin 1’e egit olmasi
problemin ¢oziimiinii zorlagtirir. Kuaterniyonlarin donmeleri gostermedeki sagladig:
kolaylik, 6zellikle bugiin bilgisayar animasyon, fizik, kinematik, bilgisayar program-

lama ve bir ¢ok alanda kullanilmasini saglamigtir.

Her birim kuaterniyon, R? Oklid uzayindaki bir dsnmeyi belirtir. # = 0° dere-
celik donme ¢ = (1,0,0,0) birim kuaterniyonu ile gosterilir ve yine bir u birim
vektorii etrafindaki # = 180° derecelik bir donme ise ¢ = (0, u) birim kuaterniyonu
ile ifade edilir. En genel haliyle, bir ¢ = (g1, g2, ¢35, ga) birim kuaterniyonunu kulla-

narak,

G+E—¢—@¢ 2001 +200p 20143+ 2¢2q

R(q1,q2,q3,q4) = 20203 + 2041 G -G+ E -G 2030 — 2201

2G2q4 — 2q1q3 2021 + 2034 GT — G5 — @3 + @4

donme matrisi tiretilebilir (Hanson ve Ma 1995).
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Ornegin, ii¢ boyutlu Oklid uzayimnda, x ekseni etrafindaki dénme acis1 o olan

donme matrisi ve birim kuaterniyonu

1 0 0

20,0

. a :
Ry, =10 cosa —sina <—>C]x:(COS§,Sm2

0 sina cosw

seklinde, y ekseni etrafindaki dénme acis1 5 olan dénme matrisi ve birim kuaterniyo-

nu
cos 0 sinf
o oD o
o = 0 1 0 — q, = (cos 5,0,sm 5,0)
—sinf3 0 cosf

seklinde ve son olarak z ekseni etrafinda dénme agisi v olan dénme matrisi ve birim
kuaterniyonu ise
cosy —siny 0
_ . _ Y .Y
Ry = | siny cosy 0 | «— ¢q. = (cos,0,0,sin =)

2 2
0 0 1

bicimindedir.

2.3.2. 2. Yontem: Rodrigues Formiilii

Rodrigues formiilii, 3 x 3 tipinde ters simetrik bir matristen bir dénme mat-
risinin nasil elde edebilecegimizi gosterir. Bunun icin, exponensiyel doniisiimii kul-
laniriz. Oncelikle exponensiyel doniisiimii tanimlayalim. Her Lie grubu bir Lie ce-
birle iligkilendirilebilir. so (n), SO (n) Lie grubundan elde edilen Lie cebiridir. so (n)

kiimesi, n x n tipindeki ters simetrik matrislerden olusur. Exponensiyel doniigiim,
exp : so(n) — SO (n)
bi¢iminde tanimlanir. Yani 3 x 3 tipinde ters simetrik bir matris ise,

2 A3

A
A _
ef =T+ Attt
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matrisi bir désnme matrisidir. Buradaki A matrisini en genel halde,

0 —c b
A= c 0 —a
-b a 0

bigiminde segebiliriz. Yani, ii¢ farkli degerin pozitif ve negatif degerleri kullanilir.
u = (a,b,c) diyelim. Yani, A ters simetrik matrisini u vektoriinden olugturalim.

Eger, u vektorii birim olursa, bu durumda,
Ad=—A

olacaktir. Bu durumda,

0?A2  —03A%  —p*A? PA  F°A2
+ + +

— LA _
R TR T PTG
0> 0 ,, 0% 0t 6°
= I+A(0_§+5_”'>+A(i_EJFE_”')
0> 0 ) 0> ot ¢°
= I+A(€_§+§_"')+A(1_<1_§+1_§+'”))

esgitliginde, sin 6 ve cos 6 agilimlar1 da goz 6niine alinirsa, Rodrigues formiiliinii
R=eY =T+ (sinf) A+ (1 — cosh) A®

bigiminde elde edebiliriz. Buradaki u vektorii donme ekseni ve 6 agisi da donme

agisidir (Gallier 2011).

. 1
Ornek 2.22 u=——(1,2,3) olsun. Donme agist da 90° olsun. Bu durumda,
V14
0 -3 2 —-13 2 3
1 1
A=——1 3 0 —-1| we A2=—1| 2 _—-10 6
V14 14
-2 1 0 3 6 -5
oldugundan, dénme matris
100 0 -3 2 —-13 2 3
R = 01 0|+ - 3 0 1|+ ! 2 10 6
B V14 a 14 a
0 01 -2 1 0 3 6 -5

1 —3vV14+4+2 21443
1
= U 3V14+2 4 —Vv14+6
—2v14+3 V1446 9
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olarak bulunur.

2.3.3. 3. Yontem: Cayley Formiilii

Bu kez, u = (a, b, ¢) vektoriinden elde edilen,

0 —c b
A= c 0 —a
-b a 0

ters simetrik matrisinden,
R=(I—-A)I+A"

formiilii ile bir donme matrisi elde edecegiz. Bu formiile Cayley formiilii

denir (Biikgii 2006). Ornegin, u = (0,1, 0) alirsak,

0 01
A= 0 00
-1 0 0
oldugundan,
1 00 0 01 100 0 01
R = 01 0f—] 0 00O O1L 0|+ 0O 0O
0 01 -1 0 0 001 -1 0 0
00 -1
= [0 1 0

1 0 0

elde edilir.
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3. n boyutlu Oklid Uzayimnda Dénme Matrislerinin Uretilmesi

Bu boliimde, n > 4 olmak iizere n X n tipinde ters simetrik A matrisinin ex-
ponensiyeli olan e’nin nasil hesaplanacagim gostermek icin Rodrigues-like formiilii
verecegiz. Ayni zamanda A matrisinin ayrigiminda kullanilan Ay, ..., A, matrislerinin
tekligini gosterecegiz. Asagidaki dnteorem Ay, ..., A, matrislerinin elde edilmesinde

oldukca ¢nemli bir rol oynar.

Onteorem 3.23 (Gallier ve Xu 2003) n > 2 olmak tizere n xn tipinde ters simetrik
A matrisi verilsin.

A= PEPT

olacak sekilde bir P ortogonal matrist ve bir E blok diagonal matrisi vardwr. Buradaki

E blok diagonal matrisi

Er

En
0n—2m

seklindedir. Her E; blogu reel 2 boyutlu matris seklindedir:

0 -0, 0 —1
0, 0 1 0

A matrisinin 6zdegerlerinin £i0; veya 0 olduguna dikkat edelim. Bilindigi
iizere ters simetrik bir matrisin 6zdegerleri tamamen imajiner veya sifirdir. Simdi
genellestirilmis Rodrigues formiiliiniin yan sira A;’lerin tekligini ve varhgini ispat-

layacagiz.
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Teorem 3.24 (Gallier ve Xu 2003) n > 3 olmak tzere n x n tipinde herhangi

sifirdan farkly ters simetrik bir A matrisi verilsin. Eger,
{i61, =64, ...,10,, —i0,}

0; > 0 ve her if; (ve —ib;), k; > 1 kathliga sahip olmak tzere A’nin birbirinden

farkly ozdegerlerinin kiimest ise, 1 < 1,5 < p ve 2p < n olmak iizere

A= 91141 —+ e+ HpAp (31)
AiAj = AjA =0, (i#j) (3.2)

olacak sekilde p tane tek A, ..., A, ters simetrik matrisleri varduwr. Ayrica:

p
et = efrrtttpdy — 1y Z (sin 0;A; + (1 — cos6;) Af)

i=1
dir ve {01,...,0,}, —1/4 (A— AT)2 simetrik matrisinin 2m tane pozitif ozdeger-

lerinin birbirden farkly pozitif karekokleridir. Ayni zamanda m = ki + - - - + k), 'dir.

Ispat. Onteorem 3.23’den, A matrisi
A= PEPT

seklinde yazilabilir. Buradaki F matrisleri, #; > 0 olmak {izere

0 -1
1 0

seklindeki m tane sifirdan farkli bloklar: iceren blok diagonal matristir.

Eger,
{i61, =64, ...,10,, —i6,}

A’'nin birbirinden farkl tzdegerlerinin kiimesi ise, her j icin §; > 0 olmak {izere,

icerisinde 6,;’leri barindiran tiim F; bloklaria bagh sifirdan farkh

Sj = {1, g, }
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indisler kiimesi vardir. Buradaki indisler {1, ..., m} kiimesinden alinmigtir. F; matrisi
E blok diagonal matrisinin Fj, bloklarinin sifirlanmasi ile elde edilen matris olsun.

Burada k£ ¢ S;’dir. F; matrisi icindeki 6,’leri ayimrirsak
F; =0;G;

elde ederiz ve buradan

elde edilir. Boylece (3.1), (3.2) ve (3.3) denklemlerinin de saglandig agiktir.
A; ve A; her 4, j icin degismeli oldugundan

eA — 691A1+~~~+9pAp — 601141 . eepAp

olur. 3 x 3 tipinde oldugu gibi

oldugunu kullanirsak
i = I, +sin0;A; + (1 — cos ;) A2

oldugunu gosterebiliriz.

Gergekten, A3 = —A; olmasi
AT = Al ve AP = — A

oldugunu gosterir ve boylece,

oF Ak
0;A; __ 74
o= 2
E>1
0, 6
- n*(ra*a* >Az
0; 0, 0 2
+(§_Z+§+”')Ai

= I, +sin 9,141 + (1 — COS 02) A’L2

esitligini elde ederiz.
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oldugu igin,

p P
A = H elidi = H ([n +sinb;A; + (1 — cosb;) Af)

=1 i=1

p
= I,+ Z (sin 0;A; + (1 — cosb;) AZZ)

i=1

olur.
1/4 (A - AT)2 matrisi PE?PT geklindedir. Burada,

—07 0
0 07

E? —

)

dir. Boylece, —1/4 (A — AT)2 matrisinin 6zdegerleri:

YV mo Y m?

(62,62, ....6% 02 0,....,0)

n—2m
dir ve buradan {61, ..., 0, }, —1/4 (A — AT) ? simetrik matrisinin ozdegerlerinin pozitif

karekokleridir.

Simdi A;’lerin tekligini gosterelim. Eger A;’lerin gerekli 6zellikleri saglayan

matrisler oldugunu varsayarsak, A;’lerin ozelliklerini kullanarak

A= EPIQZAZ-
i=1

A3 = —zpjefAi
=1

p
A5 — Ze?Al (3.4)
=1
p
A= (1P A,
1=1

denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemin determinantu:

0, 0, 0,
- g B e
G A S ) L PR CS ) Ll
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dir. Dikkat edelim ki yukaridaki matris
diag(1,—1,1,—1,...,1,(=1)")

diagonal matrisinin
p
<H ei) V(63,....,62)
i=1

matrisiyle ¢carpimidir. Buradaki V' (0?, e 912)), Vandermonde matrisidir. Bu ytizden,
0, determinant1 hemen hesaplanabilir ve biz

p

0o = (=P V2 ]T0: [ (03— 06%)

i=1  1<i<j<p
elde ederiz.

0;’ler pozitif ve hepsi birbirinden farkh oldugu igin, ¢,, # 0’dir. Boylece, A, ..., A,

bir tek sekilde A’dan belirlenir ve tzdegerleri sifirdan farklidir. m

Herhangi n xn tipinde ters simetrik A matrisi verildiginde, 64, ..., 0, ve A4, ..., A,’yi
yukaridaki gibi hesaplayabiliriz.

Bir onceki teoremden {9?, e (9;}, —1/4 (A — AT)2 simetrik matrisinin birbir-
den farkli sifir olmayan ¢zdegerleridir ve simetrik matrislerin 6zdegerlerini hesapla-

mak i¢in birkac sayisal metod vardir. O zaman, biz A, ..., A,’yi Teorem 3.24’iin

ispatinda kullanilan (3.4) nolu lineer denklem sistemini ¢ozerek bulabiliriz.

Dikkat ediniz ki A; her biri £; katlihga ve n — 2k; tane sifir kathihiga sahip olan
i, —i ozdegerlerine sahiptir. Simdi yukaridaki yapiy1 SO (n)’deki dénmeler igin bir

onteorem olarak yeniden ifade edebiliriz.
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Onteorem 3.25 (Gallier ve Xu 2003) Her R € SO (n) donme matrisi i¢in,
R=PDP"

olacak sekilde bir D blok diagonal matrisi ve P ortogonal matrisi vardir. Buradak:i

D,
D,

Dy,
In72m

seklindeki blok diagonal matristir ve buradaki ilk m tane D; bloklar:

cosf; —sinb;
D, = 0<6;,<m
sinf; cos0;

seklindedir.

exp : 50 (n) — SO (n) exponensiyel doniigiimiin 6rtenligini kullanarak, snteo-

rem 3.23’den, 6nteorem 3.25’den ve eger

0 -6,
Ei ==
g, 0
ise o zaman
£, cosf); —sinb;

sinf; cosd;
olacagindan n > 3 olmak iizere, SO (n)’deki dénmeler i¢in agagidaki karakterizas-

yonu elde ederiz:
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Onteorem 3.26 (Gallier ve Xu 2003) Herhangi n > 3 olmak iizere R € SO (n)

dénme matrist verilsin. Eger
{61017 671917 - 6191,7 6710,3}
R’nin 17den farkly 6zdegerlerinin kiimesi ise 0 < 6; < m olmak tizere,

A = 1A + 0,45+ +0,A,
AAy = AjA =0, (i#7])

(2

olacak sekilde p tane A, ..., A, ters simetrik matrisleri vardir. Burada her i, j igin

1 <1,7 < pwe2p < n’dirve ayrica
p
R = 661A1+"'+9pAp =1,+ Z(Sin QZAZ + (]_ — COS 02) A?)
i=1

dir.

Onteorem 3.26 gosterir ki,
{cosby,...,cos6,}

1/2 (R + RT) simetrik matrisinin 1’den farkh 6zdegerlerinin kiimesidir. Ancak, A, ..., 4,
matrisleri kesinlikle tek degildir. Bu 6#; = 7 oldugunda sin#; = 0 olmasindan kay-

naklanir. Ayn1 zamanda R’den Ay, ..., A, matrislerini elde etmek miimkiindiir.
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4. 3 Boyutlu Lorentz Uzaymda Dénme Matrislerinin Uretilmesi

Bu boliimde ilk olarak Lorentz uzayinda dénme matrislerini iiretmek icin gerekli
olan temel tanim ve kavramlar verilmistir. Daha sonra ii¢ boyutlu Lorentz uzayinda

donme matrislerinin nasil tiretildigi gosterilmistir.

4.1. Rz{”de bir dénme matrisinin 6zdegerleri

R%’de bir A matrisinin 6zdegerlerini inceleyelim. A matrisinin 6zdegerleri A;, A\

ve Az olsun. Bu durumda, A matrisinin karakteristik polinomu
Ny (r)=det(xl — A)=(z— ) (x— A2) (x — A3)

olur. x = 0 yazarsak, det A = A AA3 = 1 elde edilir. Yani, donme matrisinin
ozdegerlerinin ¢arpimi 1’dir. Dolayisiyla, 6zdegerlerinden biri kesinlikle 1 olmalidir.

Diger 6zdegerleri ise, donme ekseninin spacelike veya timelike olmasina gore degisir.

Donme ekseni timelike ise, Lorentz déonme matrisinin 6zdegerleri

0

1, e = cosf —isiné ve ¢ = cosf + isinf

degerleridir.
Donme ekseni spacelike ise, Lorentz dénme matrisinin 6zdegerleri
1, e% = coshf — sinh @ ve €’ = cosh 6 + sinh 6
degerleridir (Ozdemir 2010).
Sonug 4.27 (Ozdemir 2010)

1) Eger donme ekseni timelike vektor ise, o zaman R3’de Lorentz dénme

matrisinin 6zdegerleri
M=1 A= e = cosf+isind ve A3 = e % = cosf — isinf

dir.
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1) Eger donme ekseni spacelike vektor ise, o zaman R3 de Lorentz donme

matrisinin 6zdegerleri
M=1, A= ¢’ = cosh @ + sinh @ ve A3 = ¢=? = cosh § — sinh §
dir.
Not 1 (Ozdemir 2010) R3’de dénme matrisinin timelike donme ekseninden baska

6zdegerleri kompleks bilesenli null vektérlerdir. Ayni sekilde, R3 *de dénme matrisinin

spacelike donme ekseninden baska dzdegerleri reel bilesenlt null vektorlerdir.

Teorem 4.28 (Ozdemir 2010) Bir A Lorentz donme matrisinin karakteristik poli-

nomu

P(x)=2°—iz(A)2® +iz(A)x—1
dar.

ispat. R%’de, herhangi bir A dénme matrisinin karaktersik polinomu, C' € R

olmak iizere,

P(z) =det (] — A) =2% —iz(A)2* + Oz — 1

formundadir. Ozdegerlerinden biri 1 oldugundan P (1) = 0 olmaldir. Buradan,

C =iz (A) elde edilir. Boylece, karakteristik polinomu

P(z) = 2 —iz(A)2*+iz(A)z -1

= (z-1)(*+ (1 —iz(A)z+1)

olarak bulunur. =

Not 2 (Ozdemir 2010)
P(z)=(z—1)(z*+ (1 —iz(A)z+1)

oldugundan dolays,
22+ (1—iz(A)r+1

denkleminin kokler: diger 6zdegerlerdir.
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Bu denklemde, biz diskrimant:
A=(1—iz(A)? —4=(iz(A)* = 2(iz(A) — 3 = (iz(A) + 1) (iz (A) — 3)

olarak buluruz. Buradan, A < 0 ise —1 < iz(A) < 3 olur. Yani; Minkowski 53-
uzayinda bir dénme matrisi verildiginde izi —1 ile 3 arasinda ise, o zaman é6zdeger-
ler kompleks saydir ve donme ekseni timelikedir. Diger durumda, yani N > 0 ise
iz (A) > 3 veya iz (A) < —1 olur. O zaman dzdegerler reel sayidir ve donme ekseni

spacelikedar.

4.2. Rz{”de bir donme matrisinin dénme agisinin hesaplanmasi

Teorem 4.29 (Ozdemir 2010) A, R3’de bir donme matrisi olsun.

i) Eger donme ekseni spacelike ise, o zaman bu eksen etrafindaki hiperbolik
donme ag¢isi 0 °dir ve dénme ekseninin bu eksen etrafindaki hiperbolik donme acisinin

1
kosindisti cosh 6 = B (iz (A) — 1) olarak verilir.

1) Eger donme ekseni timelike ise, o zaman bu eksen etrafindaki kiiresel donme
a¢ist 0 ’dir ve donme ekseninin bu eksen etrafindaki kiiresel donme agisinin kosiniist

1
cosf = 3 (iz (A) — 1) olarak verilir.

Ispat. Eger donme ekseni timelike ise, o zaman A’nin karakteristik polinomu
Pa(d) = A= (A=€)(A—e")
= (A=1) (N> —2cosOr+1)
= AN —(1+2cos) N+ (1+2cosf) — 1

Diger taraftan, eger dénme ekseni spacelike ise, o zaman A’nin karakteristik poli-

nomu
Pid) = =1 (A==€ ) (A—e?
= A’ — (1+2cosh@) \> + (1 +2coshf) — 1

Boylece, onceki teoremle karsilagtirilirsa, donme ekseninin karakteri sirasiyla timelike

veya spacelike olmasina gore

cosf = % (iz(A) — 1) veya coshf = %(@z (A)—1)
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olarak bulunur. =

Ornek 4.30 R3 “de,

9/4 -2 1/4
-1 1 -1
—7/4 2 1/4

donme matrisinin o6zdegerlerini bulalim.

Bu matrisin izi 9/4+ 1+ 1/4 = 7/2 > 3 oldugundan, o zaman 2coshf + 1 =
7/2 ve buradan cosh® = 5/4 ve sinh @ = 3/4 olur. Béylece bu matrisin dzdegerleri
cosh @ + sinh @ = 2 ve cosh§ — sinh 6 = 1/2 olur.

Ornek 4.31 R3 “de,
15/2 —5/2 —7
11/2 —5/2 —5
5 -1 =5
donme matrisinin 6zdegerlerini bulalim.

Bu matrisin izi 15/2 —5/2 — 5 = 0 oldugundan, o zaman 2cosf +1 = 0 ve
cos = —1/2, sinf = \/3/2 olur. Buradan dénme matrisinin 27/3 dénme agrsina
sahip oldugu gorilir. Buradan; diger ézdegerler cos® + isin® = —1/2 + iv/3/2 ve
cosf —isin® = —1/2 — i\/3/2 olur.
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4.3. R¥’de Dénme Matrisi Elde Etme Yéntemleri

Bu béliimde R? uzaymda dénme matrislerinin iiretilmesinde kullamlan yon-
temler verilecektir. {lk olarak Ozdemir ve Ergin (2006) tarafindan R3’de birim time-
like kuaterniyonlar1 kullanarak dénme matrisinin nasil elde edilecegi gosterilecek-
tir. Daha sonra yine R? uzayinda déonme matrislerinin iiretilmesinde kullanilan Ro-

drigues formiilii ve Cayley formiilii verilecektir.

4.3.1. 1. Yontem: Timelike Kuaterniyonlar

Teorem 4.32 (Ozdemir ve Ergin 2006) q ve r timelike kuaterniyonlar olsun. Bu
durumda,

E:T]E\IHTH/&\I, fiq(r):q*r*q_l

seklinde tanimlanan R doniistimii, normu ve r timelike kuaterniyonunun skalar kis-

mane koruyan lineer bir dontisimdiir.

Ispat. Eq (r)’nun skalar kismi
S(Ry(r) =S (gxr+q ) =S (gxq txr)=S(r)
oldugundan R doniistimii 7 kuaterniyonunun skalar kismini degistirmez. Yine,
N(B, () =N (gxr+q') =N(@N@)N(g7) =N ()

oldugundan R normu koruyan bir doniistimdiir. Ayrica, r,r’ € TH igin

1

}Azq(ar+r’) = gx(ar+r)xq " = (qgxarxq ')+ (gxrxq")

~

= a(q*r*q_l)—i—(q*r'*q_l) :aﬁq(T’)—f—Rq(T,)

oldugundan R lineer bir doniigimdiir. =

Bu teoreme gore, R doniisiimii altinda r timelike kuaterniyonunun skaler kismi
degismedigine gore, burada sadece r = (Sr, Vr) timelike kuaterniyonunun vektorel
kisminn R doniistimii altinda nasil degistigi incelenecektir. Buna gore, ¢ * Vr ¢!

split kuaterniyon carpimi kullanilarak, ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda dénmeler
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incelenecektir. ¢ = (qi1, g2, g3, g1) timelike kuaterniyonu i¢in, (¢ * Vr x¢~1), ile bu

kuaterniyonun i.inci bilegeni kastedilmek {izere,

3
(q%Vrxg™), => Ry(Vr);

j=1

esitligi kullanmlarak, R doniigiimiine kargilik gelen matris

G+E+E+E 20— 200 20193 — 22
Ry, = 2003 + 241 G -G — G+ G —203q0 — 22
2q2q4 — 2¢1q3 201 — 23 G — @G+ ¢ — g3

olarak bulunur. Bu matrisin tiim satirlar1 ve siitunlar1 Lorentziyen anlamda ortogo-
naldir. Burada, ¢ birim timelike kuaterniyon alinirsa, ii¢ boyutlu Minkowski uza-

yinda bir dénme matrisi elde edilir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Ornek 4.33 ¢ = (1/3/2,1/2,0,0) birim timelike kuaterniyonunu goz éniine alalum.

Bu timelike kuaterniyona karsgilik gelen dénme matrisi éq matrisinden yararlanarak

1 0 0
Ry=1{0 1/2 —3/2
0 V3/2 1/2
olarak bulunur. Burada, ¢ = (v/3/2,1/2,0,0) birim timelike kuaterniyonui = (1,0,0)

timelike ekseni etrafinda 120°lik bir a¢r kadar dénmeyi ifade etmektedir.

Ornek 4.34 Yine spacelike vektorli p = (2,1,0,2) timelike kuaterniyonuna karsilik

gelen donme matrisi de

9 8 —4
R,=|8 7 —4
44 -1

olarak bulunur. Burada ise, p timelike kuaterniyonu ¢ = (1/4/3,0,2/v/3) spacelike
ekseni etrafindaki cosh @ = 2 ve sinh @ = /3 olan 20 bk bir a¢i kadar dénmeyi ifade

eder.
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Burada, verilen 3 x 3 tipindeki bir dénme matrisi i¢in, bu matrise karsilik gelen

kuaterniyonlar (¢ ve —¢q) bulunabilir. Bunun igin ¢; # 0 ise,

1 ~ ~ ~
q% = 1_1(1 + Rn + R22 -+ R33)

1 ~ ~
q2 = E(R?)Q_R%)

1 ~ -
q = —4—q1(R13 + R31)
1 -~ .
qs = E(Rm + Ris)
formiilleri kullanilabilir. ¢; = 0 ise,
q3 = —iﬁm Qs = —iﬁu ve q% =1+ Q§ + C]i
2qo 2qo

formiilleri kullamlabilir. 0 < ¢ + ¢3 — ¢2 — ¢3 oldugundan dolay1, bu formiilleri
kullanarak ¢; = 0 olmasi durumunda dénme matrisine karsilik gelen timelike ku-

aterniyonu bulmak miimkiindiir. Ciinkii, 0 < ¢ — ¢2 — ¢2 ve g2 # 0 olur.

Bunun yaninda, bu formiillerden bagka bir yontem de kullanilabilir: }A%q €
SO (3, 1) donme matrisi i¢in verildiginde, 6nce bu dénme matrisinde 1 karakteristik
degerine karsilik gelen karakteristik birim vektor £ bulunur. Bu vektoriin causal
karakteri ayn1 zamanda timelike kuaterniyonun vektorel kisminin causal karakterini
belirtir. Daha sonra, ﬁqm ifadeleri eslenerek ve & vektoriiniin timelike yada spacelike
olmasina gore
0

0 0 0
cos? 3 + sin® 3= 1 veya cosh? 3~ sinh? 3= 1

ozdeslikleri kullamlarak 6 acis1 bulunur ve yine € dénme ekseninin timelike ya da
spacelike olmasina gore ¢ kuaterniyonu
0 0 0 0
+(cos 5 + Z sin 5) veya =+ (cosh 2 + 2 sinh 5)

olarak hesaplanabilir (Ozdemir ve Ergin 2006).
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Ornek 4.35 A € SO (3,1) matrisi

9/4 -2 1/4
A=| -1 1 -1
—7/4 2 1/4

olsun. +1 karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik birim vektor yani dénme

ekseni € = (2,1, —2) olarak bulunabilir. & vektorii spacelike bir vektérdiir. Dolaysiyla
0 0

A donme matrisine kargilik gelen birim timelike kuaterniyon ¢ifti +(cosh §+? sinh 5)

formundadir. Buna gore,

9 0 0
Ay =gl +6+ a5 +qi = 7 ve g =E(cosh g + (2,1, -2)sinh 7))

oldugu kullanilarak, A dénme matrisine karsilhik gelen birim timelike kuaterniyon

olarak bulunur.

Ornek 4.36 B € SO (3,1) matrisi

2 V2/2-1 —V2/2-1
B=|2/24+41 -1/2 V2-1/2
1-+v2/2 vV2—-1/2 —1/2
olsun. Benzer sekilde, donme ekseni € = (v/2,v/2/2,v/2/2) olarak bulunur ve bu
vektor timelike bir vektordiir. Buna gére B donme matrisine kargihik gelen timelike
kuaterniyon ¢ifti +(cos 3 + € sin 5) formundadur. Boylece,

By 1 =2 ve ¢ = £(cos g + ?sing)
egitliklert kullanilarak B donme matrisine karsilik gelen kuaterniyon ¢ifti elde edilebilir.
Burada, sin(0/2) = +£v/2/2 ve cos (0/2) = £v/2/2 oldujundan, B dénme matrisi
T = (V2,v2/2,v/2/2) timelike eksen etrafinda 90°lik dénmeyi ifade etmektedir.

Teorem 4.37 (Ozdemir ve Ergin 2006) TH, birim timelike kuaterniyonlar kiimest
icin, ¢ = cosh @ + £4 sinh 6 € T]ﬁll kuaterniyonunun vektorel kisma spacelike olsun.

=, t¢ boyutly Minkowski uzayimda non-lightlike bir vektor ise,
ﬁq(?) =q* G q_l
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doniisiimii, g spacelike ekseni etrafinda 20 kadar hiperbolik donmeyi ifade eder.

3 boyutlu Minkowski uzayinda, 7 = (0, 1, 0) standart spacelike vektorii etrafin-
daki o acilik donmeyi,

cosha 0 sinha
qu = 0 1 0

sinha 0 cosha

ve k = (0,0,1) standart spacelike vektorii etrafindaki § aciik dénmeyi

coshf sinhg 0
Eqk = | sinhfg coshp 0
0 0 1

ortonormal matrisleriyle ya da sirasiyla,
qj = (cosh %, 0, —sinh %, 0) ve g = (cosh g, 0,0, sinh g)

birim timelike kuaterniyonlariyla ifade etmek miimkiindiir.

Teorem 4.38 (Ozdemir ve Ergin 2006) TH; birim timelike kuaterniyonlar kimesi
icin, ¢ = cosh @ + £g sinh 6 € Tﬁl kuaterniyonunun vektorel kisma timelike olsun.

e, ¢ boyutlu Minkowski uzaymda non-lightlike bir vektor ise,
é11(E>) =q* G q!

doniigiimii, =, timelike ekseni etrafinda 20 kadar dénmeyi ifade eder.
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4.3.2. 2. Yontem: Rodrigues Formiilii

Rodrigues formiilii, dsnme ekseni ve bu eksen etrafindaki dénme agis1 ver-
ildiginde donme matrisini bulmak icin oldukc¢a kullanigh bir yontemdir. Bu formiil
A matrisi 3 x 3 tipinde yar1 ters simetrik bir matris olarak verildiginde e“’nin hesap-
lanmasina izin verir. Eger biz R3’de yar ters simetrik matrisi u = (a,b,¢) birim

vektor olmak iizere,

0 ¢ b
A=1lc¢ 0 a
b —a 0
olarak alirsak, o zaman A3 = — A 6zelligini kullanarak Rodrigues formiiliinii

R=eY =T+ (sinf) A+ (1 — cosh) A®

olarak elde ederiz.

Minkowski 3 uzayinda Rodrigues formiilii donme ekseninin spacelike veya time-
like olmasina gore degisir. Eger donme ekseni spacelike ise o zaman A% = A’dir,
ancak donme ekseni timelike ise o zaman A% = —A olur. Boylece R3’de Rodrigues

formiilii,

i) Donme ekseni timelike ise,

R=¢e =T+ (sinf) A+ (1 —cosf) A2

ii) Dénme ekseni spacelike ise,
R=e4 =11+ (sinhf) A+ (coshd — 1) A?

olarak elde edilir (Kula vd 2005).
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Ornek 4.39 u timelike olsun.

u=(3,2,2) ve  =60° ise

0o 2 2
A=12 0 3
2 =30
1¢in,
8 —6 6 0 -2 =2
A= 6 -5 4 |vedAl=| -2 0 -3|=-4
—6 4 -5 -2 3 0
oldugundan,
92 93 04 05 6 67
A0 Vg 0 U U Vo U
R = e —[—I—AH—{—Q!A 3!A 4!A +5!A+6!A 7!A—I—
0 6 0 0> ot 6°
= [+(9_§+§_ﬁ+"'>A+<1_(_1+§_Z+§+"'
= I +sinfA+ (1 —cosd) A?
= T+ (V3/2)A+(1/2) A
5 V3 -3 V343
= | V3+3  —=3/2  3V3/2+2
V3-3 —3v3/2+2  -3/2
olarak bulunur.
Ornek 4.40 u spacelike olsun.
u=(2,1,2) ve coshf = 2 ise
0 2 1
A=12 0 2
1 -2 0
1¢in,
5 =2 4 0 2 1
A= 2 0 2 |veA=|2 0 2|=A4
—4 2 =3 1 -2 0



oldugundan,

2 3 4 5 6 7
R :eM:I+Aﬂ+%A”+iA+%AW+QA+QA”+iA+~-

3! 5! 6! 7!
3 6)5 97 92 04 06 )
:I+W+§+a+ﬁ+~mmwi+ﬂ+a+mm

= [ +sinh0A + (coshd — 1) A?
elde edilir. Boylece, cosh @ = 2 iken sinh § = /3 olacagindan,

R = I+V3A+(2-1)A
6 23 -2 V3+4
= | 2v3+42 1 2v/3 4 2
V3—4 2-2V/3 =2

olarak bulunur.
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4.3.3. 3. Yontem: Cayley Formiilii

u = (a, b, ¢) birim spacelike vektor ve lightlike vektor olmayan bir vektor olsun.

0 ¢ b
A= c 0 —a
-b a 0

yari ters simetrik matrisi igin
R=(I—-A)I+A"

formiilii u dénme ekseni olacak gekilde bir dénme matrisini verir. Bu formiil Cayley

formiilii olarak bilinir (Ozkald1 ve Giindogan 2009).

Ornegin, biz u = (3,2, 2) timelike vektoriinii alirsak, o zaman R = (I — A) (I + A) ™"

matrisi
9 -8 —4
R=1|4 -4 -1
8§ =7 —4
olacaktur.

Eger u = (a, b, ¢) vektoriinii birim spacelike vektor alirsak, o zaman
—a? + b* + ¢ = 1 olur. Buradan A + I matrisinin determinant: 0’dir ve bu yiizden

(A + I) matrisinin tersi yoktur ve Cayley formiilii kullamlamaz.

Sonug olarak, u = (a,b,c¢) donme ekseni olmak iizere Cayley formiilii ile

iiretilen donme matrisi

— (@ + 0+ A+1) 2¢ + 2ab 2ac — 2b
1
m 2¢c — 2ab a2+ —-—c2—-1 2bc — 2a
—2b — 2ac 2a + 2bc a? -0 +c2-1

olarak tiretilir.
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5. 4 Boyutlu Lorentz Uzayinda Dénme Matrislerinin Uretilmesi

Bu boliimde R} ve R uzayida donme matrislerinin iiretilmesinde kullanilan
yontemler verilecektir. Ik olarak Ozdemir tarafindan R%’de 4 x 4 tipinde yar1 ters
simetrik A matrisi i¢in Rodrigues-like formiiliiniin iiretilmesinde kullanilan yon-
tem verilecek. Ikinci olarak da Kula, Karacan ve Yayli (2005) tarafindan R3’de
4 x 4 tipinde yar1 ters simetrik A matrisi verildiginde e4’nin nasil hesaplanacagini
gosteren yontem verilecektir. Boylece 4 boyutlu Lorentz uzayinda donme matris-

lerinin iiretilmesi i¢in iki farkli metod gosterilmis olacaktir.

5.1. R% uzayimnda donme matrislerinin iiretilmesi

Bu boliimde, 4 x 4 tipinde yar1 ters simetrik matrisin exponensiyelini hesapla-
mak i¢in Rodrigues-like formiilii verecegiz. Bunun i¢in, A matrisi verildiginde;

{61, —01,i03, —if3} , A matrisinin biribirinden farkh 6zdegerleri olmak iizere

A == 61141 + (92142
AlAQ = AQAl = O
A3 = Ay, A3 =—A

olacak gekilde A matrisi ifade edilebilir.

Onteorem 5.41 (Ozdemir 2010) RY’de, 4 x 4 tipinde yar ters simetrik

0 = y g¢

r 0 S
A= P

y —p 0 &k

q —s —k O

matrisinin 6zdegerleri,

2
6, — \/7—\/[(1—[(2+\/(K1—K2)2+4K§

0 = \/75\/\/(1(1 — K,)? +4K3 — (K, — K,)
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olacak sekilde 0, —01, 051 ve —05i dir. Burada;

K = 24y +¢
Ky = p?+ k452

K; = sy—kx—pq

dir.

Ispat. Uzun siiren hesaplamalardan ve det (A\I, — A) = 0 oldugundan, bu

matrisin 6zdegerlerini

2
0, — \/7_\/}(1—}(2+\/(K1—K2)2+4K§

0y = ?\/\/(Kl — Ky)? +4K2 — (K; — K>)

olacak sekilde 61, —0y, 027 ve —f5i olarak buluruz. Agktir ki,

K — K, < \/(K1 — K,)” + 4K2

oldugu i¢in 6, ve 0, porzitif reel sayilardir. m

Ornek 5.42 (Ozdemir 2010) R4 “de,

0 1 3 4

1 0 2 1
A—

3 -2 0 3

4 -1 -3 0

matrisinin ozdegerlerint bulalim.

Bunun i¢in, dncelikle K1, Ky ve K3 degerlerini bulmaliyz.

K = 2249+ =1"+3+4>=26
Ky = PP+ +s2=224+12+3>=14

Ky = sy—kr—pg=1-3—-3-1—-2-4=-8
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oldugundan,

0, = g\/26—14+\/(26—14)2+4(—8)2=4

2
0y = g\/\/(% —14)° +4(-8)" — (26 — 14) =2
olur. Boylece bu matrisin 6zdegerlerini 4, —4, 2i ve —2i olarak buluruz.

Onteorem 5.43 (Ozdemir 2010) (—, +, +, +) isaretine sahip 4 x 4 tipinde A € R?

yary ters simetrik matrist verilsin.
A=TI"PI*EPT

olacak sekilde bir P pseudo ortogonal matrist ve bir E& blok matrisi vardwr. Buradak:

E blok matrisi,

E, 0 E, 0
E = veya E =
0 E, 0 O
seklindedir ve burada
0 —91 0 _02
E, = ve By =
-6, O 6, 0

dir.

Ornek 5.44 (Ozdemir 2010) R de,

0 —-28 —-16 —-16
=28 0 32 8
-16 =32 0 -—-14
-16 -8 14 0

yar ters simetrik matrisi icin A = I*PI*EPT esitligini saglayan P pseduo ortogonal
matrising bulalvm. A matrisinin dzdegerlerini 4, —4, 2i, —2i olarak bulabiliriz. Yani

01 = 4 ve 05 = 2°dir. Buradan E matrisini

0 —4 0 0

-4 0 0 O
E =

0 0 0 -2

0 0 2 0




olarak buluruz. Simdi A = I*PI*EPT esitligine gore P pseudo ortogonal matrisini

9 —4 -8 0

4 -1 -4 0
pP—

-8 4 7 0

0 0 0 1

olarak buluruz. Bu matris R} de pseudo ortogonal matristir.

Not 3 (Ozdemir 2010) A yari ters simetrik matrisi i¢in, A = [*PI*EPT egitligini
saglayan P pseudo ortogonal matrisini bulmak kolay degildir. P matrisini bulmanin

daha kolay yollar:, arastirilmalidar.

Simdi bu boliimiin 6nemli teoremini ispat edecegiz. Bu teoremi kullanarak, yari
ters simetrik matrisimizi iki tane yar1 ters simetrik matrise ayrigtiracagiz. Boylece,

R?’de 4 x 4 tipinde yar ters simetrik matris icin Rodrigues-like formiilii elde edecegiz.

Teorem 5.45 (Ozdemir 2010) R%’de null olmayan yar: ters simetrik 4 x 4 tipinde
A matrisi verilsin. Eger {01, —01,10s, —i0s}, A’mun birbirinden farkly 6zdegerleri ise,

o0 zaman

A = 0,41+ 0,A,
A1A2 - A2A1 - 04
Ai’ - A17 Ag = —A2
olacak sekilde iki tane tek yar ters simetrik Ay ve As matrisleri vardir. Ayrica,
A 01AIH0242

e? = I+ [(sinh6) A; + (—1 4 cosh ;) A}] + [(sinfs) Ay + (1 — cos ) A3]
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Ispat. Onteorem 5.43’den, A matrisi
A=TI"PI*EP"

olarak yazilabilir. Buradaki £ matrisi,

0 -6, 0 O
-6, 0 0 0

0 0 0 —0

0 0 6, O

seklindeki sifirdan farkli bloklar: iceren blok diagonal matristir.

Burada {61, —0;,i03, —if3}, A'min birbirinden farkh ézdegerleridir. F; = 6,G4

ve Fy = 055 esitliklerini saglayan F} ve F, matrisini alalim. Burada,

000 O

0 -1 00

-1 0 0 0 000 O
Gl = ve G2 =

0 0 0O 000 -1

0 0 0O 001 0

dir. Bu durumda, A; = I*PI*G{PT ve Ay = I*PI*G5PT olur. Buradan,
PTI*PI* = I ozelligini kullanarak,

AjAy = I'PI*GL PTT* PI*Go PT = I PI*G1Go PT = 0 ve AyA; =0
oldugunu elde ederiz. Aynmi zamanda G% = G ve G = —G>, esitliklerinden,

A} = (I'PI*G\P") (I'PI*"GLP") (I" PI*G, P")

= I'PI'GiG1G,P"
= I'PI"G,P"
— A
oldugunu ve benzer gekilde de A3 = — A, oldugunu elde ederiz. A; ve A, degigmeli
oldugu igin,
oA = 1 ALH02As _ 0141 0242
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olur. Boylece 3 x 3 durumunda oldugu gibi A? = A; ve A3 = — A, oldugunu kulla-

narak

41 = I, + sinh 6; A, + (—1 + cosh 6, ) A2

ve

692A2 — [4 —'— Sin 92142 + (1 — COS 92) A%

oldugunu gosterebiliriz. Gergekten, A3 = A; olmas
. . . 2k-+17 ]
j=1,2vek>0igin A" = A}

oldugunu gosterir ve boylece

oF Ak
M= Lty 11511
E>1 ’

0 03 6 62 o7 4°
— [4+(_1_|__1+_1+...)A1+(_1+_1+_1+...

1 31 5!
= Iy +sinh6;A; + (—1+ coshb,) A2

21 4l 6!

olur.

Benzer olarak, A3 = — A, olmasi
j=1,2vek>0icin A" = A) ve AT = — A
oldugunu gosterir ve boylece

0, A 02 Ag
e 242 _|_ T

k>1
(BB V(B
1! 3! 5! 21 4! 6!

= I, +sinfyA; + (1 — cosfy) A2
olur. A;A; = A3 A; = 04 oldugu igin,

oA = 1A 2

)Ag

= (I4 + sinh 61 A; + (—1 + cosh 64) A%) (I4 + sin 3 Ay + (1 — cos ) Ag)

= IZ+ (A1 sinh §; + A3 — A cosh 6’1) + (Ag sin @y + A3 — A3 cos 92)
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olur. §imdi A; ve Ay’'nin tekligini gosterecegiz. Eger A; ve Ay gerekli ozellikleri

saglayan matrisler oldugunu varsayarsak

A = 01141"“92/42

A? = 07A% + 0545

A3 = 343 40343

=0A, — 034,

denklemlerini elde ederiz. Buradan yukaridaki denklem sistemini ¢tzersek

A=0,A1 4 0,4,
A3 - G?Al - 0%142

lur. Burada A; =
olur. Burada A; 9261 03
buluruz. =

Ornek 5.46 (Ozdemir 2010) R4 “de,

0
—28
—16
—16

(02A+ A%) ve A, =

—28 —16
0 32

=32 0

-8 14

1

9202 7 (H%A — A®) seklinde

—16
8
—14
0

yary ters simetrik matrisi i¢in Teorem 5.45°deki ozellikleri saglayan Ay ve Ay ma-

trislerint bulalim. Bu matris i¢in, 01

1

A= (02A+ AP ve Ay = ————

LT 20, 1 0P (62 ) ve Az 020, + 0
0 -7 —4 0
-7 0 8 0

A = ve Ay =

-4 -8 0 O
0 0 0 O

matrislerini elde ederiz. Simdi

A = I+ [(sinh4) A; + (=1 + cosh4) A}] +

48

0 0 0 -8

0 0 0 4

0o 0 0 =7
I -8 —4 7 0 |

= 4 ve 05 = 2 olur. Buradan

(07A — A3) esitliklerini kullanarak,

[(sin2) Ay + (1 — cos 2) A3]



formiiliingi kullanarak R = ey

[ —64a + 65b —32(a—b)—Ty 56(a—0b)—4y —8x ]
32(a—0b)—Ty 16a — 15b 28(—a+0b)+8y 4x
—56 (a —b) —4y —28(a—0b) — 8y 49a — 48b —Tz
I —8x —4z Tx a

olarak hesaplayabiliriz. Burada a = cos2 ve b = cosh4’dir. Aymi zamanda

Vi—a?=xz ve VV®*—1=y

4 4 2 672i

dir. Bu donme matrisinin ozdegerlerinin e*,e™*, e, olduguna dikkat edelim.

Yukaridaki 6nteoremi kullanarak yari ters simetirk matrisin 6zdegerlerini bu-

labiliriz.

Not 4 (Ozdemir 2010)
(A— I AT[")?
4
stmetrik matrisinin ézdegerleri 01,05 > 0 olmak tizere {0?, 03, 03, —03} veya

{67,63,0,0} “dir.

ispat.
(ET)’ = E*, EI'E"I* = I'E"T"E = —E?, PI'PTI* = I ve A= I"PI*EP"
esitliklerini kullanarak
AI'A"1* = (I*PI'EP") I* (PE"I"P"I*) I* = I"PI* (—E*) P" = —-I*"PI*E*P"
I'ATI*A = I*(PE"I*P'I*) I* (I"PI"EP") = I"PI* (-E*) P" = —-I*"PI*E*P"
oldugunu elde ederiz. Buradan,

1
L A-TATT) = PIEPT
1
olur. Boylece 1 (A—I"ATT *)2 matrisi I*PI*E?PT geklindedir. Burada

2 0 0 0 2 0 0 0

06 0 0 0 6 0 0
E? = ! veya F? = !

0 0 —65 0 0 0 00

00 0 —6; 0 0 00
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1
seklindedir. Yani 1 (A—I"ATT *)2 matrisinin 6zdegerleri {673,607, —03, —03} veya
{67,63,0,0} dir. w
Onteorem 5.47 (Ozdemir 2010) Her R € SO (4,1) dénme matrisi igin,
R=TI"PI*DP"

olacak sekilde bir D blok diagonal matrisi ve bir P pseudo ortogonal matrisi vardar.

Burada D blok diagonal matrisi

Dl 0 D1 0
D = veya D =
0 D, 0 O
seklindedir ve burada
coshf; sinh6, cosfy —sinb,
1= ve Dy =
sinh #; cosh6; sinf, cosfy

dir. Dikkat ediniz ki, D; = e esitliklerini kullanarak D matrisini elde edebiliriz.
Yani, A yar ters simetrik matrisi tarafindan tretilen R dénme matrisinin ozdeger-
leri e, e=% 92 ye €72 dir. Béylece, yukaridaki énteoremi kullanarak

R € SO (4,1) donme matrisinin ézdegerlerini bulabiliriz.

Ornek 5.48 (Ozdemir 2010) Ozdegerleri e®?,e~1"2 ¢i™/2 ¢=i7/2 olan R € SO (4, 1)
donme matrisinin ozdegerlerini bulalim. O zaman, cosh (In2) = 5/4,

sinh (In2) = 3/4, cosm/2 =0 ve sinw/2 = 1 olur ve D matrisi de

5/4 3/4 0 0

3/4 5/4 0 0
| 345/

0 0 0 -1

0 0 1 0

seklinde olacaktir. §imdi P pseudo ortogonal matrisini

9

4 -1 —4 0
pP—

-8 4 7 0

0 0 0 1

-4 -8 0
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olarak alalim. O zaman, R = I*PI*DPT esitligini kullanarak R dénme matrisini

[ 325/4 181/4 —67 -8 |
L | 1o e 2
73 41 —60 -7

s -4 T 0

1
olarak elde ederiz. Bu matrisin ozdegerlerini kontrol edersek, 2, 3 —1,1 oldugunu

buluruz. Bu da kisacasy e™2, e~ 102 ei™/2 e=im/2 7 djr.

Sonug 5.49 (Ozdemir 2010) Herhangi R € SO (4,1) dénme matrisi verildiginde,
Eger {e70, e% %2 e72} 0 > 1 ve 0 < 0y < 7 olmak idizere R’nin 1°den farkh

ozdegerlerinin kiimest ise,

A = 0,A+6:A,
A1A2 - A2A1 - 04
AP = Ay, Al =—4,

olacak sekilde Ay ve As yar ters simetrik matrisleri vardir. Ayrica,

R e = I, + [(sinh 1) Ay + (—1 + cosh 6;) A7 ] (5.1)

+ [(sin ) Ay + (1 — cos ) A3
1
dir. Dikkat edelim ki {cosh@;,cosfs} kiimesi, 3 (R+ I*"R"I*) ters simetrik mat-

risinin 1’den farkl ézdegerleridir. Boylece biz cosh 0y ve cosfsy’t bulabiliriz. Ayna

zamanda asagqidaki teoremi kullanarak A, ve Ay matrislerini de bulabiliriz.

Teorem 5.50 (Ozdemir 2010) R, RY’de bir donme matrisi olsun. O zaman (5.1)
esitligini saglayan A, ve Ay matrisleri,
1
cosfy (R — I*RTT*) — SR =T (R*)" I7)
A, —
! 2 cos 65 sinh 8; — sinh 26,

ve
1
cosh 04 (R — [*RTI*) — 5(32 _J* (Rz)T )

Ay

B 2 cosh 64 sin 05 — sin 2604

formiillerini kullanarak bulunabilir. Burada {6’91 el et e’w?} kiimesi, R’nin bir-

birinden farkl ozdegerlerinin kiimesidir.
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5.2. Ré uzayinda donme matrislerinin iiretilmesi

R} uzayinda 4 x 4 tipindeki yar ters simetrik matrisi,

olarak goz oniine alalim. Burada

dir. Simdi baz ¢nbilgileri verelim.

0
Qg
as

as

AT = —cAe, e =

—ag as ag
0 a1 —as
ag 0 —aq
—as a1 O |
| -1 0 0
0 -1 0
0 0 1
I 0O 0 0

= o O O

Onteorem 5.51 (Kula vd 2005) (5.2) matrisinin karakteristik polinomu p (\) olsun.

O zaman p (—\) =

ispat.

olur. m

p () ‘dor.
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Onteorem 5.52 (Kula vd 2005) Eger A matrisi (5.2) matrisi ise o zaman,

2 2 2 2 2 2
b . 2
0o = (alaﬁ — agay — a2a5)

olmak tizere

p(A) = M+ b\ + by

dar.

Sonug 5.53 (Kula vd 2005) (5.2) matrisinin ézdegerleri

i) Eger b3 — 4by > 0 ve by > 0 ise,

) —b2+\/b%—4b0 . . —b2+\/bg—4b0
AN = 4 5 =1iaq, Ag = —1i 5

= —iOél
/H2 _ /b2 —
Ay = i\/b2+ ;2 0 _ iy, A4=—z'\/b2+ 22 o i
1) Eger b3 — 4by > 0 ve by < 0 ise,
—by + /b3 — 4bg —by + /b3 — 4by
A= B =g, A= — 9 = —Q2
—by — /b3 — 4bg —by — /b3 — 4by
A5 = . iy M= — . -

111) Eger b3 — 4by < 0 ve by # 0 ise,
1 .
N = 5\/2\/b_0—b2+%\/2\/%+b2:u+iv:z
1 i .
Ay = —5\/2\/6_0—172—5\/2\/b—0+b2:—u—w:—z
1 i . _
A3 = —5\/2\/b_0—b2+§\/2\/b_0+62:—U“‘ZU:—Z

1 .
P— 5\/2\/%—b2—%\/2\/b_0+b2:u—w:2

w) Eger by — 4by = 0 ve by > 0 ise,

) ) . /b )
A =1 ézz,u, Ay = —4 52:—2/1
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Eger b2 — 4by = 0 ve by < 0 ise,

—b —b
M=y =e =y =

Teorem 5.54 (Kula vd 2005) (5.2) matrsinin ozdegerleri igin,

i) Eger b3 — 4by > 0 ve by > 0 ise,

a2 cos 1y — j12 cos oy adsin py — p3 sin oy

a, = bl =
2 2 ) 2 2
a1 — My arpy (of — i)
o = COS [L; — COS (1 d; = Q1 SIn 1, — ftq Sin oy
- 2 2 - 2 2
ay — [y iy (o — pf)

olmak tizere

e =ail + A+ c A% + d A3

dir. Ek olarak eger by = 0 ise,

1_ o
ap = ]-7 bl - 17 1 = C(Q)SM]-) dl - Ml Sslnﬂl
2% M1
veya
AT sinu1A+ 1 —COS[ly 4o
Hq 251
olur.

1) Eger b3 — 4by > 0 ve by < 0 ise,

2 cosh aiy — a2 cosh i, a3 sinh py — p3 sinh o

s = 3 b2 -
p5 — aj Quafts (O — 13)
cosh ay — cosh iy [y sinh avg — avg sinh p,
C2 = 2 2 ) dy = 2 2
a5 — W Qafly (O3 — p13)

olmak tizere

BA = CLQI + bQA + 62A2 + d2A3

dir. Ek olarak eger by = 0 ise,

—1 + cosh —ap + sinh
ag =1, by = 1, 02:—20‘2’ Ch:w
Q3 a5

veya

inh -1 h

eA:I—I—Sm a2A+ + cos a2A2

(65) (6%)

olur.
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111) Eger b3 — 4by < 0 ve by # 0 ise,

1
as = 3 (2uv coshucosv — (u2 — 112) sinh u sin v)
1
by = m (v (—2)2 + 3u2) sinh u cosv + u (—u2 + 37}2) cosh u sin v)
G = 5 (sinh u sin v)
1
d3 = —————(ucoshusinv — vsinhwucosv)

2uw (u? + v?)

ve ek olarak eger by = 0 ise

a3 = coshucosu
by = — (sinhwcosu + coshusinu)
2u
c3 = —— (sinhusinu
d3 = e (cosh usinu — sinh u cos u)
u

olmak tizere

BA = CL3] + bgA + 63142 + d3A3

dir ve burada I, 4 X 4 tipinde birim matristir.
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6. n Boyutlu Lorentz Uzayinda Dénme Matrislerinin Uretilmesi

Bu boliimde, n > 4 olmak iizere n X n tipinde yar1 ters simetrik bir matrisin
exponensiyelini hesaplamak i¢in Rodrigues-like formiilii verecegiz. Ayni zamanda A
matrisinin ayrigiminda kullamlan A, ..., A, yar1 ters simetrik matrislerinin tekligini
gosterecegiz. Asagidaki 6nteorem Ay, ..., A, matrislerinin elde edilmesinde 6nemli bir

rol oynar.

Onteorem 6.55 (—,+,+,- -+ ,+) isaretine sahip n X n tipinde yar: ters simetrik
A € R} matrisi verildiginde,

A=I'PI*EPT
olacak sekilde bir P pseudo ortogonal matrisi ve bir E blok diagonal matrisi vardr.

Buradaki E matrisi
Ey

On—2m

seklindedir ve ayni zamanda her E; blogu reel iki boyutlu matris seklindedir:

0 —922-_1 0 _922' .
Eyi 1= ve Fo = (1>1)
—621',1 0 ‘921' 0

Teorem 6.56 n > 4 olmak tizere R} ’de yar ters simetrik A matrisi verilsin. Eger
{ela _(917 ie?a _Z’e?v ) 92]@—17 _92k—la 7;92’67 —292]{;}

8; > 0 ve her 0; (ve —6;) ve if; (ve —0;) ki, k; > 0 kathlhga sahip olmak tizere A’'nin

birbirinden farkly ozdegerleri ise, 1 < k < p ve 2p < n i¢in

A - 91A1+‘92A2+"'+9PAP
Agp—1 A9y, = AgpAop_1 =0,

3 3
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olacak sekilde p tane tek A, ..., A, yar: ters simetrik matrisleri varder. Ayrica:

oA = A0 At 40, Ay

p—1
= I,+ Z( [sinh O2k—1Agk—1 + (cosh Oy — 1) A%kfl]

k=1
+ [8in O Agy + (1 — cos b2;) A3, ])

dir.
Ispat. Onteorem 6.55’den, A matrisi
A=TI"PI*EPT

seklinde yazilabilir. Burada F matrisi

0O —-0; 0 O 0 0 0 0
-0, 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —6, 0 0 0 0
0 0 6, O 0 0 0 0
E =
0 0 0 O 0 —0o—1 O 0
0 0O 0 O —0as_1 0 0 0
0 0O 0 O 0 0 0 —0y
0 0O 0 O 0 0 O O

seklinde sifirdan farkl bloklardan olusan blok diagonal matristir.
{01, —01,i03, —i0s, ..., Oo_1, —Oox_1, 02y, —ifoy }, A'min birbirinden farkh 6zdegerleridir.
Fy, Fy, ..., F, matrisleri Fy,_1 = O9,_1Gax_1 ve Fy, = 09,Goy esitliklerini saglayan

matrisler olsunlar. Burada Goj_1 ve Gy,

Hyy 0 0 0 Hy, 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

Gaor—1 = 0 0 0 0 ve Gop, = 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
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seklinde blok diagonal matrislerdir. Aym zamanda Hy, 1 ve Ho,

0 -1 0 —1
Hop1 = ve Hyj =
-1 0 1 0

seklinde ana kogegenleri 0 olan iki boyutlu reel blok diagonal matrislerdir. Bu du-
rumda Ao,y = [*PI*Goy,_1 PT ve Ay, = I* PI*Gy, PT olur. Buradan, PTT*PI* = I

ozelligini kullanarak,
Asj1Aor, = I'PI* Gy PP T*PI*Gop PT = I" PI* G- 1G2u P = 0 ve AgpAgp—1 =0
oldugunu elde ederiz.

Ayni zamanda, G35, | = Gy, ve G5, = —Glyy, esitliklerinden,

Ay = (I"PI*Gopr PT) (I" PI* Gy PT) (I* PI*Gojp1 PT)
= I[*PI'Goy 1Gop 1Gap 1 PT
- I*PI*GQkflf*
= Ay
olur ve benzer sekilde Agk = — Ay olur. Ay, 1 ve Ay degismeli oldugu igin,

€A — 691Al+92A2+“'+92k71A2k71+92kA2k _ 691A1692A2 . 692’“*1/42’“*1602’“4%

olur. Boylece n X n durumunda oldugu gibi A3, | = Agp_1 ve A3, = — Ay, oldugunu

kullanirsak,
eazk_lAQk_l = In + sinh 02k_1A2k_1 + (COSh 92k—1 — ].) Agk—l

ve

eP2k42 — [ 4 gin Oop Aos, + (1 — cos By;) A,
oldugunu gosterebiliriz.

Gergekten, A3, | = Ag_1 olmasi, her j = 1,2 ve tiim m > 0 i¢in

2m+j _ 4J
A2k—1 - A2k—1
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oldugunu gosterir ve boylece,

Oop—1A2— ]

m>1

Ooi1 ey 03y
In+( I ) Aw

02, , 03, 05
+< k-1 | V2k—1 | Uok 1+...)A§k1

2! 4! 6!
= In + sinh ng_lAgk_l + (COSh 92]@—1 — 1) Agk—l

olur. Benzer gekilde, A3, = — Ay, olmasi, her j = 1,2 ve tiim m > 0 igin
A;TH = Ajék ve A;‘Z‘”” = _Ajék

oldugunu gosterir ve boylece,

mAm
elarAa In+§ : 2k412k

m!
m>1
B Oax «9§k 93k egk egk egk 2
= I,+ (T—§+H—--- Ao + j—ZﬂLﬁ—--- Asp

= I, +sinfy Aoy + (1 — cos ) A3,

olur.
Agp_1Asr = Ao Agg—1 = 0, oldugu igin
GA = P1AL02As | Bk 1 Ask 1 BakAsy
= (I, +sinh@ap_1 o1 + (cosh oy — 1) A3, )
(I, 4 sin O Agy + (1 — cos Oa) A3)
I? + (Agp_ysinhfo,_y + A3, | — A3, coshfy, 1)

+ (Agk sin ng + Agk — Agk COS ng)

olur.

Simdi As,_1 ve Agi’larin tekligini ispatlayalim. Eger Asy_1 ve Ao, matrislerinin

gerekli ozellikleri sagladigini varsayarsak, A, Ao, ..., Asr_1 ve Aoy, matrislerini kulla-
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narak,

A = 0141 +02As 4 - 4 Ogp_1 Ag—1 + O Ao
A2 = AT+ OGAS -+ 05 AS 03, A%
AP = GIAT + O5AY + -+ 05 AS |+ 05,43,

AP = 1A — A+ -+ 05, Agy — 05, Aoy
denklem sistemini elde ederiz. Buradan,

A=01A1+ 0245+ - + 09,1 Aoj—1 + 02 Agg,
A3 =03A — A 4+ 03, Ag1 — 03, Agi

denklem sistemini ¢ozersek

1 1
(ngA + A3) ve Agk =

A2k—1 - — a3
02,0001+ O3y, 02, 0oy, + 03,

oldugunu buluruz. m

Ornek 6.57 R?’de,

(031 A — A%)

yary ters simetrik matrisi icin Teorem 6.56 'daki ozellikleri saglayan Ay ve Ay mat-

risini bulalum. Bu matris i¢in, 0; = 1 wve 0y = /3 olur. Buradan, A; =

07A— A3 o
ve Ay = ————= egitliklerini kullanarak A, ve Ay matrislerini

620, + 63

000 1 1 0 V3/3  —/3/3

000 0 O V3/3 0 V/3/3
Ai={000 0 0| ve Ao=| —v3/3 =v/3/3 0

100 0 1 0 V3/3 —/3/3

100 —10 0 —/3/3 +/3/3
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03A + A3
020, + 6

0

—V/3/3  V3/3

V3/3
0
0

—V3/3
0
0




seklinde elde ederiz. Simdi, R = e’
e =I5+ [(sinh 1) A; + (—1 4 cosh 1) A3] + [(sin V3)Ay + (1 — cos \/§)A§] :

formiiliini kullanarak

“2a46b—1  —ata+l —a—x41 20— 3b+y+l  —2a+3b+y—1 |
at+xr —1 2a+1 —a+x+1 —a—x+1 a+r —1
% a—x—1 —a—x+1 2a+1 —a+x+1 a—x—1
—2a+3b+y —1 —a+x+1 —a—x+1 2a+1 —2a+3b+y — 1
I 2a —3b+y+1 a—z—1 a+x—1 —2a+3b—y—1 2a+1 |

olarak elde ederiz. Burada a = cos /3 ve b = cosh 1 dir. Aynar zamanda
V3—3a®>=1x ve Vo2 —-9=y

dir. Bu donme matrisinin ézdegerlerinin et,e !, e‘/gi, e~ V3i olduguna dikkat edelim.

Not 5 )
(A— ["ATT")
4

simetrik matrisinin 6zdegerleri 6; > 0 olmak tizere

2 n2 2 2 2 2 2 2
{91’ 017 _927 _927 U 79%—1’ 92k—1’ _‘92k7 _92k}

veya

{67,63,0,0,...,05,_1,05,_,,0,0,..,0}

dir.
ispat.
(ET)2 —_ E2’ E[*ET[* _ [*ET[*E _ _E127 P[*PTI* —Tve A= [*P[*EPT
esitliklerini kullanarak

ArA'* = (I'PI*EP")I* (PE"I'P'I") I* = I'PI* (—E®) PT = —I*PI*"E*P"
I'A"r'A = I*(PE"I'P'I*) I* (I'PI"EP") = I"PI* (—E®) P" = —I*"PI"E*P".
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oldugunu elde ederiz. Buradan,

(A= I"ATI") = "PI"E*PT.

=] =

1
oldugunu buluruz. Boylece, 1 (A—I"A"T *)2 matrisi [*PI*E?PT seklindedir. Bu-

rada E? matrisi

07 0 0 0 0 0 0 0
06 0 0 0 0 0 0
0 0 —65 0 0 0 0 0
00 0 —6; 0 0 0 0
E? = :
00 0 0 02, , O 0 0
00 0 0 0 65, 0 0
00 0 0 0 0 -6 0
00 0 0 0 0 0 05
veya
2 0 0 0 0 0 00
0 67 00 0 0 00
0 0 00 0 0 00
0 0 00 0 0 00
E? =
0 0 00 0., 0 00
0 0 00 0 635, 00
0 0 00 0 0 00
0 0 00 0 0 00

seklindedir. Yani, (A —I*ATT *)2 simetrik matrisinin 6zdegerleri

4
{01,01, —03, 03, 031, 001, =03, — 02}
veya

{67,63,0,0,--- ,03,_,,605,,,0,0,--- ,0}
dir. m

62



Onteorem 6.58 Her R € SO (n, 1) donme matrisi icin,
R=I"PI"DP"

olacak sekilde bir D blok diagonal matrisi ve bir P psuedo ortogonal matrisi vardr.

Burada D blok diagonal matrisi

D,

[n—Zm

seklindedir ve ayrica ilk m tane D; bloklar: 0 < 0; < m olmak tizere

cosh @y 1 sinhfy; cos fly;  —sin By
Dy = 2i—1 2i—1 ve Dy — 2 2
sinh 921'71 cosh 627;,1 sin 921' COS 921'
seklindedir. Eksponensiyel doniigiimiin ortenliging kullanarak, kolaylikla

onteorem 6.55°den, dnteorem 6.58 den ve eger,

O —027;_1 O _022' .
Ey 1= veya FEo = (1>1)
—02i—1 0 O 0

1Se 0 zaman,

cosh 621',1 sinh 922‘,1 COS 921' —sin 92i

Eoi1 Eai _

(& ve €

sinh 6’21‘_1 cosh ‘921‘_1 sin (9% COS QQZ‘
olacagindan SO (n, 1) ’de donmeler i¢in n > 4 olmak tizere asagidaki karakterizas-

yonu elde ederiz:

Onteorem 6.59 n > 4 olmak iizere herhangi R € SO (n, 1) donme matrisi verilsin.
Eger,
{691’ e01 i milz o1 o0k bk 6%02,@}
Ook—1 > 1 ve 0 < Oy, < w olmak tizere R’nin 1’den farkl ézdegerlerinin kiimesi ise,
1 <k <pwe2p<n ic¢in,
A = 0A +0A,+---+0,A,
Agp1 Aoy = Ay Ao 1 =0,

3 3
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olacak sekilde Ay, ..., A, matrisleri vardir. Ayrica;

€A _ 691A1+92A2+~~+9pAp

p—1
= In + Z [Sinh ‘92]4,114%,1 + (COSh 02k71 — 1) A%k—l}
k=1
+ [sin Oar Aok, + (1 — cos Bay,) Agk]

1
dir. 3 (R +I*RTT *) yary simetrik matrisinin 1°den farkly ozdegerlerinin kiimesinin

{cosh 0y;_1,cos0y;} olduguna dikkat edelim.
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7. SONUC

Bu calisma kapsaminda, R? ve R Oklid Uzayindaki dsnme matrislerin iiretilmesini
gosterilmistir. Ayrica R, R ve R Lorentz Uzayindaki donme matrislerinin {iretilmesi
gosterilmistir. En son olarak da R} Lorentz Uzayimndaki dénme matrislerin {iretilmesi

yeni bir metodla verilmigtir.
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