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Bu calismada, Theta fonksiyonlarinin logaritmik doniisiim formiillerinde gorii-
len Hardy toplamlarinin dejenere halleri tanimlanmigtir. Dejenere Hardy toplam-
lar1, dejenere Dedekind toplamlari cinsinden ifade edilmistir. Ayrica, dejenere Hardy
toplamlarinin sagladiklari reciprocity bagintilari, dejenere Dedekind toplamlar: yardi-

miyla ispat edilmis ve bu toplamlarin baz 6zellikleri incelenmistir.
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DEGENERATE HARDY SUMS
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December 2010, 38 Pages

In this work, the degenerate manner of the Hardy sums, arising in the trans-
formation formulas of logarithms of theta functions, is defined. The connections
between degenerate Hardy sums and degenerate Dedekind sums are derived. The
reciprocity laws satisfied by degenerate Hardy sums are proved by means of dege-

nerate Dedekind sums.

Furthermore, several properties of these sums are investigated.

KEY WORDS: Dedekind Sums, Hardy Sums, Bernoulli Polynomials, Degenerate

Bernoulli Polynomials.

COMMITTEE: Prof. Dr. Veli KURT
Asst. Prof. Dr. Yusuf SUCU

Asst. Prof. Dr. Miimiin CAN

i



ONSOz

Bu ¢alisma esas olarak Onbilgiler ve Bulgular olmak tizere iki boliimden olusmak-
tadir. Bulgular boliimiinde kullanilacak olan Bernoulli polinomlar: ve fonksiyonlari,
Dedekind toplamlari, genellestirilmig Hardy toplamlari, dejenere Bernoulli polinom-
lar1 ve fonksiyonlari, dejenere Dedekind toplamlari ve dejenere Euler polinomlar: ve

fonksiyonlar: Onbilgiler boliimiinde tanitilmis ve bazi ozellikleri verilmistir.

Bulgular boliimiinde ise dejenere Hardy toplamlar: tanimlanarak bunlarin de-
jenere Dedekind toplamlar: cinsinden ifadeleri verilmistir. Ayrica, dejenere Hardy
toplamlarinin sagladiklar: reciprocity bagintilari, dejenere Dedekind toplamlar: yardi-

miyla elde edilmis ve bu toplamlarin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinin, bu alandaki calismalara énemli katkilar saglayacagi inancin-

dayiz.

Bu c¢aligma boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan, destegini esirge-
meyen danigmanim Sayin Yrd. Dog. Dr. Miimiin CAN’ a, yardimlarin1 gordiigiim
degerli boliim bagkanim Prof. Dr. Veli Kurt” a ve Yrd. Dog. Dr. Mehmet Cenkci’ ye

tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

h, k pozitif tamsayilar ve (h,k) = 1 olmak iizere Dedekind n—fonksiyonu
teorisinde ortaya ¢ikan s(h, k) Dedekind toplamlar: 1892 yilinda R. Dedekind tarafin-

= 32 () G)

j(mod

dan

olarak tammlanmigtir. Burada, [x] herhangi bir = reel sayisiin tam degeri olmak

iizere ((x)) fonksiyonu
r—[z]-3% 2¢Z
0 , rTEL
ile tanimlanir.
Dejenere Dedekind toplamlar: Cenkci vd (2007) tarafindan

sz = 3 B (W) B (Al o)

j(mod)k
egitligi ile tanimlanmigtir ve bu toplamlarin sagladigi reciprocity formiilii ispatlan-

mustir. Burada 3, (A, z), n-inci dejenere Bernoulli fonksiyonudur (Sayfa 9).

Hardy toplamlari, Theta fonksiyonlarinin logaritmik doéniigiim formiillerinde

goriilmektedir. Berndt (1978) ve Goldberg (1981), gjig modiiler déniigiimiiniin
a, b, c,d katsayilarina bagh olarak log;(z), i = 3,4 igin alt1 farkl doniigiim elde
etmisglerdir. Bu doniisiim formiillerinde, Dedekind toplamina benzer olan, Hardy

toplamlar1 ya da Berndt’ in aritmetik toplamlari olarak adlandirilan ve

sy = S =3 ey (W),

—1 —1
1

<

sa(hk) = > (~1)l¥]
egitlikleri ile verilen ii¢ farkli toplam goriilmektedir. Bu toplamlarin temel 6zelligi
olan reciprocity bagntilarinin farkl ispatlar1 Berndt (1978), Berndt ve Evans (1980),
Goldberg (1981), Apostol ve Vu (1982), Berndt ve Goldberg (1984), Sitaramachan-
drarao (1987) ve Simgek (2006) tarafindan verilmistir.
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Can vd (2006) tarafindan, genellegtirilmig Hardy toplamlari, » > 1 igin

S.(h k) = 4k§_§ r(“’“ ) wr(hb) = 3" (1B, (%7)

j=1
k-1 o h]
S4,T<h7 k) = _42 Br <%>
j=1

esitlikleri ile tanimlanmustir. Burada B, (z), n-inci Bernoulli fonksiyonudur (Sayfa
3). Bu sekilde tammlanan genellestirilmis Hardy toplamlarinin reciprocity formiilleri,
genellestirilmis Dedekind toplamlar: cinsinden ifadeleri ve baz ¢zellikleri Can vd

(2006) ve Can (2006) tarafindan verilmistir.

Bu calismada, dejenere Hardy toplamlar:

k—1 . k—1 .
_ 3 (h+k)j B hj
S.(h,kI\) = 42 r<>\, o c o sae(B RN =) (= )
j=0 7=0
kfl_ hj
Sap(h kN = —4) (Aﬂ>
j=0

seklinde tanimlanmigtir. Bu sekilde tanimlanan dejenere Hardy toplamlarinin recip-
rocity formiilleri ispatlanmis, dejenere Dedekind toplamlar: cinsinden ifadeleri ve-

rilmigtir. Ayrica, bu toplamlarin baz1 6zellikleri incelenmistir.



2. ONBILGILER

Bu boliimde, Bernoulli polinomlar: ve fonksiyonlari, Dedekind toplamlari, genel-
legtirilmis Hardy toplamlari, dejenere Bernoulli polinomlar1 ve fonksiyonlari, de-
jenere Dedekind toplamlari ve dejenere Euler polinomlar: ve fonksiyonlar: tanitilacak

ve baz1 ozellikleri verilecektir.

Tanim 2.1 B, (x) Bernoulli polinomlar,

t ext 0
=S Bu@) o (i < 2m)

trete¢ fonksiyonu ile tanvmlanir (Apostol 1950, Kanemitsu ve Tsukada 2007).

B, (z)’ in tamminda z = 0 almirsa B, (0) = B,, n-inci Bernoulli sayis1 elde

edilir. By = 1, By = —3, By = §,--- ve her n > 1 i¢in Byyy1 = Bayo1(3) = 0

dir (Jordan 1965). B, (z) n-inci Bernoulli polinomunun Bernoulli sayilari cinsinden

ifadesi
Bue) =3 () B
dir (Apostol 1976).
n-inci Bernoulli fonksiyonu B,, (z), n > 1 i¢in B, (v) = B, ({z}) ve n = 1 i¢in

Bl({x}) y & ¢ Z7
0 , T €L

B (z) =

ile tamimlanir. Burada {z}, 2’ in kesir kismidir. B, (x) n-inci Bernoulli fonksiyonu

1 ile periyodik bir fonksiyondur.

Ayrica, B, (z) Bernoulli fonksiyonu ve B, (z) Bernoulli polinomu, herhangi

bir x i¢in
m—1 .
B, (m + i) =m!'™"B, (mx)
: m
7=0
ve
m—1

Raabe bagintisini saglar.



2.1. Dedekind Toplamlari

Tanim 2.2 (Rademacher ve Grosswald 1972) h,k € Z, k > 1 olmak tzere s(h, k)

ile gasterilen Dedekind toplama,

on=3 (1) (%)

egitligi ile tanymlanar.

Teorem 2.3 Dedekind toplamlari, (h,k) =1 olmak tizere

1 /h k 1 1
(hk)—l—s(kh) 12(E+E+%)—Z

reciprocity bagintisine saglar (Rademacher ve Whitheman 1941, Rademacher ve Gross-

wald 1972).

Bu toplamlar, bir¢gok matematik¢i tarafindan genellestirilmis ve bunlara karsilik
gelen reciprocity bagintilar1 farkh yollardan ispatlanmigtir (Rademacher ve Whithe-
man 1941, Apostol 1950, Apostol 1952, Carlitz 1954, 1964, Rademacher 1964, Rademac-
her ve Grosswald 1972, Berndt 1973, Berndt 1975, Takacs 1979, Kurt 1990, 1991,
1997, Nagasaka vd 2003, Ota 2003, Sekine 2005, Cenkci vd 2007).

Apostol’ un (1950) tanimladigi genellegtirilmis Dedekind toplami, n, h, k pozi-

tif tamsayilar olmak iizere
g (M
o) =3 15, <?)
seklindedir. Bu toplamin sagladig1 reciprocity bagntisi, (h, k) = 1 ve n tek tam-

sayilari i¢in

1 s n+1 . . . nB
hk"s,(h, k) + kh"s,(k,h) = 1Y BWB,, k1 n+1
S(a )+ 3(7 ) (n+1)2( j )( ) 7 +1—j +(7’L—|—1)

=0
seklindedir. n = 1 olmasi durumunda B; (z) = ((x)) oldugundan s (h, k) = s(h, k)
olur. Ayrica, Takacs (1979) Dedekind toplamlarimin bir diger genellestirmesini

b—1 .
sr(a,blz,y) = ZPT< U+y) +x)P1<‘7+Ty>

J=

4



esitligi ile tanimlamigtir. Burada r = 0, 1,2, ... olmak iizere P, (z) fonksiyonu, 0 <
r < 1i¢in P.(z) = B,(x) olarak tamimlanir. Takacs (1979) reciprocity bagintisin

ise, r =0,1,2,... olmak iizere a ve b porzitif tamsayilar ve x ve y reel sayilari i¢in

(T + 1) {astT(a, b|l‘7 y) + baTSr(ba a|y, x)}

r+1
r+1Y\ . .
=D, ( ' )Wﬁ TPj() Pri—j(y) + 1Py (ay + b)

PRI

olarak ispatlamigtir.

2.2. Hardy Toplamlari

z€H={z€C:Imz > 0} olmak iizere 03(z) ve 64(z) Theta fonksiyonlar:

0s(2) = H (1 . 67Tiz2n) (1 + efriz(anl))2, 04(z) = H (1 . eﬂ'izZn) (1 . eﬂiz(?nfl))2
n=1 n=1

seklinde tanimlanir.

Berndt (1978) ve Goldberg (1981), ‘Zjis modiiler doniigiimiiniin a, b, ¢, d kat-
sayilarina baglh olarak log#;(z), i = 3,4 igin alt1 farkli doniigiim elde etmiglerdir.
Bu doniisiim formiillerinde, Dedekind toplamina benzer olan, Hardy toplamlar: ya
da Berndt’ in aritmetik toplamlari olarak adlandirilan bu toplamlarin ii¢ tanesi

k-1 k—1

stk = 3 L on =0 (7)),
sa(h, k) = (~1)[#]

esitlikleri ile verilmistir. Burada h,k € Z, k > 1’ dir. Dedekind toplamlarinda

oldugu gibi bu toplamlarin da en énemli 6zellikleri reciprocity bagintilaridir.

Bu reciprocity bagmtilari, h, k > 1 ve (h, k) = 1 olmak iizere (h + k) tek ise

S(h, k) + S(k, h) = 1

ve k tek ise

h
283(h, ]f) — 84(l€, h) =1- E



esitlikleri ile verilir (Berndt 1978).

Yukarida ifadeleri verilen Hardy toplamlariin trigonometrik serilerle ifadeleri

asagidadir.

Teorem 2.4 h,k € Z, k > 0 ve (h,k) =1 olsun. Eger (h + k) tek ise

4N 1 mh(2n — 1)
Sth k) = %Z2n—1tan ok

k

3 (D) (DY,

eger k tek ise

s3(h,k) = —) —tan——

eger h tek ise

4 1 mh(2n — 1)
salh k) = %2271—1‘” ok

_ kz (wh 2]—1))(:0t (W(ng— 1)>

egitlikleri saglanwr (Berndt ve Goldberg 1984).

Bu toplamlarin Dedekind toplami cinsinden ifadeleri agsagidaki gibidir:

Teorem 2.5 (Sitaramachandrarao 1987) h,k € Z, k > 1 ve (h,k) = 1 olsun. Eger
(h+ k) tek ise
S(h, k) = —20s(h, k) + 8s(h, 2k) + 85(2h, k),

eger k tek ise

sg(h, k) = 2s(h, k) — 4s(2h, k),

eger h tek ise
sq(h, k) = —4s(h, k) + 8s(h, 2k)

6



dur.
Ayrica, (h+k) ¢ift ise S(h, k) =0, k ¢ift ise s3(h, k) = 0 ve h ¢ift ise sy4(h, k) =
07 dor.

Bu toplamlarin baz o6zellikleri Berndt (1978), Goldberg (1981), Berndt ve
Goldberg (1984), Pettet ve Sitaramachandrarao (1987), Sitaramachandrarao (1987),
Meyer (1997a, 1997b), Simsek (1998) ve Can (2000, 2004) tarafindan incelenmigtir.

Tanim 2.6 (Can vd 2006) Genellestirilmis Hardy toplamlari, h,k,r € Z i¢in

S.(h k) — 42 T(“k > sg,r(h,k):ki(—l)jR <%])

j=1
k—1 h]
sar(h k) = —4> B, (%>
j=1

egitliklert ile tanmamlanar.

Bu sekilde genellegtirilmis Hardy toplamlarinin genellestirilmis Dedekind toplam-

lar1 cinsinden ifadeleri ise,

S,(h, k) = (=16 — 2°7")s,(h, k) + 8s,.(h, 2k) + 2% "s,(2h, k), (h + k tek) (2.1)
s3r(h, k) = 2s,(h, k) — 4s,(2h, k), (k tek) (2.2)
sar(hy k) = —2%""s,.(h, k) + 8s,(h,2k), (h tek) (2.3)

seklindedir (Can 2006, Can vd 2006). Burada r > 1 tek ve (h, k) = 1’ dir.

Teorem 2.7 (Can vd 2006) r > 1 herhangi tek tamsay: ve (h, k) = 1 olmak iizere

genellestirilmis Hardy toplamlar,

h+k tek ise

(r + 1) {hE"S,(h, k) + kh" S, (k, h)}

r+1
1 ,
_ 42 <’l“+ ) B Br+1 Jh]kr+1 ]( 1)(21—7‘ _ 22—3)



ve k tek ise
{2hk7"33 r(hyk) — kh’”?’"*ls“(k, h)}

r+1
_42( > ) B, By B E (1 — 29)

reciprocity bagintilariny saglar.

Ayrica, r > 1 herhangi tek tamsayi, (h,k) = 1, & > 1 ve ¢ herhangi pozitif

tamsay1 olmak tizere

(h+ k) tek ise

Sy(h,k) ,q tek

Si(qh, qk) = (2.4)
0 ,q cift
k tek ise
53,r(ha k) ) 4 tek
ss.r(qh, qk) = (2.5)
0 ,q cift
h tek ise
S4,r(h7 k) » g tek
sa,-(qh, qk) = (2.6)
0 ,q cift

esitlikleri saglanir (Can vd 2006).

2.3. Dejenere Dedekind Toplamlar:

Tanim 2.8 Herhangt A rasyonel saiyist i¢in yiiksek mertebeden dejenere Bernoulli

saylar ve dejenere Bernoulli polinomlary sirasiyla,

(W) :2%5%)7% 27)
t ) .
((1+At)i—1> L)Y = Zﬁ

tireteg fonksiyonlar: ile tansmlanwr (Carlitz 1979).

>l=



o = 1icin B(N) = 3, (\) dejenere Bernoulli sayilars, 5V (\, z) = 8,,(\, x)

dejenere Bernoulli polinomlar1 olur. n-inci dejenere Bernoulli fonksiyonu ise

Ba(A\a) = B, (A {z})

ile tammlanir (Cenkci vd 2007). m keyfi tamsayisi icin, §8,(\, 2 +m) = §,(\, )

esitligi saglanir.

m herhangi pozitif tamsay1 olmak tizere dejenere Bernoulli polinomlari,

3

1 .
B, ()\, T+ i) =m!'"3, (m\, mz)
: m

i
o

Raabe teoremini saglar (Carlitz 1979). Benzer olarak, m herhangi pozitif tamsay1
olmak {iizere dejenere Bernoulli fonksiyonlar: da,

m— 1

(A T+ > =m!'"3, (m\, mz) (2.8)

Jj=0

Raabe teoremini saglar (Cenkci vd 2007).

Tanim 2.9 (Cenkci ve Howard 2007) Herhangi A rasyonel sayisi igin yiksek mer-

tebeden dejenere Fuler polinomlari, A\ = 1 olmak tizere

2 * = e
—_ 14+ M) = @D\, 2)— 2.9
((1+At)u+1) (L+X0) ;6” A2 (2:9)
treteg fonksiyonu ile tanimlamr. X\ = 0 igin 67(1&)(0,.%) = Eﬁa)(x) olur. Burada

B\ (2),

<6t+1) —ZE@ ([t < 7)

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanan yiiksek mertebeden Euler polinomudur.

Tanim 2.10 (Cenkci vd 2007) h,k € Z ve x,y € R olmak izere dejenere Dedekind

toplamlar,
sulh Bz = S By (0 222) B, (Al 4o
) ) ) ( d)k k
7(mo

esitligi ile tanvmlanar.



Dejenere Dedekind toplamlarinin reciprocity formiilii, dejenere Bernoulli fonksi-

yonlarinin ¢zellikleri kullamlarak Cenkci vd (2007) tarafindan

(n 4+ 1) {hk"s,(h, k;x,y|h\) + kR"sn(k, h;y, x|kX) }

n+1 +1
=3 (T WA 00

Jj=0 J
A — —
+§hkz(n + 1)(h+k+2n —2)58,(hkX, hy + kx) + nB, 1 (hkX, hy + kx)
seklinde elde edilmigtir.

Bu calismada © = y = 0 6zel durumu kullanilacagindan, x = y = 0 igin

yukaridaki tanmim ve reciprocity bagintisi yeniden yazilirsa asagidaki gibi olur:

N
sulh k10,00 = >~ B, (A’i) B, (A,;’) (2.10)

j(mod)k

(n + 1) {hk" s, (h, k; 0,0[RN) + kh"s, (k, h; 0, 0]kA)}
n+1

-2 ( )W (N5, 05 (h) (2.11)
+%hk(n + 1)(h + k + 2n — 2)B8,(hkX, 0) 4+ nj, 1 (hkX,0).

Ayrica kolaylik olmasi igin ¢aligmanin bundan sonraki kisminda (2.10) ile verilen

Sn(h, k;0,0[\) toplamu s, (h, k|\) ile gosterilecektir.

10



3. BULGULAR

Bu boliimde dejenere Hardy toplamlar: tanimlanarak, onlarin dejenere Dedekind
toplamlar: cinsinden ifadeleri verilecektir. Tanimlanan bu toplamlarin sagladiklar

reciprocity bagintilari ispatlanacak ve bazi 6zellikleri incelenecektir.

Bu boliim boyunca h, k € Z* oldugu kabul edilecektir.

Tanim 3.1 r > 1 olmak tizere dejenere Hardy toplamlar,

k-1 . k-1 ‘
B —( (h+k)j _ hj
S, (h,k|A) = 42@ (AT> ssr(h k[N =D (- < k)

7=0
k-1 _ h]
34,r(h7 k|/\) = _42 r <)‘a %)

esitliklert ile tanimlanar.

A — 0 icin f3, (0,z) = B,(z) oldugundan, S,(h,k|0) = S,.(h, k), s3,(h, k|0) =
s3.-(h, k) ve sa,(h,k|0) = s4..(h, k) elde edilir.

3.1. Dejenere Hardy Toplamlarinin Dejenere Dedekind Toplamlari Cinsin-

den ifadeleri

Bu boliimde dejenere Hardy toplamlarinin dejenere Dedekind toplamlar: cinsin-
den ifadeleri verilecektir. Bu ifadeleri elde etmek icin agsagidaki teoremlere ihtiyac

vardir.

Onteorem 3.2 ¢ herhangi pozitif tamsayt ve (h,k) =1 olmak tizere

A

1 .
(gt gkIN) = s (1, K1) + 2 DG oy o)

egitligi saglanar.

Ispat. s,.(h, k|\)’ nin tammindan,

qk—l_ . _ hi
se(qh.akl\) = Y B, (A, q]—k) B, (A, qq—lj)



dir. Buradav =0,1,....q—1ve p=0,1, ..., k — 1 olmak iizere j = vk + p doniisiimii

yapilirsa,

qg—1 k-1
so(qh, qk]) = 3, <A, ok tp ) 3, (A, M)

v=0 p=0 C]k k
k—1 hp qg—1 v P

= B[\ 3B -+
p05r< ) k);ﬁl( ) +Qk)

—— P\ = hp
(qh, qk|\) = AP AP
sr(qh. qk|\) ;61(61 k)ﬁ( k)
elde edilir. 8, (A\,z) =z — [z] + § — 5 oldugundan

- A A A1
s(gh, kY = ZB( f){ +%—§+§—§}

elde edilir. (h, k) =1vep =0,1,....k—1iken hp = 0,1, ..., k—1 (mod k) oldugundan,

BT( ) Zﬂ( £) = KB, (k,0)

dir. Boylece istenilen elde edilir. m

k-1

p=0

Onteorem 3.3 (h, k) = 1 olmak iizere k tek ise

k-1

k-1 , . : |
B I 2hj _ g = 2hj
35 (vh3) 5 (V) o = a0 <35 (V)

Jj=0

esitligi gerceklenir.

Ispat. k tek tamsayisi icin s,(2h, k|\)’ mn tanimi yazilip ortak carpan paran-

tezine alinirsa,



7=0
elde edilir. (3.1) ifadesinde,
oo osis ]
ez 0[5 <i<k

ve 0 < j < kigin {%1 = 0 egitlikleri kullanilmigtir. m

Onteorem 3.4 (h, k) =1 olmak iizere k tek ise

— 1 ohj b
B, (A, % _ 5) B, ( 7‘7) + 5,(2h, k|X) = s, (h, k|A) + 51@1—% (kA,0)

J=0

egitligi gerceklenir.

Ispat. k tek tamsayisi icin s,(2h, k|\)’ mn tanimi yazilip ortak carpan paran-
tezine aliirsa,
k—1 . .
_ 7 1\ = 2hj
Zﬂl <)\7 E - 5) r (A’ 7) + ST(2h7 k|/\)

o (2N s (1
- L P 0 -2) A ()}

elde edilir. Esitligin sag tarafinda m = 2 icin Raabe bagntis1 uygulanip 3, (A, z)’ in

> <
= O

tanimi yerine yazilirsa,

i 2\ — 2j i ohj
zgﬁr (A,T) B (2&5) =D 5 (A,T)

Jj=



elde edilir. £ tek oldugunda j = 0,1,....k — 1 iken 2j = 0,1,....k — 1 (mod k)

oldugundan, son ifade Raabe bagintisindan,

! hj i\ A A
n el 1-r 5 o pl-rg
> 5. (A,ﬂ 3, (A, E) KB, (kA,0) = s, ( KA) + K7, (A, 0)

.

olur. m

Teorem 3.5 r > 1 ve (h,k) =1 olmak tzere k tek ise
sz (B, k|N) = 25,(h, k) — 45,(2h, k|\) + AE'"6, (kX, 0)

esitligi saglanar.

Ispat. s3,.(h, k; \) tanmindan

y Y Y
sso(h kN = Y (~1)7B, (A,%) =33, (A, ?‘7) -5, (A, %)
j=0 J cift j tek
R 2
- 2} 3 (A,T)_M T<)\, ?)
- 2 2 B, ()\, %) — kY73, (kA 0) (3.2)
7=0

elde edilir. (3.2), Onteorem 3.4 ve Onteorem 3.3’ den istenilen elde edilir. m

Not: A — 0 ve r tek tamsayist i¢in (2.2) bagintisi ile verilen s3,.(h, k) genellesti-
rilmis Hardy toplaminin genellestirilmis Dedekind toplami cinsinden ifadesi elde

edilir.

Onteorem 3.6 (h, k) = 1 olmak tizere h tek ise

2k—1 . .
— / 1\ = h,
Sr(ha 2k|/\) + E 61 ()‘a é]_k - 5) 67‘ ()‘7 ﬁ) = 21_TST(h7 k|2>‘>

=0

egitligi saglanar.
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Ispat. h tek tamsayisi icin, s,(h, 2k|\)’ mn tanim yerine yazilip ortak carpan
parantezine alinirsa,

2k—1

ST(h,2k|)\)+;5 (A ;k >B ( lec)

N () i N g (s
=20 () 1 (v a) +5 (0

olur. Burada m = 2 i¢in Raabe bagintis1 uygulanirsa, esitligin sag tarafi

2k—1_ ] . h]
; By (2A, z) B, (A, %>

olur. Toplam parcalanip gerekli iglemler yapilirsa,

elde edilir. m

Onteorem 3.7 (h, k) =1 olmak tizere h tek ise

2k:—1 j 1\ _ h]
7=0
k—1

S (. hj

esitligi saglanar.
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Ispat. sp(h, 2k|X)” nin tanimu yerine yazilip ortak garpan parantezine alinirsa,

< F3) 7 (Me) - selh 2kl
_OBT( 7 (-3) -7 (03

elde edilir. 5, (A, )’ in tanimi yerine yazilirsa esitligin sag tarafi,

2k—1 . . . .
J 1 J 1 A1 J J A1
Zﬁ( ){—zk—ﬁ—{ﬁ‘ﬂ*i‘ﬁ‘ﬁ*b}‘i*ﬁ} (3:3)

olur. Burada

Mpr

ve 0 < j < k icin {;—k] = 0 oldugundan,

2k—1 j h] 1 k—1 hj
v v _ Loz vl nj
S5 (Mg -5 ) B (Mg )26 = B em 0435, (A5 )

=0

elde edilir. m

Teorem 3.8 r > 1 ve (h,k) =1 olmak iizere h tek ise
sar(hy kIN) = =235, (h, k|2)) + 85,(h, 2k|\) — 2277k 3, (2K, 0)

esitligi saglanar.

Ispat. s4,.(h, k|\)’ nin tanimi yazilip Onteorem 3.7 kullanilirsa,

k*l__ hj
sualn kN = ~13 5, (757 )
j=0

2k—1 .
- 1Y 5 (A;—k - %) B, ()\ ]21}1) 4, (b, 2k|N) — 2(2k)17 B, (2K, 0)

elde dilir. Son ifadede Onteorem 3.6 kullanilirsa,

sap(hykIN) = —4{2'7"s,.(h, k|2)) — s,(h, 2k|\) } + 45, (h, 2k|\) — 227"k 73,(2kA, 0)
= =255, (h, k|]2)\) + 85,(h, 2k|\) — 22"k B, (2k A, 0)

16



elde edilir. =

Not: A — 0 ve r tek tamsayist i¢in (2.3) bagintisi ile verilen s4,.(h, k) genellesti-
rilmis Hardy toplaminin genellestirilmis Dedekind toplami cinsinden ifadesi elde

edilir.

Teorem 3.9 r > 1 ve (h,k) =1 olmak iizere p asal sayisi igin

1

sp(h+mk,pk|X) = p'"s.(h, k|pX) — p' " s, (ph, k[pA) + ps.(h, k|N)

3

3
I

1
- (pT) p' "AA, (ph, k|p))

egitligi gerceklenir. Burada,

kol

A ohokiph) = 35, (mfﬂ): G R0 kp) =1

= k p(E)'"B, (kA,0) , (k,p) =p
dor.

Ispat. s,(h, k|\)’ nin tammndan,

p—1 p—1 pk—1 . .
— — h k
ol mhk,ph{3) = 7, (223, (x Ot
: pk pk
m=0 m=0 j=0
k

-1 p—1 p—1
_ S5, (A2 5, (3 Mop )
pk pk

p
elde edilir. Burada, 4 = 0,1,....,p—1ve v =0,1,.... k — 1 olmak {izere j = vp + u

doniigiimii yapilmigtir. Son bulunan ifade,

klplpfl
vp+ 1\ h(vp+p) | mpu
R

0 p
k—1 p—1 _ up\ = hUp
i 3, (A, p—k) 3, (A, p—k)

seklinde yazilabilir. (3.5) ifadesinde Raabe bagimtisi uygulamp gerekli islemler yapilirsa,

— — up + p ph(vp + 1)
b+ mk,pk|y) = pt ( ) (A—)
;5( mk, pk|\) ;;51 5 p ok

+p;a ()5 ()

17



elde edilir. Buradan, esitligin sag tarafi

k—1 p—1
“zza( W)@ ()

k—
2 ST F, (AP phup

olarak yazilabilir. Son ifadede vp + p = j doniisiimii yapiip 3, (A, z)’ in tanmm

yazilirsa ve Onteorem 3.2 kullanilirsa,

gy j phj
pl—T /81 (Av _]{3> Br (p)‘7 _]f)
— p p

v

—= = h
2> B (A7) B, (m, %) + psi (k1)

Al
_ pl—f{sr(ph,pmpMM KB, (pkA.0) }
'U

A1 — _
—pl""{sr(ph,k!pk)Jr <12 P B, (pA = }ersr(h,k\k)

p—

-Tr -T 1 T
= sl ) = s k) s ) + (25 ) AL (oY)

elde edilir. Burada A, (ph, k|pA) ifadesi,

— h KB, (pkA,0)  (k,p) =1
- (ph, k|pX\) = ZﬁT (p)\ M) — ) 5_(]? ) (k. p)
o= p(3) "B, (kA 0)  (k,p) =p

seklindedir. Gergekten (k,p) = 1 ise (h,k) = 1 iken (ph, k) = 1 oldugundan Raabe

bagintist uygulanabilir. Diger taraftan, (k,p) = p ise,

k— Pt
Z ( th) _ 33, <p)\ h@)

v=0

yazilabilir. Burada (h, %) = 1 oldugundan Raabe bagmtis1 uygulanabilir. Boylece

' p

istenilen elde edilir. m

Teorem 3.10 r > 1 ve (h, k) = 1 olmak dizere h + k tek ise

Sy(h,k|]A) = —16s,(h,k|\) — 2°7"s,.(h, K|2)\) + 2* "5, (2h, k|2)) + 8s,.(h, 2k|))
—2%"NA, (2h, K|2)) + 227K, (2K, 0)

egitligi saglanir. Burada A, (2h, k|2)), (3.4) bagintisinda verilen toplamdar.

18



Ispat. h + k tek olmak iizere
Sy (R kIN) = —sqr (b + K, k|A)
oldugundan, Teorem 3.8’ de h yerine (h + k) alinirsa,
Sp(hy k|A) = 25775, (h, k|2)) — 8s,.(h + k, 2k|\) + 22 "K' 7" 3, (2k), 0) (3.6)
olur. Teorem 3.9’ da p = 2 alinirsa,
sp(hy 2K|A) 4+ s.(h 4+ K, 2k1\) = 277, (h, k|20) — 21775, (2h, k[2X) + 25, (h, k|))
+27"\A, (2R, k|2))
elde edilir. Bulunanlar (3.6)" da yerine yazilirsa,
Sp(h,kIX) = 2°77s,.(h, k[2X) — 8 {2" "5, (h, k|2X) — 2" "5, (2R, k|2X) + 25, (h, k|A) }
—8{—s,(h,2k|\) + 27" AA, (2h, k|20 } + 2277k 7B, (2kA, 0)
= 257"5,.(h, K|2)\) — 28 "5, (h, K|2)) + 27 "5,.(2R, k|2)) — 165,.(h, k|)\)
+85,.(h, 2k|\) — 257" AA, (2R, k|2)) + 22K, (2K, 0)
= —165,(h, k|\) — 2575, (h, k|2)) + 24" 5,(2h, k|2)) + 8s,.(h, 2k|))
—257"NA, (2h, k|2X) 4+ 227K B, (2K, 0)
elde edilir. =

Not: A — 0 ve r tek tamsayisi i¢in (2.1) bagintisi ile verilen S,.(h, k) genellegti-
rilmis Hardy toplaminin genellestirilmis Dedekind toplami cinsinden ifadesi elde

edilir.

3.2. Reciprocity Bagintilar:

Bu boéliimde dejenere Hardy toplamlarinin sagladiklar: reciprocity bagintilar: ispat-

lanacaktir.

Teorem 3.11 (h, k) =1 olmak tzere h tek ise

kR 53, (k, h|2kX) — hk"2 254, (h, k|hA)

=< 3

— <r> W B (2kX) k™ e, _;(2hA) + bk, (2hkX, 0)
J
0

j=

19



bagintisy gerceklenir.

Ispat. Teorem 3.5 ve Teorem 3.8’ den
s3..(k, h|2k)) = 25,.(k, h|2k)) — 45,(2k, h|2kN) + A2kh' ™" B, (2hk), 0)
ve

sar(h, k|RA) = —237"s,(h, k|2h\) + 8s,(h, 2k|h)\) — 227"k "B, (2hkN, 0)

(3.7)

(3.8)

dir. (3.7) ve (3.8)” in her iki tarafi sirasiyla (r+1)kh" ve (r+1)hk"2"~% ile garpilirsa,

(r+ 1)kh"s3,(k, h|2kX) — (r + 1)hk" 2" 2s4,.(h, k|hX) = S; + Sy + S3
olur. Burada,
S1 = (r+ 1) {2kh"s,.(k, h|k2)) + 2hE"s,.(h, k|h2)\)}
So = (r+ 1) {—2(2k)h"s,.(2k, h|2kX) — 2(2k)"hs,(h, 2k|hX)}
Sz := (r + 1) {2Ak*hB,(2hkA, 0) + hkf,(2hkA,0)}
dir. (2.11) egitliginden yararlamlarak,
S1 = 2(r+1){kh"s,(k, h|2kX) + hE"s,.(h, k|2h\)}
= 2 i ( > (BN KB (2R
+2/\hk(r + 1)(h + k +2r — 2)5,. (2hk, 0) + 213, (2hkN)
olur. Benzer gekilde yine (2.11) esitliginden yararlanilarak,
Sy = =2(r+1){(2k)h"s,(2k, h|2kX) + (2k)"hs,(h,2k|hA)}
- Z (7 Y o) 2095, 0 )
—2/\hk(r + 1)(h + 2k + 2r — 2)B, (2hkX) — 2rf3,. 1 (2hEX)
elde edilir. Boylece,

(r + 1) {kh"ss,(k, B|2kA) — K225, . (h, k|hA) }

(3.9)

r+1
_zz( ) (2N KT B (2hA) — 2798, (A} (3.10)

{2\hk(r + 1) (h + k + 2r — 2) — 2\hk(r + 1)(h + 2k + 2r — 2)} B, (2hkA)

F2ARA(r 4+ 1)B, (2hkX) + hk(r + 1), (2hkA)

20



elde edilir. Diger taraftan (2.7) ve (2.9)’ da a = 1 ve x = 0 alinirsa,

((1 4 2))3 — 1) .

N (a+e2n5 —1) (1 +20H + 1) (1+2))2 +1
/
)

(1422 2A+1:_Z€n Zen12>\ )

olarak bulunur. Buradan n > 1 igin,

Ba(2X) = 2°8,(A) = Fen-1(2)) (3.11)

elde edilir. (3.11) bagmmtismda 0 < j < r i¢in n yerine 7 + 1 — j ve A yerine hA

yazilirsa,

_j r+1—j
Briiog (2A) = 2741798 () = <Tj) er—j(2hA)
elde edilir. O halde (3.10) bagintist,

(r + 1) {kR" 55, (k, h|2kA) — hk"2" 254 (b, k|hA)}
r+1 .
—9 Z ( )hﬂﬁ (2k\) k71 (%) e,_;(2hA) + hk(r + 1), (2hkN)
=(r+1)> C) W B; (2kA) K1 Te, 5 (2hA) + hk(r + 1)8, (2hkN)

J=0

ifadesine doniigiir. m

Teorem 3.12 r > 1 ve (h, k) =1 olsun. h + k tek ise
21 (hk" S (h kIBA) + KBS, (k, h|kA)}
— _rhk Z (T ; 1) ke (2kN)e,_1—; (2h\)
=0
+2/\h/<n]~(h k4842 — 2)er_ 1 (2hEN) + 21, (2hEN) + 4R, (2hkA, 0)
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reciprocity bagintisy saglanir. Burada 6

dar.

h ,h tek
5=
k .k tek

Ispat. Teorem 3.10’ dan,

(r 4+ 1)2773 (hk" S, (h, k|hX) + kWS, (k, h[kA)) = S1 + S + S5+ Su + S5 (3.12)

yazilabilir. Burada

S
Sa
Ss
Sy
Ss

= 2" (r 1) {hk"s,.(h, k|hA) 4+ kh"s,.(k, h|k)\)}
—(r 4 1) {hk"s,(h, k|2hX\) + kh"s,.(k, h|2kX)}
= (r + 1) {(2h)k"s,(2h, k|2h)) 4 (2h) ks, (k, 2h|kX)}
= (r + 1) {R(2k)"s,(h, 2k|RX) + (2k)h"s,.(2k, h|2k))}
= —h2E"A(r + 1) A, (2h, k|2RX) — E2h"A(r + 1) A, (2K, h|2kN)
+hk(r +1)8, (2hkA, 0)

dir. Dejenere Dedekind toplamlarimin reciprocity bagintisi olan (2.11) bagintisi yardi-

miyla

S

S3

S

r+1
o {Z @R EACTET. <hA>}

j=0
—2"Ahk(r + 1)(h + k + 2r — 2)3, (hkX,0) — 72" T3, ., (hk,0)

r+1

-3 ("5 ), o 5, )
—)\hk(r + 1)(h+k +2r — 2)B, (2hkA,0) — 13,1 (2hkA,0)

i <T B 1) (2h)B; (KX) K178, 45 (2hX)

: J
7=0
+ARE(r + 1)(2h + k + 2r — 2)B, (2hkA,0) + 70,1 (2hEX, 0)

§ <r+ 1) WG, (2kA) (2k) 1798, 1 (hA)

: J
7=0
+ARE(r + 1) (h + 2k + 2r — 2)B3, (2hkA,0) + 75,1 (2hEX, 0)
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elde edilir. Buradan

(r + 1)2"3 {RE"S, (h, k|hX) + kh" S, (k, hlkA)}
r+1

r+1 j 1.7 +1—3 T

=30 (7 (2 ) B () 5, 200 By (20)

§=0

+ 2735 (2KA) Bryaj (RA) + 278, (KX) Bryaj (20N) )
—2"Ahk(r + 1)(h + k + 2r — 2)3, (hkX,0) — 2713, ., (hkX,0)
+ARE(r + 1)(2h + 2k + 2r — 2) 3, (2hkX, 0) + 13,1 (2hkA, 0)
— 12K A(r + 1) A, (2h, k[2h)) — E2RA(r + 1) A, (2K, h|2kN)
+hk(r +1)8, (2hkA, 0)

elde edilir. (3.11) bagmtis1 yardimiyla

=273, (A) By (hA) = B; (2KX) By (200)
+2jﬁj (EA) Bry1j (2RA) + ZTH*Jﬂj (2kA) Bry1—; (RA)

= — {81 2hN) = 277195 (AN} {8, (2kA) — 278, (kM) }

1—3j '
_ (”Tjgrj(zfu» <%ej1(2m)> 1< <r

elde edilir. Son bulunan ifade yerine yazilirsa,

(r + 1)2" (hk" S, (h, k|h\) + kh"S,(k, h|k)))

— _Tl (;) R E 7 (r + 1 — j)jej_1(2kN)e,—;(2hN)
j=1
+ARk(r + 1) (h + k + 2r — 2) {8, (2hkX,0) — 23, (hkA,0)} (3.13)

+7 {Bpsq (2hEX,0) — 2771 B ) (REX,0)} + Ahk(r + 1) (h + k)3, (2hkA,0)  (3.14)
—h2E"AN(r + 1) A, (2R, k|2R)) — K*R"A(r + 1) A, (2k, h|2kX) + hk(r + 1)B, (2hkA, 0)

olur. (3.13) ve (3.14)" de (3.11) bagmtis1 uygulamp gerekli iglemler yapilirsa,

r—1
-1 r—1\, . i
—r(r+ Dhk ;0( ; )hﬂk e (2k\)g,_1_;(2hN)

AARE(r + 1) (h+ &+ 2 — 2)gg,ﬂf1(2hm) LD onk) (3.15)
—R2E"A(r 4+ 1) A, (2h, k|2RA) — K2R A(r + 1) A, (2k, h|2k)) (3.16)
+hk(r +1)8, (2hk,0) + Ahk(r + 1)(h + k)3, (2hkA, 0) (3.17)
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elde edilir. k tek ise

CR2KAA, (2R, K|20)) — K2hTAA, (2K, h|2KN) + Ahk (b + &) B, (2hk), 0)

= —h2kAB, (2hk), 0) — k2hA27B, (hkA, 0) + AR2KB, (2hk\, 0) + Ahk?2B, (2hkN, 0)
= Mhk® {8, (2hkX,0) — 273, (hkX,0)}

- )\hk2gar,1(2hk>\, 0)

dir. Boylece (3.15), (3.16) ve (3.17) ifadeleri,

Ahkr
2

(h + 2k + 2r — 2)e,_1 (2hk)) + g&,@hm) + hkB, (2hk), 0)
olur. h tek ise

—h2k"AA, (2h, k|2h)) — E*h"AA, (2K, h|2k)) + Ahk (h + k) B, (2hkA, 0)

= —h2kA2"B, (hkX,0) — K*hAB, (21K, 0) + AR*kB, (21K, 0) + A\hk? B, (2hkN, 0)
= AWk {B, (2hk),0) — 278, (hkX,0)}

- )\thgar,l(Qhk)\, 0)

dir. Boylece (3.15), (3.16) ve (3.17) ifadeleri,
Ahkr

(2h + k + 2 — 22,1 (2hkN) + ggT(Qhk)\) + hkB, (2hkA, 0)

olur. Buradan istenilen elde edilir. =

3.3. Dejenere Hardy Toplamlarinin Bazi Ozellikleri
Onerme 3.13 (h + k) tek ve (h, k) =1 igin

2¢(2k)' "5, (2kX,0) . q cift

Sr(qh, gk|A) = { _
2(q — 1)(2k)'77B,(2kA,0) + Sp(h, k|A) -, q tek

esitligi saglanar.

Ispat. ¢ cift olsun. S,(qh, ¢k|\)’ nin tammindan

qgk—

S, (qh, gk|\) = Z ( h+k> ) (3.18)

7=0
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yazilabilir. Burada n =0,1,....k—1ve m = 0,1, ...,q — 1 olmak iizere j = n + mk

dontistimii yapilir ve gerekli iglemler yapilirsa,

k-1 ¢g—1
1 B - (h+kn m
ZST(th qk|)\) - EZO ﬂr ()\7 + _>

321*T > B, (2)\, @) = g(zk)HBT(%A, 0)

elde edilir.

Simdi de ¢ tek olsun, benzer gekilde S,.(gh, ¢k|\)’ nin tamminda j = n + mk

doniisimii yapilip Raabe bagintis1 kullanihirsa,

}lSr(qh,qkl)\) k_g( M):%i@()\’(thk)(n—%mk))

2% 2%k
j=0 n=0 m=0
k—1 g—1
- (h+kn m
p— A —
nOmOﬁr( 7 2k ! 2
- [\ (R m\ = [ (htkn g1
2 nmnzoﬁ’“ A 2%k +2 +7; A 2% + 2
k—1 k—1
_ =V prxng (g BRI g () (iR
2 k 2%k
n=0 n=0
(q—1)

elde edilir. =

Onerme 3.14 k tek ve (h, k) = 1 igin

. q it
53,r<h7k|>‘> » q tek

83,7" (Qh, qk|)\) =

esitligi saglanar.
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Ispat. s3,.(qh, gk|\)’ nin tanimi yazihip n = 0,1,....k — 1 ve m = 0, 1,.

olmak tizere j = n + mk doniistimii yapilirsa,

837T(qh7 qkl)\)

S, (r%)

J=0

olur ki buradan istenilen sonug elde edilir. m

Onerme 3.15 h tek ve (h, k) = 1 i¢in

8477‘ <Qh, qkp‘) =

egitligi saglanar.

—2¢(2k)' 775, (2kA, 0)
—2(q — 1)(2k)" "3, (2K, 0) + 54, (h, kIX) ¢ tek

,q cift

q—1

Ispat. ¢ cift ise, Sar(qh, ¢k|\)’ mn tamm yazihp n = 0,1,...,k — 1 ve m =

0,1,...,q — 1 olmak tizere j = n + mk doniigimii yapilirsa ve Raabe bagimtisindan

yararlanilirsa

—1
T34n’(qh7 qk|\)

elde edilir.
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q tek ise, s4,(qh,qk|\)’ mn tammindan =0,1,..,k—1vem =0,1,...,¢—1

olmak {tizere j = n + mk doniisiimii yapilip benzer iglemler yapilirsa,

—1 — hj
T‘S‘lﬂ‘(qh’? qk")\) - : 67‘ <)\7 ﬁ)
7=0
B Sq‘lg \ o+ mk)
N n=0 m=0 ' 7 2k
B k-1 ¢g—1 B h_n T
N n=0 m=0 ' >2k 2
k-1 1 k—1
(g—1) — hn —m — hn q—1
= A = i -
2 nzo;zoﬁr ok ) T M T
k—1 k-1
=1, (h+ k)n ~(, n
-1 — 1
= %(Zk)lqﬁr (Zk)\, 0) + 184,7"(]1, k|/\)

elde edilir. m

Sonug 3.16 r > 1, (h,k) =1, h tek ve q tek ise
kh"s3.(qk, qh|qk2)\) — hk"2"%s, . (qh, qk|qgh\)
- jio C) 1B, (2kg\) K e, ;(2hqA) + qhkB, (2hEA, 0)
dar.

Ispat. Teorem 3.11, Onerme 3.14 ve 3.15’ den istenilen elde edilir. m

Sonug 3.17 r > 1, (h, k) = q, (h+ k) tek ve q tek ise
2"t {hk" S, (hq, kq|hg)) + kh"S,(kq, hqlkg\)}
= —rhk i (T ; 1) Wk Te(2kgN)e, 1 (2hg))
=0
—|—2q/\hjkr(h + k46 +2r — 2)e,1(2hkg)\) + 2re,(2hkq)\) + 4qhkfB,(2hkN, 0)

dvr. Burada 9,
h ,h tek

k k tek

5:

dar.
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Ispat. Teorem 3.12 ve 3.13’ den istenilen elde edilir. m

Agagida, Teorem 3.9’ da ispatlanan ozellik dejenere Hardy toplamlari igin is-

patlanmigtir.

Teorem 3.18 p asal sayise igin (h,k) =1 ve k tek ise

[y

.
s3.(h + mk, pk|\)
0

3
I

kB (kX 0)(2 — 277) L p=2
plirs?),r(hv k|p>‘> +p53,7”(ha k|>‘) - plirsfi,r(ph: k|p>‘) , D > 2 asal

egitligi saglanar.

Ispat. s3,(h+mk, pk|\)’ mn tamminda p = 0,1,....,p—1vev =0,1,...k—1

olmak ftizere j = vp + p doniisiimii yapilirsa,

—_
¥
—_
s
F
,_.

p—

S3,T<h+mk7pk|)\> - Z (Au

0 =0 j=

—1 1
_ - pz vp+uBT (/\’ h(’l}p + :u) + @)
pk p

(h +p:bk‘)j )

3
]

yazilabilir. Buradan,

3 1::% 1) 3, ( <Up+“)+7“) (3.19)

olur. (3.19)’ da Raabe bagmtlsl uygulanirsa,

klpl

1 r UpJ,»p,BT (p)\, ph}(/Up + /’L))
1

pk
" yor hv
2307 (V)

v=0 pu=0

k—1 phv k—1 ho
37 (-1)75, ( pA > (1), [ A
p v:O( )ﬁr<p,k>+pvzo( )ﬁr(,k)



elde edilir. Burada vp 4+ @ = 7 doniigtimii yapilirsa,
1—r = ¥l phj 1—r — R phv
p JX: (=15, (pA, p—k) —p ;(—1) "B, <pA, 7)
. — hv
+p) (—1)"B, (/\7 ?)
= p' sy, (ph, pk; pA) +pA —p' B

elde edilir. Burada A ve B asagidaki gibidir:

k—1 1-r3
/o KB (kX 0) L p =2
A= ST (2173, (A7_v) _ B, (kX,0) . p
k s3r(hy kE|X) , p> 2 asal

v=0
k-1 1-rQ
_ h KB (26N, 0) L p=2
B =3 (-7, () - Br(2k1,0) . p
v=0 k ssr(ph, k|pA) , p > 2 asal

Bu taktirde, p = 2 icin Onteorem 3.14’ den,

1
> sga(h+mk,2k|N) = 2'7s3,(20, 2k[2)) + 2k 7B, (kA 0) — (2k)' 7B, (kA, 0)

m=0

= K7k, 0)(2 - 2"7)

p > 2 asal icin Onteorem 3.14’ den,

1

ssr(h+mk,pk|X) = p' s, (ph, pk|pA) + pss,(h, kIX) — p' " s3,(ph, k|pA)
0

=
|

3
]

= p' "3, (h, klpA) + pss.(h, kIX) — p' 5. (ph, k[pA)
elde edilir. m

Teorem 3.19 p asal sayst i¢in (h, k) =1 ve h tek ise

2p—1
> sup(h+mk,pklX) = p'sup(ph,pk|pA) — p' " S, (ph, pk|pA) — p' " 540 (ph, k[pA)
m=0

+psar(h, k|A) — pS,(h, k|X) +p' " C,

egitligi saglanir. Burada

_3477’(pha k|p/\) P = 2

C, =
Sy (ph, k|pX) p>2

dir.
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Ispat. s,,(h+mk, pk|\)’ mn taniminda = 0,1,....,p—1vev =0,1,...k—1
olmak tizere j = vp + p doniigimii yapﬂlrsa,
1 2p—1

— ~ (h +mk);j
TZ&L,T(h%—mk,ka\) = Z < —m))
m=0 m=0
k—

_ g: < vp + u) N mk(;)]z;; u))

=0 m=0

“?M*

<

elde edilir. Boylece egitligin sag tarafi

k—12p—1 p—1

UP+M) mk(vp + 1)
> 2 3 (g )

v=0 m=0 p=1

S ()

v=0 m=0
k—1 p—1 p—1
— h 2
_ Z Z 3. (A (vp + ) n n(vp + ) (3.20)
v=0 pu=1 n=0 2pk 2p

YT, <A, h(v Z;Z W 2nlop+p) vpﬂb) (3.21)

v=0 pu=1 n=0 2p 2p
k—1 k—1
_ hv — hv v
+p;/67“ <)‘7 %) +pv:0 r (Au 2k 5)

seklinde yazilabilir. v = 0,1, ..., k—1veu = 1,...,p—1i¢in (p, vp+u) = 1 oldugundan
(3.20) ve (3.21) ifadelerinde Raabe bagintis1 uygulanirsa,

1

k—1
1 T S ( ph Up—i_lj“))
p=1

v=0 pk

pl phlop+p)  wvp+p\ 1 1
1’“ — —psar(h, kIN) + =pS,.(h, k|
5, (o0 PO 4 2RI DY) + S, (011

v=0 p=1
elde edilir. Buradan,

k—1 1
o < ( phvpﬂb))

2pk

5 ( (ph +p/2€]))]£vp+/~b))

1 —r B PhU 1—rk713 )\ZﬂjL@
Pk ) TP 2P T
1

_1p54,7"(h7 kIX) + ZpST(h, k|\)

d
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yazililabilir. Tekrar vp+p = j, j =0, ...,pk — 1 doniisimii yapilirsa,

pk—1 . pk—1 .
e N phj 1—r (ph + pk) j
» ;Br(pk 2 4 ZB( ()

1., AT phv  vp
+5P S4.0(ph, k|pA) — z%ﬁ( A, oty

1
——psq,(h, K|\ + Z—lpSr(h, kI\)

4
1 1 1
= —Zpl"”84vr(ph,pklpk) + Zpl"”Sr(ph,pklpA) + Zpl"”84r(ph, k|pX)
1 P phv  vp
_ZpSM(h EIX) + pS (h,k|\) — ZB < A o T 2)

elde edilir. Burada
Z 3 ( phv vp) —}154,7"(]9]% klpA) ,p=2

oldugundan istenilen elde edilir. m

Teorem 3.20 r > 1 tek tamsayr, p asal sayist ve (h, k) =1 olsun. h tek ise

p—1

> sae(h+2mk, pk|\) = p' " 54 (ph, pk[pA) — p' " s4,(ph, k|pA) + psan(h, k|A)

m=0

esitligi saglanar.
Ispat. Teorem 3.19’ un ispatina benzer sekilde elde edilir. m

Teorem 3.21 p asal sayst igin (h, k) =1 ve (h+ k) tek ise

2p—1

> S (h+mk,pk|A) = p'"S.(ph, pklp\) — p' " sa.(ph, pkIpA) + p' 54, (ph, k|pA)

m=0

—psa,(h,k|A) + pS.(h, kIA) + p' " C,
esitligi saglanir. Burada

s4,-(Ph, klpA) ,p=2
_Sr(phv k|p)‘) » D > 2

dar.
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Ispat. S,(h + mk,pk|\)’ mn tanimmda g = 0,1,....,p—1vev =0,1,....k — 1

olmak {tizere j = vp + p doniisiimii yapilirsa,

2p1 2p—1 pk—1
(h k k)j
_ZS (h+ mk, pk|\) = ZZ&( m “’))

m=0 75=0 pk

k—1 p—1 2p—1
NN i— (A (h+pk)(wp+p) mk(varu))

v=0 pu=0 m=0 ka ka
_ G h(op+p)  vp+p  n(vp+ p)

v=0 pu=0 n=0 p p

A~ hloptp) | wptp | n(vptp) | wpp
+ A + + +

v=0 pu=0 n=0 2pk 2 p 2p

yazilabilir. Son esitlikte y iizerinden olan toplam p = 0 i¢in ayrilirsa,

12pl
—ZS h + mk, pk|\)

1 p—1 p—-1
= (y hop+p) wp+p  n(op+p)
= A 3.22
) I A (3.22)

— h(vp+p) vp+p  n(vp+p)  wvp+p
B [ A 3.23
" ( T 2pk + 2 * P + 2p ) (3.23)

S (utr 7)o (o)

olur. (3.22) ve (3.23) ifadelerinde Raabe bagintisi uygulanirsa, esitligin sag tarafi

o i ZBT <p>\, ph(vp + 1) . p(vp + M)) n g (S, (hy k|N) = 54 (hy K|N))

g o 2pk 2
k—1 p—1
= h(vp + + +1
L 3, <m’p (gplC 1) N (vp u2)(p ))
v=0 pu=1 p
olarak elde edilir. Buradan
k-1 p—1 k—1
= h(vp+p) | plop+ ) = p p2v
1 _r /\ Y% 1 r )\ T
k—1 p—1
= h(vp + + +1
e 5 (.2 (vp + ) n (vp+p)(p+1)
2pk 2

k— 2
PRI pho  op(p+1) 1 _
P B (o0 ) (5. (k1Y) = s (1)
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yazilabilir. Burada vp 4+ p = 7 doniisiimii yapilirsa,

— phj  pj = phv | p*v

1 -r rJ rJ 1-r 3 - -

Zﬁ( 2k " ) P Zr<m,2k+2>
pk— 1

i h +1 1,

1
—l—Zp (ST (h, k|A) — s, (h, k|N))
elde edilir. Bulunan son ifade A olarak tanimlanirsa, p = 2 i¢in

4A = —p' sy, (ph, pklpA) + p' " sa,(ph, k|pA) + p' " S, (ph, pk|p))

+p17r54,7“ (pha k|p)‘) - p54,r(h> kp\) + pSr(h7 k’)‘)
ve p > 2 icin

4A = plfTST(ph,pk\p/\) — plfTST(ph, klpA) — p17T547T(ph,pk\p/\)

+p17r84,r (pha k‘p)‘) + pSr(ha ]{‘)\) - p34,r(ha k‘)‘)

olur. Yani,

2p—1

> Su(hmk,pklX) = p'7"S,(ph, pk|pA) — ' sap(ph, pkIpA) + ' sar(ph, k|pA)

m=0

—psar(h, k|A) + pS.(h, k|N) + p*"C,

elde edilir. Burada
O — S4,r(ph7 k|p)‘> P = 2
g —S,(ph, klpA) L, p > 2

dir. m

Teorem 3.22 p asal sayst i¢in (h, k) =1 ve (h+ k) tek ise

p—1
> S (h+ 2mk, pk|\)

m=0

—p' " s4,(ph, PE|PA) + D' 54, (DR, KIDA) — psay (R EIX) , p=2
p' 7S (ph, pklpA) — p' 7S, (ph, k|pA) 4 pSy(h, k) , p>2

dar.
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Ispat. Teorem 3.21’ in ispatina benzer sekilde elde edilir. m

Son bes teoremin sonucu olarak genellestirilmis Hardy toplamlar1 i¢in benzer

ozellikler agagidaki gibi elde edilebilir.

Sonug 3.23 r > 1 tek tamsay, p asal saysy ve (h, k) =1 olsun.

k tek ise
p1 0 L p=2
S su(h + mk, pk) = (3.24)
m=0 (plir +p) S3,r(ha k) - p17r83,T(ph7 k) , P > 2
h tek ise
2p—1
Z Sar(h + mk, pk) (3.25)
m=0
o _227T5477“(2h7 k) + 254,7’(ha k) - ZSr(ha k) , P = 2
(p + pl—r> (54,r(h7 k) - Sr<h7 k)) - pl—r (54,7"(ph7 k) - Sr(ph7 k)) ;P > 2
ve
p—1
Z Sar(h +2mk, pk) = p1’T547r(ph,pk) — p1’7"54,,,(ph, k) + psa,(h, k) (3.26)
m=0
(h+ k) tek ise
2p—1
> S.(h + mk, pk) (3.27)
m=0
227754 (2R, k) — 254, (h, k) 4+ 25, (h, k) ,p=2
(p+p"") (Sr(h, k) = sap(h, k) — p' =" (Sr(ph, k) — s4,(ph, k) . p>2
ve
p—1
Sy(h + 2mk, pk) (3.28)
m=0
) =P T san(ph.pk) + ' sus(ph k) — psas(h, k) p =2
p' =" S, (ph, pk) — p*="S,.(ph, k) + pS,(h, k) , p>2
dar.

Ispat. r > 1 tek tamsays: icin B, (0) = 0 oldugundan A — 0 i¢in Teorem
3.18, Teorem 3.19, Teorem 3.20, Teorem 3.21 ve Teorem 3.22 kullanilarak, sirasiyla,
(3.24), (3.25), (3.26), (3.27) ve (3.28) bagmtilar1 elde edilir. m
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4. SONUQ

Bu calisma kapsaminda, dejenere Hardy toplamlari tanmimlanarak, dejenere
Dedekind toplamlari cinslerinden ifadeleri ispatlanmistir. A — 0 i¢in dejenere Hardy
toplamlar1 Hardy toplamlarina, dejenere Hardy toplamlarinin dejenere Dedekind
toplamlar1 cinsinden ifadeleri de, genellestirilmis Hardy toplamlarinin genellestiril-
mis Dedekind toplamlari cinsinden ifadelerine doniistiigii gosterilmistir. Bu toplam-
larin sagladiklari reciprocity bagintilar1 ispatlanmigtir. Ayrica bu toplamlarin bazi

ozellikleri incelenmigtir.
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