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ÖZET

DEJENERE HARDY TOPLAMLARI

M. Cihat DA¼GLI

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Mümün CAN

Aral¬k 2010, 38 Sayfa

Bu çal¬̧smada, Theta fonksiyonlar¬n¬n logaritmik dönüşüm formüllerinde görü-

len Hardy toplamlar¬n¬n dejenere halleri tan¬mlanm¬̧st¬r. Dejenere Hardy toplam-

lar¬, dejenere Dedekind toplamlar¬cinsinden ifade edilmi̧stir. Ayr¬ca, dejenere Hardy

toplamlar¬n¬n sa¼glad¬klar¬reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬, dejenere Dedekind toplamlar¬yard¬-

m¬yla ispat edilmi̧s ve bu toplamlar¬n baz¬özellikleri incelenmi̧stir.
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In this work, the degenerate manner of the Hardy sums, arising in the trans-

formation formulas of logarithms of theta functions, is de�ned. The connections

between degenerate Hardy sums and degenerate Dedekind sums are derived. The

reciprocity laws satis�ed by degenerate Hardy sums are proved by means of dege-

nerate Dedekind sums.

Furthermore, several properties of these sums are investigated.
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ÖNSÖZ

Bu çal¬̧sma esas olarak Önbilgiler ve Bulgular olmak üzere iki bölümden oluşmak-

tad¬r. Bulgular bölümünde kullan¬lacak olan Bernoulli polinomlar¬ve fonksiyonlar¬,

Dedekind toplamlar¬, genelleştirilmi̧s Hardy toplamlar¬, dejenere Bernoulli polinom-

lar¬ve fonksiyonlar¬, dejenere Dedekind toplamlar¬ve dejenere Euler polinomlar¬ve

fonksiyonlar¬Önbilgiler bölümünde tan¬t¬lm¬̧s ve baz¬özellikleri verilmi̧stir.

Bulgular bölümünde ise dejenere Hardy toplamlar¬tan¬mlanarak bunlar¬n de-

jenere Dedekind toplamlar¬cinsinden ifadeleri verilmi̧stir. Ayr¬ca, dejenere Hardy

toplamlar¬n¬n sa¼glad¬klar¬reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬, dejenere Dedekind toplamlar¬yard¬-

m¬yla elde edilmi̧s ve bu toplamlar¬n baz¬özellikleri incelenmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n, bu alandaki çal¬̧smalara önemli katk¬lar sa¼glayaca¼g¬inanc¬n-

day¬z.

Bu çal¬̧sma boyunca bilgisini ve zaman¬n¬benimle paylaşan, deste¼gini esirge-

meyen dan¬̧sman¬m Say¬n Yrd. Doç. Dr. Mümün CAN�a, yard¬mlar¬n¬gördü¼güm

de¼gerli bölüm başkan¬m Prof. Dr. Veli Kurt�a ve Yrd. Doç. Dr. Mehmet Cenkci�ye

teşekkürlerimi sunar¬m.
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1. G·IR·IŞ

h; k pozitif tamsay¬lar ve (h; k) = 1 olmak üzere Dedekind ��fonksiyonu

teorisinde ortaya ç¬kan s(h; k)Dedekind toplamlar¬1892 y¬l¬nda R. Dedekind taraf¬n-

dan

s(h; k) =
X

j(mod)k

��
j

k

����
hj

k

��
olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada, [x] herhangi bir x reel say¬s¬n¬n tam de¼geri olmak

üzere ((x)) fonksiyonu

((x)) =

8<: x� [x]� 1
2
; x =2 Z

0 ; x 2 Z

ile tan¬mlan¬r.

Dejenere Dedekind toplamlar¬Cenkci vd (2007) taraf¬ndan

sn(h; k;x; yj�) =
X

j(mod)k

�1

�
�;
j + y

k

�
�n

�
�; h

j + y

k
+ x

�
eşitli¼gi ile tan¬mlanm¬̧st¬r ve bu toplamlar¬n sa¼glad¬¼g¬reciprocity formülü ispatlan-

m¬̧st¬r. Burada �n (�; x) ; n-inci dejenere Bernoulli fonksiyonudur (Sayfa 9).

Hardy toplamlar¬, Theta fonksiyonlar¬n¬n logaritmik dönüşüm formüllerinde

görülmektedir. Berndt (1978) ve Goldberg (1981), az+b
cz+d

modüler dönüşümünün

a; b; c; d katsay¬lar¬na ba¼gl¬ olarak log �i(z); i = 3; 4 için alt¬ farkl¬ dönüşüm elde

etmi̧slerdir. Bu dönüşüm formüllerinde, Dedekind toplam¬na benzer olan, Hardy

toplamlar¬ya da Berndt�in aritmetik toplamlar¬olarak adland¬r¬lan ve

S(h; k) =
k�1X
j=1

(�1)j+1+[
hj
k ] ; s3(h; k) =

k�1X
j=1

(�1)j
��

hj

k

��
;

s4(h; k) =

k�1X
j=1

(�1)[
hj
k ]

eşitlikleri ile verilen üç farkl¬toplam görülmektedir. Bu toplamlar¬n temel özelli¼gi

olan reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬n¬n farkl¬ispatlar¬Berndt (1978), Berndt ve Evans (1980),

Goldberg (1981), Apostol ve Vu (1982), Berndt ve Goldberg (1984), Sitaramachan-

drarao (1987) ve Şimşek (2006) taraf¬ndan verilmi̧stir.
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Can vd (2006) taraf¬ndan, genelleştirilmi̧s Hardy toplamlar¬, r � 1 için

Sr(h; k) = 4

k�1X
j=1

Br

�
(h+ k)j

2k

�
; s3;r(h; k) =

k�1X
j=1

(�1)j Br
�
hj

k

�
;

s4;r(h; k) = �4
k�1X
j=1

Br

�
hj

2k

�

eşitlikleri ile tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada Bn (x) ; n-inci Bernoulli fonksiyonudur (Sayfa

3). Bu şekilde tan¬mlanan genelleştirilmi̧s Hardy toplamlar¬n¬n reciprocity formülleri,

genelleştirilmi̧s Dedekind toplamlar¬ cinsinden ifadeleri ve baz¬ özellikleri Can vd

(2006) ve Can (2006) taraf¬ndan verilmi̧stir.

Bu çal¬̧smada, dejenere Hardy toplamlar¬

Sr(h; kj�) = 4

k�1X
j=0

�r

�
�;
(h+ k)j

2k

�
; s3;r(h; kj�) =

k�1X
j=0

(�1)j �r
�
�;
hj

k

�
;

s4;r(h; kj�) = �4
k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

�
şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu şekilde tan¬mlanan dejenere Hardy toplamlar¬n¬n recip-

rocity formülleri ispatlanm¬̧s, dejenere Dedekind toplamlar¬cinsinden ifadeleri ve-

rilmi̧stir. Ayr¬ca, bu toplamlar¬n baz¬özellikleri incelenmi̧stir.

2



2. ÖNB·ILG·ILER

Bu bölümde, Bernoulli polinomlar¬ve fonksiyonlar¬, Dedekind toplamlar¬, genel-

leştirilmi̧s Hardy toplamlar¬, dejenere Bernoulli polinomlar¬ ve fonksiyonlar¬, de-

jenere Dedekind toplamlar¬ve dejenere Euler polinomlar¬ve fonksiyonlar¬tan¬t¬lacak

ve baz¬özellikleri verilecektir.

Tan¬m 2.1 Bn(x) Bernoulli polinomlar¬,

text

et � 1 =
1X
n=0

Bn(x)
tn

n!
; (jtj < 2�)

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r (Apostol 1950, Kanemitsu ve Tsukada 2007).

Bn(x)�in tan¬m¬nda x = 0 al¬n¬rsa Bn(0) = Bn; n-inci Bernoulli say¬s¬elde

edilir. B0 = 1; B1 = �1
2
; B2 =

1
6
; � � � ve her n � 1 için B2n+1 = B2n�1

�
1
2

�
= 0

d¬r (Jordan 1965). Bn(x) n-inci Bernoulli polinomunun Bernoulli say¬lar¬cinsinden

ifadesi

Bn(x) =
nX
j=0

�
n

j

�
Bjx

n�j

dir (Apostol 1976).

n-inci Bernoulli fonksiyonu Bn (x), n > 1 için Bn (x) = Bn (fxg) ve n = 1 için

B1 (x) =

8<: B1(fxg) ; x =2 Z;

0 ; x 2 Z

ile tan¬mlan¬r. Burada fxg, x�in kesir k¬sm¬d¬r. Bn (x) n-inci Bernoulli fonksiyonu

1 ile periyodik bir fonksiyondur.

Ayr¬ca, Bn(x) Bernoulli fonksiyonu ve Bn(x) Bernoulli polinomu, herhangi

bir x için
m�1X
j=0

Bn

�
x+

j

m

�
= m1�nBn (mx)

ve
m�1X
j=0

Bn

�
x+

j

m

�
= m1�nBn (mx)

Raabe ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.
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2.1. Dedekind Toplamlar¬

Tan¬m 2.2 (Rademacher ve Grosswald 1972) h; k 2 Z, k > 1 olmak üzere s(h; k)

ile gösterilen Dedekind toplam¬,

s(h; k) =

k�1X
j=1

��
j

k

����
hj

k

��
eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r.

Teorem 2.3 Dedekind toplamlar¬, (h; k) = 1 olmak üzere

s(h; k) + s(k; h) =
1

12

�
h

k
+
k

h
+
1

hk

�
� 1
4

reciprocity ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Rademacher ve Whitheman 1941, Rademacher ve Gross-

wald 1972).

Bu toplamlar, birçok matematikçi taraf¬ndan genelleştirilmi̧s ve bunlara kaŗs¬l¬k

gelen reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬farkl¬yollardan ispatlanm¬̧st¬r (Rademacher ve Whithe-

man 1941, Apostol 1950, Apostol 1952, Carlitz 1954, 1964, Rademacher 1964, Rademac-

her ve Grosswald 1972, Berndt 1973, Berndt 1975, Takàcs 1979, Kurt 1990, 1991,

1997, Nagasaka vd 2003, Ota 2003, Sekine 2005, Cenkci vd 2007).

Apostol�un (1950) tan¬mlad¬¼g¬genelleştirilmi̧s Dedekind toplam¬, n; h; k pozi-

tif tamsay¬lar olmak üzere

sn(h; k) =

k�1X
j=1

j

k
Bn

�
hj

k

�
şeklindedir. Bu toplam¬n sa¼glad¬¼g¬reciprocity ba¼g¬nt¬s¬, (h; k) = 1 ve n tek tam-

say¬lar¬için

hknsn(h; k) + kh
nsn(k; h) =

1

(n+ 1)

n+1X
j=0

�
n+ 1

j

�
(�1)jBjhjBn+1�jkn+1�j +

nBn+1
(n+ 1)

şeklindedir. n = 1 olmas¬durumunda B1 (x) = ((x)) oldu¼gundan s1(h; k) = s(h; k)

olur. Ayr¬ca, Takàcs (1979) Dedekind toplamlar¬n¬n bir di¼ger genelleştirmesini

sr(a; bjx; y) =
b�1X
j=0

Pr

�
a(j + y)

b
+ x

�
P1

�
j + y

b

�

4



eşitli¼gi ile tan¬mlam¬̧st¬r. Burada r = 0; 1; 2; ::: olmak üzere Pr (x) fonksiyonu, 0 �

x < 1 için Pr(x) = Br(x) olarak tan¬mlan¬r. Takàcs (1979) reciprocity ba¼g¬nt¬s¬n¬

ise, r = 0; 1; 2; ::: olmak üzere a ve b pozitif tamsay¬lar ve x ve y reel say¬lar¬için

(r + 1) fabrsr(a; bjx; y) + barsr(b; ajy; x)g

=

r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
bjar+1�jPj(x)Pr+1�j(y) + rPr+1(ay + bx)

olarak ispatlam¬̧st¬r.

2.2. Hardy Toplamlar¬

z 2 H = fz 2 C : Im z > 0g olmak üzere �3(z) ve �4(z) Theta fonksiyonlar¬

�3(z) =
1Y
n=1

�
1� e�iz2n

� �
1 + e�iz(2n�1)

�2
; �4(z) =

1Y
n=1

�
1� e�iz2n

� �
1� e�iz(2n�1)

�2
şeklinde tan¬mlan¬r.

Berndt (1978) ve Goldberg (1981), az+b
cz+d

modüler dönüşümünün a; b; c; d kat-

say¬lar¬na ba¼gl¬olarak log �i(z); i = 3; 4 için alt¬farkl¬dönüşüm elde etmi̧slerdir.

Bu dönüşüm formüllerinde, Dedekind toplam¬na benzer olan, Hardy toplamlar¬ya

da Berndt�in aritmetik toplamlar¬olarak adland¬r¬lan bu toplamlar¬n üç tanesi

S(h; k) =

k�1X
j=1

(�1)j+1+[
hj
k ] ; s3(h; k) =

k�1X
j=1

(�1)j
��

hj

k

��
;

s4(h; k) =

k�1X
j=1

(�1)[
hj
k ]

eşitlikleri ile verilmi̧stir. Burada h; k 2 Z, k > 1� dir. Dedekind toplamlar¬nda

oldu¼gu gibi bu toplamlar¬n da en önemli özellikleri reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬d¬r.

Bu reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬, h; k > 1 ve (h; k) = 1 olmak üzere (h+ k) tek ise

S(h; k) + S(k; h) = 1

ve k tek ise

2s3(h; k)� s4(k; h) = 1�
h

k

5



eşitlikleri ile verilir (Berndt 1978).

Yukar¬da ifadeleri verilen Hardy toplamlar¬n¬n trigonometrik serilerle ifadeleri

aşa¼g¬dad¬r.

Teorem 2.4 h; k 2 Z; k > 0 ve (h; k) = 1 olsun: E¼ger (h+ k) tek ise

S(h; k) =
4

�

1X
n=1

1

2n� 1 tan
�h (2n� 1)

2k

=
1

k

kX
j=1

tan

�
�h (2j � 1)

2k

�
cot

�
� (2j � 1)

2k

�
;

e¼ger k tek ise

s3(h; k) =
1

�

1X
n=1

1

n
tan

�hn

k

=
1

2k

k�1X
j=1

tan

�
�hj

k

�
cot

�
�j

k

�
;

e¼ger h tek ise

s4(h; k) =
4

�

1X
n=1

1

2n� 1 cot
�h (2n� 1)

2k

=
1

k

cX
j=1

cot

�
�h (2j � 1)

2k

�
cot

�
� (2j � 1)

2k

�
eşitlikleri sa¼glan¬r (Berndt ve Goldberg 1984).

Bu toplamlar¬n Dedekind toplam¬cinsinden ifadeleri aşa¼g¬daki gibidir:

Teorem 2.5 (Sitaramachandrarao 1987) h; k 2 Z; k > 1 ve (h; k) = 1 olsun: E¼ger

(h+ k) tek ise

S(h; k) = �20s(h; k) + 8s(h; 2k) + 8s(2h; k);

e¼ger k tek ise

s3(h; k) = 2s(h; k)� 4s(2h; k);

e¼ger h tek ise

s4(h; k) = �4s(h; k) + 8s(h; 2k)

6



dir.

Ayr¬ca, (h+k) çift ise S(h; k) = 0, k çift ise s3(h; k) = 0 ve h çift ise s4(h; k) =

0�d¬r.

Bu toplamlar¬n baz¬ özellikleri Berndt (1978), Goldberg (1981), Berndt ve

Goldberg (1984), Pettet ve Sitaramachandrarao (1987), Sitaramachandrarao (1987),

Meyer (1997a, 1997b), Şimşek (1998) ve Can (2000, 2004) taraf¬ndan incelenmi̧stir.

Tan¬m 2.6 (Can vd 2006) Genelleştirilmiş Hardy toplamlar¬, h; k; r 2 Z+için

Sr(h; k) = 4

k�1X
j=1

Br

�
(h+ k)j

2k

�
; s3;r(h; k) =

k�1X
j=1

(�1)j Br
�
hj

k

�
;

s4;r(h; k) = �4
k�1X
j=1

Br

�
hj

2k

�
eşitlikleri ile tan¬mlan¬r.

Bu şekilde genelleştirilmi̧s Hardy toplamlar¬n¬n genelleştirilmi̧s Dedekind toplam-

lar¬cinsinden ifadeleri ise,

Sr(h; k) = (�16� 23�r)sr(h; k) + 8sr(h; 2k) + 24�rsr(2h; k); (h+ k tek) (2.1)

s3;r(h; k) = 2sr(h; k)� 4sr(2h; k); (k tek) (2.2)

s4;r(h; k) = �23�rsr(h; k) + 8sr(h; 2k); (h tek) (2.3)

şeklindedir (Can 2006, Can vd 2006). Burada r � 1 tek ve (h; k) = 1�dir.

Teorem 2.7 (Can vd 2006) r � 1 herhangi tek tamsay¬ve (h; k) = 1 olmak üzere

genelleştirilmiş Hardy toplamlar¬,

h+ k tek ise

(r + 1) fhkrSr(h; k) + khrSr(k; h)g

= 4

r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
(�1)jBjBr+1�jhjkr+1�j(2j � 1)(21�r � 22�j)

7



ve k tek ise

(r + 1)
�
2hkrs3;r(h; k)� khr2r�1s4;r(k; h)

	
= 4

r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
(�1)jBjBr+1�jhjkr+1�j(1� 2j)

reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glar.

Ayr¬ca, r � 1 herhangi tek tamsay¬, (h; k) = 1, k > 1 ve q herhangi pozitif

tamsay¬olmak üzere

(h+ k) tek ise

Sr(qh; qk) =

8<: Sr(h; k) ; q tek

0 ; q çift
(2.4)

k tek ise

s3;r(qh; qk) =

8<: s3;r(h; k) ; q tek

0 ; q çift
(2.5)

h tek ise

s4;r(qh; qk) =

8<: s4;r(h; k) ; q tek

0 ; q çift
(2.6)

eşitlikleri sa¼glan¬r (Can vd 2006).

2.3. Dejenere Dedekind Toplamlar¬

Tan¬m 2.8 Herhangi � rasyonel say¬s¬ için yüksek mertebeden dejenere Bernoulli

say¬lar¬ve dejenere Bernoulli polinomlar¬s¬ras¬yla, 
t

(1 + �t)
1
� � 1

!�
=

1X
n=0

�(�)n (�)
tn

n!
(2.7)

 
t

(1 + �t)
1
� � 1

!�
(1 + �t)

x
� =

1X
n=0

�(�)n (�; x)
tn

n!

üreteç fonksiyonlar¬ile tan¬mlan¬r (Carlitz 1979).
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� = 1 için �(1)n (�) = �n(�) dejenere Bernoulli say¬lar¬, �
(1)
n (�; x) = �n(�; x)

dejenere Bernoulli polinomlar¬olur. n-inci dejenere Bernoulli fonksiyonu ise

�n(�; x) = �n(�; fxg)

ile tan¬mlan¬r (Cenkci vd 2007). m key� tamsay¬s¬ için, �n(�; x + m) = �n(�; x)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

m herhangi pozitif tamsay¬olmak üzere dejenere Bernoulli polinomlar¬,

m�1X
j=0

�n

�
�; x+

j

m

�
= m1�n�n (m�;mx)

Raabe teoremini sa¼glar (Carlitz 1979). Benzer olarak, m herhangi pozitif tamsay¬

olmak üzere dejenere Bernoulli fonksiyonlar¬da,

m�1X
j=0

�n

�
�; x+

j

m

�
= m1�n�n (m�;mx) (2.8)

Raabe teoremini sa¼glar (Cenkci vd 2007).

Tan¬m 2.9 (Cenkci ve Howard 2007) Herhangi � rasyonel say¬s¬için yüksek mer-

tebeden dejenere Euler polinomlar¬, �� = 1 olmak üzere�
2

(1 + �t)� + 1

��
(1 + �t)�x =

1X
n=0

"(�)n (�; x)
tn

n!
(2.9)

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlan¬r. � = 0 için "(�)n (0; x) = E
(�)
n (x) olur. Burada

E
(�)
n (x); �

2

et + 1

��
ext =

1X
n=0

E(�)n (x)
tn

n!
; (jtj < �)

üreteç fonksiyonu ile tan¬mlanan yüksek mertebeden Euler polinomudur.

Tan¬m 2.10 (Cenkci vd 2007) h; k 2 Z ve x; y 2 R olmak üzere dejenere Dedekind

toplamlar¬,

sn(h; k;x; yj�) =
X

j(mod)k

�1

�
�;
j + y

k

�
�n

�
�; h

j + y

k
+ x

�
eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r.

9



Dejenere Dedekind toplamlar¬n¬n reciprocity formülü, dejenere Bernoulli fonksi-

yonlar¬n¬n özellikleri kullan¬larak Cenkci vd (2007) taraf¬ndan

(n+ 1) fhknsn(h; k;x; yjh�) + khnsn(k; h; y; xjk�)g

=
n+1X
j=0

�
n+ 1

j

�
hj�j(k�; y)k

n+1�j�n+1�j(h�; x)

+
�

2
hk(n+ 1)(h+ k + 2n� 2)�n(hk�; hy + kx) + n�n+1(hk�; hy + kx)

şeklinde elde edilmi̧stir.

Bu çal¬̧smada x = y = 0 özel durumu kullan¬laca¼g¬ndan, x = y = 0 için

yukar¬daki tan¬m ve reciprocity ba¼g¬nt¬s¬yeniden yaz¬l¬rsa aşa¼g¬daki gibi olur:

sn(h; k; 0; 0j�) =
X

j(mod)k

�1

�
�;
j

k

�
�n

�
�;
hj

k

�
(2.10)

(n+ 1) fhknsn(h; k; 0; 0jh�) + khnsn(k; h; 0; 0jk�)g

=
n+1X
j=0

�
n+ 1

j

�
hj�j(k�)k

n+1�j�n+1�j(h�) (2.11)

+
�

2
hk(n+ 1)(h+ k + 2n� 2)�n(hk�; 0) + n�n+1(hk�; 0):

Ayr¬ca kolayl¬k olmas¬ için çal¬̧sman¬n bundan sonraki k¬sm¬nda (2.10) ile verilen

sn(h; k; 0; 0j�) toplam¬sn(h; kj�) ile gösterilecektir.
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3. BULGULAR

Bu bölümde dejenere Hardy toplamlar¬tan¬mlanarak, onlar¬n dejenere Dedekind

toplamlar¬cinsinden ifadeleri verilecektir. Tan¬mlanan bu toplamlar¬n sa¼glad¬klar¬

reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬ispatlanacak ve baz¬özellikleri incelenecektir.

Bu bölüm boyunca h; k 2 Z+ oldu¼gu kabul edilecektir.

Tan¬m 3.1 r � 1 olmak üzere dejenere Hardy toplamlar¬,

Sr(h; kj�) = 4
k�1X
j=0

�r

�
�;
(h+ k)j

2k

�
; s3;r(h; kj�) =

k�1X
j=0

(�1)j �r
�
�;
hj

k

�
;

s4;r(h; kj�) = �4
k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

�
eşitlikleri ile tan¬mlan¬r.

� ! 0 için �r (0; x) = Br(x) oldu¼gundan, Sr(h; kj0) = Sr(h; k), s3;r(h; kj0) =

s3;r(h; k) ve s4;r(h; kj0) = s4;r(h; k) elde edilir.

3.1. Dejenere Hardy Toplamlar¬n¬n Dejenere Dedekind Toplamlar¬Cinsin-

den ·Ifadeleri

Bu bölümde dejenere Hardy toplamlar¬n¬n dejenere Dedekind toplamlar¬cinsin-

den ifadeleri verilecektir. Bu ifadeleri elde etmek için aşa¼g¬daki teoremlere ihtiyaç

vard¬r.

Önteorem 3.2 q herhangi pozitif tamsay¬ve (h; k) = 1 olmak üzere

sr(qh; qkj�) = sr(h; kj�) +
�(q � 1)

2
k1�r�r (k�; 0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. sr(h; kj�)�n¬n tan¬m¬ndan,

sr(qh; qkj�) =
qk�1X
j=0

�1

�
�;
j

qk

�
�r

�
�;
qhj

qk

�

11



d¬r. Burada v = 0; 1; :::; q� 1 ve � = 0; 1; :::; k� 1 olmak üzere j = vk+ � dönüşümü

yap¬l¬rsa,

sr(qh; qkj�) =

q�1X
v=0

k�1X
�=0

�1

�
�;
vk + �

qk

�
�r

�
�;
h(vk + �)

k

�

=

k�1X
�=0

�r

�
�;
h�

k

� q�1X
v=0

�1

�
�;
v

q
+
�

qk

�
elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ikinci toplamda Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬rsa

sr(qh; qkj�) =
k�1X
�=0

�1

�
q�;

�

k

�
�r

�
�;
h�

k

�
elde edilir. �1 (�; x) = x� [x] + �

2
� 1

2
oldu¼gundan,

sr(qh; qkj�) =
k�1X
�=0

�r

�
�;
h�

k

��
�

k
+
q�

2
� �
2
+
�

2
� 1
2

�

=
k�1X
�=0

�r

�
�;
h�

k

�
�1

�
�;
�

k

�
+
�(q � 1)

2

k�1X
�=0

�r

�
�;
h�

k

�
elde edilir. (h; k) = 1 ve � = 0; 1; :::; k�1 iken h� � 0; 1; :::; k�1 (mod k) oldu¼gundan,

k�1X
�=0

�r

�
�;
h�

k

�
=

k�1X
�=0

�r

�
�;
�

k

�
= k1�r�r (k�; 0)

d¬r. Böylece istenilen elde edilir.

Önteorem 3.3 (h; k) = 1 olmak üzere k tek ise

k�1X
j=0

�1

�
�;
j

k
� 1
2

�
�r

�
�;
2hj

k

�
� sr(2h; kj�) =

�1
2
k1�r�r(k�; 0) +

k�1
2X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

�
eşitli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. k tek tamsay¬s¬için sr(2h; kj�)�n¬n tan¬m¬yaz¬l¬p ortak çarpan paran-

tezine al¬n¬rsa,

k�1X
j=0

�1

�
�;
j

k
� 1
2

�
�r

�
�;
2hj

k

�
� sr(2h; kj�)

=

k�1X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

��
�1

�
�;
j

k
� 1
2

�
� �1

�
�;
j

k

��
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olur. �1 (�; x) = x� [x] + �
2
� 1

2
oldu¼gundan,

k�1X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

��
j

k
� 1
2
�
�
j

k
� 1
2

�
+
�

2
� 1
2
� j

k
+

�
j

k

�
� �
2
+
1

2

�
(3.1)

=
�1
2

k�1X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

�
+

k�1
2X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

�
elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬rsa,

�1
2
k1�r�r(k�; 0) +

k�1
2X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

�
elde edilir. (3.1) ifadesinde,�

j

k
� 1
2

�
=

8<: �1 ; 0 � j �
�
k
2

�
0 ;

�
k
2

�
< j � k

ve 0 � j < k için
�
j

k

�
= 0 eşitlikleri kullan¬lm¬̧st¬r.

Önteorem 3.4 (h; k) = 1 olmak üzere k tek ise

k�1X
j=0

�1

�
�;
j

k
� 1
2

�
�r

�
�;
2hj

k

�
+ sr(2h; kj�) = sr(h; kj�) +

�

2
k1�r�r (k�; 0)

eşitli¼gi gerçeklenir.

·Ispat. k tek tamsay¬s¬için sr(2h; kj�)�n¬n tan¬m¬yaz¬l¬p ortak çarpan paran-

tezine al¬n¬rsa,

k�1X
j=0

�1

�
�;
j

k
� 1
2

�
�r

�
�;
2hj

k

�
+ sr(2h; kj�)

=

k�1X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

��
�1

�
�;
j

k
� 1
2

�
+ �1

�
�;
j

k

��
elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda m = 2 için Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬p �1 (�; x)�in

tan¬m¬yerine yaz¬l¬rsa,

k�1X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

�
�1

�
2�;

2j

k

�
=

k�1X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

��
2j

k
�
�
2j

k

�
+ �� 1

2

�

=

k�1X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

�
�1

�
�;
2j

k

�
+
�

2

k�1X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

�
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elde edilir. k tek oldu¼gunda j = 0; 1; :::; k � 1 iken 2j � 0; 1; :::; k � 1 (mod k)

oldu¼gundan, son ifade Raabe ba¼g¬nt¬s¬ndan,

k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

k

�
�1

�
�;
j

k

�
+
�

2
k1�r�r (k�; 0) = sr(h; kj�) +

�

2
k1�r�r (k�; 0)

olur.

Teorem 3.5 r � 1 ve (h; k) = 1 olmak üzere k tek ise

s3;r(h; kj�) = 2sr(h; kj�)� 4sr(2h; kj�) + �k1�r�r (k�; 0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. s3;r(h; k;�) tan¬m¬ndan

s3;r(h; kj�) =
k�1X
j=0

(�1)j�r
�
�;
hj

k

�
=
X
j çift

�r

�
�;
hj

k

�
�
X
j tek

�r

�
�;
hj

k

�

= 2

k�1
2X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

�
�

k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

k

�

= 2

k�1
2X
j=0

�r

�
�;
2hj

k

�
� k1�r�r (k�; 0) (3.2)

elde edilir. (3.2), Önteorem 3.4 ve Önteorem 3.3�den istenilen elde edilir.

Not: �! 0 ve r tek tamsay¬s¬için (2.2) ba¼g¬nt¬s¬ile verilen s3;r(h; k) genelleşti-

rilmi̧s Hardy toplam¬n¬n genelleştirilmi̧s Dedekind toplam¬ cinsinden ifadesi elde

edilir.

Önteorem 3.6 (h; k) = 1 olmak üzere h tek ise

sr(h; 2kj�) +
2k�1X
j=0

�1

�
�;
j

2k
� 1
2

�
�r

�
�;
hj

2k

�
= 21�rsr(h; kj2�)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat. h tek tamsay¬s¬için, sr(h; 2kj�)�n¬n tan¬m¬yerine yaz¬l¬p ortak çarpan

parantezine al¬n¬rsa,

sr(h; 2kj�) +
2k�1X
j=0

�1

�
�;
j

2k
� 1
2

�
�r

�
�;
hj

2k

�

=
2k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

��
�1

�
�;
j

2k
+
1

2

�
+ �1

�
�;
j

2k

��
olur. Burada m = 2 için Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬rsa, eşitli¼gin sa¼g taraf¬

2k�1X
j=0

�1

�
2�;

j

k

�
�r

�
�;
hj

2k

�
olur. Toplam parçalan¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

sr(h; 2kj�) +
2k�1X
j=0

�1

�
�;
j

2k
� 1
2

�
�r

�
�;
hj

2k

�

=
k�1X
j=0

�1

�
2�;

j

k

�
�r

�
�;
hj

2k

�
+

k�1X
j=0

�1

�
2�;

j + k

k

�
�r

�
�;
h(j + k)

2k

�

=
k�1X
j=0

�1

�
2�;

j

k

�
�r

�
�;
hj

2k

�
+

k�1X
j=0

�1

�
2�;

j

k

�
�r

�
�;
hj

2k
+
1

2

�

=
k�1X
j=0

�1

�
2�;

j

k

��
�r

�
�;
hj

2k

�
+ �r

�
�;
hj

2k
+
1

2

��

= 21�r
k�1X
j=0

�1

�
2�;

j

k

�
�r

�
2�;

hj

k

�
= 21�rsr(h; kj2�)

elde edilir.

Önteorem 3.7 (h; k) = 1 olmak üzere h tek ise

2k�1X
j=0

�1

�
�;
j

2k
� 1
2

�
�r

�
�;
hj

2k

�
� sr(h; 2kj�)

=
�1
2
(2k)1�r�r(2k�; 0) +

k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

�
eşitli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat. sr(h; 2kj�)�n¬n tan¬m¬yerine yaz¬l¬p ortak çarpan parantezine al¬n¬rsa,

2k�1X
j=0

�1

�
�;
j

2k
� 1
2

�
�r

�
�;
hj

2k

�
� sr(h; 2kj�)

=

2k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

��
�1

�
�;
j

2k
� 1
2

�
� �1

�
�;
j

2k

��
elde edilir. �1 (�; x)�in tan¬m¬yerine yaz¬l¬rsa eşitli¼gin sa¼g taraf¬,

2k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

��
j

2k
� 1
2
�
�
j

2k
� 1
2

�
+
�

2
� 1
2
� j

2k
+

�
j

2k

�
� �
2
+
1

2

�
(3.3)

olur. Burada �
j

2k
� 1
2

�
=

8<: �1 ; 0 � j � k � 1

0 ; k � j � 2k � 1

ve 0 � j < k için
�
j

2k

�
= 0 oldu¼gundan,

2k�1X
j=0

�1

�
�;
j

2k
� 1
2

�
�r

�
�;
hj

2k

�
�sr(h; 2kj�) =

�1
2
(2k)1�r�r(2k�; 0)+

k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

�
elde edilir.

Teorem 3.8 r � 1 ve (h; k) = 1 olmak üzere h tek ise

s4;r(h; kj�) = �23�rsr(h; kj2�) + 8sr(h; 2kj�)� 22�rk1�r�r(2k�; 0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. s4;r(h; kj�)�n¬n tan¬m¬yaz¬l¬p Önteorem 3.7 kullan¬l¬rsa,

s4;r(h; kj�) = �4
k�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

�

= �4
2k�1X
j=0

�1

�
�;
j

2k
� 1
2

�
�r

�
�;
hj

2k

�
+ 4sr(h; 2kj�)� 2(2k)1�r�r(2k�; 0)

elde dilir. Son ifadede Önteorem 3.6 kullan¬l¬rsa,

s4;r(h; kj�) = �4
�
21�rsr(h; kj2�)� sr(h; 2kj�)

	
+ 4sr(h; 2kj�)� 22�rk1�r�r(2k�; 0)

= �23�rsr(h; kj2�) + 8sr(h; 2kj�)� 22�rk1�r�r(2k�; 0)
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elde edilir.

Not: �! 0 ve r tek tamsay¬s¬için (2.3) ba¼g¬nt¬s¬ile verilen s4;r(h; k) genelleşti-

rilmi̧s Hardy toplam¬n¬n genelleştirilmi̧s Dedekind toplam¬ cinsinden ifadesi elde

edilir.

Teorem 3.9 r � 1 ve (h; k) = 1 olmak üzere p asal say¬s¬için
p�1X
m=0

sr(h+mk; pkj�) = p1�rsr(h; kjp�)� p1�rsr(ph; kjp�) + psr(h; kj�)

+

�
p� 1
2

�
p1�r�Ar (ph; kjp�)

eşitli¼gi gerçeklenir. Burada,

Ar (ph; kjp�) =
k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

k

�
=

8<: k1�r�r (pk�; 0) ; (k; p) = 1

p(k
p
)1�r�r (k�; 0) ; (k; p) = p

(3.4)

d¬r.

·Ispat. sr(h; kj�)�n¬n tan¬m¬ndan,
p�1X
m=0

sr(h+mk; pkj�) =

p�1X
m=0

pk�1X
j=0

�1

�
�;
j

pk

�
�r

�
�;
(h+mk)j

pk

�

=
k�1X
v=0

p�1X
�=0

p�1X
m=0

�1

�
�;
vp+ �

pk

�
�r

�
�;
h(vp+ �)

pk
+
m�

p

�
elde edilir. Burada, � = 0; 1; :::; p � 1 ve v = 0; 1; :::; k � 1 olmak üzere j = vp + �

dönüşümü yap¬lm¬̧st¬r. Son bulunan ifade,

k�1X
v=0

p�1X
m=0

p�1X
�=1

�1

�
�;
vp+ �

pk

�
�r

�
�;
h(vp+ �)

pk
+
m�

p

�
(3.5)

+

k�1X
v=0

p�1X
m=0

�1

�
�;
vp

pk

�
�r

�
�;
hvp

pk

�
şeklinde yaz¬labilir. (3.5) ifadesinde Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

p�1X
m=0

sr(h+mk; pkj�) = p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=1

�1

�
�;
vp+ �

pk

�
�r

�
p�;

ph(vp+ �)

pk

�

+p
k�1X
v=0

�1

�
�;
v

k

�
�r

�
�;
hv

k

�
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elde edilir. Buradan, eşitli¼gin sa¼g taraf¬

p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=0

�1

�
�;
vp+ �

pk

�
�r

�
p�;

ph(vp+ �)

pk

�

�p1�r
k�1X
v=0

�1

�
�;
vp

pk

�
�r

�
p�;

phvp

pk

�
+ psr(h; kj�)

olarak yaz¬labilir. Son ifadede vp + � = j dönüşümü yap¬l¬p �1 (�; x)� in tan¬m¬

yaz¬l¬rsa ve Önteorem 3.2 kullan¬l¬rsa,

p1�r
pk�1X
j=0

�1

�
�;
j

pk

�
�r

�
p�;

phj

pk

�

�p1�r
k�1X
v=0

�1

�
�;
v

k

�
�r

�
p�;

phv

k

�
+ psr(h; kj�)

= p1�r
�
sr(ph; pkjp�+

�(1� p)
2

pk1�r�r (pk�; 0)

�
�p1�r

(
sr(ph; kjp�) +

�(1� p)
2

k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

k

�)
+ psr(h; kj�)

= p1�rsr(h; kjp�)� p1�rsr(ph; kjp�) + psr(h; kj�) +
�
p� 1
2

�
p1�r�Ar (ph; kjp�)

elde edilir. Burada Ar (ph; kjp�) ifadesi,

Ar (ph; kjp�) =
k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

k

�
=

8<: k1�r�r (pk�; 0) ; (k; p) = 1

p(k
p
)1�r�r (k�; 0) ; (k; p) = p

şeklindedir. Gerçekten (k; p) = 1 ise (h; k) = 1 iken (ph; k) = 1 oldu¼gundan Raabe

ba¼g¬nt¬s¬uygulanabilir. Di¼ger taraftan, (k; p) = p ise,

k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

k

�
= p

k
p
�1X
v=0

�r

 
p�;

hv
k
p

!
yaz¬labilir. Burada (h; k

p
) = 1 oldu¼gundan Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulanabilir. Böylece

istenilen elde edilir.

Teorem 3.10 r � 1 ve (h; k) = 1 olmak üzere h+ k tek ise

Sr(h; kj�) = �16sr(h; kj�)� 23�rsr(h; kj2�) + 24�rsr(2h; kj2�) + 8sr(h; 2kj�)

�23�r�Ar (2h; kj2�) + 22�rk1�r�r (2k�; 0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada Ar (2h; kj2�), (3.4) ba¼g¬nt¬s¬nda verilen toplamd¬r.
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·Ispat. h+ k tek olmak üzere

Sr(h; kj�) = �s4;r(h+ k; kj�)

oldu¼gundan, Teorem 3.8�de h yerine (h+ k) al¬n¬rsa,

Sr(h; kj�) = 23�rsr(h; kj2�)� 8sr(h+ k; 2kj�) + 22�rk1�r�r (2k�; 0) (3.6)

olur. Teorem 3.9�da p = 2 al¬n¬rsa,

sr(h; 2kj�) + sr(h+ k; 2kj�) = 21�rsr(h; kj2�)� 21�rsr(2h; kj2�) + 2sr(h; kj�)

+2�r�Ar (2h; kj2�)

elde edilir. Bulunanlar (3.6)�da yerine yaz¬l¬rsa,

Sr(h; kj�) = 23�rsr(h; kj2�)� 8
�
21�rsr(h; kj2�)� 21�rsr(2h; kj2�) + 2sr(h; kj�)

	
�8
�
�sr(h; 2kj�) + 2�r�Ar (2h; kj2�)

	
+ 22�rk1�r�r (2k�; 0)

= 23�rsr(h; kj2�)� 24�rsr(h; kj2�) + 24�rsr(2h; kj2�)� 16sr(h; kj�)

+8sr(h; 2kj�)� 23�r�Ar (2h; kj2�) + 22�rk1�r�r (2k�; 0)

= �16sr(h; kj�)� 23�rsr(h; kj2�) + 24�rsr(2h; kj2�) + 8sr(h; 2kj�)

�23�r�Ar (2h; kj2�) + 22�rk1�r�r (2k�; 0)

elde edilir.

Not: �! 0 ve r tek tamsay¬s¬için (2.1) ba¼g¬nt¬s¬ile verilen Sr(h; k) genelleşti-

rilmi̧s Hardy toplam¬n¬n genelleştirilmi̧s Dedekind toplam¬ cinsinden ifadesi elde

edilir.

3.2. Reciprocity Ba¼g¬nt¬lar¬

Bu bölümde dejenere Hardy toplamlar¬n¬n sa¼glad¬klar¬reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬ispat-

lanacakt¬r.

Teorem 3.11 (h; k) = 1 olmak üzere h tek ise

khrs3;r(k; hj2k�)� hkr2r�2s4;r(h; kjh�)

=

rX
j=0

�
r

j

�
hj�j (2k�) k

r+1�j"r�j(2h�) + hk�r (2hk�; 0)
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ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir.

·Ispat. Teorem 3:5 ve Teorem 3.8�den

s3;r(k; hj2k�) = 2sr(k; hj2k�)� 4sr(2k; hj2k�) + �2kh1�r�r (2hk�; 0) (3.7)

ve

s4;r(h; kjh�) = �23�rsr(h; kj2h�) + 8sr(h; 2kjh�)� 22�rk1�r�r(2hk�; 0) (3.8)

d¬r. (3.7) ve (3.8)�in her iki taraf¬s¬ras¬yla (r+1)khr ve (r+1)hkr2r�2 ile çarp¬l¬rsa,

(r + 1)khrs3;r(k; hj2k�)� (r + 1)hkr2r�2s4;r(h; kjh�) = S1 + S2 + S3 (3.9)

olur. Burada,

S1 := (r + 1) f2khrsr(k; hjk2�) + 2hkrsr(h; kjh2�)g

S2 := (r + 1) f�2(2k)hrsr(2k; hj2k�)� 2(2k)rhsr(h; 2kjh�)g

S3 := (r + 1)
�
2�k2h�r(2hk�; 0) + hk�r(2hk�; 0)

	
d¬r. (2.11) eşitli¼ginden yararlan¬larak,

S1 = 2(r + 1) fkhrsr(k; hj2k�) + hkrsr(h; kj2h�)g

= 2
r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
hj�j (2k�) k

r+1�j�r+1�j (2h�)

+2�hk(r + 1)(h+ k + 2r � 2)�r (2hk�; 0) + 2r�r+1 (2hk�)

olur. Benzer şekilde yine (2.11) eşitli¼ginden yararlan¬larak,

S2 = �2(r + 1) f(2k)hrsr(2k; hj2k�) + (2k)rhsr(h; 2kjh�)g

= �2
r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
hj�j (2k�) (2k)

r+1�j�r+1�j (h�)

�2�hk(r + 1)(h+ 2k + 2r � 2)�r (2hk�)� 2r�r+1 (2hk�)

elde edilir. Böylece,

(r + 1)
�
khrs3;r(k; hj2k�)� hkr2r�2s4;r(h; kjh�)

	
= 2

r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
hj�j (2k�) k

r+1�j ��r+1�j (2h�)� 2r+1�j�r+1�j (h�)	 (3.10)
f2�hk(r + 1)(h+ k + 2r � 2)� 2�hk(r + 1)(h+ 2k + 2r � 2)g �r (2hk�)

+2�k2h(r + 1)�r (2hk�) + hk(r + 1)�r (2hk�)
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elde edilir. Di¼ger taraftan (2.7) ve (2.9)�da � = 1 ve x = 0 al¬n¬rsa,

1X
n=0

�n(2�)
tn

n!
�

1X
n=0

�n(�)2
n t
n

n!

=
1X
n=0

�n(2�)� 2n�n(�)
n!

tn =
t

(1 + t2�)
1
2� � 1

� 2t

(1 + �2t)
2
2� � 1

=
t

(1 + t2�)
1
2� � 1

� 2 t�
(1 + t2�)

1
2� � 1

��
(1 + t2�)

1
2� + 1

�
=

t
�
(1 + t2�)

1
2� � 1

�
�
(1 + t2�)

1
2� � 1

��
(1 + t2�)

1
2� + 1

� = t

(1 + t2�)
1
2� + 1

=
t

2

2

(1 + t2�)
1
2� + 1

=
t

2

1X
n=0

"n(2�)
tn

n!
=
1

2

1X
n=1

"n�1(2�)
tn

(n� 1)!

olarak bulunur. Buradan n � 1 için,

�n(2�)� 2n�n(�) =
n

2
"n�1(2�) (3.11)

elde edilir. (3.11) ba¼g¬nt¬s¬nda 0 � j � r için n yerine r + 1 � j ve � yerine h�

yaz¬l¬rsa,

�r+1�j (2h�)� 2r+1�j�r+1�j (h�) =
�
r + 1� j

2

�
"r�j(2h�)

elde edilir. O halde (3.10) ba¼g¬nt¬s¬,

(r + 1)
�
khrs3;r(k; hj2k�)� hkr2r�2s4;r(h; kjh�)

	
= 2

r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
hj�j (2k�) k

r+1�j
�
r + 1� j

2

�
"r�j(2h�) + hk(r + 1)�r (2hk�)

= (r + 1)
rX
j=0

�
r

j

�
hj�j (2k�) k

r+1�j"r�j(2h�) + hk(r + 1)�r (2hk�)

ifadesine dönüşür.

Teorem 3.12 r � 1 ve (h; k) = 1 olsun. h+ k tek ise

2r�1 fhkrSr(h; kjh�) + khrSr(k; hjk�)g

= �rhk
r�1X
j=0

�
r � 1
j

�
hjkr�1�j"j(2k�)"r�1�j(2h�)

+2�hkr(h+ k + � + 2r � 2)"r�1(2hk�) + 2r"r(2hk�) + 4hk�r (2hk�; 0)
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reciprocity ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r. Burada �

� =

8<: h ; h tek

k ; k tek

d¬r.

·Ispat. Teorem 3.10�dan,

(r + 1)2r�3 (hkrSr(h; kjh�) + khrSr(k; hjk�)) = S1 + S2 + S3 + S4 + S5 (3.12)

yaz¬labilir. Burada

S1 : = �2r+1(r + 1) fhkrsr(h; kjh�) + khrsr(k; hjk�)g

S2 : = �(r + 1) fhkrsr(h; kj2h�) + khrsr(k; hj2k�)g

S3 : = (r + 1) f(2h)krsr(2h; kj2h�) + (2h)rksr(k; 2hjk�)g

S4 : = (r + 1) fh(2k)rsr(h; 2kjh�) + (2k)hrsr(2k; hj2k�)g

S5 : = �h2kr�(r + 1)Ar (2h; kj2h�)� k2hr�(r + 1)Ar (2k; hj2k�)

+hk(r + 1)�r (2hk�; 0)

d¬r. Dejenere Dedekind toplamlar¬n¬n reciprocity ba¼g¬nt¬s¬olan (2.11) ba¼g¬nt¬s¬yard¬-

m¬yla

S1 = �2r+1
(
r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
hj�j (k�) k

r+1�j�r+1�j (h�)

)
�2r�hk(r + 1)(h+ k + 2r � 2)�r (hk�; 0)� r2r+1�r+1 (hk�; 0)

S2 = �
r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
hj�j (2k�) k

r+1�j�r+1�j (2h�)

��hk(r + 1)(h+ k + 2r � 2)�r (2hk�; 0)� r�r+1 (2hk�; 0)

S3 =
r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
(2h)j�j (k�) k

r+1�j�r+1�j (2h�)

+�hk(r + 1)(2h+ k + 2r � 2)�r (2hk�; 0) + r�r+1 (2hk�; 0)

S4 =
r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
hj�j (2k�) (2k)

r+1�j�r+1�j (h�)

+�hk(r + 1)(h+ 2k + 2r � 2)�r (2hk�; 0) + r�r+1 (2hk�; 0)
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elde edilir. Buradan

(r + 1)2r�3 fhkrSr(h; kjh�) + khrSr(k; hjk�)g

=

r+1X
j=0

�
r + 1

j

�
hjkr+1�j

�
�2r+1�j (k�) �r+1�j (h�)� �j (2k�) �r+1�j (2h�)

+ 2r+1�j�j (2k�) �r+1�j (h�) + 2
j�j (k�) �r+1�j (2h�)

	
�2r�hk(r + 1)(h+ k + 2r � 2)�r (hk�; 0)� r2r+1�r+1 (hk�; 0)

+�hk(r + 1)(2h+ 2k + 2r � 2)�r (2hk�; 0) + r�r+1 (2hk�; 0)

�h2kr�(r + 1)Ar (2h; kj2h�)� k2hr�(r + 1)Ar (2k; hj2k�)

+hk(r + 1)�r (2hk�; 0)

elde edilir. (3.11) ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla

�2r+1�j (k�) �r+1�j (h�)� �j (2k�) �r+1�j (2h�)

+2j�j (k�) �r+1�j (2h�) + 2
r+1�j�j (2k�) �r+1�j (h�)

= �
�
�r+1�j (2h�)� 2r+1�j�r+1�j (h�)

	�
�j (2k�)� 2j�j (k�)

	
= �

�
r + 1� j

2
"r�j(2h�)

��
j

2
"j�1(2k�)

�
; 1 � j � r

elde edilir. Son bulunan ifade yerine yaz¬l¬rsa,

(r + 1)2r�3 (hkrSr(h; kjh�) + khrSr(k; hjk�))

=
�1
4

rX
j=1

�
r

j

�
hjkr+1�j(r + 1� j)j"j�1(2k�)"r�j(2h�)

+�hk(r + 1)(h+ k + 2r � 2)
�
�r (2hk�; 0)� 2r�r (hk�; 0)

	
(3.13)

+r
�
�r+1 (2hk�; 0)� 2r+1�r+1 (hk�; 0)

	
+ �hk(r + 1)(h+ k)�r (2hk�; 0) (3.14)

�h2kr�(r + 1)Ar (2h; kj2h�)� k2hr�(r + 1)Ar (2k; hj2k�) + hk(r + 1)�r (2hk�; 0)

olur. (3.13) ve (3.14)�de (3.11) ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

�1
4
r(r + 1)hk

r�1X
j=0

�
r � 1
j

�
hjkr�1�j"j(2k�)"r�1�j(2h�)

+�hk(r + 1)(h+ k + 2r � 2)r
2
"r�1(2hk�) +

r(r + 1)

2
"r(2hk�) (3.15)

�h2kr�(r + 1)Ar (2h; kj2h�)� k2hr�(r + 1)Ar (2k; hj2k�) (3.16)

+hk(r + 1)�r (2hk�; 0) + �hk(r + 1)(h+ k)�r (2hk�; 0) (3.17)
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elde edilir. k tek ise

�h2kr�Ar (2h; kj2h�)� k2hr�Ar (2k; hj2k�) + �hk (h+ k) �r (2hk�; 0)

= �h2k��r (2hk�; 0)� k2h�2r�r (hk�; 0) + �h2k�r (2hk�; 0) + �hk2�r (2hk�; 0)

= �hk2
�
�r (2hk�; 0)� 2r�r (hk�; 0)

	
= �hk2

r

2
"r�1(2hk�; 0)

d¬r. Böylece (3.15), (3.16) ve (3.17) ifadeleri,

�hkr

2
(h+ 2k + 2r � 2)"r�1(2hk�) +

r

2
"r(2hk�) + hk�r (2hk�; 0)

olur. h tek ise

�h2kr�Ar (2h; kj2h�)� k2hr�Ar (2k; hj2k�) + �hk (h+ k) �r (2hk�; 0)

= �h2k�2r�r (hk�; 0)� k2h��r (2hk�; 0) + �h2k�r (2hk�; 0) + �hk2�r (2hk�; 0)

= �h2k
�
�r (2hk�; 0)� 2r�r (hk�; 0)

	
= �h2k

r

2
"r�1(2hk�; 0)

d¬r. Böylece (3.15), (3.16) ve (3.17) ifadeleri,

�hkr

2
(2h+ k + 2r � 2)"r�1(2hk�) +

r

2
"r(2hk�) + hk�r (2hk�; 0)

olur. Buradan istenilen elde edilir.

3.3. Dejenere Hardy Toplamlar¬n¬n Baz¬Özellikleri

Önerme 3.13 (h+ k) tek ve (h; k) = 1 için

Sr(qh; qkj�) =

8<: 2q(2k)1�r�r(2k�; 0) , q çift

2(q � 1)(2k)1�r�r(2k�; 0) + Sr(h; kj�) , q tek

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. q çift olsun. Sr(qh; qkj�)�n¬n tan¬m¬ndan

1

4
Sr(qh; qkj�) =

qk�1X
j=0

�r

�
�;
(h+ k)j

2k

�
(3.18)
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yaz¬labilir. Burada n = 0; 1; :::; k � 1 ve m = 0; 1; :::; q � 1 olmak üzere j = n +mk

dönüşümü yap¬l¬r ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

1

4
Sr(qh; qkj�) =

k�1X
n=0

q�1X
m=0

�r

�
�;
(h+ k)n

2k
+
m

2

�

=
q

2

k�1X
n=0

1X
m=0

�r

�
�;
(h+ k)n

2k
+
m

2

�
elde edilir. Son ifadede Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬rsa,

q

2
21�r

k�1X
n=0

�r

�
2�;

(h+ k)n

k

�
=
q

2
(2k)1�r�r(2k�; 0)

elde edilir.

Şimdi de q tek olsun, benzer şekilde Sr(qh; qkj�)�n¬n tan¬m¬nda j = n +mk

dönüşümü yap¬l¬p Raabe ba¼g¬nt¬s¬kullan¬l¬rsa,

1

4
Sr(qh; qkj�) =

qk�1X
j=0

�r

�
�;
(h+ k)j

2k

�
=

k�1X
n=0

q�1X
m=0

�r

�
�;
(h+ k)(n+mk)

2k

�

=
k�1X
n=0

q�1X
m=0

�r

�
�;
(h+ k)n

2k
+
m

2

�

=
(q � 1)
2

k�1X
n=0

1X
m=0

�r

�
�;
(h+ k)n

2k
+
m

2

�
+

k�1X
n=0

�r

�
�;
(h+ k)n

2k
+
q � 1
2

�

=
(q � 1)
2

21�r
k�1X
n=0

�r

�
2�;

(h+ k)n

k

�
+

k�1X
n=0

�r

�
�;
(h+ k)n

2k

�
=
(q � 1)
2

(2k)1�r�r (2k�; 0) +
1

4
Sr(h; kj�)

elde edilir.

Önerme 3.14 k tek ve (h; k) = 1 için

s3;r(qh; qkj�) =

8<: 0 , q çift

s3;r(h; kj�) , q tek

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat. s3;r(qh; qkj�)�n¬n tan¬m¬yaz¬l¬p n = 0; 1; :::; k� 1 ve m = 0; 1; :::; q� 1

olmak üzere j = n+mk dönüşümü yap¬l¬rsa,

s3;r(qh; qkj�) =

qk�1X
j=0

(�1)j�r
�
�;
hj

k

�

=
k�1X
n=0

q�1X
m=0

(�1)n+mk�r
�
�;
h(n+mk)

k

�
olur. �r(�; x) fonksiyonu 1 ile periyodik oldu¼gundan,

s3;r(qh; qkj�)
k�1X
n=0

q�1X
m=0

(�1)n+mk�r
�
�;
hn

k

�

=
k�1X
n=0

(�1)n�r
�
�;
hn

k

� q�1X
m=0

(�1)m

=
1� (�1)q

2

k�1X
n=0

(�1)n�r
�
�;
hn

k

�
olur ki buradan istenilen sonuç elde edilir.

Önerme 3.15 h tek ve (h; k) = 1 için

s4;r(qh; qkj�) =

8<: �2q(2k)1�r�r(2k�; 0) , q çift

�2(q � 1)(2k)1�r�r(2k�; 0) + s4;r(h; kj�) , q tek

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. q çift ise, s4;r(qh; qkj�)�n¬n tan¬m¬yaz¬l¬p n = 0; 1; :::; k � 1 ve m =

0; 1; :::; q � 1 olmak üzere j = n +mk dönüşümü yap¬l¬rsa ve Raabe ba¼g¬nt¬s¬ndan

yararlan¬l¬rsa

�1
4
s4;r(qh; qkj�) =

qk�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

�
=

k�1X
n=0

q�1X
m=0

�r

�
�;
h(n+mk)

2k

�

=
k�1X
n=0

q�1X
m=0

�r

�
�;
hn

2k
+
m

2

�
=
q

2

k�1X
n=0

1X
m=0

�r

�
�;
hn

2k
+
m

2

�

=
q

2
21�r

k�1X
n=0

�r

�
2�;

hn

k

�
=
q

2
(2k)1�r�r(2k�; 0)

elde edilir.
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q tek ise, s4;r(qh; qkj�)�n¬n tan¬m¬nda n = 0; 1; :::; k � 1 ve m = 0; 1; :::; q � 1

olmak üzere j = n+mk dönüşümü yap¬l¬p benzer i̧slemler yap¬l¬rsa,

�1
4
s4;r(qh; qkj�) =

qk�1X
j=0

�r

�
�;
hj

2k

�

=
k�1X
n=0

q�1X
m=0

�r

�
�;
h(n+mk)

2k

�

=
k�1X
n=0

q�1X
m=0

�r

�
�;
hn

2k
+
m

2

�

=
(q � 1)
2

k�1X
n=0

1X
m=0

�r

�
�;
hn

2k
+
m

2

�
+

k�1X
n=0

�r

�
�;
hn

2k
+
q � 1
2

�

=
(q � 1)
2

21�r
k�1X
n=0

�r

�
2�;

(h+ k)n

k

�
+

k�1X
n=0

�r

�
�;
hn

2k

�
=

(q � 1)
2

(2k)1�r�r (2k�; 0) +
1

4
s4;r(h; kj�)

elde edilir.

Sonuç 3.16 r � 1, (h; k) = 1, h tek ve q tek ise

khrs3;r(qk; qhjqk2�)� hkr2r�2s4;r(qh; qkjqh�)

=
rX
j=0

�
r

j

�
hj�j (2kq�) k

r+1�j"r�j(2hq�) + qhk�r(2hk�; 0)

d¬r.

·Ispat. Teorem 3.11, Önerme 3.14 ve 3.15�den istenilen elde edilir.

Sonuç 3.17 r � 1, (h; k) = q, (h+ k) tek ve q tek ise

2r�1 fhkrSr(hq; kqjhq�) + khrSr(kq; hqjkq�)g

= �rhk
r�1X
j=0

�
r � 1
j

�
hjkr�1�j"j(2kq�)"r�1�j(2hq�)

+2q�hkr(h+ k + � + 2r � 2)"r�1(2hkq�) + 2r"r(2hkq�) + 4qhk�r(2hk�; 0)

d¬r. Burada �;

� =

8<: h ; h tek

k ; k tek

d¬r.
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·Ispat. Teorem 3.12 ve 3.13�den istenilen elde edilir.

Aşa¼g¬da, Teorem 3.9�da ispatlanan özellik dejenere Hardy toplamlar¬için is-

patlanm¬̧st¬r.

Teorem 3.18 p asal say¬s¬için (h; k) = 1 ve k tek ise
p�1X
m=0

s3;r(h+mk; pkj�)

=

8<: k1�r�r(k�; 0)(2� 21�r) , p = 2

p1�rs3;r(h; kjp�) + ps3;r(h; kj�)� p1�rs3;r(ph; kjp�) , p > 2 asal

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. s3;r(h+mk; pkj�)�n¬n tan¬m¬nda � = 0; 1; :::; p� 1 ve v = 0; 1; :::; k� 1

olmak üzere j = vp+ � dönüşümü yap¬l¬rsa,
p�1X
m=0

s3;r(h+mk; pkj�) =

p�1X
m=0

pk�1X
j=0

(�1)j�r
�
�;
(h+mk)j

pk

�

=
k�1X
v=0

p�1X
�=0

p�1X
m=0

(�1)vp+��r
�
�;
h(vp+ �)

pk
+
m�

p

�
yaz¬labilir. Buradan,

k�1X
v=0

p�1X
m=0

p�1X
�=1

(�1)vp+��r
�
�;
h(vp+ �)

pk
+
m�

p

�
(3.19)

+
k�1X
v=0

p�1X
m=0

(�1)vp�r
�
�;
hvp

pk

�
olur. (3.19)�da Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬rsa,

p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=1

(�1)vp+��r
�
p�;

ph(vp+ �)

pk

�

+p

k�1X
v=0

(�1)vp�r
�
�;
hv

k

�
elde edilir. ·Ilk toplama � = 0 eklenip ç¬kar¬l¬rsa,

p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=0

(�1)vp+��r
�
p�;

ph(vp+ �)

pk

�

�p1�r
k�1X
v=0

(�1)vp�r
�
p�;

phv

k

�
+ p

k�1X
v=0

(�1)vp�r
�
�;
hv

k

�
28



elde edilir. Burada vp+ � = j dönüşümü yap¬l¬rsa,

p1�r
pk�1X
j=0

(�1)j�r
�
p�;

phj

pk

�
� p1�r

k�1X
v=0

(�1)vp�r
�
p�;

phv

k

�

+p

k�1X
v=0

(�1)vp�r
�
�;
hv

k

�
= p1�rs3;r(ph; pk; p�) + pA� p1�rB

elde edilir. Burada A ve B aşa¼g¬daki gibidir:

A =
k�1X
v=0

(�1)vp�r
�
�;
hv

k

�
=

8<: k1�r�r(k�; 0) , p = 2

s3;r(h; kj�) , p > 2 asal

B =

k�1X
v=0

(�1)vp�r
�
p�;

phv

k

�
=

8<: k1�r�r(2k�; 0) , p = 2

s3;r(ph; kjp�) , p > 2 asal

Bu taktirde, p = 2 için Önteorem 3.14�den,

1X
m=0

s3;r(h+mk; 2kj�) = 21�rs3;r(2h; 2kj2�) + 2k1�r�r(k�; 0)� (2k)1�r�r(k�; 0)

= k1�r�r(k�; 0)(2� 21�r)

p > 2 asal için Önteorem 3.14�den,

p�1X
m=0

s3;r(h+mk; pkj�) = p1�rs3;r(ph; pkjp�) + ps3;r(h; kj�)� p1�rs3;r(ph; kjp�)

= p1�rs3;r(h; kjp�) + ps3;r(h; kj�)� p1�rs3;r(ph; kjp�)

elde edilir.

Teorem 3.19 p asal say¬s¬için (h; k) = 1 ve h tek ise

2p�1X
m=0

s4;r(h+mk; pkj�) = p1�rs4;r(ph; pkjp�)� p1�rSr(ph; pkjp�)� p1�rs4;r(ph; kjp�)

+ps4;r(h; kj�)� pSr(h; kj�) + p1�rCp

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada

Cp =

8<: �s4;r(ph; kjp�) ; p = 2

Sr(ph; kjp�) ; p > 2

dir.
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·Ispat. s4;r(h+mk; pkj�)�n¬n tan¬m¬nda � = 0; 1; :::; p� 1 ve v = 0; 1; :::; k� 1

olmak üzere j = vp+ � dönüşümü yap¬l¬rsa,

�1
4

2p�1X
m=0

s4;r(h+mk; pkj�) =

2p�1X
m=0

pk�1X
j=0

�r

�
�;
(h+mk)j

2pk

�

=
k�1X
v=0

2p�1X
m=0

p�1X
�=0

�r

�
�;
h(vp+ �)

2pk
+
mk(vp+ �)

2pk

�
elde edilir. Böylece eşitli¼gin sa¼g taraf¬

k�1X
v=0

2p�1X
m=0

p�1X
�=1

�r

�
�;
h(vp+ �)

2pk
+
mk(vp+ �)

2pk

�

+
k�1X
v=0

2p�1X
m=0

�r

�
�;
hvp

2pk
+
mv

2

�

=
k�1X
v=0

p�1X
�=1

p�1X
n=0

�r

�
�;
h(vp+ �)

2pk
+
2n(vp+ �)

2p

�
(3.20)

+
k�1X
v=0

p�1X
�=1

p�1X
n=0

�r

�
�;
h(vp+ �)

2pk
+
2n(vp+ �)

2p
+
vp+ �

2p

�
(3.21)

+p
k�1X
v=0

�r

�
�;
hv

2k

�
+ p

k�1X
v=0

�r

�
�;
hv

2k
+
v

2

�
şeklinde yaz¬labilir. v = 0; 1; :::; k�1 ve � = 1; :::; p�1 için (p; vp+�) = 1 oldu¼gundan

(3.20) ve (3.21) ifadelerinde Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬rsa,

p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=1

�r

�
p�;

ph(vp+ �)

2pk

�

+p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=1

�r

�
p�;

ph(vp+ �)

2pk
+
vp+ �

2

�
� 1
4
ps4;r(h; kj�) +

1

4
pSr(h; kj�)

elde edilir. Buradan,

p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=0

�r

�
p�;

ph(vp+ �)

2pk

�

+p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=0

�r

�
p�;

(ph+ pk) (vp+ �)

2pk

�

�p1�r
k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

2k

�
� p1�r

k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

2k
+
vp

2

�
�1
4
ps4;r(h; kj�) +

1

4
pSr(h; kj�)
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yaz¬l¬labilir. Tekrar vp+ � = j, j = 0; :::; pk � 1 dönüşümü yap¬l¬rsa,

p1�r
pk�1X
j=0

�r

�
p�;

phj

2pk

�
+ p1�r

pk�1X
j=0

�r

�
p�;

(ph+ pk) j

2pk

�

+
1

4
p1�rs4;r(ph; kjp�)� p1�r

k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

2k
+
vp

2

�
�1
4
ps4;r(h; kj�) +

1

4
pSr(h; kj�)

= �1
4
p1�rs4;r(ph; pkjp�) +

1

4
p1�rSr(ph; pkjp�) +

1

4
p1�rs4;r(ph; kjp�)

�1
4
ps4;r(h; kj�) +

1

4
pSr(h; kj�)� p1�r

k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

2k
+
vp

2

�
elde edilir. Burada

k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

2k
+
vp

2

�
=

8<: �1
4
s4;r(ph; kjp�) ; p = 2

1
4
Sr(ph; kjp�) ; p > 2

oldu¼gundan istenilen elde edilir.

Teorem 3.20 r � 1 tek tamsay¬, p asal say¬s¬ve (h; k) = 1 olsun. h tek ise

p�1X
m=0

s4;r(h+ 2mk; pkj�) = p1�rs4;r(ph; pkjp�)� p1�rs4;r(ph; kjp�) + ps4;r(h; kj�)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Teorem 3.19�un ispat¬na benzer şekilde elde edilir.

Teorem 3.21 p asal say¬s¬için (h; k) = 1 ve (h+ k) tek ise

2p�1X
m=0

Sr(h+mk; pkj�) = p1�rSr(ph; pkjp�)� p1�rs4;r(ph; pkjp�) + p1�rs4;r(ph; kjp�)

�ps4;r(h; kj�) + pSr(h; kj�) + p1�rCp

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada

Cp =

8<: s4;r(ph; kjp�) ; p = 2

�Sr(ph; kjp�) ; p > 2

d¬r.
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·Ispat. Sr(h+mk; pkj�)�n¬n tan¬m¬nda � = 0; 1; :::; p� 1 ve v = 0; 1; :::; k � 1

olmak üzere j = vp+ � dönüşümü yap¬l¬rsa,

1

4

2p�1X
m=0

Sr(h+mk; pkj�) =
2p�1X
m=0

pk�1X
j=0

�r

�
�;
(h+mk + pk)j

2pk

�

=

k�1X
v=0

p�1X
�=0

2p�1X
m=0

�r

�
�;
(h+ pk)(vp+ �)

2pk
+
mk(vp+ �)

2pk

�

=

k�1X
v=0

p�1X
�=0

p�1X
n=0

�r

�
�;
h(vp+ �)

2pk
+
vp+ �

2
+
n(vp+ �)

p

�

+

k�1X
v=0

p�1X
�=0

p�1X
n=0

�r

�
�;
h(vp+ �)

2pk
+
vp+ �

2
+
n(vp+ �)

p
+
vp+ �

2p

�
yaz¬labilir. Son eşitlikte � üzerinden olan toplam � = 0 için ayr¬l¬rsa,

1

4

2p�1X
m=0

Sr(h+mk; pkj�)

=
k�1X
v=0

p�1X
�=1

p�1X
n=0

�r

�
�;
h(vp+ �)

2pk
+
vp+ �

2
+
n(vp+ �)

p

�
(3.22)

+
k�1X
v=0

p�1X
�=1

p�1X
n=0

�r

�
�;
h(vp+ �)

2pk
+
vp+ �

2
+
n(vp+ �)

p
+
vp+ �

2p

�
(3.23)

+p
k�1X
v=0

�r

�
�;
hv

2k
+
vp

2

�
+ p

k�1X
v=0

�r

�
�;
hv

2k
+
v(p+ 1)

2

�
olur. (3.22) ve (3.23) ifadelerinde Raabe ba¼g¬nt¬s¬uygulan¬rsa, eşitli¼gin sa¼g taraf¬

p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=1

�r

�
p�;

ph(vp+ �)

2pk
+
p(vp+ �)

2

�
+
p

4
(Sr (h; kj�)� s4;r (h; kj�))

+p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=1

�r

�
p�;

ph(vp+ �)

2pk
+
(vp+ �)(p+ 1)

2

�
olarak elde edilir. Buradan,

p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=0

�r

�
p�;

ph(vp+ �)

2pk
+
p(vp+ �)

2

�
� p1�r

k�1X
v=0

�r

�
p�;

p2hv

2pk
+
p2v

2

�

+p1�r
k�1X
v=0

p�1X
�=0

�r

�
p�;

ph(vp+ �)

2pk
+
(vp+ �)(p+ 1)

2

�

�p1�r
k�1X
v=0

�r

�
p�;

p2hv

2pk
+
vp(p+ 1)

2

�
+
1

4
p (Sr (h; kj�)� s4;r (h; kj�))
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yaz¬labilir. Burada vp+ � = j dönüşümü yap¬l¬rsa,

p1�r
pk�1X
j=0

�r

�
p�;

phj

2pk
+
pj

2

�
� p1�r

k�1X
v=0

�r

�
p�;

phv

2k
+
p2v

2

�

+p1�r
pk�1X
j=0

�r

�
p�;

phj

2pk
+
j(p+ 1)

2

�
+
1

4
p1�rs4;r(ph; kjp�)

+
1

4
p (Sr (h; kj�)� s4;r (h; kj�))

elde edilir. Bulunan son ifade A olarak tan¬mlan¬rsa, p = 2 için

4A = �p1�rs4;r(ph; pkjp�) + p1�rs4;r(ph; kjp�) + p1�rSr(ph; pkjp�)

+p1�rs4;r(ph; kjp�)� ps4;r(h; kj�) + pSr(h; kj�)

ve p > 2 için

4A = p1�rSr(ph; pkjp�)� p1�rSr(ph; kjp�)� p1�rs4;r(ph; pkjp�)

+p1�rs4;r(ph; kjp�) + pSr(h; kj�)� ps4;r(h; kj�)

olur. Yani,

2p�1X
m=0

Sr(h+mk; pkj�) = p1�rSr(ph; pkjp�)� p1�rs4;r(ph; pkjp�) + p1�rs4;r(ph; kjp�)

�ps4;r(h; kj�) + pSr(h; kj�) + p1�rCp

elde edilir. Burada

Cp =

8<: s4;r(ph; kjp�) ; p = 2

�Sr(ph; kjp�) ; p > 2

d¬r.

Teorem 3.22 p asal say¬s¬için (h; k) = 1 ve (h+ k) tek ise

p�1X
m=0

Sr(h+ 2mk; pkj�)

=

8<: �p1�rs4;r(ph; pkjp�) + p1�rs4;r(ph; kjp�)� ps4;r(h; kj�) ; p = 2

p1�rSr(ph; pkjp�)� p1�rSr(ph; kjp�) + pSr(h; kj�) ; p > 2

d¬r.
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·Ispat. Teorem 3.21�in ispat¬na benzer şekilde elde edilir.

Son beş teoremin sonucu olarak genelleştirilmi̧s Hardy toplamlar¬için benzer

özellikler aşa¼g¬daki gibi elde edilebilir.

Sonuç 3.23 r � 1 tek tamsay¬, p asal say¬s¬ve (h; k) = 1 olsun.

k tek ise

p�1X
m=0

s3;r(h+mk; pk) =

8<: 0 , p = 2

(p1�r + p) s3;r(h; k)� p1�rs3;r(ph; k) , p > 2
(3.24)

h tek ise
2p�1X
m=0

s4;r(h+mk; pk) (3.25)

=

8<: �22�rs4;r(2h; k) + 2s4;r(h; k)� 2Sr(h; k) , p = 2

(p+ p1�r) (s4;r(h; k)� Sr(h; k))� p1�r (s4;r(ph; k)� Sr(ph; k)) , p > 2

ve
p�1X
m=0

s4;r(h+ 2mk; pk) = p
1�rs4;r(ph; pk)� p1�rs4;r(ph; k) + ps4;r(h; k) (3.26)

(h+ k) tek ise

2p�1X
m=0

Sr(h+mk; pk) (3.27)

=

8<: 22�rs4;r(2h; k)� 2s4;r(h; k) + 2Sr(h; k) , p = 2

(p+ p1�r) (Sr(h; k)� s4;r(h; k))� p1�r (Sr(ph; k)� s4;r(ph; k)) , p > 2

ve
p�1X
m=0

Sr(h+ 2mk; pk) (3.28)

=

8<: �p1�rs4;r(ph; pk) + p1�rs4;r(ph; k)� ps4;r(h; k) ; p = 2

p1�rSr(ph; pk)� p1�rSr(ph; k) + pSr(h; k) ; p > 2

d¬r.

·Ispat. r � 1 tek tamsay¬s¬ için Br (0) = 0 oldu¼gundan � ! 0 için Teorem

3.18, Teorem 3.19, Teorem 3.20, Teorem 3.21 ve Teorem 3.22 kullan¬larak, s¬ras¬yla,

(3.24), (3.25), (3.26), (3.27) ve (3.28) ba¼g¬nt¬lar¬elde edilir.
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4. SONUÇ

Bu çal¬̧sma kapsam¬nda, dejenere Hardy toplamlar¬ tan¬mlanarak, dejenere

Dedekind toplamlar¬cinslerinden ifadeleri ispatlanm¬̧st¬r. �! 0 için dejenere Hardy

toplamlar¬ Hardy toplamlar¬na, dejenere Hardy toplamlar¬n¬n dejenere Dedekind

toplamlar¬cinsinden ifadeleri de, genelleştirilmi̧s Hardy toplamlar¬n¬n genelleştiril-

mi̧s Dedekind toplamlar¬cinsinden ifadelerine dönüştü¼gü gösterilmi̧stir. Bu toplam-

lar¬n sa¼glad¬klar¬reciprocity ba¼g¬nt¬lar¬ispatlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca bu toplamlar¬n baz¬

özellikleri incelenmi̧stir.
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