
T.C.

AKDEN·IZ ÜN·IVERS·ITES·I

FEN B·IL·IMLER·I ENST·ITÜSÜ

DALGACIK(WAVELET) T·IPL·I B·IR ·INTEGRAL
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Analizin de¼gi̧sik integral dönüşümlerinin (örne¼gin, Fourier dönüşümü, Laplace

donüşümü, v.s.) hem matematikte, hem de bilimin başka dallar¬nda geni̧s uygu-

lama alan¬bulduklar¬iyi bilinmektedir. Son 30-40 y¬lda, �ayr¬k dalgac¬k dönüşüm-

ler�ve �integral dalgac¬k dönüşümler�denilen dönüşümler, matematikte ve uygula-

malar¬nda yayg¬n bir şekilde kullan¬lmaktad¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda yeni bir dalgac¬k tipli dönüşüm tan¬mlanarak, onun için ters

belirleme formülü (Calderon tipli reproducing formülü) bulunmuştur.
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A WAVELET-TYPE INTEGRAL TRANSFORM

Aykut Ahmet AYGÜNEŞ
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It is well-known that various integral transforms in Analysis, for instance,

Fourier transform, Laplace transform, etc., are frequently used in Mathematics and

other branches of naturel sciences. Since three-four decades, "discret wavelet trans-

forms" and "integral wavelet transforms" have played an important role in Mathe-

matics and its applications.

In this work, a new wavelet-type transform is introduced and explicit inversion

formula (Calderon-type Reproducing Formula) is established.
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ÖNSÖZ

Çal¬̧smam¬z, Giri̧s d¬̧s¬nda, üç esas bölümden ibarettir. ·Ikinci bölümde, gerekli

kavramlar, bilgiler ve tan¬mlamalar (notasyonlar) verilmi̧stir. Üçüncü bölümde,

bir dalgac¬k tipli dönüşüm tan¬mlanm¬̧s ve bu dalgac¬k tipli dönüşümün tan¬m-

lanmas¬nda önemli rolü olan "dalgac¬k fonksiyonu" için bir Lemma ispatlanm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde, bir önceki bölümde tan¬mlam¬̧s oldu¼gumuz dalgac¬k tipli

dönüşüm için L2 uzay¬nda "Calderon reproducing formülü" yaz¬larak ispatlanm¬̧st¬r.

Beşinci bölümde ise, "Calderon reproducing formülü", Lp (1 � p � 1) uzaylar¬nda
elde edilmi̧stir.

Wavelet Teorisi�ne katk¬s¬ olaca¼g¬na inand¬¼g¬m bu çal¬̧smada, Fonksiyonlar

Teorisinin, Harmonik Analizin ve Fonksiyonel Analizin de¼gi̧sik yöntemleri uygulan-

m¬̧st¬r.

Bu tezin oluşmas¬nda bana katk¬s¬n¬esirgemeyen, beni çal¬̧smaya özendiren ve

yönlendiren de¼gerli hocam Prof. Dr. ·Ilham Aliyev�e sonsuz teşekkürlerimi sunar¬m.
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S·IMGELER ve KISALTMALAR D·IZ·IN·I

Simgeler
Rn n boyutlu Öklid uzay¬

C0(Rn) Rn�de sürekli, lim
jxj!1

f(x) = 0 koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar uzay¬

C(n) n: mertebeden türevleri sürekli olan fonksiyonlar uzay¬

Ff =
^
f f fonksiyonunun Fourier dönüşümü

F�1f =
_
f f fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü

f � g f ve g fonksiyonlar¬n¬n giri̧simi

kfkp Lp uzay¬nda f fonksiyonunun normu

Lp(Rn) Rn�de ölçülebilir,kfkp <1 koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar uzay¬

S Schwartz uzay¬

K¬saltmalar
h.h.h. hemen hemen her

v



1. G·IR·IŞ

De¼gi̧sik integral dönüşümlerin Analiz�de ve uygulamalar¬nda önemli bir rol oy-

nad¬klar¬iyi bilinmektedir. Örne¼gin, Fourier, Laplace, Mellin dönüşümleri; Gauss -

Weierstrass ve Abel-Poisson integralleri ad¬alt¬nda bilinen dönüşümler; Riemann-

Liouville kesirsel integrali ve başka kesirsel integral operatörler; giri̧sim(convolution)

tipli integral operatörler ve çekirde¼gi belirli özelliklere sahip integral operatörler, hem

analizin de¼gi̧sik dallar¬nda hem de integral ve diferensiyel denklemlerde geni̧s olarak

uygulan¬yorlar. Özel giri̧sim tipli integral operatörler olan klasik dalgac¬k (wavelet)

dönüşümleri yaklaş¬k bundan 40 y¬l önce A. P. Calderon (1964) taraf¬ndan uygulan-

maya başlanm¬̧st¬r ve daha sonra hemmatematikçiler hem de mühendisler taraf¬ndan

geni̧s uygulama alanlar¬bulmuştur (Bak¬n¬z: Frazier vd. 1991 , Holschneider 1995 ,

Rubin 1996 , Aliev I. A. ve Rubin B. 2005).

Klasik integral wavelet dönüşümü şöyle tan¬mlan¬yor (Bak¬n¬z: Frazier 1991 ,

Rubin 1998 , Rubin 2000):

u 2 L1(Rn), radyal fonksiyon olup,
R
Rn
u(x)dx = 0 sa¼glans¬n. Böyle u fonksi-

yonuna "dalgac¬k (wavelet) fonksiyonu" denir.

t > 0, x 2 Rn için f 2 Lp(Rn) ve ut(x) = 1
tn
� u
�
x
t

�
olmak üzere,

(Wuf) (x; t) = (f � ut) (x) �
Z
Rn

f(y) � ut(x� y)dy (1.1)

giri̧simine "f fonksiyonunun integral dalgac¬k (wavelet) dönüşümü" denir. Dal-

gac¬k dönüşümleri ile ilgili önemli konulardan biri, uygun "Calderon reproducing

formülü"nü (Rubin 2000) bulmakt¬r. Bu formül, birim operatör için bir integral

gösterim vererek, u fonksiyonu üzerine konulmuş baz¬koşullar alt¬nda

f(x) =
1

cu
�
1Z
0

(Wuf)(x; t)

t
dt �

1Z
0

1

t
� (f � ut) (x)dt (1.2)

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬ifade eder. Burada, cu 6= 0 say¬s¬u�ya ba¼gl¬sabit olup, sa¼g
taraftaki integral

lim
"!0
�!1

�Z
"

1

t
(f � ut)dt

limiti olarak tan¬mlan¬r (Limiti, incelenen probleme ba¼gl¬olarak, noktasal veya 1 �
p <1 için Lp anlam¬ndad¬r).
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(1.1) ve (1.2) formülleri k¬yasland¬¼g¬nda, (1.2)�deki integralin (0;1) aral¬¼g¬nda
hesaplanan tek katl¬integral; di¼ger taraftan, (1.1)�deki integralin ise Rn üzerinden
hesaplanan integral oldu¼gu görülür. Baz¬teorik ve uygulamal¬problemlerde wavelet

dönüşümünün tek katl¬integralle ifade edilmesinin birçok teknik kolayl¬klar sa¼glad¬¼g¬

görülmüştür. Örne¼gin ·I. A. Aliev ve B. Rubin�in makalesinde (Aliev ve Rubin 2005),

� ölçümü, [0;1) aral¬¼g¬nda verilmi̧s ve baz¬şartlar¬sa¼glayan Borel ölçümü olmak
üzere,

(��f) (x; t) =

Z
[0;1)

(St�f)(x) d�(�) , (x 2 Rn,t > 0) (1.3)

şeklinde bir dalgac¬k tipli dönüşüm tan¬mlanarak, bu dönüşüm Riesz ve Bessel

potansiyellerinin terslerini bulma problemine uygulanm¬̧st¬r. Burada S�f (� > 0)

ailesi f�nin do¼gurdu¼gu bir yar¬grup olup, Gauss-Weierstrass ve Poisson integralleri

onun özel halleridir.

Bu çal¬̧smada (1.3) dönüşümüne benzer bir integral dönüşüm tan¬mlanarak, onun

için Calderon tipli "reproducing formülü" elde edilmi̧stir. Bizim tan¬mlad¬¼g¬m¬z

dönüşümde S�f (� > 0) ailesi üzerine yar¬grup olma koşulu konulmam¬̧st¬r. Bununla

beraber, d�(�) ölçümünü özel seçerek, onun üzerine çok basit olan koşullar konul-

muştur. Calderon reproducing formülündeki has olmayan integralin yak¬nsakl¬¼g¬,

farkl¬teknikler kullan¬larak, L2(Rn) ve Lp(Rn) , (1 � p < 1) uzaylar¬nda incelen-
mi̧stir.
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2. ÖNB·ILG·ILER, GEREKL·I KAVRAM VE GÖSTER·IMLER

Her i = 1; 2; :::; n için xi 2 R1 = (�1;+1) olmak üzere, Rn = fx : x =
(x1; :::; xn)g n boyutlu öklid uzay¬ olsun. x; � 2 Rn olmak üzere, x ve ��nin iç
çarp¬m¬x � y = x1y1 + ::: + xnyn olarak tan¬mlan¬r. Bu iç çarp¬m yard¬m¬yla x�in

normu tan¬mlan¬r: jxj =
p
x � x. Lp � Lp(Rn) ile Rn�de ölçülebilir ve

kfkp =

0@Z
Rn

jf(x)jp dx

1A 1
p

<1 , (1 � p � 1) (2.1)

koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar ailesini gösterelim. Burada, dx = dx1dx2:::dxn

Rn�nin hacim eleman¬n¬göstermektedir. Rn�de sürekli ve lim
jxj!1

f(x) = 0 koşulunu

sa¼glayan fonksiyonlar uzay¬n¬C0 � C0(Rn) ile gösterelim. C0�da norm

kfkC0 = sup
x2Rn

jf(x)j (2.2)

şeklinde tan¬mlan¬r. Biz C0 yerine, L1 simgesini kullanaca¼g¬z. Başka bir ifadeyle,

bundan sonra L1 simgesi alt¬nda C0 anlaş¬lacakt¬r.

Rn�de bir f fonksiyonunun kendisi, tüm türevleri, sonsuzda s¬f¬rlan¬yorsa, hatta,
tüm türevlerini polinomla çarpt¬¼g¬m¬z zaman da sonsuzda s¬f¬r oluyorsa, bu tip

fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu uzaya "Schwartz uzay¬" denir.

Bir g 2 L1(Rn) fonksiyonunun düz ve ters Fourier dönüşümleri, s¬ras¬yla,

F (g)(x) � ^
g(x) =

Z
Rn

e�ix�g(�)d� , (2.3)

F�1(g)(x) � _
g(x) = (2�)�n

Z
Rn

eix�g(�)d� (2.4)

şeklinde tan¬mlan¬r. Tan¬mdan görülece¼gi üzere,
_
g(x) = (2�)�n

^
g(�x)�tir.

';  2 L1(Rn) fonksiyonlar¬n¬n giri̧simi (convolution)

(' �  )(x) =
Z
Rn

'(y) �  (x� y)dy (2.5)

formülüyle tan¬mlan¬r. Giri̧sim ve Fourier dönüşümü aras¬ndaki önemli ilgiyi aşa¼g¬-

daki eşitlik göstermektedir (Stein ve Weiss 1971 s.3):

(' �  )^(x) = ^
'(x) �

^
 (x): (2.6)

3



Giri̧simin sa¼glad¬¼g¬başka önemli bir özellik de Young eşitsizli¼gidir (Sadosky 1979

s.14-15):

k' �  kp � k'kp � k k1 , (1 � p � 1) (2.7)

·Integral operatörler için bizim üçüncü bölümde kullanaca¼g¬m¬z Minkowski eşit-

sizli¼gini de burada hat¬rlatal¬m (Sadosky 1979 s.14):






Z
Y

f(x; y)dy








p

�
Z
Y

kf(:; y)kp dy: (2.8)

Aşa¼g¬daki bölümlerde kullanaca¼g¬m¬z dört önermeyi "Lemma"lar olarak verelim:

Lemma 2.1(Stein 1970 s.62-63 ; Rubin 1996 s.3).

' 2 L1(Rn) ve '"(x) = 1
"n
�'
�
x
"

�
, (" > 0, x 2 Rn) olsun.  (x) = sup

y : jyj�jxj
j'(y)j

pozitif radyal fonksiyonu L1(Rn)�den ise, bu takdirde,
R
Rn
'(x)dx = 1 olmas¬halinde

(a) lim
"!0
(f � '")(x) = f(x) eşitli¼gi h.h.h. x 2 Rn için sa¼glan¬r.

(b) f 2 Lp , 1 � p <1 için lim
"!0

k(f � '")� fkp = 0 olur.
(c) f 2 L1 � C0 ise, "! 0 için f � '" � f (düzgün) yak¬nsar.

(d) f 2 Lp , 1 < p < 1 ise, � ! 1 için Lp metri¼ginde f � '� ! 0 olur.

Ayr¬ca,
R
Rn
'(x)dx = 0 ve f 2 L1 � C0 için f � '" � 0 , ("! 0) sa¼glan¬r.

Lemma 2.2(Plansherel Teoremi)(Rubin 1996 s.6-7).

f 2 L2 \ L1 olsun. Bu takdirde,

kf^k2 = (2�)�
n
2 kfk2 (2.9)

özdeşli¼gi sa¼glan¬r.

Lemma 2.3(Stein ve Weiss 1971 s.11).

f ve
^
f fonksiyonlar¬L1 (Rn)�den ise, h.h.h. x 2 Rn için

f(x) =

�
_
f

�^
(x) �

Z
Rn

e�ix� �
_
f(�)d� (2.10)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. ·Ilave olarak, f sürekli ise, (2.10) eşitli¼gi her x 2 Rn için sa¼glan¬r.

Lemma 2.4(Lebesgue Majorant Yak¬nsama Teoremi)(Royden 1963 s.76).

ffng ölçülebilir fonksiyonlar dizisi Rn kümesinde f fonksiyonuna noktasal ve
h.h.h.yerde yak¬nsak olsun. Her n için jfn(x)j � '(x) olacak biçimde integrallenebilir

4



bir ' fonksiyonu var olsun. Bu durumda, f fonksiyonu Rn�de Lebesgue anlam¬nda
integrallenebilirdir ve

lim
n!1

Z
Rn

fn(x)d� =

Z
Rn

�
lim
n!1

fn(x)
�
d� =

Z
Rn

f(x)d�.

Lemma 2.5(Fubini Teoremi)(Royden 1963 s.233).

(X;A; �) ve (Y;B; �) iki tam ölçüm uzay¬ve f , X �Y üzerinde integrallenebilir
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

Z
X

0@Z
Y

fd�

1A d� =

Z
X�Y

f � d(�� �) =

Z
Y

0@Z
X

fd�

1A d�

dir.

5



3. B·IR DALGACIK T·IPL·I DÖNÜŞÜM

Sürekli ve h.h.h. � 2 Rn için pozitif olan a(�) � 0 fonksiyonu olsun öyle ki, her
t > 0 için e�t�a(�) fonksiyonunun ters Fourier dönüşümü; yani,

'(y; t) =
1

(2�)n

Z
Rn

eiy� � e�t�a(�)d� , (y 2 Rn, t > 0) (3.1)

fonksiyonu t parametresine göre düzgün olarak L1(Rn)�den olsun:

k'(y; t)k1 � c , (8t > 0).

Örne¼gin, a(�) = j�j� , (� > 0) için '(:; t) 2 L1�dir (Fedoryuk 1978 s.1296-1299).
Özel halde, a(�) = j�j veya a(�) = j�j2 al¬n¬rsa, s¬ras¬yla, Poisson ve Gauss-

Weierstrass çekirdekleri elde edilir; hatta, a(�) = j�j� ve 0 < � � 2 al¬n¬rsa, '(y; t)
fonksiyonu pozitif olur (Koldobsky 2005 s.44-45).

f 2 L1(Rn) , (1 � p � 1) için aşa¼g¬daki giri̧sim tipli integral operatörler ailesini
tan¬mlayal¬m:

(�tf) (x) =

Z
Rn

'(y; t) � f(x� y)dy (3.2)

'(y; t) 2 L1 oldu¼gundan, Minkowski eşitsizli¼gine göre,

k�tfkp � k'(:; t)k1 � kfkp � c � kfkp : (3.3)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r ve dolay¬s¬yla, (�tf) (x) fonksiyonu h.h.h. x 2 Rn için tan¬ml¬d¬r.
Dalgac¬k tipli dönüşümü tan¬mlamak için bir fonksiyona ihtiyac¬m¬z olacakt¬r.

[0;1) aral¬¼g¬nda türevlenen ve türevi sürekli olan bir h(t) � 0 fonksiyonu için
1Z
0

h(t)
dt

t
<1 (3.4)

sa¼glans¬n.

h(1) = lim
t!1

h(t) olmak üzere, h(1) = 0 = h(0) oldu¼gu aç¬kt¬r. �(t) = hp(t)

diyelim. � 2 L1(0;1) oldu¼gunu varsayal¬m. Bu � için
1Z
0

�(t)dt = h(1)� h(0) = 0 (3.5)

oldu¼gu görülür. � fonksiyonuna dalgac¬k fonksiyonu diyelim. Bu şekilde tan¬mlanm¬̧s

olan � fonksiyonu yard¬m¬yla dalgac¬k tipli bir dönüşüm tan¬mlayal¬m.

6



Tan¬m 3.1:f�tgt>0 ailesi (3.2)�deki gibi tan¬mlanmak üzere,

(Atf) (x) =

1Z
0

(�t�f)(x) � �(�)d� , (t > 0) (3.6)

integral dönüşümüne "f�nin dalgac¬k tipli dönüşümü" denir.

Her f 2 Lp , (1 � p � 1) ve t > 0 için (3.6) dönüşümü iyi tan¬ml¬d¬r. Gerçekten,
(2.8) ve (3.3) eşitsizlikleri göz önüne al¬narak, � 2 L1(o;1) koşulu kullan¬l¬yorsa,
her t > 0 için

kAtfkp �
1Z
0

k�t�fkp � j�(�)j d� � c � k�k1 � kfkp <1

elde edilir. Burada, k�k1 =
1R
0

j�(t)j dt �dir.

Not 3.1. Yukar¬da bahsi geçen özelliklere sahip olan � fonksiyonuna bir örnek

verelim. h(t), aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanm¬̧s Lizorkin test fonksiyonu olsun:

h(t) =

�
e�t

2� 1
t2 , t 6= 0

0 , t = 0

O halde, �(t) = hp(t) fonksiyonu "dalgac¬k fonksiyonu" olur.

Şimdi, � herhangi dalgac¬k fonksiyon olmak üzere, bu � fonksiyonunun Laplace

dönüşümü ile ilgili bir sonraki önermede kullanaca¼g¬m¬z önermeyi bir Lemma şek-

linde ifade edelim:

Lemma 3.1.h(t) � 0 fonksiyonu C1(0;1)�dan olsun; yani türevi sürekli ve s¬n¬rl¬
olsun. Bundan başka, (3.4) şart¬sa¼glans¬n. Bu takdirde,

s
�(�) =

1Z
0

e��t�(t)dt , (� > 0)

fonksiyonu; yani, ��n¬n Laplace dönüşümü için

1Z
0

1

�

s
�(�)d� =

1Z
0

1

t
h(t)dt (3.7)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
·Ispat. K¬smi integralleme uygulan¬rsa,

s
�(�) =

1Z
0

e��t�(t)dt =

1Z
0

e��thp(t)dt = �

1Z
0

h(t) � e��tdt

7



olur. Buradan, Fubini teoremi yard¬m¬yla,

1Z
0

s
�(�)

�
d� =

1Z
0

0@ 1Z
0

h(t) � e��tdt

1A d� =

1Z
0

h(t)

0@ 1Z
0

e��td�

1A dt =

1Z
0

1

t
h(t)dt

elde edilir.
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4. Atf DALGACIK T·IPL·I DÖNÜŞÜMÜ ·IÇ·IN CALDERON T·IPL·I

REPRODUCING FORMÜLÜ (L2 VERS·IYONU)

Teorem 4.1. h 2 C1(0;1) fonksiyonu h(t) � 0 ve

d �
1Z
0

h(t)

t
dt <1 (4.1)

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Ayr¬ca, �(t) = hp(t) 2 L1(0;1) olsun.
Bu takdirde, Atf (3.6)�daki gibi tan¬mlanmak üzere, her f 2 L2(Rn) için

f(x) =
1

d

1Z
0

1

t
� (Atf)(x)dt (4.2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada eşitlik,

f(x) =
1

d
� lim
"!0
�!1

�Z
"

1

t
� (Atf)(x)dt (4.3)

anlam¬nda olup, yak¬nsama L2(Rn) metri¼gindedir.
·Ispat. Klasik Wavelet dönüşümler için uygulanan metoda benzer bir metod kul-

lanaca¼g¬z (Bak¬n¬z: Frazier vd. 1991 s.8 ; Eryigit ve Aliyev 2004 s.27).

Şimdilik, f 2 S (Schwartz uzay¬) olsun. Aşa¼g¬daki şekilde bir fonksiyon tan¬m-
layal¬m.

f";�(x) =

�Z
"

(Atf)(x)
dt

t
: (4.4)

Bu fonksiyonun Fourier dönüşümünü hesaplayal¬m.

^
f ";�(y) =

Z
Rn

e�ixy

0@ �Z
"

(Atf)(x)
dt

t

1A dx

(Fubini teoremini kullan¬yoruz)

=

�Z
"

0@Z
Rn

e�ixy � (Atf)(x)dx

1A dt

t

((3.6)�y¬kullan¬yoruz)

=

�Z
"

0@Z
Rn

e�ixy

0@ 1Z
0

(�t�f)(x) � �(�)d�

1A dx

1A dt

t

9



(Yine Fubini teoremini kullan¬yoruz)

=

�Z
"

0@ 1Z
0

�(�)

0@Z
Rn

e�ixy � (�t�f)(x)dx

1A d�

1A dt

t

((2.6) ve (3.1)�i kullan¬yoruz)

=

�Z
"

0@ 1Z
0

�(�) � e�t��a(y)
^
f(y)d�

1A dt

t

=
^
f(y)

1Z
0

�(�)

0@ �Z
"

e�t��a(y)
dt

t

1A d�

�
t! �

a(y)
şeklinde de¼gi̧sken de¼gi̧stiriyoruz

�

=
^
f(y)

1Z
0

�(�)

0B@ ��a(y)Z
"�a(y)

e���
d�

�

1CA d�

=
^
f(y)

��a(y)Z
"�a(y)

0@ 1Z
0

e��� � �(�)d�

1A d�

�

=
^
f(y)

��a(y)Z
"�a(y)

s
�(�)

d�

�
:

Dolay¬s¬yla,

^
f ";�(y) =

^
f(y)

��a(y)Z
"�a(y)

s
�(�)

d�

�
(4.5)

olup, burada
s
�(�), � fonksiyonunun Laplace dönüşümüdür. (4.1) şart¬n¬ve Lemma

3.1�i göz önüne al¬rsak,
1Z
0

s
�(�)

d�

�
� lim

u!0
v!1

vZ
u

s
�(�)

d�

�

integralinin yak¬nsak oldu¼gunu ve de¼gerinin de (3.7)�den dolay¬,

d =

1Z
0

h(t)
dt

t
<1

say¬s¬na eşit oldu¼gu görülür. Böylece,

d";�(y) =

��a(y)Z
"�a(y)

s
�(�)

d�

�
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dersek,
^
f ";�(y) =

^
f(y) � d";�(y) (4.6)

yaz¬labilir. d";�(y) ifadesini

d";�(y) =

��a(y)Z
0

s
�(�)

d�

�
�

"�a(y)Z
0

s
�(�)

d�

�
(4.7)

olarak yaz¬ls¬n.

lim
t!1

tR
0

s
�(�)
�
d� = d limiti sonlu oldu¼gundan ve

tR
0

s
�(�)
�
d� fonksiyonu her t 2 (0;1)

için sürekli oldu¼gundan,

c � sup
t>0

������
tZ
0

s
�(�)

�
d�

������
sonludur. Bunu (4.7)�de göz önüne al¬rsak, her y 2 Rn ve 0 < " < � <1 için

jd";�(y)j � c+ c = 2c <1 (4.8)

elde edilir.

Şimdi, Plansherel teoreminden (Bak¬n¬z: Lemma 2.2),

kf";� � d � fk22 =
1

(2�)n





^f ";� � d
^
�f




2
2

((4.6)�y¬kullan¬yoruz)

=
1

(2�)n





^f(y) � d";�(y)� d
^
f(y)





2
2

=
1

(2�)n





^f(y) � (d";�(y)� d)





2
2

� 1

(2�)n

Z
Rn

����^f(y)����2 jd";�(y)� dj2 dy:

(4.8)�den jd";�(y)� dj2 � (2c + jdj)2 < 1 ve lim
"!0
�!1

d";�(y) = d oldu¼gundan,

Lebesgue majorant yak¬nsama teoremine göre (Bak¬n¬z: Lemma 2.4),

lim
"!0
�!1

Z
Rn

����^f(y)����2 jd";�(y)� dj2 dy = 0

olur. Dolay¬s¬yla, 8f 2 S için L2 metri¼ginde lim
"!0
�!1

f";� = d � f sa¼gland¬¼g¬görülür.

Şimdi de her g 2 L2(Rn) için lim
"!0
�!1

g";� = d�g (L2 metri¼ginde) oldu¼gunu gösterelim.
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Schwartz uzay¬S, L2(Rn)�de yo¼gun oldu¼gundan, 8� > 0 için kg � fk2 < � olacak

biçimde f = f� 2 S vard¬r. O halde, (4.4)�e uygun olarak,

g";�(x) =

�Z
"

(Atg)(x)
dt

t

al¬rsak,

kg";� � d � gk2 � kg";� � f";�k2 + kf";� � d � fk2 + kd � f � d � gk2
=




(g � f)";�





2
+ kf";� � d � fk2 + jdj kf � gk2

dir.

Dolay¬s¬yla,

kg";� � d � gk2 �



(g � f)";�





2
+ kf";� � d � fk2 + jdj kf � gk2 (4.9)

olur. Burada,

(g � f)";� (x) =

�Z
"

(At(g � f)) (x)
dt

t

dir. (4.6)�ya benzer olarak,

(g � f)^";� (y) = (g � f)^ (y) � d";�(y)

dir.Plansherel teoremine göre,


(g � f)";�





2
= (2�)�

n
2




(g � f)^";�





2

((4.6)�y¬kullan¬yoruz)

= (2�)�
n
2



(g � f)^ (y) � d";�(y)



2

((4.8)�i kullan¬yoruz)

� 2c � (2�)�n
2



(g � f)^



2

= 2c � (2�)�n
2 kg � fk2

dir.

Dolay¬s¬yla, 


(g � f)";�





2
� 2c � (2�)�n

2 kg � fk2 (4.10)

(4.10)�u (4.9)�da göz önüne al¬rsak,

kg";� � d � gk2 � 2c � (2�)
�n
2 � � + jdj � � + kf";� � d � fk2 (4.11)

olur. f 2 S için lim
"!0
�!1

kf";� � d � fk2 = 0 oldu¼gunu göz önüne al¬rsak, (4.11)�den her

g 2 L2 için
lim
"!0
�!1

kg";� � d � gk2 = 0

sa¼gland¬¼g¬görülür. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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5. Atf DALGACIK T·IPL·I DÖNÜŞÜMÜ ·IÇ·IN CALDERON RE-

PRODUCING FORMÜLÜNÜN Lp , (1 < p < 1) VE L1 � C0

VERS·IYONU

Bu bölümde, (4.2) tipli bir formülü f 2 Lp ve f 2 L1 � C0 için elde edece¼giz;

fakat, Atf�nin (3.6)�daki tan¬m¬nda bulunan f�tgt>0 ailesi üzerine ek koşullar koya-
ca¼g¬z. Daha do¼grusu, (3.1)�de a(�) yerine j�j� , (� > 0) alaca¼g¬z. Aşa¼g¬da, her yerde
L1 dendi¼ginde C0 anlaş¬lacakt¬r.

Teorem 5.1. h 2 C1(0;1) fonksiyonu h(t) � 0 ve

d �
1Z
0

h(t)

t
dt <1 (5.1)

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. x; y 2 Rn; t > 0 ve � > 0 olmak üzere,

'(y; t) =
1

(2�)n

Z
Rn

eiy� � e�tj�j
�

d�

ve

�t(x) =

Z
Rn

'(y; t) � f(x� y)dy

olsun. �(�) = hp(�) 2 L1(0;1) olmak üzere,

(Atf) (x) =

1Z
0

(�t�f)(x) � �(�)d� , (t > 0) (5.2)

dalgac¬k tipli dönüşümler ailesi tan¬mlans¬n.

Bu takdirde, her f 2 Lp , (1 < p <1) için

f(x) =
1

d

1Z
0

1

t
(Atf)(x)dt

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada eşitlik,

f(x) =
1

d
lim
"!0
�!1

�Z
"

1

t
(Atf)(x)dt

anlam¬nda olup, yak¬nsama Lp , (1 < p � 1) metri¼gindedir (p =1 için yak¬nsama,

düzgün yak¬nsamad¬r).
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·Ispat. G(x) = (2�)�n
R
Rn
eix� � e�j�j�d� diyelim. e�j�j� radyal fonksiyon oldu¼gundan,

G(x) de radyal bir fonksiyondur. Öte yandan, 0 < � < 1 oldu¼gundan, jxj ! 1
için G(x) = o(jxj�n��) olur. Dolay¬s¬yla, G 2 L1(Rn) sa¼glan¬r (Fedoryuk 1978
s.1296-1299).

G(x) fonksiyonunun tan¬m¬n¬ kullanarak ve � ! t�
1
� � şeklinde de¼gi̧sken

de¼gi̧stirerek, her t > 0 için

'(y; t) = t�
n
� �G

�
t�

1
� � y

�
, (y 2 Rn)

eşitli¼gi kolayca görülür.

Şimdi, (V";�f)(x) =
�R
"

(Atf)(x)
dt
t
olsun ve V";�f�nin şeklini de¼gi̧selim.

(V";�f)(x) =

�Z
"

0@ 1Z
0

(�tf)(x) � �(�)d�

1A dt

t

=

1Z
0

�(�)

0@ �Z
"

(�t�f)(x)
dt

t

1A d�

�
t! �

�
şeklinde de¼gi̧sken de¼gi̧stiriyoruz

�

=

1Z
0

�(�)

0@ ��Z
"�

(��f)(x)
d�

�

1A d�

�
"� < � < �� () �

�
< � <

�

"

�

=

1Z
0

0B@
�
"Z

�
�

�(�)d�

1CA � (��f)(x)d�
�

=

1Z
0

0B@
�
"Z

�
�

hp(�)d�

1CA � (��f)(x)d�
�

=

1Z
0

1

�

�
h
��
"

�
� h

�
�

�

��
� (��f)(x)d�

=

1Z
0

h
��
"

�
� (��f)(x)

d�

�
�

1Z
0

h

�
�

�

�
� (��f)(x)d�

=

1Z
0

h(s)

s
� (�"sf)(x)ds�

1Z
0

h(s)

s
� (��sf)(x)ds

� (I"f)(x)� (I�f)(x):
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Böylece,

(V";�f)(x) � (I"f)(x)� (I�f)(x) (5.3)

� ! 1 için Lp , (1 < p < 1) metri¼ginde I�f�nin s¬f¬ra ve " ! 0 için ise Lp ,

(1 < p <1) metri¼ginde I"f�nin d�f�ye yak¬nsad¬¼g¬n¬gösterirsek, teorem ispatlanm¬̧s
olur. Minkowski eşitsizli¼ginden,

kI�fkp �
1Z
0

h(s)

s
k��sfkp ds (5.4)

yaz¬labilir. Lemma 2.1-(d)�ye göre, lim
��!1

k��sfkp = 0 �d¬r. Öte yandan,

k��sfkp � c1 � kfkp ve
1Z
0

h(s)

s
ds <1

oldu¼gundan, (5.4)�ten Lebesgue majorant yak¬nsama teoremine göre, lim
�!1

kI�fkp =
0 olur.

Şimdi de, Lp anlam¬nda lim
"!0

I"f = f oldu¼gunu görelim.
1R
0

h(s)
s
ds = d oldu¼gundan,

(I"f) (x)� d � f(x) =
1Z
0

h(s)

s
[(�"sf) (x)� f(x)] ds:

Buradan, 1 � p � 1 (L1 � C0) için

kI"f � d � fkp �
1Z
0

h(s)

s
k�"sf � fkp ds (5.5)

olur. Ayr¬ca, k�"sf � fkp � k�"sfkp+kfkp � c2 �kfkp ve
1R
0

h(s)
s
ds <1 oldu¼gundan,

Lebesgue majorant yak¬nsama teoreminden, lim
"!0

kI"f � d � fkp = 0 olur.
Böylece ispat¬bitirmi̧s oluruz.

Not 5.1. Teorem 5.1�de � = 1 ve � = 2 koyarsak, s¬ras¬yla, Poisson ve Gauss-

Weierstrass integrallerinin do¼gurdu¼gu dalgac¬k tipli dönüşümler elde ederiz. Poisson

integrali ve "dalgac¬k ölçümü" yard¬m¬yla elde edilen dalgac¬k tipli dönüşüm Eryigit

ve Aliev�in makalesinde (Eryigit ve Aliev 2004 s.23-30) incelenmi̧stir.
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6.SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda, (1.3) dönüşümüne benzer bir integral dönüşüm tan¬mla-

narak, onun için Calderon tipli "reproducing formülü" elde edilmi̧stir. Bu tan¬m-

lanan dönüşümde S�f (� > 0) ailesi üzerine yar¬grup olma koşulu konulmam¬̧st¬r.

Bununla beraber, d�(�) ölçümünü özel seçilerek, onun üzerine kontrol edilmesi çok

basit olan koşullar konulmuştur. Calderon reproducing formülündeki has olmayan

integralin yak¬nsakl¬¼g¬, farkl¬teknikler kullan¬larak, L2(Rn) ve Lp(Rn) , (1 � p � 1)
uzaylar¬nda incelenmi̧stir.

Bu yüksek lisans tezinde elde edilen sonuçlar teorik nitelikte olup, bu sonuçlar¬n

Dalgac¬k(Wavelet) dönüşümüyle ilgilenen matematikçiler için faydal¬ olabilece¼gi

düşünülmektedir.
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