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Analizin degigik integral doniigiimlerinin (6rnegin, Fourier doniigiimii, Laplace
doniigiimii, v.s.) hem matematikte, hem de bilimin bagka dallarinda genig uygu-
lama alan1 bulduklar: iyi bilinmektedir. Son 30-40 yilda, “ayrik dalgacik doniigiim-
ler” ve “integral dalgacik doniigiimler” denilen doniigiimler, matematikte ve uygula-

malarinda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Bu tez calismasinda yeni bir dalgacik tipli doniigiim tanimlanarak, onun igin ters
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ABSTRACT
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It is well-known that various integral transforms in Analysis, for instance,
Fourier transform, Laplace transform, etc., are frequently used in Mathematics and
other branches of naturel sciences. Since three-four decades, "discret wavelet trans-
forms" and "integral wavelet transforms" have played an important role in Mathe-

matics and its applications.

In this work, a new wavelet-type transform is introduced and explicit inversion

formula (Calderon-type Reproducing Formula) is established.
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ONSOZ

Calismamiz, Giris disinda, iic esas boliimden ibarettir. Ikinci boliimde, gerekli
kavramlar, bilgiler ve tammmlamalar (notasyonlar) verilmistir. Uciincti boliimde,
bir dalgacik tipli doniistim tamimlanmig ve bu dalgacik tipli doniigiimiin tanim-
lanmasinda 6nemli rolii olan "dalgacik fonksiyonu" i¢in bir Lemma ispatlanmigtir.
Dordiincii boliimde, bir 6nceki boliimde tanimlamigs oldugumuz dalgacik tipli
doniisiim i¢in Ly uzayinda "Calderon reproducing formiilii" yazilarak ispatlanmigtir.
Besinci boliimde ise, "Calderon reproducing formiilii", L, (1 < p < co) uzaylarinda

elde edilmigtir.
Wavelet Teorisi'ne katkisi olacagina inandigim bu c¢alismada, Fonksiyonlar
Teorisinin, Harmonik Analizin ve Fonksiyonel Analizin degisik yontemleri uygulan-

migtr.

Bu tezin olusmasinda bana katkisini esirgemeyen, beni caligmaya 6zendiren ve

yonlendiren degerli hocam Prof. Dr. Ilham Aliyev’e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DizZiNi

Simgeler
R” n boyutlu Oklid uzay:
Co(R™) R™de swiirekli,lxl‘igloo f(z) = 0 kosulunu saglayan fonksiyonlar uzay1
cm n. mertebeden tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar uzay1
Ff= j}> f fonksiyonunun Fourier déniigtimii
Flf = } f fonksiyonunun ters Fourier doniistimii
fxg f ve g fonksiyonlarinin girigimi
1£1l, L, uzaymda f fonksiyonunun normu
L,(R™) R™de olgiilebilir,|| f]|, < oo kogulunu saglayan fonksiyonlar uzay:
S Schwartz uzay1
Kisaltmalar
h.h.h. hemen hemen her



1. GIRIS

Degisik integral doniisiimlerin Analiz’de ve uygulamalarinda ¢nemli bir rol oy-
nadiklar iyi bilinmektedir. Ornegin, Fourier, Laplace, Mellin doniisiimleri; Gauss -
Weierstrass ve Abel-Poisson integralleri adi altinda bilinen doniigtimler; Riemann-
Liouville kesirsel integrali ve bagka kesirsel integral operatorler; girigim(convolution)
tipli integral operatorler ve cekirdegi belirli 6zelliklere sahip integral operatorler, hem
analizin degisik dallarinda hem de integral ve diferensiyel denklemlerde genis olarak
uygulaniyorlar. Ozel girisim tipli integral operatorler olan klasik dalgacik (wavelet)
doniigiimleri yaklagik bundan 40 yil énce A. P. Calderon (1964) tarafindan uygulan-
maya baglanmistir ve daha sonra hem matematikciler hem de miihendisler tarafindan
genis uygulama alanlar1 bulmustur (Bakimz: Frazier vd. 1991 , Holschneider 1995 |
Rubin 1996 , Aliev I. A. ve Rubin B. 2005).

Klasik integral wavelet doniigiimii goyle tanimlaniyor (Bakiniz: Frazier 1991 |
Rubin 1998 , Rubin 2000):

u € Li(R"), radyal fonksiyon olup, [ u(z)dx = 0 saglansin. Boyle u fonksi-
yonuna "dalgacik (wavelet) fonksiyonu" ggnir.

t>0,z € R"igin f € L,(R") ve u(z) = & - u (%) olmak tizere,

(Wof) (2 ) = (f %) ( / F() - uele — y)dy (1.1)

girisimine " f fonksiyonunun integral dalgacik (wavelet) doniigiimii" denir. Dal-
gacik donitigtimleri ile ilgili énemli konulardan biri, uygun "Calderon reproducing
formiilii"nti (Rubin 2000) bulmaktir. Bu formiil, birim operator icin bir integral
gosterim vererek, u fonksiyonu iizerine konulmus baz kosullar altinda

[e.9]

_Ci / Wf (@), 7%-(f*ut)(x)dt (1.2)

0 0

esitliginin saglandigini ifade eder. Burada, ¢, # 0 sayis1 v’ya bagh sabit olup, sag

taraftaki integral

) 1
(11_1)% ;(f g )dt
P70 ¢

limiti olarak tanimlamir (Limiti, incelenen probleme bagh olarak, noktasal veya 1 <

p < oo i¢in L, anlamindadir).



(1.1) ve (1.2) formiilleri kiyaslandiginda, (1.2)’deki integralin (0, co) araliginda
hesaplanan tek kath integral; diger taraftan, (1.1)’deki integralin ise R™ iizerinden
hesaplanan integral oldugu goriiliir. Bazi teorik ve uygulamali problemlerde wavelet
doniigtimiiniin tek kath integralle ifade edilmesinin birgok teknik kolayliklar sagladig:
goriilmiistiir. Ornegin I. A. Aliev ve B. Rubin’in makalesinde (Aliev ve Rubin 2005),
p olciimii, [0, 00) araliginda verilmig ve bazi sartlar: saglayan Borel 6lgtimii olmak
lizere,

@) @t) = [ (Suf)a) duta) . (z € R >0 (13)
[0,00)
seklinde bir dalgacik tipli doniigiim tanimlanarak, bu doéniisiim Riesz ve Bessel
potansiyellerinin terslerini bulma problemine uygulanmigtir. Burada S, f (7 > 0)
ailesi f'nin dogurdugu bir yarigrup olup, Gauss-Weierstrass ve Poisson integralleri
onun 6zel halleridir.

Bu galismada (1.3) doniigiimiine benzer bir integral déniigiim tanimlanarak, onun
icin Calderon tipli "reproducing formiilii" elde edilmistir. Bizim tanimladigimiz
doniigiimde S, f (7 > 0) ailesi iizerine yarigrup olma kosulu konulmamigtir. Bununla
beraber, du(7) dl¢iimiinii 6zel segerek, onun iizerine ¢ok basit olan kogullar konul-
mugtur. Calderon reproducing formiiliindeki has olmayan integralin yakinsakligi,
farkl teknikler kullanilarak, Lo(R"™) ve L,(R"™) , (1 < p < 00) uzaylarinda incelen-

migtir.



2. ONBILGILER, GEREKLi KAVRAM VE GOSTERIMLER

Her i = 1,2,...,n i¢in z; € R! = (—o0,+00) olmak iizere, R" = {z : z =
(21, ..., 2,)} n boyutlu 6klid uzayr olsun. z,§ € R"™ olmak {izere, x ve {’nin ig

carpimi = -y = x1Y1 + ... + £,¥y, olarak tammmlamir. Bu i¢ carpim yardimiyla z’in

normu tammlanir: |z| = y/z - z. L, = L,(R") ile R"de 6lgiilebilir ve

11, = | [Ir@prdr| <o, q<pzoo 2.1)

kosulunu saglayan fonksiyonlar ailesini gosterelim. Burada, dxr = dzidxs...dx,

R™nin hacim elemanini gostermektedir. R™de siirekli ve ‘llim f(x) = 0 kogulunu
r|—0o0

saglayan fonksiyonlar uzayimi Cy = Cy(R") ile gosterelim. Cp’da norm

1 flle, = sup | f ()] (2.2)

seklinde tanimlanir. Biz Cy yerine, L., simgesini kullanacagiz. Bagka bir ifadeyle,
bundan sonra L., simgesi altinda Cj anlagilacaktir.

R™de bir f fonksiyonunun kendisi, tiim tiirevleri, sonsuzda sifirlaniyorsa, hatta,
tiim tiirevlerini polinomla carptigimiz zaman da sonsuzda sifir oluyorsa, bu tip
fonksiyonlarin olugturdugu uzaya "Schwartz uzay1" denir.

Bir g € L{(R") fonksiyonunun diiz ve ters Fourier doniigiimleri, sirasiyla,

Flo)(a) = (o) = [ e *g()ic . 23)
F(g)(w) = (o) = (2m) " [ e5g()de 2:4)

R’ﬂ
seklinde tanimlanir. Tamimdan goriilecegi iizere, é(a:) = (2#)‘”@(—&:)”5&.

0, € L1 (R™) fonksiyonlarimin girigimi (convolution)
(o)) = [ o) - vl = )y 2.5)
R’Vl

formiiliiyle tanimlanir. Girigsim ve Fourier doniigiimii arasindaki énemli ilgiyi agagi-

daki egitlik gostermektedir (Stein ve Weiss 1971 s.3):

(0 9)\(z) = B(x) - (x). (2.6)



Girigimin sagladigi bagka 6nemli bir ¢zellik de Young esitsizligidir (Sadosky 1979
s.14-15):
lexll, < llell, - Illy » (1 <p < o0) (2.7)

Integral operatorler icin bizim ticiincii boliimde kullanacagimiz Minkowski esit-

sizligini de burada hatirlatalim (Sadosky 1979 s.14):

/ Fay)dy|| < / 1wl dy. (2.8)

Agagidaki boliimlerde kullanacagimiz dort 6nermeyi "Lemma'"lar olarak verelim:

Lemma 2.1(Stein 1970 s.62-63 ; Rubin 1996 s.3).
peLi(RY) vep. (z) =@ (%), (6>0,z €RY)olsun. ¢(z) =  sup p(y)l

y o lyl=lz]
pozitif radyal fonksiyonu L;(R")’den ise, bu takdirde, [ ¢(z)dz =1 olmas: halinde
R
(a) lir%(f x p_)(x) = f(z) esitligi h.h.h. x € R™ i¢in saglanir.
(b) feL,,1<p<ooign ll_r)%H(f*ng) — fll, = 0 olur.
(¢) f € Lo =Cpise, e — 0igin f* ¢, =2 f (diizgiin) yaknsar.
d) fel,, 1 <p<ooise p— 0o igin L, metriginde f * ¢, — 0 olur.

Ayrica, [ p(x)dz =0 ve f € Loo = Cpigin fxp. =0, (¢ — 0) saglamur.
R

Lemma 2.2(Plansherel Teoremi)(Rubin 1996 s.6-7).
f € Ly N Ly olsun. Bu takdirde,

£y = @m) 72 [If1l, (2.9)

ozdesligi saglanir.

Lemma 2.3(Stein ve Weiss 1971 s.11).
A
f ve f fonksiyonlar1 L; (R™)’den ise, h.h.h. z € R" igin

v\ iwe Y
1) = (1) = [ feu (210)
Rn
esitligi saglanir. Ilave olarak, f siirekli ise, (2.10) esitligi her € R” icin saglanir.
Lemma 2.4(Lebesgue Majorant Yakisama Teoremi)(Royden 1963 s.76).

{fn} Olgiilebilir fonksiyonlar dizisi R™ kiimesinde f fonksiyonuna noktasal ve

h.h.h.yerde yakinsak olsun. Her n i¢in |f,,(z)| < ¢(z) olacak bigimde integrallenebilir

4



bir ¢ fonksiyonu var olsun. Bu durumda, f fonksiyonu R"’de Lebesgue anlaminda

integrallenebilirdir ve

ti [ fu@dn = [ (i fole)) = [ fodn

RTL Rn

Lemma 2.5(Fubini Teoremi)(Royden 1963 s.233).
(X, A, p) ve (Y, B,v) iki tam 6l¢iim uzay1 ve f, X x Y iizerinde integrallenebilir

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

/ /fdz/ d,u:/f-d(,uxv):/ /fd/,b dv

X Y XxY Y X

dir.



3. BIR DALGACIK TiPLi DONUSUM

Siirekli ve h.h.h. £ € R™ i¢in pozitif olan a(§) > 0 fonksiyonu olsun 6yle ki, her

t > 0 icin e 9 fonksiyonunun ters Fourier doéniistimii; yani,

/eiy§ . eft-a(i)dg , (yeR™ t>0) (3.1)

R’I’L

fonksiyonu ¢ parametresine gore diizgiin olarak L;(R")’den olsun:
le(y, Oll; < ¢, (V&> 0).

Ornegin, a(€) = |¢]° , (8 > 0) i¢in ¢(.,t) € Ly’dir (Fedoryuk 1978 5.1296-1299).

Ozel halde, a(€) = || veya a(¢) = |¢|° ahmrsa, sirastyla, Poisson ve Gauss-
Weierstrass cekirdekleri elde edilir; hatta, a(§) = [£ |B ve 0 < f < 2 alinrsa, ¢(y,t)
fonksiyonu pozitif olur (Koldobsky 2005 s.44-45).

fe Li(R"), (1 <p< o) igin agagidaki girigim tipli integral operatorler ailesini
tanimlayalim:

(®.f) () = / oyt) - Fz — y)dy (3.2)

©(y,t) € Ly oldugundan, Minkowski esitsizligine gore,

1N, < MG Ol - LA, < e- 111, (33)

esitsizligi saglanir ve dolayisiyla, (®;f) (x) fonksiyonu h.h.h. x € R" igin tanimhidir.
Dalgacik tipli doniisiimii tanimlamak i¢in bir fonksiyona ihtiyacimiz olacaktir.

[0, 00) araliginda tiirevlenen ve tiirevi siirekli olan bir i(¢) > 0 fonksiyonu i¢in

/ﬁ@%<m (3.4)

saglansin.
h(oco) = tlim h(t) olmak iizere, h(co) = 0 = h(0) oldugu aciktir. A(t) = h'(t)
diyelim. A € L;(0, 00) oldugunu varsayalim. Bu A igin

/A@ﬁ:h@»—mm:o (3.5)

oldugu goriiliir. X fonksiyonuna dalgacik fonksiyonu diyelim. Bu sekilde tanimlanmig

olan A\ fonksiyonu yardimiyla dalgacik tipli bir doniisiim tanimlayalim.

6



Tanim 3.1:{®;};-¢ ailesi (3.2)’deki gibi tamimlanmak {izere,

/ B f)(x) - M)y (> 0) (3.6)

integral doniisiimiine " f’nin dalgacik tipli doniisiimii" denir.

Her f € L,, (1 < p < oo)vet > 0igin (3.6) doniigiimii iyi tanimhdir. Gergekten,
(2.8) ve (3.3) esitsizlikleri goz oniine alimarak, A\ € L;(o0,00) kosulu kullaniliyorsa,
her ¢ > 0 igin

[AfIl, < / [Pen fl,, - (A dnp < e - [[Ally - [LFIl, < o0
0

elde edilir. Burada, [[A]|; = f |A(t)] dt “dir.

Not 3.1. Yukarida bahsi gegen ¢zelliklere sahip olan A fonksiyonuna bir 6rnek
verelim. h(t), agsagidaki sekilde tanimlanmig Lizorkin test fonksiyonu olsun:

2L
hty=14°¢ 170
0 t=0

O halde, A\(t) = h'(t) fonksiyonu "dalgacik fonksiyonu" olur.
Simdi, A herhangi dalgacik fonksiyon olmak iizere, bu A\ fonksiyonunun Laplace
doniisiimii ile ilgili bir sonraki tnermede kullanacagimiz énermeyi bir Lemma sek-

linde ifade edelim:

Lemma 3.1.h(t) > 0 fonksiyonu C'(0, 00)’dan olsun; yani tiirevi siirekli ve sinirh
olsun. Bundan bagka, (3.4) sarti saglansin. Bu takdirde,

[e o]

) = / TN (7> 0)

0

fonksiyonu; yani, A’'nin Laplace doniisiimii igin
r1 r1
- —h(t 3.7
i i o
0 0

Ispat. Kismi integralleme uygulanirsa,

esitligi saglanir.

A7) = feTt)\(t)dt - 767%' (t)dt = 7 7h(t) et

7



olur. Buradan, Fubini teoremi yardimiyla,

oo~ o0 o0 [o¢] (0] 001

/ AT g / / h(t) - e "tdt | dr = / h(t) / e~tdr | dt = / ~h(t)dt
-

0 0 0 0 0 0

elde edilir.



4. A,f DALGACIK TiPLI DONUSUMU iCiN CALDERON TiPLi
REPRODUCING FORMULU (L, VERSIYONU)

Teorem 4.1. h € C'(0, 00) fonksiyonu h(t) > 0 ve

d= /wdt < 00 (4.1)

t
0

kosullarini saglasin. Ayrica, A\(t) = h'(t) € L1(0,00) olsun.
Bu takdirde, A, f (3.6)’daki gibi tammlanmak tizere, her f € Ly(R") i¢in

e}

1 1
fla) =y [ 5+ Ay (1.2
0
esitligi saglanir. Burada esitlik,
1 .. 1
fla)=--lim [ - (Af)(z)dt (4.3)

p—00
3

anlaminda olup, yakisama Ls(R™) metrigindedir.
Ispat. Klasik Wavelet doniisiimler icin uygulanan metoda benzer bir metod kul-
lanacagz (Bakimiz: Frazier vd. 1991 s.8 ; Eryigit ve Aliyev 2004 s.27).

Simdilik, f € S (Schwartz uzay1) olsun. Asagidaki sekilde bir fonksiyon tanim-

layalim.
r dt
fepla) = [ (Auf)(2)— (4.4)
Bu fonksiyonun Fourier doniigiimiinii hesaplayalim.
P
A —ixy dt
feoly) = [ e (Acf)(2)— | do

R™ €
(Fubini teoremini kullaniyoruz)
p

_ / / e~ . (A, f)(x)da %

((3.6)’y1 kullaniyoruz)

P 0o

:/ /e—z‘xy /((I)tnf)(x)')\(n)dn i %

€ n 0



(Yine Fubini teoremini kullaniyoruz)

p 0o
—ix dt
- [ [ra | [ @unwis ) an) T
€ 0 n
((2.6) ve (3.1)’1 kullaniyoruz)
p 0o
A dt
= [ [rw et |
€ 0
noT r dt
= ) [ao) | [t an
0 €
(t — % seklinde degisken degi§tiriyoruz)
aly
N oo pa(y) d
AT
=t x| [ e a
0 c-aly)
. paly) [/ oo p
. T
= f(y)/ /6 T Am)dn | —
ca(y) \0
. p-a(y) g
~ o dr
- ) [ 30T
-
e-a(y)
Dolayisiyla,
p-a(y)
0 " v, dr
Foul) = 1) [ A0 (1.5
e-a(y)

olup, burada ;\(7'), A fonksiyonunun Laplace doéniigtimiidiir. (4.1) sartin1 ve Lemma

3.1’i goz oniine alirsak,
o v

~od ~od
/)\(7)77 = ll}gé )\(7)77_

V— 00

0 u

integralinin yakinsak oldugunu ve degerinin de (3.7)’den dolay,
[ dt
d— / (1) < oo
0

sayisina esit oldugu goriiliir. Boylece,

pra(y) p
N T
T G
e-a(y)

10



dersek,

olarak yazﬂsm
t ~

lim f A gr — d Timiti sonlu oldugundan ve f 20 47 fonksiyonu her ¢ € (0, o)

t—o0

i¢in siirekli oldugundan,
t ~

A
c = sup /ﬂdT
t>0 T

0

sonludur. Bunu (4.7)’de g6z oniine alirsak, her y € R" ve 0 < ¢ < p < o0 igin
lde,(y)] < c+c=2c< o0 (4.8)

elde edilir.

Simdi, Plansherel teoreminden (Bakiniz: Lemma 2.2),

o= 115 = o ?E,p—d-}z
((4.6)'y1 kullaniyoruz)
= G |/ o)~ dF)
1 B 2
- W -<d€p<y)—d>2
= \d..,(y) — d|? dy.

(4.8)'den |d.,(y) —d]> < (2¢ + |d|)? < oo ve li_r)r(l)de,p(y) = d oldugundan,

p—00

Lebesgue majorant yakinsama teoremine gore (Bakiniz: Lemma 2.4),

2
hm \de.p(y) — d|2 dy =10

F(w)

olur. Dolayisiyla, Vf € S i¢in Ly metriginde lir% fep = d- [ saglandigy goriiliir.

p— 00
Simdi de her g € Ly(R™) igin lin% Gep = d-g (Lo metriginde) oldugunu gosterelim.
e—

p—00

11



Schwartz uzay1 S, Lo(R")’de yogun oldugundan, Vé > 0 i¢in ||g — f||, < ¢ olacak
bigimde f = fs € S vardir. O halde, (4.4)’e uygun olarak,

5
dt
n() = [ (Aig)@) ]
alirsak,
19:0 = d-glly < NGy = foplly + 1 fep = d- flly+ld- f—d-gll,
= =1, + 150 = - 11, 1115 = gl
dir.
Dolayisiyla,

oo = d-glls < |9 = Doy, + 100 = d- Sl + 117 =gl (49)

olur. Burada,
P
dt

9= 1)y @) = [ Ao = 1)@

€

dir. (4.6)’ya benzer olarak,

(g—=N2, W) =(g—1" W) dep(y)

dir.Plansherel teoremine gore,

lo-n.|, = em¥w-n,
((4.6)'y1 kullamyoruz)
= @Mz [(g—N" W) d, )],
((4.8)’1 kullaniyoruz)
< 2¢-2m)7% (9= N,
= 2c-(2m)7% [lg = fll,
dir.
Dolayisiyla,
9= 1., < 26+ @0 F llg - 11l (4.10)
(4.10)’u (4.9)’da goz oniine alirsak,
I9ep —d - gll, < 2¢-(2m)7% -6+ d| -6+ || fop — - £, (4.11)

olur. f € S i¢in liné | fe,p — d - f]l, = 0 oldugunu goéz oniine alirsak, (4.11)’den her
£—
p—00

g € Ly icin
tsy 9., — - g, =0

p— 00

saglandigi goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. A,f DALGACIK TiPLi DONUSUMU iCiN CALDERON RE-

PRODUCING FORMULUNUN L, , (1 < p < o) VE L.

VERSIYONU

Co

Bu boliimde, (4.2) tipli bir formiilii f € L, ve f € Lo, = Cj igin elde edecegiz;

fakat, A;f’'nin (3.6)’daki tamiminda bulunan {®;};~ ailesi iizerine ek kogullar koya-

cagiz. Daha dogrusu, (3.1)’de a(&) yerine |€ |'B , (B > 0) alacagiz. Asagida, her yerde

Lo, dendiginde C anlagilacaktir.

Teorem 5.1. h € C*(0, c0) fonksiyonu h(t) > 0 ve

Tt
dz/ydt<oo
0

kogullarini saglasin. x,y € R™; ¢t > 0 ve [ > 0 olmak iizere,

(21> / e et dg
T n

Rn

p(y,t) =

ve

O(z) = [ ¢y, 1) [z —y)dy
/
olsun. A(n) = h'(n) € L1(0, 00) olmak {izere,

(Auf) ( / By f)() - A(m)dy (& > 0)
0

dalgacik tipli doniigtimler ailesi tanimlansin.
Bu takdirde, her f € L, , (1 < p < 00) i¢in

o

1 1
fla) =y [ @t
0
esitligi saglanir. Burada esitlik,
p
1 1
f@) = tim [ AN @)

p—00

€

(5.1)

(5.2)

anlaminda olup, yakinsama L, , (1 < p < 0o) metrigindedir (p = oo igin yakimsama,

diizgiin yakinsamadir).
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Ispat. G(z) = (2m)™ [ et e1¢° d¢ diyelim. =" radyal fonksiyon oldugundan,
Rn
G(z) de radyal bir fonksiyondur. Ote yandan, 0 < 8 < oo oldugundan, || — oo

icin G(z) = o(|z| ™ ?) olur. Dolaysiyla, G € Ly(R") saglamr (Fedoryuk 1978
s.1296-1299).
G(z) fonksiyonunun tanmmim kullanarak ve & — t_%f seklinde degisken

degistirerek, her ¢t > 0 icin
ply,t) =175 -G (t_% ~y) , (yeR")

esitligi kolayca gorulur
P

Simdi, (V,f)(z) = [(A olsun ve V; ,f'nin seklini degiselim.
p 0o
dt
(Vepf)(a) = / (®f)(2) - Aoy |
0

(t =z seklinde degisken degigtiriyoruz)
n

A<>(/<<1>f><> )dn

= @ (¢€sf)(x)ds—/@ (‘Ppsf)(I)dS
= (L)) = (Lf)(x)



Boylece,
(Ve £)(@) = (I f)(2) — (1, f)(@) (5.3)

p — o0 i¢in L, , (1 < p < oo) metriginde I,f nin sifira ve ¢ — 0 icin ise L, ,
(1 < p < o0) metriginde I, f'nin d- f’ye yakinsadigini gosterirsek, teorem ispatlanmig
olur. Minkowski esitsizliginden,

o

h
g1, < [ 2 o), ds (5.4
0

yazilabilir. Lemma 2.1-(d)’ye gore, lLim ||, f[|, =0 "dur. Ote yandan,
p—00

o0

h(s
12,051, < x5l ve [P < o

0

oldugundan, (5.4)ten Lebesgue majorant yakinsama teoremine gore, lim [|7,f| =
p—00

0 olur.

Simdi de, L, anlaminda li_r)%fe f = f oldugunu gorelim.
i %‘S)ds = d oldugundan,
0

(1) @ = d-10) = [ M@ @) - ras

0
Buradan, 1 < p < 00 (L = Cy) igin

|Mf—d¢m¢;/ﬁﬂwaﬁ—fm@ (5.5)

s
0
olur. Ayrica, || f — fIl, < [|[@csfIL, 1SN, < eI, ve [ @ds < oo oldugundan,
0

Lebesgue majorant yakinsama teoreminden, hII(l) [ L.f —d- f]|, = 0 olur.
e—

Boylece ispat1 bitirmis oluruz.

Not 5.1. Teorem 5.1’de § = 1 ve 8 = 2 koyarsak, sirasiyla, Poisson ve Gauss-
Weierstrass integrallerinin dogurdugu dalgacik tipli dontigiimler elde ederiz. Poisson
integrali ve "dalgacik ¢l¢iimii" yardimiyla elde edilen dalgacik tipli doniistim Eryigit

ve Aliev’in makalesinde (Eryigit ve Aliev 2004 s.23-30) incelenmigtir.
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6.SONUC

Bu tez ¢alismasinda, (1.3) déniistimiine benzer bir integral doniigiim tanimla-
narak, onun i¢in Calderon tipli "reproducing formiilii" elde edilmistir. Bu tanim-
lanan doniigiimde S, f (7 > 0) ailesi {izerine yarigrup olma kogulu konulmamugtur.
Bununla beraber, du(7) sl¢iimiinii 6zel secilerek, onun iizerine kontrol edilmesi ¢ok
basit olan kosullar konulmustur. Calderon reproducing formiiliindeki has olmayan
integralin yakinsakligi, farkl teknikler kullamlarak, Lo(R™) ve L,(R™) , (1 < p < 00)
uzaylarinda incelenmistir.

Bu yiiksek lisans tezinde elde edilen sonuglar teorik nitelikte olup, bu sonuclarin
Dalgacik(Wavelet) doniigiimiiyle ilgilenen matematikgiler icin faydal olabilecegi

diistiniilmektedir.
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