T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GENELLESMIS KAYMA OPERATORUNUN DOGURDUGU
PARABOLIK POTANSIYELLER UZAYI

Sinermn SEZER

DOKTORA TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

ppEntz UUVERSITES
MER{EZ KUTUPHANES

2005




GENELLESMIS KAYMA OPERATORUNUN DOGURDUGU
PARABOLIK POTANSIYELLER UZAYI

Sinem SEZER

DOKTORA TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

Bu Tez TUBITAK-BAYG Tarafindan Desteklenmistir

2005




_ T.C,
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GENELLESMIS KAYMA OPERATORUNUN DOGURDUGU
PARABOLIK POTANSIYELLER UZAYI

Sinem SEZER

DOKTORA TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

Bu tez 2%/ 06/ 2005 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan 57 not taldin edilerek

oybirligi/oycoklugu ile kabul edilmigtir

"
Piof Dr. Tham ALIYEV a-:t&:JJ‘fﬁrﬂ

(Danigman)

Prof. Dr Veli KURT

Prof D1 A Aziz ERGIN . M .




OZET

GENELLESMIS KAYMA OPERATORUNUN DOGURDUGU
PARABOLIK POTANSIYELLER UZAYI

Sinem SEZER

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal
Damigman: Prof. Dr. ltham ALIYEV
Mayis 2005, 53 Sayfa

Bu tez ¢aligmasimin amaci; Genellesmis kayma operatoriinin dogurdugu parabo-
lik Bessel potansiyelleri uzayini nitelendiren ozellikleri belirlemektir.

Bu amaca ulagmak icin ilkdnce; B-parabolik potansiyel ve B-parabolik potansi-
yeller uzay: tanimland:. Daha sonta da anizotropik ve agiliklt sonlu fark ve bu fark
ile iliskili &zel bir operatdrler ailesi tanimlandi Son olarak da, bu operatérler ailesi

kullanilarak, sozii edilen uzayin 6nemli bir karakterizasyonu elde edildi.

ANAHTAR KELIMELER: Laplace-Bessel diferansiyel operatéri, Ge-
nellesmis kayma operatérii, Fourier-Bessel doniigimil, B-patabolik potansiyel,

agirlikh Ly-uzays, anizotropik ve agirlikh sonlu fark.

JURI: Prof Dr Ilham ALIYEV (Damgman)
Prof Dr. Veli KURT
Prof. D1 A Aziz ERGIN

Prof Dr. Orhan GOLBASI

Dog. Dr. Abdulkadir Ceylan GOKEN




ABSTRACT

ON SPACE OF PARABOLIC POTENTIALS GENERATED BY THE
GENERALIZED TRANSLATION OPERATOR

Sinem SEZER

Ph. D. Thesis in Mathematics
Adviser: Assoc. Prof. Dr. {lham ALIYEV
May 2005, 53 Pages

The work presented in this thesis is on the space of parabolic potentials The
aim of this thesis is to characterize the space of parabolic potentials generated by
the generalized translation operator. Therefore, firstly, definifions of B-parabolic

potentials and the space of B-parabolic potentials are given Then anisotropic and

weighted finite difference together with the suitable family of operators are cons-
tituted. Finally, the main result of this thesis is obtained by using concepts above

mentioned.

KEY WORDS: Laplace-Bessel differential operator, Generalized tramnslation
operator, Fourier-Bessel transform, B-parabolic potential, weighted L,-space, ani-

sotropic and weighted finite difference.

COMMITTEE : Prof. Dr. flham ALIYEV (Adviser)
Prof Dr. Veli KURT
Prof. Dr. A Aziz ERGIN
Prof Dr. Orhan GOLBASI

Dog Dr Abdulkadir Ceylan GCOKEN

1




ONSOZ

Harmonik analiz; matematigin, fizifin ve teknik bilimlerin ortak dilidir ve sin-
gular integral operatorler, ézellikle de potansiyeller, bu alanin en Onemi teknik

araglaridiz

Riesz ve Bessel potansiyelleri diye adlandinlan &zel girigim tipli operatorler, A,
Laplace diferansiyel operatorii olmak iizere, sirasiyla, (—A) ve (I — A) diferansi-
yel operatorlerinin negatif kesirsel kuvvetleri olarak yorumlanirlar. Yine benzer ola-
rak, 181 gecirme operatérleri olarak bilinen (—A + £) ve (I - A + £ differansiyel
operatérlerinin negatif kesir kuvvetleri de parabolik-Riesz ve parabolik-Bessel po-
tansiyelleri(klasik parabolik potansiyeller) olarak adlandimlmaktadir Bu konuda ilk
caligma B F Jones(1968) tarafindan yapihmg ve daha sonralan CH Sampson, R
Bagby, S. Chanillo, V.R. Gopala-Rao, V.A Nogin, B Rubin ve daha bagka mate-

matikeiler tarafindan bu alanda ¢ok yonlii incelemeler ve uygulamalar yapiimigtir

Dahs sonralar: ”Potansiyel Uzaylan” kavrami 6nem kazanmig ve yukarida
sdziinil ettifimiz tiim potansiyeller igin bu kavram tammlanarak, bir fonksiyonun
sdzii edilen potansivel uzaya ait olmas igin gesitli 7 gerek ve yeter ” kogullar elde
edilmistic Yukanida soz ettigimiz matematikcilerin yanisira; N Aronszajn, KT
Smith, AP Calderon, E Stein, F. Mulla, P. Szeptycki, R. Adams, P. Lizerkin, T
Flett, $ G Samko gibi matematikgilerin de Klasik Riesz ve Bessel potansiyelleri ve

uygun potansiyel uzaylan konusunda gok yonlil arastirmalar: vardir

Fourier déniigiimii vasitasiyla tammlanan potansiyeller Kasik kayma dedigimiz
»Oklid kaymas1” vasitasiyla olusturulan girisim tipli integral operatérler olarak bili-
nirler Benzer olarak, Fourier déniigiimii yerine Fourier-Bessel doniiglimii, A-Laplace
operatérii yerine A, Laplace-Bessel diferansiyel operatoril alinarak olugturulan po-
tansiveller de Genellegmis kayma operatérinin dogurdugu potansiyeller olarak bi-

linirler

Genellesmis kayma operatdrii (T¥7) vasitasiyla olugturulan parabolik-Riesz ve
parabolik-Bessel potansiyelleri ilk olarak LA Aliyev tarafindan tanimlanmis ve ” B-
parabolik potansiyeller ” olarak adlandilmigtir Ayrica; yine LA, Aliyev tarafindan
agithkh L, uzaylarnda B-parabolik potansiyellerin tersleri belirlenmisgtir.
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Bu tez ¢aligmasimin amac, potansiyel uzaylan kategorisinde yerini alacak olan,
" B-parabolik potansiyeller uzay: ” ni tammlanmak ve bu potansiyeller uzayim ni-
telendiren ozellikleri belirlemektir. Bu amag dogrultusunda, ilkénce tezin dnbilgi-
ler kisminda klasik Fourier harmonik analizi ve Bessel harmonik analizinden baz
temel bilgiler hatirlatilmig, ayrica, Genellegmig kayma operatdril ve Fourier-Bessel
rilmigtir. Daha sonraki iiglincii boliimde ise, Genellesmis kayma operatdri (TV7)
vasitasiyla olugturulen parabolik Bessel potansiyelinin tanimi ile B-parabolik po-
tansiyeller uzayimin tammi verilerek, uzayin karakterizasyonu igin baz 6n hazmrhklar

yapilmigtis

uzayin: nitelendiren bir dzellik elde edilmigtir.

Bu tez ¢abigmasinin hazirlanmasinda ¢ok emegi gecen, benden bilgi ve destegini
hig esirgemeyen ve her zaman yardumci-yolgosterici saygideger damgman hocam
Prof. Dr Ilham ALIYEV’ e (Akdeniz Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi) sonsuz
tegekkiirlerimi sunarim. Ayrica, bu tezi TUBITAK-BAYG cercevesinde destekleyen
TUBITAK s tesekkiir ederim.
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1. GIRiS

Harmonik analizin esas amaclarindan birisi de, girisim tipli (integral) operatérler:
incelemektir. Klasik parabolik potansiyeller (parabolik Riesz ve parabolik Bessel)
bu tiir operatdrler arasinda yer alilar. Fourler carpenlan {multipliers) dilinde,
sirastyla

()" (z) = (2| = it) T¢"(8) (2 >0)
(o) (2) = (1+ o —it) 3 (@) (@ > 0)

egitlikleri ile tammlanan parabolik Riesz ve parabolik Bessel potansiyelleri; A-
Laplace diferansiyel operatdrii ve t-zaman parametresi olmak tizere, (—-A + 'gi)

e (I-A+ £) diferansiyel operatérlerinin negatif kesir kuvvetleri olarak yo-
rumianirlar. Genel olarak tiim potansiyeller igin gahgilmig olan ”bir potansiye-
lin cesitli uzaylardaki etkilerini inceleme ve terslerini belizleyen formiilleri elde
etme” problemi parsbolik potansiyeller i¢in de incelenmis olup, yine bu potansi-
yeller vasitastyla yeni tiirde uzaylar tanimlanmigtir. Bu uzaylar arasinda yer alan
"potansivel uzaylarl” min énemi biiyiiktiir Ciinkii, bu tiir uzaylar sayesinde ilgili

Lebesque uzaylann ozellikleri incelenerek dnemli sonuglar elde edilmistir.

ilk olarak B.F. Jones tarafmdan tammlanmig olan H*-parabolik Bessel po-
tansivelleri vasitasiyla olugturulan ve ” parabolik Bessel potansiyelleri uzay1” olarak

bilinen uzay;
HY L) = {f: f=H, o€ L,(R"xR}}, a>0,1<p<oo
olarak tammlamyor Uygun bir T%- operatérler ailesi igin

H*(Lp) ={f: feLp,supHT“fllp@o} l<p<oo,a>0

esitligi H*(L,)- parabolik Bessel potansiyelleri uzay igin gok onemii bir karakte-
rizasyondur (Nogin, Rubin 1985) Klasik potansiyeller, Fourier doniigimi ve kla-
sik kayma dedigimiz ” Oklid kaymas” vasitasiyla tanimlanan girigim tipli integral
operatérlerdir A-Laplace diferansiyel operatorii yerine, benzer olarak, uygulamal
matematikte dnemli bir diferansiyel operatdr olarak bilinen Ap(= A,}- Laplace-
Bessel diferansiyel operatorii

5 2w 8
Ap = 2 63:2 ;’n'a—“%),(fj > 0)
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ile baglantili olan singular integral operatdrler, potansiyeller v.b gibi konular;
Kipriyanov ve Klyuchantsev (1970}, Stempak (1985), Mourou ve Trimeche (1998},
Lyakhov (1984}, Gadjiev ve Aliyev (1987,1988,1990,1994) gibi matematikgilerin ilgi
alan olmustur. Ozellikle, Gadjiev ve Aliyev (1987,1990), Ap— Laplace-Bessel di-
feransivel operatérii ile iligkilendirilerek Fourier-Bessel donligtimi (F,) vasitasiyla
tammlanan ve siuasiyla, Ap ile I — Ap diferansiyel operatérlerinin negatif kesir
kuvvetleri olarak yorumlanan Riesz ve Bessel tipli potansiyellerin agihkl: L, uzay-
latinda (Ly ) etkilerini inceleyerek, bu potansiyeller igin ters belirleme formuilleri
bulmuglardir. Bu tez gahigmasi, esas itibariyle, A, -Laplace-Bessel diferansiyel] ope-
ratorl ile iligkilendirilen ve HY ile gosterecegimiz parabolik potansiyeller iizerine

kuruludur H% potansiyelleri, Fourier-Bessel déntigiimil (F,)

ENEO = [ fone G, i (du) = )
R xR!

vasitasiyla,

R~ A+ 2ol 1) = (14 Jal? + ) (Fup) 2,0

Ozdeglifi esas alinarak, tamumlanan potansiyeller olup, ”Bessel tipli B-parabolik
potansiveller(B-parabolik potansiyeller)”olarak adlandirilmaktadir. Ashnda, HS
potansivelleri; (I — A, + 5‘%) diferansiyel operatértiniin negatif kesirsel kuvvetler

olarak yorumlanan ve Fourier-Bessel garpanlari terimlerinde
Fo(Hye)(z,1) = (1 + o’ + it) 3 (F0)(=,2), (0 > 0)

egitligi ile tammlanan potansiyellerdir. B-parabolik potansiyeller birer integral ope-
ratér olup, genellegmis kayma operatdriiniin dogurdugu genellegmis girigim tiph
operatdrler olarak ta yorumlamrlar H? operatorleri itk olarak Aliyev tarafindan
incelenmigtir ve agirhkh L, uzaylarinda bu potansiyelierin tersleri belirlenmistir.
Yine yakin bir gegmigte, Alivev ve Rubin (2001}, wavelet tipli doniigimleri kul-
lanarak, B-parabolik potansiyeller icin yeni tipli "ters belirleme formiilleri” elde

etmiglerdir.

Adi, "Genellegmis kayma operatoriniin dogurdugu parabolik potansiyeller
uzayl” olan bu tez galigmasinda, jfukazlda, klasik parabolik Bessel potansiyel-
leri igin tammlanmus olan H*(I,)- parabolik Bessel potansiyelleri uzaymna para-

lel olarak, H® B-parabolik potansiyelleri igin, adina ”B-parabolik potansiyeller

2




ﬁzayl” diyecegimiz bir fonksivonel uzay tarumlanmig ve bu tir uzaylarn Szellik-
Jeri incelenmigtir. B-parabolik potansiyeller uzay1 karakterize edilirken, yine klasik
parabolik uzayin karakterizasyonuna benzer bir mantik izlenecektir: ilkdnce bir
fonksiyonun anizotropik ve afirbklh sonlu fark (Og (f)) denilen bir sonlu fark
tammlanacak, daha sonra bu sonlu fark yardimiyla, D2(f) ile gosterilen dzel biz
"operatorler ailesi” olusturularak, bu aile vasitasiyla "B-parabolik potansiyeller

uzay1l” kaiakterize edilecektir.

Bu tez caligmas ile elde edilen esas sonuglar XV. Ulusal Matematik Sem-
pozyumu’'nda (Mersin 2002) ve Akdeniz Universitesi Matematik Boliimii seminer-
lerinde sunulmugtur. Ayrica, simdiden, bu tiir uzaylann yeni karakterizasyonlan

ornegin: agirhikl dalgacik donistimleri yardimyla) belirlenmis olup, bu sonuglarnn
; agl g

bazilan uluslararas: dergilere gonderilmigtir.




2.  ONBILGILER

2.1. L, ve L,, Uzaylai1 Hakkinda Gerekli Bilgiler

Bu tezin biitiiniinde, R”, n boyutlu Oklid uzay olup, R* = {z :z = (21,. ., %s),

z; € R} geklinde tammhdix ve R® de norm |z] = (3 27)? esitligi ile verilis
i=1 --

Ayrica; R% = {z € R" : 2, > 0} bigiminde tammianacak ve dz ile R™ 'deki (R

'daki) hacim elemam (Lebesque &lgiimiinil) gdsterilecektin: dz = dzrdzy . dap,

Tamm 2.1.1 L, uzayl, 1 < p < oo olmak fizere,

Ly = L,(R™ ={f: f, R* de dlglilebilir ve jf Hp = (/ ]_f'(m)]pdm)% < oo}
R®

olarak tamimlamr. p = co durwmunda ise Ly, uzayl
Lo = Loo(R™) = {f : f, R™ *de 8lgiilebilir ve || fl|cc = ess sup f(z) < oo}
TeR™

egitligi ile tanmimlamr

Tanun 2.1.2 Agulkh L,— uzayr dedigimiz Ly, (R} x R')(= Lp .} uzayr, 1<

p<oc ve v >0 sabit parametresi igin

Ly = {1 + f, RO xR de tlgilebilic ve | 0 = ([ 1f(@ 1) dadt)!’ < o0)
R} xR! '

olarak taminlamz. p = oo halinde ise, Lo v = o, (R X RY) ile RE x R! 'de

stirekl ve ! IliEIfn f(z,t} = 0 kogulunu saflayan f(a:,t) fonksiyonlan uzaymi
o|-+it|—o0

dilglinecegiz ve |[[flleo,» = sup |f(z,t})] olarak alacagz.
(c,£) €RT xRl
Teorem 2.1.3 ( Hélder Esitsizligi; ( Sadosky 1979 s13 , Rubin 1996 s.1))

(X, M, ) o—sonlu dlgiim uzay1 ve ||f{p,, = (f1f (m)]?’d,u(:r))l/p olsun Bu du-
X
rumda, f € Ly u, 9 € Lg,p, 1S pS 00 Ve ;7-{— % =1 olmak lizere agagidali

esitsizlik saglanir.

[11@s(@)duta) < 1$lp Vsl
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Ozel halde; du(z) =du; f€L,, g€ Ly ,1<p<oo ve 1%+-% =1 igin

/ F@e@)lde < 1l ol

esitsizligl ve benzer olarak; du(z) = z2dz, f € L, , ve g ¢ L., igin de,

/ @) e(@)®dz < 1w 19lle

egitsizligi saglamr

Teorem 2.1.4 (Minkowski Esitsizligi; (Folland 1984 5.175)) (X, M, 1) o—sonlu
digim uzayr ve ||flp . = U ]If(x)fpdp(x))l/p olsun. Bu durumda, f,g € Ly, ,, ve
I1<p<ooigin *

1+ gllo, i < i llps + Hgllp,

esitsizlifi saglanir, Ozel halde; du(z) = a2deve fL g€ L, , icin
1+ gllew < 1 llsw + lglle.

olur.

Teorem 2.1.5 ( Integraller igin Minkowski Esitsizligi; (Sadosky 1979 s.14,
Folland 1984 5.186)) (X, M,u) ve (Y,N,) o— sonlu Slgiim uzaylan ve
f: X xY — R fonksiyonu da u x 7 - 8lgiilebilir olsun. BEger, hemen hemen

ber 3 3in £(,3) € L6, M) (1< 1 < ), v [ 17()lusdale) < oo s
f f(z,y)dv(y) integrali de hemen hemen her z igin sonludur ve

/ Fz9)drly / 1G5l )

Pop
esitligi saglanir, Ozel halde; dy(y) = y2dy du(z) = a¥dz ve f(z,7) , R x R™de
Olgiilebilir bir fonksiyon ise

/ fle, v)yrdy < / ILf (@, yMllp,» ¥ dy
BT

p,v

esitsizligl saglamr




T

‘ Teorem 2.1.6 (Young Esitsizligi; (Stein-Weiss 1971 5178 , Rubin 1996 5.1))
per €R, 1<psgsrsoo ve p+g=p+1 osun Efer f € L, ve
g€ Ly ise

/.f(y)g(sc—y)dy < 1l

T

Not: Klasik Young esgitsizliginin genellegmig girigim i¢in benzerini Kesim 27 ’de

Teorem 2 7.2 ile ifade edip ispatlayacagiz

Teorem 2.1.7 (Fubini Teoremi; (Folland 1984 s.65)) (X, M,py) ve (Y,N,v)

o—sonlu Slgiim uzaylan, X vise M x A iizerinde g ve v niin ¢arpimi olsun

Eger f: X XY - R fonksiyonu ,u X v Olglimiine gore integrallenebilir ise

hemen hemen her z € X igin [ f(z,y)dv{y) ve hemen hemen hery € ¥ igin
Y

J f{z,y)du(z) integralleri sonludur ve
X

| tewduxy= [ /.f(m}y)dr/(?) du(z) = f (‘f(w,y)d,u(m) dv(y)

XxY X Y

egitlifi saglanir

Teorem 2.1.8 (Lebesque Majorant Yakinsama Teoremi; (Folland 1984 s 53)) {f,, },
Lebesque anlaminda integrallenebilir fonksiyonlar dizisi olsun. Eger hemen hemen
her # igin fu(z) — f(z) (M - o0) veher m igin |fnm| < g olacak bigimde
negatif olmayan, integrallenebilir g fonksiyonu varsa, bu durumda f fonksiyonu

da Lebesque anlaminda integrallenebilirdir ve

R[ f’(x)dxf Jim R/ fmlz)dz

Teorem 2.1.9 (Riesz - Thorin Interpolasyon Teoremi; (Folland 1984 s 193))
1<p<g<co ,1=0,1veT: L, — L, doniisimi (p;,¢) tipli, yani,

i)

< Mw”f”?; , t=0,1

i —




1=t & 1.1t b .
,pt_ —Xp ot ove oot (0<t<1) olmak lizere,

T déntisumt (p,g) tipli, yani,

olsu_n Bu du_rumda

”T.f “qt < Mt”.f”pf

dir ve M, operatér normu, M; < M3 M? esitsizligini saglar

Teorem 2.1.10 {Banach - Alaoglu Teoremi) p bir Borel dlglimi olmak tizere
Ly (2, M, 1), (1 < p < oo) uzayim gbzdnime alalim. Eger, {f} dizisi Ly (), M, p)’
de simith bir fonksiyon dizisi ise, bu durumda { fin} ’nin 8yle bir {f, } altdizisi ve
oyle bir f € L,(Q, M, p) elemam vardur ki, her g € Ly(Q, M, ) (515 + % = 1} igin

hm/fmk (z)g(z)dp(z ff(fﬂ)g z)du(z)

saglanir

Not: Biz 4. bdliimmde bu teoremi Q = R} x R ve du(z) = z2dz varsayarak
kullanacagiz.

2.2. Fourier Harmonik Analizinden Baz1 Gerekli Bilgiler

Tanim 2.2.1 f € L) = Li(R™) fonksiyonunun Fourier doniigiimii
(Fh@) = 1) = [ fletae (221)
Rﬂ

egithigl ile tamimlanir. Burada z -t = @18 + 29ty + -+ + 2o, dir

Ornek 2.2.2 ]"( ) = g im’elal? ft)nlcsiyonunun Fourier doniigimiinii hesaplayahm

Clinkii; bdylece, f* ya bir defisken degistirmesi yaparak ulagmz

Y 2

—4r?z? it 1 4

/8 47 Tie 'L:L‘,t_.,dxj ="
—co




oldugunu gdzoniine ahrsak (Strichartz, 1994, s 38),

n % 2

2 n 2
/ —47:21317- b . H /6—-411' z? 'm_.,tJd:E _ H 2\/_8 -4 (471')_-2—8HJ£4L

R™ =1
olur Gimdi, {e4 A (f) = [ e~ ety ifadesinder/ar = y defigken
Rn ,
degistirmesi yapar ve yukaridaki sonucu kullamrsak
(6—41r2a|r12)/\ (t) - / 6w4w2a|a;£26wia: td.’L’ _ a——’;} / 6—4ﬂ2|y|26—i3,r -:;dy — (471’0!)_%6_12';
RE® R

olur. Yani;

Z
(e YA (1) = ()~ Fe %,

Not: Yukandaki formiil, Kesim 29 ’da genellesmis Gauss-Weierstrass gekirdegi

tanimlanmirken kullamlacaktiz

Teorem 2.2.3 (Stein-Weiss 1971) f € Ly ve mf(z) € I olsun. Bu durumda,

1, o 'ya gore titrevlenebilirdir ve

2 M) = (=it (1) (2)
a(L‘k' '
dir

Teorem 2.2.4 (Stein-Weiss 1971) f € [y ve g, [ fonksiyonunun z; ya gore

Ly normunda kismi tiirevi olsun Bu durumda ¢™(z) = (izx)f*(z) olu

Teorem 2 2 3 ve Teorem 2.2.4 , yilksek mertebeden tiirevlere gdyle genigletilebilir:

Da _ gert ton
, =

Teorem 2.2.5 (Stein-Weiss 1971) a € VAN AR M pr e

olmak uzere P, 7;,. ., %, degiskenlerine gbre m-inci dereceden polinom ve P{D)
de P(z) polinomuna karsihk gelen diferansiyel operatdr ise, her f € L, igin
agagidaki egitlikler saglanir:

(i) P(D) (=) = (P(-it)f ()" (=) (i) (P(D)f)" (&) = Pliz) f" (=)



Tanim 2.2.6 f,g € L; olmak tizere, f ile g 'nin girigtmi (convolution)

(f * 9)(a) = / 7§ (2)g(y)dy

Rkn

bigiminde tammlamr Burada 7 ; 7¥f(2) = f(z — y) ile tamimh olan ve ¢ok iyi

bilinen Oklid kaymasidir.

Teorem 2.2.7 (Stein-Weiss 1971, Folland 1984) f, ¢, h € L; olsun Bu durumda;
(i) f*g=g* [ (degigme Szellifi),

() (f*g)*h=f*(g=+h) (birlesme dzelligi),

(1ii) 7Y(f x g) = (1Vf) x g = [ * (7¥g),

(iv) (f*g)" =f".¢g"

ozellikleri saglamr.

Tanimm 2.2.8 @ > 0 olmsk iizere, f(z) = e * o’ fonksiyonunun Fourier
£?

déniisiimi olan (4%@)‘%8_%1&' (balamz: 61nek 2.2 2) fonksiyonu (klasik) Gauss-

Weierstrass (ekirdegi olarak adlandinhr ve W (%, ¢} ile gosterilir.

(Klasik) Gauss-Weierstrass Cekirdeginin j Wi(t,a)dt =1 {Va >0 igin)

ozelligi iyi bilinmektedir. (Klasik) Gauss-WeleIstIass ¢ekirdegi hakkinda daha
ayrintil bilgi icin Stein-Weiss (1971) kaynagina bakilabilir.

Bu kesimin kalan kisminda da analizin ve uygulamalarinin énemli diferansiyel
operatorlerinden biri olarak bilinen Bessel diferansiyel operatérii hakkinda baz

bilgileri hatirlatalim.

Tanim 2.2.9 J,(z), birinci tip Bessel fonksiyonu ( 2%/ + zy/ + (22 — A?)y = 0

diferansiyel denkleminin bir giiziimti) ve A > —1 olmak iizere,
() e T __(__l
ianz) = 2°T(A+1)

ile tanimlanan j,(z) fonksiyonu Normallegtirilmis Bessel Fonksiyonu olarak ad-

landirihr. Ozel olarak; £ =0 ve Vv > 0 igin j,_ 1 @) =1 ve 5 _(0) =0 oldugu
2

iyi bilinmektedir (Levitan 1951).

L



Tanim 2.210 > 0ver > O olmak tlzere, B; = é%- + %’-gg diferansiyel ope-

ratorii Bessel Diferansiyel Operatori olarak adlandimlir. Ozel olarak; j,_ L (st) fonk-
siyonu igin

~Byj,_3(st) = szjy__;_ (st) |
szdeglifinin her £ > 0, v > 0 ve s > 0 igin saglandif bilinmektedir (Levitan
1851)

Tanim 2.2.11 Laplace-Bessel Diferansiyel operatorii

n—1 op 2
Ay=26 + 3] +2V8)

“ O, (8.13,21 Ty, O

seklinde tamimlanmaktadit. Burada, dikkat edilise, A, operatoril; (n—1) degiskene
gore Laplace operatoriiniin, n degiskene gore de Bessel operatdriiniin uygulanmasi

demektir. Yani; A, operatorii kisaca,

olarak da ifade edilebilir

2.3. Liouville Kesir Integrali ve Marchaud Kesir Tiirevi

Tamm 2.3.1 Bir g(7), (r € R}} fonksiyonunun o > 0 mertebeden Liouville kesir

integrali, [*g,
(I#g)(t) = .I_’l(iaj / g(7)(t— 7)* Yr = W / g(t — ) dr (231)

seldinde tanmlanir (Samko, Kilbas and Marichev 1993 s 94)

Tamm 2.3.2 . Bir h(7) fonksiyonunun { mertebeli ve t-adimb sonlu farks: ; ALR(T)

ile gosterilmek iizere,

k=0

Alp(r) =Y (-1)* (D h(r — kt) (2.32)

bigiminde tammhdir Burada: (fc) = }'é'lff—lk—)' "dir.
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Tanim 2.3.3 Bir R{t}, (1 € Ri) fonksiyonunun ¢ > 0 mertebeden Marchaud

kesir turevi, D“h,

(D°h)(e) = — (i,z) / A;f‘;ff gt (233)

geklinde tammlamr Burada [, > o kogulunu saglayan herhangibir dogal say,
normallestirici katsayr dedigimiz H (e, 1),

H(an 1) = / Chul i (234)

tcr-}- 1
0

ifadesi ile taumbh ve Alh(7) *da (2.3 2) formiilii ile tanimlanan soniu farktir (Samko,
Kilbas and Marichev 1993 s 118)

Normellegtirici katsayn H{c,!) 'nin (2.3 4) 'deki segiminden dolay1 (2.3 3}
esitliginin sag tarafi [ > ¢ tamsayisimdan bagimsiz olur. Ayrica, Liouville kesir
integralinin belli bir anlamda tersi Marchaud kesir tiirevidir (D*I*¢ = ¢)(Samko,
Kilbas and Marichev 1993, s 125).

Bu kisimda kisaca bahsettigimiz kesirsel tiirev ve integrallerle ilgili daha
ayrintih bilgi; Samko Kilbas and Marichev (1993) ve Rubin (1996) kaynaklarindan
elde edilebilir.

2.4 Bessel Kayma Operatorii ve Ozellikleri
Bilindigi gibi, klasik kayima operatdrinii doguran operatdr %—tﬁrev operatoridir.

{ “z%:uo i f%g) }

Cauchy probleminin tek ¢dzimi u(z,f) = f(z+t) = 77 f(¢) dir. Benzer olarak,

Yani;

535 yerine B, = -{% + -2;5-5‘-9; alinarak olugturulan
By = B
Ul—o = f{z)
% ]t:O = 0
probleminin z,? > 0 igin tek ¢dziimil olarak bilinen

“—-—-———F(V—E_%)- / (V2 - 2zt cos 2} sin®!
= ()P(%)'O/f(\/ 2 — 2zt cosf +12) 9do

u(z,t) 05

i1



~ fonksiyonu f fonksiyonunun Bessel kaymas: olarak bilinir. Ashnda, Bessel kayma

operatdril, Bessel diferansiyel operatéri tarafindan dogrulan ve yukandaki integral

ile verilen operatdrdiir, Bunu bir tammla ifade edelim:

Tanim 2.4.1 &7 ile gdsterilen Bessel kayma operatdrinin bir f(r) fonksiyonuna
etkisi

/ (/12 - — rpcosa+ p)sin a do
o

Stf(r) =

l
2

biciminde tammlamr

Bessel kayma operatdriiniin bazi dnemli zellikderini bir teorem olarak ifade ede-

biliriz:

Teorem 2.4.2 {Levitan 1951)

) SEf(r) = S,Hp),

) SESTH(r) = S]SEf(r),

) SESL =528,

) S =577,50 =TI (birim operatdr) ,

) SE(af(r) +bg(r)) = aStf(r) + bSkg(r), (a,b €R),
) .

)

)

D U Rk W N

S5f1=1,(¥p igin) ,
fr)20=82f(r) >0,
!Spf(r) rrvdr = { r)S2g(ryr®dr;

o =

r

(Ozel halde g =1 igin fSﬁf (ryr®dr = [ f(r)r®dr olur)

0 0
9) Ozel olarak; 4,_ L (sz) (Tamim 2 2.9 'daki Normallestirilmis Bessel fonksiyonu)
fonkstyonu igin 577, 1 (sr) = -3 (s7)4,_ 1 (sp) *dur

2.5. Genellegmis Kayma Operatorii ve Ozellikleri

Tamm 2.5.1 T¥7 ile gbsterecefimiz genellegmis kayma operatdriiniin R% x R}
tizerinde tammbl bir f(z,t) fonksiyonuna etkisi, v > 0 sabit tutulmug bir parametre

olmak tizere,

2 -1

1
TV f(z,t) = H /f:c—y VT2 — 2mpyncosa +yd; t - T)sin
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bigiminde tanimlani Burada: z = (2, zo), oy ER" 1 vet,r € R dir Ashnda,
genellesmis kayma, 7' ve ¢ defigkenlerine gore Oklid keymas: ile =, deffiskenine
gore Bessel kaymasinin uygulanmas ile olugturulmeaktadir.

Yukandaki 2 4 kesiminde tammladifimiz ve temel Sgelliklering verdifimiz
SP-Bessel kayma operatérii, Genellesmis kayma operatdriinim bir degiskenli du-
rumdaki karsihgidir, Matematik literatiizde, bam kaynaldarda, Bessel kayma ope-

Teorem 2.5.2 Genellesmis kayma operatdriiniin agagidaki Szellikleri jyi bilin-
mektedir.
1} feLly o(RT XxRY,1<p<ooolsun O halde, ¥(y,t) € R? x R! igin

”Ty't.f“pw < fls,» (251)

esitsizlifi saglamr Yani, T%" operatérii Ly, 'den Ly, 'ye simuh (stirekli) bir
ddniigiimdiir
2) (Lofstzom and Peetre, 1969) f € Ly o(RY x RY) |, 1 < p < oo olsun. Hemen
hemen her (z,7) € R} x R* ve ¥(y,7) € R? x R icin
lim [T (2,6) ~ £z, 1)), =0 (252)
el-i-s
dir Klasik kayma igin bu ozellik, L, ,, ye ait olan fonksiyonlann I, V—surekhlagz

olarak bilinir.

Ispat. 1) T%* operatdrii, ¢ = (yy,. . yYn-1) ve t € R! degigkenlerine gire nor-
mal (Okhd) kaymasi ile z,, € R} degigkenine gére genellesmis (Bessel) kaymanmn
kompozisyonu oldugundan ve Oklid kaymasi igin de yukarnidaki esitsizlik iyi bilin-
diginden, .séiz konusu egitsizlifi Bessel kaymas i¢in gostermek yeterlidir. Yani, S”
Bessel kaymas: olmak {izere, V7 > 0 igin

[iewrra ) < | flowrma) ) 1cpse
0 0

egitsizlifini kamtlamaliyiz p = oo igin egitsizlik agik oldugundan, 1 < p < oo

varsayacagiz.
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Oncelikle, |S7p(r) P < 87 (le(r)[") , 1 < p < oo oldugunu gérelim p = 1 igin
sonuncu esitsizlik agikar oldugundan, 1 < p < 0o varsayalim. ¢ sayism % + % =

saglanacak bigimde alarak, Holder egitsizlifinden

n P
1STe(r)f < Cy/ ‘90(\/7"‘2 — 2r7cos@ + 712 )‘ sin® 164
0
e »
= / ‘go(\/'r? — 2r7cosf + 'Tz)l -(ey sin®1 9)% (e, sin®1 9)%659
0
ki - ;2
P
S f |50('\/7'2 — YrTcos @ 4 7—2 )‘ .Cy Sin21f—1 0do 1 / cy SiHQV—l 0do
0 A
21 1 w e
= / Gy 81 fdf = ¢, —— =1 oldugunu gizéniine ahyoruz
0 v .
= S (le()")

elde ederiz. Simdi, yukanida elde ettifimiz esitsizlifi ve S7 operatdriiniin Teorem

24 2-8) 'deki ozelligini kullanirsak,

/°° 1S7p(r)fF r*dr < 7 ST (le(r)fF) r*dr = 7 lp(r ) r*dr

olur ki, bu da ispatlamak istedigimiz egitsizliktir m

Bu kesimi kapatmadan &nce, (tez boyunca) TY notasyonunun, sadece, z €

R degigkenine gore uygulanan Genellegmig kayma igin kullamlacagim belirtelim.

Boylece;
. F(V + ‘1“) 7 I |
T3 f(zt) = =<4~ / F@ =5 /72 — 2zpycosa+ 25 t)sin ado
TOIT) / :
olacaktir

2.6. Schwartz Test Fonksiyonlar1 Uzayinin bir Altuzay: ve Uygun

Genellegmis Fonksiyonlar (Distributions)

Tamm 2.6.1 f, R"™! {izerinde tanimh bir fonksiyon olsun. Eger her k € N igin

sup lzi*|f(z)] < Cy

reRn+1
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olacak gekilde Cy sabiti varsa, f fonksiyonuna hezla ssfira yaklosan fonksiyondur

denir

Tamim 2.6.2 Sonsuz diferansiyellenebilen, kendisi ve tiim kismi tiirevleri hizla
sifiza yaldasan fonksiyonlar simfina Schwartz test fonksiyonlar: uzayr denir. Bagka
bir ifade ile, S(R™**}-Schwartz uzayn

s=5@) ={f: Iflen= s D) < oo | v f & Ny}
reRnH

bigiminde tanmmlidir. Burada, Teorem 2 2.5 'deki notasyon geregi, £* = 25 . zo7!
g1+ FPni .

ve DP = ——— dir-
Ba:fl‘ .8:1;;4‘_"1‘1

Sonsuz diferansiyellenen ve kompakt dayanaga(support) sahip fonksiyonlar
uzayina Co°(R**1) dersek, tanimdan, C°(R™*1} C S(R"+!) oldugu hemen gdriiliir.
Ayrica Schwartz fonksiyonlar simfinm en belirgin ornegi f(z) = e~ =l fonksiyonu-

dur. Schwartz uzayinin temel ozelliklerini bir teorem olarak ifade edelim.

Teorem 2.6.3 (Strichartz, 1994) 1) S, bir vektdr uzayidir;

2} S, bir cebirdir;

3) S—Schwartz uzay, || f||(a,s) yarinormuna gore bir Frechet uzayidir;
4) f(z)eS = p(z)f(z) € S (p(z)-polinom),

) feS = 7" f(z) = flz —h) € S,

6) f,9eS = f+g €S,

T) feS = fr e S,

8) fES = f € Ly; dahasi, her p(») polinomu icin p(z).f(z) € Ly

9) F:S8 — 8 bir izomorfizmdir,

10) §—Schwartz uzay1 1 < p < 00 igin Ly, ,(R™) uzayinda yogundur

Bilindigi gibi, Schwartz uzay:, Fourier ddnugiimiiniin, daha dogrusu, Har-
monik analizin biitiin &nemli operatérlezinin (Tiirev, kayma, Fourier déniigtimii,
polinomla garpma v.s.) ok rahat uygulanabilecefi bir uzay oldugundan, oldukga
onemlidir. Aynca, S—Schwartz uzaymm L, , uzayinda yogun olmas: 6nemli bir

sonugtur. Giinkii; genel olarak, yogun bir altkiimede gegerli olan sonuglar biytk
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kumeye genisletilebildiginden, yogun altkiimelerle caligmak yeterlidir. Bu tezin sey-
rinden de anlagilacag iizere, biz de, gdstermek istedigimiz sonuglann, ilkénce; S

nin bir altkiimesi ve aym zamanda L, ,(R% x R') uzayinda yogun olan
St=SR: xRY = {]‘ € S(R™): f =z, degigkenine gore cift fonksiyon }

kiimesinde saglandifin gosterecegiz. Daha sonra da, bu sonuglari L, , uzaylanna
(ve daha baska uzaylara) genigletecegiz Bu anlamda S+ uzay1 Snem tagidigindan,
S* lizerinde tanmb lineer fonksiyoneller de énemlidiz Bu nedenle, bu kesimin gesi
kalen kisminda ” genellesmis fonksiyon (distzibution)” olatak adlandirilan bu lineer

fonksiyonellerden bahsedecegiz

Not: St uzaymun L,,, (R} x R') uzayinda yogunlugunu gu prosediirle gésterebili-
tiz: f € Lp (R xR') olsun. Bu durumda, f i tiim Ly, ,(R™*!) e du(z) = |z,|%de
alarak ¢ift devam ettirebiliriz Yeni fonksiyona f diyelim Bdylece; S uzayr Ly .
(R**1) “de yogun oldugundan, f ’ya S ’'nin (aslnda S* 'mn) elemanlan ile
yeklagabiliriz Dolayisiyla da, f ’e ST uzayinin elemanlan ile yaklagabiliriz

Tanim 2.6.4 C, kompleks sayilar kiimesini gdstermek iizere, f : 8t — C bir
lineer fonksiyonel ise, f ’e genellegmis fonksiyon diyecegiz ve ¢ € Stolmak tizere,

f’in ¢ ’ye etkisini (¢ 'deki degerini) (f,¢) ile gostereceffiz.

Ayrica, ST lizerinde tanimlt olan tiim smuzh genellegmig fonksiyonlar sinifins

da (S1Y ile gosterecefiz. Simdi, birkag genellesmig fonksiyon drnegi verelim.
g ¢

Ornek 2.6.5 Dirac d— fonksiyonu olarak bilinen & icin (4, ¢) = ¢(0) esitligi bir

genellesmis fonksiyon belirler

Ornek 2.6.6 Her integrallenebilir (hatta lokal integrallenebilir) fonksiyon bir ge-
nellesmis fonksiyon belirler.
Gergekten, efer f, R? x R! {izerinde tanimh bir lokal integrallenebilir fonksiyon
ise, p € ST igin
{f, ) = / flz, t)p(z, t)z2 dzdt (2.6.1)
" xR
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egitligi bir genellegmis fonksiyon belirler ve bu genellegmig fonksiyon regular ge-

nellesmis fonksiyon olarak adlandinihir.

Ornek 2.6.7 Her f € 5t fonksiyonu ayni zamanda bir genellegmig fonksiyondur

(f,o)= [ flz,t)p(z, t)z2dzdl - dogal tanimlamas ile ).
k% xR!

Tamm 2.6.8 {f,}; bir genellegmis fonksiyon dizisi ve f de bir genellesmis fonk-

siyon olsun. Eger, her ¢ € S fonksiyonu igin {fn, ) say1 dizisi {f,¢) sayisina

vekimsiyor ise { im (fa, @) = (f, ) ise) {fn}2, genellesmig fonksiyon dizisi f ge-
s

nellesmisg fonksiyonuna yakinsaer denir ve f, (S—)> f ile veya kisaca f, -~ f ile

gosterilir.

Her genellegmig fonksivona, S* nin elemanlan ile yaklagilabilir yani; verilen
her f genellesmig fonksiyonu igin dyle () € ST dizisi bulunabilir ki, genellegmis
fonksiyon anlaminda @, — f saglani.

Bu sonug kullanilarak, herthangi T : St — St dogrusal donigiimi
Tf = lm Te,
n~2+00

tammlamas ile (S1) uzayma genigletilic. Boylece de, genellegmig fonksiyonlar iize-
rinde iglemler tanimlanabilir: bir genellesmis fonksiyonun kaymasi, tiirevi, Fourier
déniigiimii v b. Ornegin, T = 7¢ (6klid kaymas1) olarak alahm ve f—genellegmis

fonksiyonu igin 7% f in nasil tammlandigim gorelim.

(7'f,¢) B lim (T, )

= lim [ p.(z - y)p(z)dz

= lim (g, 79)

B (177
Boylece, (7¥f, ¢} = (f,77¥p) olarak tamimlamir. Benzer gekilde;
¥ 4

T =L icin (£ f,0) = (-1)™{f, Z=¢) ve T = F(Fourier dniigiimii) igin

de (Ff,¢) = (f, Fp) olarak tanimlanir.
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2.7. Genellesmig Girigim Operatorii ve Ozellikleri

Tamim 2.7.1 f, g € 8 fonksiyoniarninn genellegmis girigimi

(teget = / 9y, 7T (2, ) dp(y)dr

bigiminde tammlanir Burada, yukarida da belirttigimiz gibi, du(y) = y2dy *dir

Normal girigsimin saglacdigh f % g = g * f Ozelligi ve Genellegmig Young egitsizligi,

genellegmis girigim icin de gegerlidir:
Teorem 2.7.2 (i) f, g € St olmak tizere, f ® g = g ® f dir. (Levitan, 1951}

(ii) (Genellesmis Young Egitsizligi) f € Ly, , § € L , 1 <p, ¢, 7 < 00 ve
-31- = % + 1 olsun. Bu durumda f® g € L, , ve

If@glle,v < Mfllso.v lglla.» 271)

dir.

ispat.‘ g yu sabit tutalim 7 = ¢ ve p = 1 igin ||}c ®.9Hq(:v'),v < "fnl,u ”.an,v

oldugunu gosterelim

=

If@gllsn = / If @ g(z, 1)) o dadt

L
xR

froy e

= / [ / fly,7) TV g(z, 1) vV dydr|? :cfb”dmdt
7 xR} R xR

Simdi burada, Teorem 2.1.5 (Integ;raller igin Minkowski E§1ts1211g1 i kullanirsak;

If @l < / / oy NP 1% g(2, )8 s¥dudt | ¥ dydr
RT xR \RE xR!
"

/ £, 7)] / (97 g, )7 a2 dadt | 2 dydr

K2 xRl = XR1

(A

< - {(251) 1 kullanayoruz) - < [|f]l1,v Rgllg.e
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elde ederiz. O halde, genellegmis girigim (1,¢) tiplidir Simdi de r = 0o ve p = EET
igin | f @ glico,v < Iflip,vhgllq,» eldugunu gdsterelim

If @ glloc,y = sup |f@®glz,t)= sup | / fly, )TV g(z, )y dydq)
R xR!

(z.t)cRY xRY (zt)eRT xR?

< sup [U(y,T)w’fg(m,tnyﬁ"dydq—
{z.t)cR} XRIR"‘

1
T xR

Son ifade igin nce Hélder Egitsizligini (Teorem 2 1.3) ve daha sonra da (2 5.1) 7
kullanirsak;

L 1
b q

f@oln < s | [ Py | | [ gle e

(,t)ERT XR1

< Nl liglie,

n. 1 n‘ 1
T xR xR

elde edeziz O halde, genellegmis girigim (EE-I, 00) tiplidir. Son olarak, Teorem 2 1.9

(Riesz-Thorin Interpolasyon Teoremi } kullamlirsa,

”.f®£’“r,rf < I]-}(”P.V“g”q,V
esitsizligi elde edilir =

Bu kesimi kapatmadan &nce, regular genellegmig fonksiyonlann énemli bir

ozelligini veren agagidaki teoremi ispatlayahim:

Teorem 2.7.3 o..(z,t) = p(~=, ~t) ve u € (ST) - regular genellesmig fonksiyon
olmak {zere;

u®yp, w)=(u, p- dw)

egitligi her o, w € 87 igin saglamr.

Ispat. {lkénce (4 0.2) ile tammlanmus olan (v, w) = [ w(z,7)w(z,7)du(z)dr
R xR1
esitligini gozoniine alarak, (u ® ¢, w} ifadesini yazalim ve daha sonra da, Fubini

teoremi ile Genellegmig kayma operatord 7%7 'nun Teorem 2.5.2 ’de verilen Ozel-

likderini kullanahm Asagda S ve Ser simgeleri, suasiyla z, ve &, degigkenlerine




uygulanan Bessel kaymasidir (bakimiz: Tanim 2.4 1).

W@, w) = / (4 ® ¢)(z, 7)w(z, 7)dpu() dr

R? xR

- / / w8, 8)T o(z, T)dp(€)dt | w(a,7)du(z)dr

RExR! \RE xR

= f u(é,t) / w(z, 7)T4% (2, )dpu(z)dr | du(f)dt

R% xR1 \mixﬁal

= / u(€,t) / w(z, 7)S%p(z — &, 35 - &, &, T = t)du(z)dr | du(€)dt

% XR! \R7 R

- /u(ﬁ:t) / w(@, T)S" o (~21 &, — B2+ &, &t — T)dp(@)dr | dpul€)d

R xR \mz <t

= [ ey [ wlen T 6, tdu(eldr | du)a

R7 xR1 7 XR!

- / w6y B)(w @ p_) (€, 0)du(€)dt = (u, v & w).

Rile

Boylece, (u® ¢, w) = (u, ¢_ ® w) oldupunu gostermiy olduk m

2.8. Diiz ve Ters Fourier-Besse) Déniigiimii ve Ozellikleri

Tanim 2.81 f € S fonksiyonunun (diiz) Fourier-Bessel déniisiimii
(Ff)(2,t) = f Fy7)e™ V0], (@) dp(y)dr (281)
R2 xRt
esitligi ile tanumlamir. Burada: o/ o/ = ZiY1+ -+ Tnoaln-1 ve du(y) = v dy 'dir.

(Kipriyanov 1968) Gériildiigii gibi, 7, déntgtimi, &’ ve ¢ degiigkenlerine gére klasik

Fourier ve z,, degigkenine gére de Bessel (bazi kaynaklarda Hankel) doniigtimlerinin

kompozisyonudur.
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Tanim 2.8.2 Ters Fourier-Bessel doniigimii de ahigilagelmis gdsterim olan Fot

ile gosterilir ve
(jﬂ:r;_lf)(mlt) = CV(n)(}_Vf)(_ml) coy T Ep—1; Tny “t) (282)

esitlifi ile tamimlamr Formiilde goziken ve daha sonra da kullanacafirmz ey{n)

katsayis1 L
c{n) = [(27r)”22”'1f2(1/ 4 %—)J (2.8.3)

bi¢imindedir

Fourier dontgiminiin sagladigh ézelliklerin hemen-hemen tiimiiniin benzer-

leri 7, —Fourier-Bessel dontigiimii igin de gegerlidir:

Teorem 2.8.3 [ , g € St olmak fizere, F,-Fourier-Bessel déniigiimii icin
asagidakiler saglanir.

a) F,(f @g) = Fu(f) Fulg);

b) we [Fuf(6,0)] = Fo [(—ia) (2, 7)] (€, 8)

Daha genel olarak; P{z1, 2, .., 2%, 2a41) — (n-+ 1) degigkenli bir polinom ve B, =
—%‘ + g—:% Bessel diferansiyel operatdrii igin

(88 %}

- o P i i) Fly T
'a_g';:‘égr -)B‘En:&') 'Fv‘f(g)t)—fv [P( Wi, e, - - T, Q'T)-f(y) )} (gat}

egitligl vardir.
c) F [‘5‘%; '(5375)] (z,7) = (1zs).F, f(z,7) ve b) ’ve benzer olarak;

Fy [P ( 9 9 B 8) F(¢, t)} (z,7) = P(izq,i@s, . .. ,—z2,i7)F, f{z,7)

"ag':a_gzd “3 Eni'g.z_'
egttligi saglamr.
. n-1
d) Ogel olarak; A, =Y ffy + B;,, Laplace-Bessel diferansiyel operatorii igin
k=1
Ful(=8u + 501 (@ 01y, 7) = (W* + i) (F 7). (284)

e) Yine dzel olarak, /— birim operator olmak tizere, (I — A, + ) operatrii igin

L = 0 2)F (o] ,7) = (1 + WP +im) (Fo ) ,7)
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olur Bu formiil gogu zaman kisaca;

(I~ Au(e) + 21" = (L gl 57" (285)

bigiminde de ifade edilir.

Bu kesimi kapatmadan once, (tez boyunca) 7, ; notasyonunun sadece z € R}
defigkenine gore uygulanan Fourier-Bessel donligiimii i¢in kullamlacagini belirte-

lim. Baylece;

(Foaf)(y,t) / o, 8)e Vg, s (@ayn)du(c) , du(z) = o¥ds

2.9.  Genellegmis Gauss-Weierstrass Cekirdegi ve Baz Ozellikleri

Tanim 2.9.1 Genellegmis Gauss-Weierstrass gekirdegi, klasik Gauss-Weilerstrass

gekirdeginin tanumina benzer olarak, Fourier-Bessel dontigitmu yardimiyla

Wly,7) = +/onn = 1) (2r) e (29.1)

olarak tamimlamr Burada: \/c_y(_n——-—ﬁ katsayis: (2 8 3) formiiliine uygun olarak

b

RE
Ve (n—1) 2«)”"‘122” T2y + 2)] (2.9.2)
seklindedir {n == I icin Stempak(1985), n > 1 halinde de Aliyev(1992))

Lemma 2.9.2 a) F,,[W,(y,D))(z) =e ™" | 7>0;
b) W (7 Iu—JW(y, Nduy) =1 . 7>0;

) (7, 7) @ Wl )(e) = | Woly, IV )duls) = Wolont +7),
d) Her8>0,t>0vey6R” igin

W, (Vey, et) = e "W, (y, ).

(Bu sonuncu dzellige W, (', ) gekirdeginin anizotropik homojenligi diyecegiz).
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Ispat. a) Ispat icin kullanilacak olan iki ozdesligi hatirlatalim:

I (Strichartz, 1994, $38)a> 0,2 ,¢ € R icin

-1

PRI I is F) ___jf_rLQ_
/eatm!e"‘”dx’z(——) e
a

Rn-1

IL (Gradshtayn and Ryzhik 1994, 5738, n:6.631-4) A> —1,4> 0 0> 0 ve

Ji(r) Ltip Bessel fonksiyonu olmek tzere,

i ~ar? A+l bA o
e Jy(br )r M dr = %(20,)““16 %,
0

Simdi, I &zdesligini, A yerine v — 2 alarsk ve Ji(r) = -2-5-%4_—157',\(7) oldugunu

kullamlarak yeniden yazarsak;

e I, (br )™ tidr e / B35, s (br)rttidy
0/ (o) T e
= /e_a’2 b :"_*""‘j'pm_l_(bi")?’2yd7
[© e
I
= f ],,__ (br)r® dr
Iy

e S -
olur ve II egitlifinin ikinci tarah da ;—bga—;e 4 gekline déniigiir. Boylece;

b é B2 by“% T —ar? - 2v
21/__!_.._._1./.__!_-;- 4o — éi’/—_—_%r(;__*__5 / e .?V—-é- (b’f)?’ dr
279

ve sonug olarak da

2
e 4a (2.9.3)

23




egitligini elde ederiz a) 'min ispati igin I ve (2.9.3) *ii birlestirmek veterlidir,

Gergekten, ¢ = (2/,2,),y = (¥, vn) ve |z|* = |'|* + 52 olmak iizere,

_ 2 —a.:ng il gt
Folem Y y) = ] /e Izl g =iz yj,,_,_;_(a:nyn)dp(m)
RBr-1 I(}
= / emol=? o=ty g /e_'wg‘eﬁwy’jy_%(wnyn)miydmn
-1 IO
n=l n2 1—‘ kY 2 l l n—1 . 2
- (5)° Rt Gk 1 S VR S S
a 2 gvts 2 2

ifadesinden vararlanirsak

Fua Wy, ™) (=) = /el = D) (@r) " 7, (65 ) (2)

elde ederiz ki, buradan da

o 1 “ﬁ»:!_ul : 1 &Q_—]- l 2
}::/, Wlf wnLrine) = nol . 2w — 27 N ._______me—r[:ﬂ
y(Welym)(z) (27)* T 255 T(v + -;-)( TRt y) (dr)~ =5

P
o~ rial

olur.
b) a} dzdeslifinde z = 0 olarak ahrsak;

L=c = Ry (W n)0) = [ Waly e,y 0)ute) = [ Waly, m)dnty
R" R

= !IWV(‘>T)“1,V
esitliginden ||W,(-,7))l;,, =1 oldugu gorilir.

c) W,(,7)@W,{,t} ifadesine 8nce Fourier-Bessel doniigiimii uygulayip daha sonra
da sirasiyla Teorem 2 8.3 ' ve bu Lemmanin a) sikkam dikkate alirsak,

FWo (@) FolWo(, D)(a) = e 7ol 80
TR (7 4 )(e)

Fu [Wy( ) 'T) ® Wv( ’ t)] (‘T)

elde ederiz. Fourier-Bessel dontigiimleri egit olan fonksiyonlarin kendileri egit olaca-

gindan,
Wo(, )@ Wu(,t) =Wu(,7+1)
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olur.

e nt+2u 2. . .
d) W,(y,7) = \/zz(n - 1)(2’1’)_'%2—6"1%!?' ifadesinden yarazlanarak W,(v/k¢, kt)
yu yazarsak istenen egitlik gikar:

R nt-2u nt2w 21e)2 nt2v
W, (VEE, br) = /e (m = 1)(2r) k"5~ — (¢, 7Y 5

Lemma 2.9.3 (Jones 1968,5.400) 1) 7 > 0, y € R® igin
Frale™™ ) (y) = Wo(y,7)

dir.
2) (Jones 1968, s 400; Gradshtayn and Ryzhik 1994, s 365, n:3.382-6) Her o > 0,
b > 0 igin

T

2 _—bipE—1
) 12 t>0
- - N—F _dtr g p(g)e H
TIgn (b+1ir)"2e dT——{ 2 0 <0 }

-T

Agagidaki lemmada W, (z, t) fonksiyonunun, ¢ < 0icin herhangi bir gekilde, Srnegin,

sthr olarak tamimlandifini varsayacagiz.

Lemma 2.9.4 (Rubin 1996, s 158) H (%,l) - normallegtirici katseyisi (2.3 4)

formiiliiyle tanimlansin, O halde t_% = { tg : §_<>_8 ve [ > & olmak
Uzere,
;
o [ a4 -1 Y &
o) = =" (= 1H (= - t—k)2 29
sl = () (50 ] Denpe-nT @
ve |
K, g(3,1) =rgW.(z,1) , (zeR} ,teR) (2.95)
fonksiyonlar igin;
o@*Y) , t—0
a) r;z,%(t)= P
Oz~ |, t—o0
b) ma(t) € Li(RY) ve [ mg(t)dt= [re(t)dt=1
—00 ¢




¢} K, . (3,8) € Ly, (R: x RY)

d Kzg(w,t)d,u(m)dt =1
R7 xR! ’

bagintilari het v > 0 ve her [ > o igin saglanir.

Aynica, Ky,2(t) ve K, %(.:c,t) fonksiyonlar haklinda daha aynntih
Rubin (1996) kaynagina bakilabilir.

bilgi i¢in yine




3. B-PARABOLIK POTANSIYELLER UZAYI VE B-PARABOLIK
POTANSIYELLERIN TERSLERININ BELIRLENMES]

3.1.  Laplace-Bessel Diferansiyel Operatoriiniin Dogurdugu Parabolik
Bessel Potansiyeli ve Ozellikleri

Bu kesimde Laplace-Bessel diferansivel operatériiniin dogurdugu parabolik Bessel

potansiyeli tanunlanacak ve bu potansivelin &zellikleri incelenecektir.
Bilindigi gibi Teorem 2 8 3 ’{in e) sikk;
: o} i
ol = Aoz + )el(m,1) = (L+ |o + it)F, [g] (,7)

oldugunu sdylemektedir Bu esitlik, bize A = [ — A,(z)+ £ operatériiniin negatif

kesit” kuvvetlerini tanimlamamn dogal yolunu gdsterir:

(A7) o, ) = (14 o +it) " Fp (2, 1) (811)

Tamm 3.L.1 (3 1 1) egitligi ile tanimlanan operatére Laplace-Bessel diferansiyel

operatorunin dogurdugu Parabolik Bessel Potansiyeli (kisaca B-parabolik potansi-

yel) denir ve HZy ile gdsterilic

Boylece, >0, z € R% , £ € R! ve p € ST(RT x RY) igin
(Hoe) (@ 1) = (1 + [al® +it)"Fo" (3, 1) (312)

dir. Harmonik analizden iyi bilindigi gibi, (3.1.2) bagntis ile verilen "multiplier”
tipli operatér, aslinda, genellegmig fonksiyonlar(distributions) dilinde yorumlanan
girigim tipli bir operatérdiir. Bu girigim tipli operatbriin gekirdegi, (14 |=|® +
it)~% fonksiyonunun, genellegmis fonksiyonlar (distribution) teorisi anlaminda " ters

Fourier-Bessel dontigiimii” diir. Bunu bir lemma olarak ifade edelim.

Lemma 3.1.2 Genellegmis fonksiyonlar(Distributions) anlarminda

2
. Gn— et Lt o i
F (L fafir)H( = VO D2 g
| 0 t<0
dir
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iSPat.. Lemma 2 9,3_2) ‘de b il ]xlz olarak alnsak;
3 T
/(1 +lof +ir) S dr = lim [ (14 |zf? + ir)~$eitgr

—00 -r

2 et —Ix[ t —-—1
0 , <0

olur. Simdi, z = (/,2,),y = {(/,1.) olmak iizere Lemma 2.9 3 1) ve 2) vi
gozoniine alarak; y € RZ ve ¢ > 0 igin asafidaki formal islemleri yaparsak,

FAOA Il +7)"51(0,0) = A+ o +i) F (=g, g, o —0)

= ¢, (n) / (1+ 1z + ir)‘%e“"e"ytmlju_% (Tnin)dp(z)dr
R XR!

= cy(n)/ e’ m:‘jwé(mnyn) (m/(l + [mIZ ‘I‘i'r)"'%eﬁ?dr - dp(x)
1

Ry

= (n) / eiy’m'jp_%(%yn)r( e fe g 1 ()
7

2 (n) o 1 _ieps st ot

— -E-IZ'ET)B trg 1/8 o't iy’ @ j‘y_%(iﬁnyn)dﬂ(m)
+

1

('5)
( e 4871 /e (n — 1)(20) e

2
= \/cy(n, —_ I)E_Eiz_v 1 t%_l"%‘e"t“%

I'(3)

i2y 1 a-2-n-dy 5{2
— t 2 e t 4t
I'(%)

- r(ﬁ—*)

2

_tt—_lf 1( -—Iwzt)(y) = N tt%“lwz}(%t)

e, (n—1)27"%

egitligini ve sonuc olarak da

+2u o~ —2— 2
veu(n— 1)2‘LLW-—t'(‘_2_2"le““l%J? , t>0

Fo (4|22 4ir) %] (y, ) = . s

elde ederiz. Burada, \/¢,{n ~ 1) katsayis: (29.2) ile verildigi gibidir. Simdi, sag
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taraftald fonksiyonun (ki, L, 'dendir!) Fourier-Bessel dontiglimi alimrsa, sonucun

(1+ |$|2 +i7) -5 've egit olacag kontrol edilebilir. m

Boylece,

T, 7>0 ‘

notasyonunu kabul edersek ve Gauss-Weierstrass gekirdeginin (2.9.1) ile tanimlanan
ifadesini ghzoniine alirsak, Fourier-Bessel doniigiimu dilinde, (3.1.2) ile tamumlanan

H2p— B-parabolik potansiyelin integral geklini elde ederiz:

Sonug 3.1.3 Her ¢ € ST ve her a > 0 igin

(Hyp)(z,t) = IT(%—S / 72 W, (y, TYTV oz, ) dp(y)dr (31.4)

R7 xR

dir Burada, yukanda tamimladiimz gibi, du(y) = y2/dy *dir

Ispat. (3.1 2) egitlifinin her iki tarafina F; 1 — ters Fourier-Bessel dontigiimuni uy-
gularsak ve genellegmis girigimin Teorem 2 8 3 2) 'daki ozelligini kullanirsalk,
FIHEO (2,8) = FURF L+l )7 @ dl(e,1)
= [F'Q+ P rit) " @ ¢l(z,1)

olur Simdi burada, Lemma 3.1.2 ’yi ve Gauss-Weierstrass gekirdeginin (2.9.1) ile

verilen tammim  kullamirsak (3 1.4) formiiliinii elde ederiz:

e rd-Oy a—n—2—2v) 2
(Hop)(z,t) = [ Veu(n - 1)2—'%2”?(1?)T+ T e YT (g, ) dpl(y) dr
RY xR 2
1 3-1 r T
2 rn xme

Lemma 3.1.4 a) (Yargrup dzellifi) Her p € ST ve her o, f > 0 igin

HEHY o = H* P (3.15)

egitligi saglamir.




b) (Ly,, ~ Ly, smurhbk 6zellifi) Her p € ST, a>0vel<p< oo icin

IHoele,w < fiellp,v (3.16)

esitsizligl saflanir (p = 0o igin [¢|les,» = e85 sup  |p(z,1)] dir).
(zf)eRT xR!

Ispat. a) Ispat igin, (3.1.2) esitligini kullanmak yetecektir:

(HEHEQ) (2,) = (14 lol” +10) F ()" (0,

(
(1 + Jef? +4) "5 (1 + |af? ++ i8)~E " (2, 1)
= (14 |of? +it)"*F Mz, 1)

(HHo) (z,2)

= HyHlp = Hythy

b) Bu kismun ispati igin, (27 1) formiilil ile verilen Young esitsizliginde: g(z,7) =

é.i)'q e "Wo(z,7), f = ¢ ve ¢ =1 (dolaywsiyla v = p) olarak ahrsak,

1f @ glls,» = H0llp, v < llp,v llghs,n

olur. Simdi; {jgfi1,, ’yii hesaplayalim:

Il = / ]

. — -/77"1 T /W (z,7)a2dz | dr.
£($) J

Wo(z, 7)3% dodr

"i“' M]Q

il

Son olarak, Lemma 29 2 b) *yi kullamrsek,
: lohs, = = f e dr = 1
l,v = =
© T

olur ve béylece de |HZ¢ll,,» < ||¢llp, . elde edilir. m

. Sonug 3.1.5  (316) esitsizligi kullamlarak, S* uzayinda, (312) bagnts
ile tammlanmg olan Hp, (o > 0) operatdrleri (3 14) formiilii yardimiyla Ly »
(1 € p < 00) uzaylanna siirekli devam ettirilebilir
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'ispat. | € Ly, olsun 8% uzay, Ly , ’de yogun oldugundan dyle ©m € ST dizisi

vardir ki, o, — f ’diz. Aynica bu ¢y, dizisi bir Cauchy dizisidir ¢,, nin Cauchy
dizisi olmasindan ve (3 1.6) ’dan yararlanarak H%y,, 'nin Cauchy dizisi oldugunn

soyleyebiliriz: Ve > 0 3m. ¥V m,l > m, icn

1HE o1 = Heomllp,o = 17 (01 = m)llp, < N2~ @mllp, <&

il

O halde, lim H%p,, vardr (Lp,, tam uzaydir). HZf lim H%p,, olarak
kifiands o) m—co
tamimlanirsa; HY : Ly, , — L, , 've genigletilmig olur.

Siroct de, 45/, < [,y oldugunn grelim. [H5pmllp.o < |,y (Frm igin)

oldugundan, m — oo igin limite gegersek, §HZf l,., < || fllp, . elde ederiz m

3.2, B-Parabolik Potansiyeller Uzayr ve B-Parabolik Potansiyellerin

Terslerinin Belirlenmesi

Bu kesimde, adina B-parabolik potansiyeller uzay diyecegimiz ve L, ile gisterece-
gimiz fonksiyonel uzay1 tammlayacafiz. Esas amacimiz, Ly, , 'niin bir alt uzay: olan
L7, w1 nitelendiren &zelligi belirlernektir. Daha agik ifade etmek gerekirse, ” Ly w
den alman bir f fonksiyonu hangi gerek ve yeter kogullar altinda LS , uzayina ait
olur” sorusuna bir cevap ariyoruz Bu soruyu cevaplamak icin ilkénce B-parabalik

potansiyel operatériin (H%yp) tersini bulacagiz.

Klasik parabolik potansiyeller igin ters belirleme problemi 0 < a < 2 igin
Chanillo(1981}, en genel halde ise Nogin ve Rubin (1985) tarafindan ¢dziilmiigtii

Genellegmig kaymamn dogurdugu parabolik Riesz potansivelinin tersini be-
lizleme formiiliiniin ispat: Aliyev (1992) tarafindan yapilmugtir. Biz de, Aliyev
(1992)’in kullandif1 yénteme benzer bir yontem kullanarak Bessel tipli B-parabolik
potansiyeller igin ters belirleme formiiliinii bulacagiz. Bu amag¢ dogrultusunda
éncelikle, Hyw 'nin tersini belirleyen konstruksiyonu formal olarak kuracagiz ve
dsha sonra da bu konstruksiyonun, gergekten, L, , ve noktasal yakinsama an-

laminda H@ operatdri igin bir ters belirleme konstruksiyonu oldugunu goste-

recegiz.




Tanim 3.2.1 Ly, ile géstetilen B-parabolik potansiyeller uzap |

Loy =ML, ) ={ f: f =Hye , p€Ly,} , 1<p<co (3.2.1)

D,

esitligl ile tammlanir

Aslinda, L, uzay, Ly, , uzaymin H operatorii altindalki goruntii kiimesi olup,
f ="M, ¢ €L, olmak iizere, | |lzs . = [lpllp,, normuna gére bir Banach

uzayidir.

Tamim 3.2.2 R? x R! fizerinde tamml: bir flz,7) fonksiyonunun anizotropik ve
agrrlekie sonlu farks,

i

Ogs(F ) 7) = Y (1P () e BT VRt f (1) (322)

k=0

esitligi ile tammlamy

Burada tanimlarms oldugumuz fo,t operatortinit, Hge verildiginde, ¢ 'vi bulmak
igin kullanacagz Asafidaki lemma ¢ € S+ icin H o verildiginde, ¢ ’nin nasil elde

edilecegi konusunda bir ipucu vermektedis.

Lemma 3.2.3 I%, (23.1) esitligi ile tanimlanan Liuoville kesir integrali olmak

uzere,

N F, oM 1) = TR F, L (o) (6, M) ) (323)
dir
ispat.. Ilkénce (31 4) formiiliinde 7 yerine t—7 yazarak her iki tarafa F, . déniigiimil

uygulanir ve daha sonra da sizastyla, Fubini Teoremi ile Fourier-Bessel dontigiimiintin

Teorem 2.8 3 a) *daki ézelligi kullanilirsa,
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Fualtdl6.) = 57

/ J 1 Je=nt e m,t - 1ot tauty) | ar | ),y )ante)

R} \R' Ry

-5 R[R [T Wy, = )T, ) | au(e)e =, (ot

Y

—dg" g
€ ?y~%(mn§n)dﬂ($) ar

L f 7, [ Wit )} Fualel dr = = / e ey
= T Swm | T =y Gt=T vz [P AT = ) =€ Fum
@] " e @) o

egitlifi elde edilir Simdi, (3.1 3) vasitasiyla,

-2 (t—-‘r‘)l_% , T<t
(t '_'T)-F. - { 0 ., T>t

olacagindan,

FoalHyel(€,t) =

1 / e--t(1+JEI2}e‘r(l+i£I2)f ;
P(%) / (t _ 7_)1*% ne {(P} (g:T) T

olur. Son olarak, (2 3.1) ile tanumlanan Liouville kesir integrali gézoniine ahinusa;

T E, e l(E, ) = TT M E, lo](€, 7))
egitligi elde edilir &

Boylece, simdi ifade edecegimiz lemma ile, (3.2.3) esitligi vasitasiyla, © € St

igin, H ¥y operatériiniin tersini belirlemis olacagiz

Lemma 3.2.4 ¢ € &t olmak iizere, H%p verilmis olsun. Bu takdizde;

) /tli-;é fWV(ést)Dé,t(Hff‘P)(m,T)&ﬁ”dE dt (3.2.4)
o

R?

woje] —

@(z,7) = i
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olarak elde ediliz. Burada: Di»,t— (3.2.2) ile tanimlanan anizotropik ve agirhkl sonly
fark operatori ve H(%,1) de (23 4) formiilityle tanmmlanan normallegtirici kat-
sayidiz.

Ispat. ¢(z,7) fonksiyonunu HZw vastasiyla ifade etmek igin ilkdnee, (3.2.3)
esitliinin her iki yanmna ¢ degigkenine gére D% — Marchaud turevi uygulayalim
({2 3.3) ’e bakimz):

D3 [e(1+le|2)z M, )J D% {Iz [(HI&P)T o[ ](517)} (¢ )}

Esitligin ikinci tarsfindaki D% Marchaud tiirevi, I7— Liouville integralini
gotureceginden (giinkil; Liouville integralinin belli bir anlamda tersi Marchaud

tirevidir),
DF [OHNE_[120](6,0)] = O F, (o) (6, 7)

olur. Buradan da,

!

f (1 QIO [z -ty
1] :

k=

o) 6,7)

wtn
(o]

yazmlabilir. Bu son egitligin her iki yanr ilkdnce, e ¥ ifadesine béliniip daha

sonra da, F-! ddniisiimii uygulanirsa;
3 "o ]

99('373 7—) = 7—{( l) /tli% {Z(‘_l)k( ) _kt}:u&'——)w[ _kti£|2?: ,wHE( 390)(&?_' kfﬁ}df

0 k=0

Q|

(3 2.5)
olur. Simdi, esitlifin sag tarafindaki;

Fotale ™ Fuae (M0)(E 7 — )
ifadesini hesaplamak igin Teorem 2 8 3-a) daki F [ F,0 Fip] = o @1 egitlifi ile

Lemma 2 9.2 'nin a) gikk kullaplirsa;
’Fu_g—m{ —ktl!; V@-’f(HV@)(g}T— kt)] = ;Eyg—ra;[ Vﬁ(W (‘5: kt)) V,.T.“%E( S(P) (517— - kt)]
= W.(& k) ® Hp(z,7)
= [l ) [0t ), - ko) €2
R
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elde edilir. Elde edilen

bu egitlik {3.2.5) *deki yerine yasihrsa;

(p(ﬁﬁ,’?‘) =

k=0

17 I -
H(Z, 1) / TE / [Z(“U’“(k)e W&, k) TE (M) (o, 7 — kt) | evae \ g

R7

olur Simdi de, & — /¢ seklinde bir degigken degigtirmesi yapilip, Lemma 2.9 2'nin

d} sikki olan

esitligl kullanilisa,

W (Ve kr) = & *5F“W, (¢, 7)

il =

#le7) = 3 0/ £

wiR

f [Z(_l)k(i)eﬁktwu(&ﬁJTﬁE’“(HS@D)(%T)J Ede 5 dt

k=0
e

eqitligl elde edilir. Bu son egitlikte (3.2.2) formiilii ile tammlanan anizotropik ve

agarlikh sonlu fark gdzdniine ahnirsa, ¢ € ST fonksiyonunu, H%p vasitasiyla ifade
eden formiil elde edilmig olur:

Qo(ma T) = H(

wig| —

(& s}

]o 1
JAY St
)0

[ Wit 0 (50 e b
J

-+

Simdi ispatlammg oldugumuz (324} esitliginin sag tarafindan yararlanarak,

£ > 0 parametresine bagimh olan ve DZf ile gosterecegimiz bir operatdrler ailesi

tammlayacagiz ve bu operatdrler ailesini B-parabolik potansiyeller uzayim nitelen-

dirmek igin kullanacagiz.

Tamim 3.2.5 f € 8, & > 0 olmak iizere, Df 'vi

NG = gay | [Pe BN gtian (326)
R% &

olarak tammlayahm ve

bu DZf , (¢ > 0) operatériine dzel olarak; B-parabolik

potansiyel operatdriiniin e—yaklagik tersi diyelim.
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S SRS

3.3. DfH} Kompozisyonunun ”Yaklagik Birim Operator”
Biciminde Gosterilmesi

(3.2 4) formillil ile biz, ¢ € S* igin H%p operatdriiniin tersini belitledik Ama asl
amacimz, ¢ € Ly (1 < p < oo} igin de (3.24) formiiliine benzer formiilii elde
etmektir. Bunun igin, &ncelikle. f = Hp, (p € S*) olmak iizere, D2f,(c > 0)
operatorunii yaklagik birim operatér seklinde gostermeliyiz. Bunu bii‘ lemma olarak
ifade edip ispatlayacafiz. Ancak, esas lemmaya gegineden, bize lemmanin ispatinda

gerekecek olan, agafidaki (3.3 1) esitliginin dogrulugunu gosterelim:

Lemma 3.3.1

oo 21

Isk(r):/(ET_kt)i dt = = (Tﬁk)? ,(k=0,1—,2,“‘,l) (3‘31)

' g ero

Ispat. Ilkénce, & > 1 oldugunu kabul edelim Bu durumda, 7 < kise, e < t < o0
oldugundan kf > re ve buradan (er — kt)iz&"l = 0 olur Boylece, r < k ic¢in
Iep(r) =0 dir Eger, v > k ise de

EL

k &g o2 : 2_3
(er — k1) (er — kt)}
Isjk(‘T) = /'-—tl_@--‘-‘—“-dt + —ti'r%-——dt
€ ¥

vazabiliriz. §imdi burada;

€<t < % = (er — kt)jr%_l = (er — kt)& *

ve
% <t < oo=er < kt=(er -—kt)fnl == )
olacagindan, I x(r) nin ifadesindeki ikinci integral 0 olur. Yani; r > k icin

£

M

I (eT — cht)%“1
dir. Burada, ¢ = ¢ ?_1?1_ degisken defistirmesi yaparsak, dt = 5 (—t;—i‘ﬁdt ve
dolayisiyla da
P b
o a 2
L) = = [ et il e EE g
: B
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olur. Gerekli kisaltmalar yapilirsa, basit hesaplamalar sonucunda

1
o« F
K 2 .
lslr) = / 3 -ldt = —(r — k)%
4]

elde edilir Béylece; £ > 1 durumunda,
Zr—k% |, r>k 2 g
Lelr) = { 0 Cr <k [T Hal TR
ife istenen egitlik elde edilir Son olarak, k = 0 ve r > 0 durumunda da yine
yukaridaki egitlifin saglandifim gérelim:

o0

£-1
; o
Lo(r) = / (?f% dqt == rz = r-'f

O halde, her & = 0,1,. ., ligin L,{r) = 2(r— k)ﬁ "diz. w

Lemma 3.3.2 a > 0 verilmis bir say1 olmak iizere, DZ, (e > 0) operatéiler ailesi
(326) ile tammlandig: gibi olsun. Bu takdirde her ¢ € Ly, (1 < p < 00) igin
agagidaki esitlik dogrudur:

DI = [ Kuglo, e T oo au)ar (332
Rix([),oo)

Burada: y € R} , v € (0,00), du(y) = y®dy ve Ki,2(y,r) fonksiyonu da (2.9 5) ile

tanimlanimig olan fonksiyondur.

Ispat. Ige, f = Hp olmak tizere I ,(f)(z, 7)-anizotropik ve agirhkh sonlu farks
hesaplayarak baglayalim.

(3 14) formili gdzoniine ahnirsa, asagidakiler yazlabilir.

i

Tea( @, 7)y = (~ 1% (e HTVRR (120 (z, 7)

k=0
-—u-u-l : g-1 :
= m Z(—l)k (I)e—ktTg’/Ef,kt Wv(y; T‘)T_f_ e T (T'y”f,o(x, T)) d#(y)df.r
[(3) &= k R! R[
= ‘f(lé“)“ > (=L ()e™ / | / TS W, (y,r)rE e )T ol, 7)du(y)dr
2/ k=0

R? R!
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ng,z( f} min bu ifadesi (3.2.6) da yerine yerlestirilip, integrallerin siras degigtirilirse

DE(f)(s,7) = % | / [ W, (6,0t F x

JR“S

- / / TR,y r)r T e [T o, 7)dp(y)dr S dpu(€)de
O

RE R!

= (Tff“[ Ly ) e = TR Wy — k) — k)i e )

S S

=3

/Wu(é,tmﬁ%(%r—kt)d#(f) dt p TV o(z, 7)dply)dr

&7

elde edilir. Jimdi, £ yerine ég , (k # 0) koyarak degisken degistirelim ve W, (£,¢)—
genellesmis Gauss-Weilerstrass gekirdeginin Lemma 2 9.2 ile verilen c), d) dzellik-

lerini gbzoniine alarak ifadeyi tekrar yazalim:

k=0

st = syt | {ene et

* / Wv(%:t)(\/?é)ﬁ”““i“jwu(y,r — kt)du(8) | dt » T o(=,7)dply)dr =
WV(%’TS)(\/E) e W—W g: kt) /WU 5 kt)TEW (y,r - kt)d}u(é.) ( u, T )
;: = H(.lo_e g)'rgg) /‘]8—7 {Z(“l)k@/( "%éi)i—“dt} W, (y, 7)T%" p(m, 7)dp(y)dr
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Tekrar, y yerine /ey ve 7 yerine de er koyarak degigken degj§t1rehm ve Lemma
2.9.2 'nin d) skkim uygulayalim. Bu durumda,

D) = F R / / ]o AL RS

W, (Ve er)(Ve) DY oz, 7)dp(y)dr =

[R‘

| W,,(\/Ey, er) (et = W, {y,r) uyguluyoruz) -

i [ {Soro )

]R" Rl
Wy, r )T\/Ey"” oz, T)duly)dr

egitligini elde ederiz. Simdi, bu son egitlikte yer alan ve Lemma 3 3 1 ile hesap-
ladigimz

=) 2_3
o 2
I (1) 2/(ET ki) dt

t1+%
€

integralinin degerini yerine yazarsak; DZ(f) 'nin ifadesi

D2(f //a_{*% 2 D {Zl: 1)}0(;)(7"“’“)%}

X W’,,(y,’r)e’Ef T\/Ey’”go(:c, T)dp(y)dr

halini alir. Burada, K;g(y,r) fonksiyonunun (2.9.5) formiilii ile verilen tamrmm
gézoénilne alinirsa, sonug olarak, f = HJ @ i¢in

DE(fHz,7) = / sz,% (y,T)e"g" T\/Ey’”go(z,f)dy(y)dfr (33.3)

formiilii elde edilir.

(3.3.3) ile elde ettigimiz formiil her ¢ € S¥ igin gegerlidir. Son olaral, (3.3.3)
formiiliiniin her ¢ € Ly, (1 < p < o0) igin de gegerli olacagim gosterirsek, ispat
~ tamamlamr. Bdylece, bu son kismun ispat: igin

(A} (z,7) = ]/K;,%(y,f)e_” TV o, 7)d ply)dr
R 0
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(Be)(z,7) = D?(HS@)(@ 7)

operatdrlerinin Ly , — Ly, , (1 £ p < 0o0) sinith olduklanmi géstermek yetecektir.
Bu amag dogrultusunda f € L, , alalim ve ||Af|l,,, ’yii hesaplayahm:

[Afl,. = / | / Koz (y,1)e™ TV o(a, 7)dpu(y)dr
": 0

ply

- (Integraller igin Minkowski esitsizligini (Teorem 2.1.5) uyguluyoruz) - -
< / Kug (7)) e | 1TV o(2, 7)., duly)dr

R % (0,00)

Bu adimds, {2.5.1) i ve Ky 2 (y, 1) fonksiyonunun Lemma 2.9.4-c) *de verilen 8zelligini

kullamirsak;

148l < Wt [ Faglun)idutodir = C iy,

Ry xR1

olur. Boylece, A: L, , — L, , simrhdir. Benzer olarak, B operatériiniin Ly, —

Lip,» sinrh oldugunu gostermek icin
Hy i Ly oy — Ly (1 < p < 00) ve DI Ly, — Ly, (1<p<o0)

oldugu gosterilmelidir M7 : L, , — L, , oldugu Sonug 3.1.5 *ten bilinmektedii. O

halde, f € L, , alalim ve ||D2f|, , 'vil hesaplayahm:




(D% fl, = ;’;_ / / Wl 00, (1)) g (6t

v
| M1nkowsk1 esitsizligini uyguluyoruz ).
1

< / / W6 1) g Ik ) ) i)
(%,
1 1 i —ki .
< TED Wol€, ) 37g > @ e Fllp, vdp(€)de
t(5:1 Rﬂ J 2 k=0
. ( Fubini Teoremini uyguluyoruz }- --
1 1 -kt
< Moz W (6, 6)du(8) ¢ =y D (e Mat
'2' 7 e k=0
~+{ Lemma 2.9 2--b) vi uyguluyoruz ) -
oo !
. 1 1 N _—ki —_
< Vg | w5 2 O =G s

Burada: C.(e, 1} = a

H(Z0)

f = Z (L)e®dt < oo oldugundan

102 flle,» < Celer, ). 1| fllp,»

ve dolayisiyla, D& : L, , — L, , smrhdir. Sonug olarak; (3.3 3) ile elde edilen
formiilher ¢ € Ly, (1 < p < 00) igin de gegerlidir Yani, herp € I, , (1 < p < o)
icin
DR ) = [ Kaglor)e ™ TV olo, Tiduty)ar
R x(0,00)

dir &

Not: (3.3.2) esitliginin sag tarafindaki ifadeyi ”Yaklagik Birim operator” olarak
adlandirmamizin sebebi, agagida gorecegimiz gibi, her ¢ € Ly . , (1 < p < o0)
igin sOz konusu ifadenin, & > 0 paremetresi sifira yaklagirken limitinin ¢ 'ye esit ol-
masidir. Bagka bir ifadeyle, £ — 0 igin  D¥HJ operatorler ailesi, belli bir anlamda,

birim operatore yaklasiyor.
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4. B-PARABOLIK POTANSIYELLER UZAYININ AGIRLIKLI
VE ANIZOTROPIK SONLU FARKLAR YARDIMIYLA
NITELENDIRILMESI

Bu béliimde, Lg , = {f: f=H}p , ¢ € L vt (1 <p< oo)— B-parabolik
potansiveller uzayim, D% | (¢ > 0) operatérler ailesini kullanarak karakterize

edecefiz. Diger bir ifadeyle, bu tezin esas amacim ifade eden teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 4.0.1 «a > 0 verilsin ve D%, (¢ > 0) - operatorler ailesi (3.2.6) ile

temmlansin Bu takdirde, f € Lg , , (1 < p < co) olmasi igin
a) fel,, ve b) sup {DZf|lp,. < oo
i &>0

kogullanmn saglanmas: gerekli ve yeterlidir,

Ispat. (=): f € L&, , (1 <p<oc)olsun L, uzayinin tammindan, [ = H%p
saglanacak bigimde bir ¢ € Ly, , {1 < p < o0) vardir. Hy @ Ly, - Ly, ope-
ratéril siurll oldugundan, f € L, , olacag agiktir Dolayisiyla, a) kogulu saglan.
Simdi b} ’nin saglandigimi yani, [[DZfli,,, < C < oo olacak bigimde, & 'dan
bagimsiz bir C > 0 sabitinin varligin gosterelim. Bu amag dogrultusunda, (3.3.2)
formiiliinii gézéniine alalim ve sirasiyla: Integraller icin Minkowski esitsizligini (Te-

orem 215), (2.51) formiiliini ve Lemma 2 9.4 ’i uygulayahm.

D2l = 1D = || [ Kaglon)e ™ T (o, rlau(y)ar

1_}_)((0,00) D,

< [ g ITE e, )

R x {0,00)

oo

Aol [ IO W) ldnt)er = ol [ gl <o

R % (0,00} o .

Demek ki, [|D2f|;,, < C < oo kogulunu saglayan ¢ 'dan bagimsiz bir C >0

sabiti vardir. Simdi € > 0 ’a gdre supremum alirsak
g P ,

sup | D fllp,» <C <00
>0
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olur ki bu da b) kogulunun sagiandigin: gosterir.

(«=): f € Ly,, ve sup ID2fll,, < o0 (1 < p < o¢) olsun. Bu kogullar altinda
f = HZp olacsk blgnnde bir ¢ € L,,, fonksiyommun vaihgim gostermeliyiz.
Bunum i¢in, Kesim 2.6 'da ayrintill olarak incelenen, genellesmig fonksiyonlardan
yaralanacafiz Daha aqik ifade etmek gerekirse: ispat igin, genellegmis fonksiyon

anlaminda, her w € 8T igin

(f, w) = (HJp, w) (401)

esitligi saglanacak bigimde bir ¢ € Ly, , fonksiyonu bulmak yetecektir. Burada ve
bundan sonra heryerde, Ornek 2 6.6 ’'da da sdzedildigi gibi, her lokal integrallene-
bilen f ve w € St igin, {f,¢) 'nin

[ flz, )z, t)z dzdt (4.0.2)

ile tamimlenan ifadesi kullamlacaktir sup BD2f|lp,» < oo oldugundan, Teorem
>0
2.1.10 ile verilen Banach-Alacglu Teoreml gerefiince oyle bir ¢ € L, ., fonksiyonu

ve £ — 0 dizisi vardir ki,

Jm (DS f, w) = (o, w) (40.3)

esitligi her w € Ly, | (;l—, —I--% = 'l) igin ( ve &zel halde, her w € 8% i¢in) saglamr.

Iste, bu ¢ fonksiyonu igin (4.0 1) bagintisinm saglandigini gosterecegiz. Bu amag
dogrultusunda ilkdnce, ispatta kullanacafimiz, agagidaki lemmamn dogrulugunu

gosterelim:

Lemma 4.0.2 w € §' olmak iizere, Uw(z,t) = w(—z,—1} , D"‘w = UDw

ve 'F[ﬁ‘w = UH2Uw olarak tanirnlansin Bu durumda
(DZp, w) = {p, Dw) ve (Hip, w) = (@, Hyw)  (404)
egitlikleri her @ € L, ,, , {1 < p < o0} ve w € ST igin saglanir:

Ispat. (4.04) ’teki esitliklerin dogrulugunu, ilkénce, ¢ € &% fonksiyonu igin

gdsterecegiz. Daha sonta da HE ve D% operattilerinin Ly y — Lp,u sinrhilif ile
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8§t uzaymin L, , 'de yogun olusunu kullanarak, ¢ € I, fonksiyonlan icin de
(4.0.4) ’im saglandiim gdrecefiz.

O halde gimdi, (40 4) ’teki esitliklerin ¢ € ST igin saglandifim gdstere-
lim Geneliesmig kayma operatdri: 57 igin, US"U = 5" olacagindan, {4 0.4) *teki
egitliklerin klasik kayma (7) igin saglandifim géstermek yetecektir. O halde, simdi,
(D2, w) ifadesini olugturarak Fubini Teoremini kullanirsak istedifimiz esitligi

elde ederiz:

2o, wr= | wla) ﬁ/ [ Wke 00 )07 gt %

du(z)dr = w(z, 7)dp(z)dr x

R & k=0
] 7 ! l
— _ 1Yk kt :xd d
H(%’”m[ / Wl 3 (-1 (0)* g et

/ wlz, 7)p(x — VEE, T — kt)du(z)dr

L
i
= - (z—z+ VEE | 7 — 7+ kt defligken degistirmesi yapalim ) = = m—ﬁ e
51

[ [Wie ) S0 O mpduies [ wet VRET + Moo n)du(o)n

]RSL_ & k=0 Rl’l-i_ XR]

= (w(m +VEE, T+ kt) = w_.(m.m — VkE, —7 — kt) egitliFini ku]lanallm) :

L o l 1y kt_ L
~rm | [ Pe D e e

/ elz, Mw_{—z - \/Eg, ~7 — kt)du(z)dr

RT x R!




/fW gt IO (L) e 1+c= w(€)dt x

% R} =
{ / go(x,f)fﬁf’ktw_(-wa:,-—T)dﬂ(m)df = / o(z,7) X
RﬂIXRl R’};x]ki
1 : Iy _kt \/Efkt 1
WL (&, Le T z,—-T) p —=dpu(é)dt| d
5T ][ €1 {Z 1 ()er (- )} H(e)dt | dp(z)ar
1 T z 1
- | vl 7D | [ 05w ) ) g€ du(e)is
R™ xR1 R?
= / oz, 7) (UDw_) (2, 7)du{z)dr = (@, DZw).
R7 xR1

Son olarak, ¢ € L, , olmas: durumunda da (40.4) egitliklerinin saglandifim
gorelim: Oncelikle; D% ve H¥ operatérleri Ly, — Lp,u simirll oldukdarindan, E;"
ve 7;{3 operatérlerinin de L, , -+ Ly, , stk olacaklarm belirtelim Simdi, St
nzayr Ly, ,, 'de yogun oldugundan, ¢ € Lp,, igin ovle @, € ST dizisi vardn ki,
Pm Texy ¢ 'dit D® operatérii Ly, — Lyp,, siarh olduundan Dgom Loy D2
olur. Boylece,

(D2¢, w) = lim (DF¢m, w)
esitligini yazabiliriz. Gergekten,

(D%, w) = (D%, w)| = [(DF¢m— D, w)] ={DZ(#m = @),
.- (Holder egitsizligini uyguluyoruz) - -
N0 (pm — eMlp,w - lllpr

g CE' ”me - SDHP:V : ”w”Pr)V - O

A

Ayrica (4.0 4) esitlikleri p € S* igin dogru oldugundan
(D2, w) = lim (Dipp, w) = lim (g, DZw) = (p, Diw)
olur Buradan, {4 0.4) iin birinci egitligi olan
(D2, w) = (p, Dew)
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ifadesini elde ederiz. Bengzer ifadeleri H; operatdril igin yazarsak; (4.0.4) *lin ikind
esitligi olan
(Hoe, w) = {p, Hw)

ifadesinin de saglandigimi goririiz. Béylece Lemma 4 0 2 ’nin ispats tamamlanmig

olur W

Simdi, Teoremin ikinei kisminin ispatina devam edelim (4.0.4) ’ii gdzéniine

alarak, sunlan yazabiliriz:

(e, w) = (o, How) 27 lim (D51, Fgw) “2Y lim (f , D Figw)  (105)
[J? = I birim operatdr oldugundan,
(f, D2 Hew) = (f, UD;UU?—ZgUw) ={f, UD2 HSUw)
olur ve dolayisiyla da (4.0.5) esitligi
(Hyw, w) = lim (f, UDZHUw) (4086)

seklini alir [/w = v dersek, w € ST oldugundan v € S olacag1 agiktir,

Simdi, her g € (1,00) igin L, , metriginde
Elégo DX Hyv=v

egitlifinin saglandifim gorelim (3.3.2) egitliginden ve Lemma 2 9 4 "tin d) stkkindan

D2 Hyv(w, ) - vz, 7) = / Kig (y, r)e S TVEYER (g PYdy(y)dr

R % (B,00)
- / K2 (y, rYTVEVER g (2 T)duly)dr + / Kl,%(y,_r)Tﬁy‘E’“"v(w, T)dp{y)dr
Ry X(ﬂ,oo) R% x(0,00)
- [ Kusnls Dt
R™ x{0,00)
egitligini ve dolayisiyla da,
D Hov(z, 1) —v(z, 1) = / Kig(y,r)(e™ — DTYERve (g r)dp(y)dr +
R} % (0,00)
| Kiglo )T orele,m) - ole mldut)e
R% % (0,00)
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ifadesini yazabiliriz  Simdi, Minkowski egitsizligini (Teorem 2.1.4) uygularsak;

IR~ e < Wola [ K ln)| (= &) autear

R% x(0,00)

+ / !K,:,%.(y,'r)] [IT‘/EEZ”E*’U(E, T) — v(z,'r)”w du(y)dr = I {ex) + Ly{ey)

Ri x(0,00)

olur. Son olarak, lim0 Ii(ex) = lirn0 Iy(ex) = 0 oldufunu gdsterirsek, limo DZ Hgv =
£ — Ep—* : Ep—

v esitliginin ispat: tamamlanmis olur

I (ex) ifadesi igin, Lebesque Majorant Yakinsaklik Teoremini (Teorem 2.1.8)

uygularsak;
lim I1{ex) = lim Jvfl,, / |Kpz(y, )] (1~ e Ydu(y)dr
exp—0 ep—0
R x(0,00)
= Polo [ [Kuglon)] Jim (1 - e )ap(y)ds
R? x(0,00)

olur ve burada lim (1 — e™%') = 0 oldugundan, Iimo Ii{ex) = 0 elde edilir
Ex—¥

ep—0

I»(ex) ifadesi igin de, benzer olarak, (2.5.2) formiiliinii ve Lebesque Majorant
Yakinsaklik Teoremini (Teorem 2 1.8) uygularsak;

Lm Iy(eg) = / L «(y,7)| lim ”Tﬁy’e"’v(a:,f) —o(z,7)|| _ du(y)dr =0
Ep—0 2 ep—+0 a,v
R? X(0,00)

elde ederiz. O halde, limD DZ Hiv = v 'dir. Bu son esitlikten

Ep—

(Lq,0) im UDEHUw = Ulw = w | (407)

yezabilitiz. Burada, (Lg,,)Lim ~ Ly, anlamnda limit demektir. Simdi, f € L,
ve w € ST igin .
lim (f, UDS HeUw) = (f , w) (408)
Ep—t

egitlifinin saglandifim gorelim:

[f UDEHZUw) = (fyw)] = |{f, UDSHIUw — w)]
- - (Hélder esitsizlifini uyguluyoruz) - - -
| o 1,1
< flew “UDEJCHU Uw ~ w”pf’y ) 5"{“ ; =1
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Burada (4 0.7) esitligini kullanirsak, ifadenin £, — 0 igin limiti 0 olur, yani, (4.0 8)
saflaniz. Nihayet, teoremin ispatini tamamlamak igin, (4 0.8) egitliginin (4.0.6) *da

gbzéniine alinmas1 yetecektir. Giinkii; bu durumda her w € 87 igin

L]

(e, w) = lim (f , UDSHEU) = (f , )
Ep—
olur ve buradan da hemen hemen her (z,7) € R? x R? igin
flz7) =Ho(z,7)

bagintisi elde edilerek Teorem 4.0.1 ’in ispati tamamianmmg olur. m
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5. SONUC

Ik olarak B ¥ Jones tarafindan tanimlanmisg olan H*-parabolik Bessel potansiyel-
ler vasitasiyla olusturulan parabolik Bessel potansiyelleri uzayt H*(L,); T2-uygun

bir operatdrler ailesi olmak tizere
ML) = {f /€ Ly, supJToflp < o0}, L<p< oo, a>0
>0

egitligi ile karakterize edilmistir. Klasik potansiyeller, Fourier dontigimi ve klasik
kayma vasitasiyla tamimlanan girisim tipli integral operatérlerdir. Hp- ile gdste-
rilen B;par'abolik potansiyelleri de, A-Laplace diferansiyel operatdril yerine, Ag
Laplace-Bessel diferansiyel operatorii ile iligkilendirilerek Fourier-Bessel doniigimii
(F,) vasitasiyla tanimlanan integral operatérlerdir. H operatérleri ik olarak Ali-
yev tarafindan incelenmigtir ve agihkh L, uzaylaninda bu potansiyellerin tersleri

belirlenmigtir

Laplace-Bessel diferansiyel operatéri ile iligkilendirilen ve HJ ile gosterilen
parabolik potansiyeller fizerine kurulu olan bu tez caligmasinda, klasik parabolik
Bessel potansiyelleri igin tamimlanmig olan H*(L,) uzayina paralel olarak, H; B-
parabolik potansiyelleri icin, ”B-parabolik potansiyeller uzay1” olarak adlandinlan
ve L¢ ,={f:f=Hp , p€lp,},(l<p< oo) ile ifade edilen bir fonksi-
yonel uzay tammlandi ve bu uzaym, yukarida sézii edilen karakterizasyona benzer
bir karakterizasyonu elde edildi. Bu uzay nitelendirilirken, yine klasik parabolik
uzayin karakterizasyonuna benzer bir mantik izlendi: ilkdnce Dé’t(f) anizotropik
ve agulikli sonlu fark: tanimlandi, daba sonra bu sonlu fark yardimiyla, D(f)
operatérler ailesi olugturuldu Bdylece, D¥(f) operatdiler ailesi kullamlarak B-
parabolik potansiyeller uzayr Lg , karakterize edildi. Bu karakterizasyona gore,
bir f fonksiyonunun Lg , uzayma ait olmasi igin gerekli ve yeterli kogul f ’in Ly,

’den olmast ve sup || DZ fi|p,» 'niin sonlu olmasdir.
e>0 .

Bu tez caligmast ile ilk olarak ”B-parabolik potansiyeller uzayy” tanimlanmig-
tir ve yin.e ilk olarak, bu uzayin bir karakterizasyonu verilmigtir. Bu tir bir ka-
rakterizasyon, B-parabolik potansiyeller uzaymn gimdiye kadar yapilmamug bir
karakierizasyonu oldufu icin ve bu uzaymm potansiyel uzaylan kategorisindeki ye-

rini almasim: sagladifi igin oldukga Snemlidir.
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Bu doktora tezi, B-parabolik potansiyeller konusunda ¢aligmak isteyenler igin
onemli bir kaynak nitelifinde olup, bu konuda defisik ¢aligmalar yapma olanagi
saglamigtiz  Agirhkh dalgacik(wavelet) déniigiimleri kullamlarak B-parabolik po-
tansiyeller uzayimn yeni bir karakterizasyonunun elde edilmis olmasi buna bir

Ornektir.

Bundan sonraki galigmalazda, potansiyeller ve potansiyel uzaylar konusunda
daha degigik galigmalar yapilarak, potansiyellerin bu uzaylar iizerindeki etkileri

incelenecek ve yeni tirde karakterizasyonlar elde edilmeye calhgilacakti.
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